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7. Jednadzba gibanja

7.1 Vektorski oblik jednadZbe gibanja u koordinatnom sustavu koji rotira

U inercijalom koordinathom sustavu Newtonov drugi zakon gibanja mozZemo
simbolicki zapisati ovako

D.v
—a’a zz F. 7.1.1
Dt ( )

Clan na lijevoj strani predstavlja vremensku promjenu apsolutne brzine v, prate¢i gibanje,
kako je vidimo iz inercijalnog sustava. Na desnoj strani zbroj svih stvarnih (fundamentalnih)
sila koje djeluju po jedinici po jedinici mase Cesti, odnosno rezultantna akceleracija. U
poglavlju 1.3 objasnili smo da, da bi Newtonov drugi zakon vrijedio u rotirajuem
koordinatnom sustavu, treba stvarnim silama koje djeluju (fundamentalnim silama) dodati i
prividne (pseudo) sile. Do istog rezultata do¢i ¢emo 1 transformacijom koordinata u jednadzbi
(7.1.2).

Da prikazemo Newtonov drugi zakon u sustavu koji rotira, moramo najprije naci vezu
izmedu apsolutne brzine (brzine u inercijalnom koordinatnom sustavu) v, i brzine u sustavu
koji rotira (relativnom koordinatnom sustavu) v. Pretpostavimo da relativni koordinatni sustav
rotira kutnom brzinom Q, kao §to je prikazanom na slici. Neka se u to¢ki P, koja rotira, nalazi
Cest zraka. Polozaj Cesti u inercijalnom koordinatnom sustavu definiran je vektorom polozaja
Xa, a u rotirajuem sustavu vektorom polozaja X,. Vektor R je vektor udaljenosti od osi
rotacije do toc¢ke P (R je okomit na Q).

Slika 7.1. Brzina koju ima ¢est ima u apsolutnom (inercijalnom) sustavu zbog rotacije
relativnog (neinercijalnog) koordinatnog sustava. Cest miruje u tocki P s obzirom na sustav
koji rotira kutnom brzinom Q.
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Ako Cest miruje u relativnom koordinatnom sustavu, ona se ipak giba s obzirom na
inercijalni sustav, jer sam relativni sustav rotira. Zbog toga ¢e promatra¢ koji miruje u
inercijalnom (fiksnom) koordinatnomn sustavu vidjeti da ¢est ima brzinu DaX./Dt = QxX, .

Ako se Cest giba u odnosu na relativni koordinatni sustav, promatra¢ u tom sustavu
vidi da Cest ima brzina Dx,/Dt. Medutim, promatra¢ koji promatra gibanje iz fiksnog sustava,
osim gibanja Cesti u relativnom (Dx,/Dt) sustavu vidi i gibanje Cesti zbog rotacije relativnog
sustava (2x X, ), pa je pa stoga vidi brzinu Cesti videna iz fiksnog sustava (DaXa/Dt)

D,x, Dx
Dt Dt

=+ XX,

(7.1.2)

Da bi odredili akceleraciju u apsolutnom koordinatnom sustavu, moramo naci totalni
diferencijal brzine u apsolutnom sustavu D,’xa/Dt?. Drugim rije¢ima u jednadzbu (1.4.4), koja
op¢enito vrijedi za svaki vektor, uvrstit ¢emo umjesto vektora A vektor brzine D x,/Dt:

D, ( DX, D ( DX, D,X,
—| === +Q x :
Dt Dt Dt\ Dt Dt

U gornjoj jednadzbi prikazimo sada brzinu u apsolutnom sustavu pomocu brzine u relativnom
sustavu kao §to je prikazano jednadzbom (7.1.2). Dobije se

D,’x, D [Dx

Dt Dt

L+ QXX [+Qx DXUerxIr .
Dt Dt

Budu¢i je vektor kutne brzine rotacije konstantan 1 po smjeru i po iznosu, mozemo ga staviti
ispred operatora D,/D t pa je akceleracija prikazana u inercijalnom koordinatnom sustavu

2 2
Da )z(a — D )Zr + 20 % DXr
Dt Dt Dt

+Qx(QxX,) . (7.1.3)

Zelimo odrediti ¢emu je jednak ¢lan Qx(ﬂxxr). Najprije gledamo ¢emu je jednak modul
vektora  x X, . Pri tom ¢e nam pomoci slika 7.1.

QxX |=0Qx sina=0x E:QRzQRsin9O=Q><R.
r Ir l’X

by

Nadalje, iz slike 7.1 je vidljivo da vektori xx, i @x R imaju isti smjer i orijentaciju, pa je
Qxx,= QxR. Odatle je Qx(Qxx,)=Qx(QxR). Primjenom pravila koja vrijede za

vektroski i skalarni produkt vektora, gdje su A, B i C proizvoljni vektori, a A, B i C njihovi
moduli

Ax(BxC) =B(A-C) - C(A-B)
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A-B = AB cos (A,B)
AxB = AB sin (A,B)

dobivamo
Qx(Qxx, )=Qx(Q2xR)=Q(Q-R)-R(Q-Q)=
= Q(OR cos 90) — R(Q? cos 0) = - O R.
Uvrstimo gornju jednakost u izraz za akceleraciju u inercijalnom koordinatnom sustavu

(2.1.3). Tako dobivamo akceleraciju u inercijalnom sustavu izrazenu preko akceleracije u
relativnom (neinercijalnom) sustavu

2 2
D[a)t’z(a - _[E)t);r +2Qx Dxtf ~O°R. (7.1.4)

Jednadzba (7.1.4) pokazuje da je akceleracija cCesti prate¢i gibanje u apsolutnom
(inercijalnom) sustavu jednaka zbroju akceleracije Cesti prate¢i gibanje u relativnom
(neinercijalnom) koordinatnom sustavu koji rotira (D*x,/Dt?), Coriolisove akceleracije koja
postoji zbog relativnog gibanja Cesti u odnosu na sustav kogi rotira (2 QxDx,/Dt) i
centripetalne akceleracije koja postoji zbog rotacije koordinata (- Q° R).

Akceleracija koju Cest ima u inercijalnom koordinatnom sustavu, posljedica je
istovremenog djelovanja svih fundamentalnih sila na ¢est. Fundamentalne sile koje djeluju na
neku Cest u atmosferi jesu sila gradijenta tlaka, gravitacija i sila trenja, a pripadne akceleracije
su -(1/p)Vp (akceleracija sile gradijenta tlaka), g~ (akceleracija gravitacije) i ay (akceleracija
zbog trenja, u ovom slucaju to je deceleracija jer se Cest zbog trenja usporava). Stoga je
akceleracija koju Gest ima zbog djelovanja svih sila jednaka zbroju vektora -(1/p)Vp + g +
ayr. Dakle, akceleracija u inercijalnom sustavu, koja je prikazana jednadZzbom (7.1.4), mora

biti jednaka rezultantnoj akceleraciji -(1/p)Vp + g* + ag

2 2
D.% _ D%, , 0, D%
Dt Dt Dt

—QZR=—EVp+g*+aU. (7.1.5)
Y2,

akceleracijau  akceleracija u Coriolisova centripetalna akceleracija akceleracija akceleracija
apsolutnom relativnom akceleracija akceleracija sile gravitacije  sile trenja
(inercijalnom)  (neinercijalnom) gradijenta

sustavu sustavu koji rotira tlaka

Kako se nasa mjerenja, dijagnosticke analize i prognoze odnose na Zemlju koja rotira,
ne zanima nas akceleracija u apsolutnom sustavu, ve¢ nas zanima akceleracija u relativnom
sustavu koji rotira. Stoga ¢emo jednadzbu (7.1.5) preurediti tako da izostavimo lijevu stranu
jednakosti. U novoj jednadzbi kao nepoznanicu ¢emo pisati akcelreciju u relativnom sustavu

Dx,

2
D™, :—Zﬂx—t+QZR—1Vp+g*+atlr
0

Dt?
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Rezultanta centrifugalne akceleracije Q° R i akceleracije gravitacije g jednaka je akceleraciji
sile teze g, a totalni diferencijal vektora polozaja Cesti u relativnom koordinatnom sustavu
prate¢i gibanje Dx,/Dt upravo je jednak brzini Cesti u relativnom sustavu v, pa Newtonov
drugi zakon gibanja (2.1.1) konac¢no poprima ovaj oblik

ﬂ:—2£2><v—£Vp+g+atr. (7.1.6)
Dt Yo,

Tom jednadzbom Newtonov drugi zakon gibanja izraZen je u sustavu koji rotira (relativnom,
neinercijalnom sustavu). Jednadzba (7.1.6) pokazuje da je akceleracija prateci relativno
gibanje u sustavu koji rotira jednaka rezultanti akceleracija koje postoje zbog djelovanja
Coriolisove sile, sile gradijenta tlaka, sile teZe i sile trenja. To je jedna od temeljnih jednadzbi
u dinamickoj meteorologiji, a naziva se jo$ i jednadzba gibanja ili jednadzba impulsa. U
njoj je drugi Newtonov zakon gibanja izrazen preko totalne promjene impulsa po jedinici
mase prate¢i gibanje. Isti zakon katkad se izrazava i preko totalne promjene impulsa po
jedinici volumena.

U velikom broju problema dinami¢ke meteorologije djelovanje sile trenja se
zanemaruje pa jednadzba (7.1.6) poprima jednostavniji oblik

BV axv-Lvpag. (7.1.7)
Dt Y2

Utjecaj podloge na atmosferska gibanja opada visinom, a najviSe se osjeca unutar prvih 1-3
km visine nad tlom. Taj najdonji sloj atmosfere, ¢ija je debljina prostorno i vremenski
varijabilna, naziva se atmosferski grani¢ni sloj. U atmosferskom grani¢nom sloju, koji je
upravo definiran kao grani¢ni dio troposfere koji je pod direktnim utjecajem zemljine
podloge, trenje se ne moZe zanemariti, pa tada polazimo od jednadzbe gibanja u obliku
(2.1.6). Medutim, u visinama iznad atmosferskog grani¢nog sloja, djelovanje trenja je
zanemarivo malo, pa tada koristimo jednadZbu oblika (7.1.7). Dio atmosfere koji se nalazi
iznad atmosferskog grani¢nog sloja, pa je stoga djelovanje sile trenja u njemu zanemarivo
malo, nazivamo slobodna atmosfera (upravo zato $to je gibanje u njemu 'slobodno', odnosno
nije uvjetovano trenjem). Slicno, dio troposfere koji se nalazi iznad atmosferskog granicnog
sloja nazivamo slobodna troposfera. Vecina nasih razmatranja u ovoj knjizi odnosit ¢e se
upravo na slobodnu atmosferu.

7.2 Skalarni oblik jednadZbe gibanja u sfernim koordinatama

Katkad je u teorijskim razmatranjima pogodno jednadzbu (7.1.6) gibanja prikazati u
skalarnom obliku. Budu¢i da Zemlja priblizno ima oblik kugle (za potrebe meteorologije
mozemo potpuno zanemariti odstupanje Zemlje od kugle), jednadzbu gibanja piSemo tada u
sfernim koordinatama. Jednadzba gibanja u sfernim koordinatama pogodna je 1 za potrebe
numerickih prognoza na hemisferskoj ili globalnoj skali.

Oznacimo koordinatne osi sfernog sustava sa (4, ¢, z), gdje je A zemljopisna duzina, ¢
je Sirina, a z je vertikalna udaljenost od Zemljine povrSine pa do promatrane tocke P (slika



7.Jednadzba gibanja ZB Klai¢

7.2). Neka je r udaljenost od sredista Zemlje (sredista sfernog sustava) pa do promatrane
tocke P. Tada je r = R, + z, gdje je R, radijus Zemlje. Buduc¢i da pretpostavljamo da je Zemlja
kugla, R; je konstantan.

Slika 7.2. Sferni koordinatni sustav.

Ako postavimo jedini¢ne vektore i, j i k tako da i bude orijentiran prema istoku, j
prema sjeveru, a k vertikalno prema gore, relativna brzina (brzina u odnosu na neku tocku na
Zemljinoj povrSini) je

V= Ui +Vvj twk,
gdje su komponente brzine u, v i w definirane ovako

uErCOSqo%, vEr%, WEE. (7.2.1)
Dt Dt Dt

Vecina meteoroloskih procesa (procesa koji upravljaju vremenom i klimom) dogada se u
najdonjem sloju atmosfere - troposferi. Visina troposfere raste od polova prema ekvatoru. Nad
polovima taj sloj je debeo oko 9 km, a nad ekvatorom oko 20 km. Srednji radijus Zemlje puno
je veci od debljine troposfere (R; = 6371 km), pa stoga u dinamickoj meteorologiji Cesto
mozemo pretpostaviti da je visina z puno manja od R,. Odatle slijedi za potrebe dinamicke
meteorologije vrlo dobra aproksimacija: r = R; + z # R,. To drugim rije¢ima znaci da varijablu
I moZemo zamijeniti konstantnom vrijednoscu R;.

Definirajmo sad koordinatni sustav s ortogonalnim osima (X, y, z) takav da je x os
usmjerena prema istoku, y os prema sjeveru, a z os vertikalno prema gore. Taj koordinatni
sustav nije Kartezijev, buduci da smjerovi jedinicnih vektora i, j i K nisu konstantni, ve¢ su
funkcije polozaja na Zemljinoj kugli. U tom koordinatnom sustavu udaljenosti u X i y smjeru
su takve da je Dx = R,cosp DA i Dy = R, Dg. Odatle su horizontalne komponente brzine u =
Dx/Dt (komponenta prema istoku) i v = Dy/Dt (komponenta prema sjeveru), a vertikalna
komponenta brzine je w = Dz/Dt. Da odredimo akceleraciju, moramo naci totalni diferencijal

5
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brzine u vremenu prateci gibanje Dv/Dt, gdje je vektor brzine v = ui + vj +wk. Budu¢i da su i
smjerovi jedini¢nih vektora promjenjivi, vektor akceleracije je

ﬂ=@i+ﬂj+ﬂvk+ug+vﬂ+wD—k. (7.2.2)
Dt Dt Dt Dt Dt Dt Dt
Odrediti ¢emo najprije promjene jedini¢nih vektora prate¢i gibanje. Nadimo prvo Di/Dt.
Upotrebom izraza (1.4.3) vidimo da je totalni diferencijal Di/Dt jednak

Di di o 0 ol
— =+ U—+V—+W— |,
Dt ot
Jedini¢ni vektor i nije funkcija vremena, pa je stoga 0i/ot = 0. Takoder, i Se ne mijenja ni s

promjenom zemljopisne Sirine (0i/0y = 0), niti s promjenom polozaja duz vertikale (0i/0z = 0),
pa tako dobivamo

Di Oi
—=u—.
Dt OX

Slika 7.3. prikazuje kako se smjer jedini¢nog vektora i mijenja u ovisnosti o promjeni
zemljopisne duzine 1. Pretpostavimo da je pomak duz paralele 6x infinitezimalno malen.
Tada mozemo pretpostaviti da je X baza jednakokracnog trokuta ¢iji su krakovi R,c0s ¢. Taj
je trokut slican jednakokra¢nom trokutu baze di, pa stoga vrijedi

ot _ i
& Rcosep

Potrazimo limes gornjeg izraza za ox — 0. U limesu operator ¢ prelazi u parcijalni diferencijal

im 2 1
x>0 X OX  s0 Rcosgp  R,cos ¢

(7.2.3)

Jednadzbom (7.2.3) odredili smo modul vektora 0i/0z. Da odredimo sam vektor trebamo
znati smjer i orijentaciju vektora. Iz slike 7.3. vidimo da je &i u smjeru radijusa paralele, a
orijentiran je prema osi rotacije. Dakle i 0i/ox je istog smjera i orijentacije, pa ga, kao §to je
prikazano na slici 7.4., mozemo rastaviti na komponentu u smjeru y 0si i komponentu u
smjeru z osi. Tako na kraju dobivamo promjenu jedini¢nog vektora i u X smjeru

oi

&—RZCT(D(S"]QJ—COSQK),

odnosno totalni diferencijal jedini¢nog vektora i

Di_ ai

— =U—=——(Singj—cos k). 7.2.4
Dt OX chosgo( 7 ¢k) ( )
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Slika 7.3. Promjena jedini¢nog vektora i u
ovisnosti o promjeni geografske duzine
o4. Luk oXx je proteze se duz paralele.
Mijenja se samo smjer jedinicnog vektora
a modul je konstantan: | i+8il =i | . Vektor
i je u smjeru osi rotacije.

Q

jld i sino
bi
’ N
o
Slika 7.4. Komponente vektora 6i:
komponenta prema sjeveru i vertikalna

komponenta.

Sada ¢emo odrediti promjenu jedini¢nog vektora j (Dj/Dt). Vektor j ne ovisi ni 0
vremenu niti o vertikalnoj koordinati, pa je

ﬂ:ug+vﬂ. (7.2.5)

Dt ox oy

Da nademo promjenu j duz osi X, posluzit ¢e nam slika 7.5. Sa slike vidimo da je Jj
orijentiran u negativnom smjeru osi X, pa je i 0j)/ox jednakog smjera i orijentacije. Nadalje,
uoCavamo dva sli¢na jednakokra¢na trokuta. Veéi ima bazu ox i krakove R,ctg, a baza
manjeg je | | |, dok su krakovi jednaki |j | Iz sli¢nosti tih dvaju trokuta dobivamo
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@ _ X

i Retge’
odnosno

| _ tep

X R’

z

Kad uvazimo smjer i orijentaciju vektora, u limesu ox — 0 dobivamo

. o 0 tgy .
lim =0 =—a i
xo0 0K OX R,
(7.2.6)
0
°C
2
- 5
B "
! OX
R,cosy
Slika 7.5. Ovisnost jedini¢nog vektora j 0
& 0 zemljopisnoj duZini. S promjenom duZine
mijenja se samo smjer a ne i modul vektora
5\ J. Vektor §j je usmjeren prema zapadu.
A

Da bi odredili Dj/Dt jos trebamo na¢i 0j/dy. Sa slike 7.6. vidimo da se pri promjeni
zemljopisne Sirine za d¢, jedini¢ni vektor j promijeni za Jj, gdje je &j u smjeru —z osi. Iz
jednakokrac¢nog trokuta s krakovima ‘J| i |j+8j |, te bazom ‘Sj{ vidimo da je ‘Sj‘ =
‘j | d¢ = d¢. Ako uvazimo smjer i orijentaciju vidimo da je vektor 8 = | J) | (-k) =-d¢k.
Nadalje, ako se zemljopisna Sirina promijeni za d¢, tada je pripadna meridionalna promjena
promjena dy, gdje je dy = R,0¢. Odatle je
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ij =|j ﬂ - 1
¥y a0 % Rop R,
(7.2.7)

Konac¢no na temelju jednadzbi (7.2.5) - (7.2.7) dobivamo

5,

ZB Klai¢

(7.2.8)

Slika 7.6. Ovisnost jedini¢nog vektora
Q\ J o zemljopisnoj $irini. S promjenom
zemljopisne Sirine mijenja se samo
by smjer, a ne 1 modul jedinicnog vektora
J. Vektor &) je usmjeren vertikalno

prema dolje.

Slika 7.7. Ovisnost jedini¢nog
vektora Kk o zemljopisnoj duZini.
Vektor ok je usmjeren prema
istoku.

Sli¢no, smjer jedini¢nog vektora K ovisi samo o zemljopisnoj Sirini i duzini pa je

totalni diferencijal Dk/Dt jednak
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Dk _, ok _ K (7.2.9)
Dt OX oy

Slika 7.7. pokazuje da pomaku 6x odgovara promjena ok, koja je u smjeru pozitivne x osi, pa
je i 0k/ox u istom smjeru. Nadalje, iz sli¢nosti dva jednakokra¢na trokuta slijedi

o] |kl 1
X R R

z z

te na kraju dobivamo

ok ,. ok 1.
— = —=—1. 7.2.10
OX I}HQ X R ( )

z

=)

by Slika 7.8. Ovisnost jedini¢nog
K vektora k. Vektor ok je u
smjeru sjevera.

o

Trazimo sada ok/dy. Sa slike 7.8. je vidljivo da je ok u pozitivnom smjeru y osi. Iz sli¢nosti
dvaju jednakokrac¢nih trokuta slijedi

ok K[ _ 1
&% R, R,

Uvazimo li smjer i orijentaciju vektora, dobivamo

10
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ok . ok 1

— —=—]. (7.2.11)
y M5 =%,

Konaéno upotrebom jednadzbi (7.2.9) — (7.2.11) dobivamo totalni diferencijal jedini¢nog
vektora k

Dk K, yk_Ui vy (7.2.12)
Dt ox oy R R

z

Uvrstimo sada jednadzbe (7.2.4), (7.2.8) i1 (7.2.12) u izraz za akceleraciju prate¢i gibanje u
relativnom koordinatnom sustavu (7.2.2) 1 preuredimo tako da izdvojimo clanove po
smjerovimax, y iz

Dv Du Dv Dw Di Dj Dk _ Du Dv. Dw
—=— j —Kk+u—+v—+w — —j —Kk+
Dt Dt Dt Dt Dt Dt Dt Dt
2
u S gy . 1 u. Vv .
+——(singj—cosgk)+v| —u=—"—i—-v—K |[+W —i+—]|= (7.2.13
chosco( ¢j —cos k) ( R R J W(R R Jj (7.2.13)

2
_ E_uvtggo+M iy m+utg(p+ﬂvj+ Dw u?+v? K
Dt R R, Dt R R Dt R

z z z z

Akceleracija, koja je prikazana jednadzbom (7.2.13), postoji zbog sila koje stvarno
djeluju u inercijalnom sustavu, te zbog pseudosila (koje su posljedica rotacije relativnog
sustava u odnosu na inercijalni sustav). Stoga akceleracija (7.2.13) mora zadovoljavati
Newtonov drugi zakon gibanja u relativnom (neinercijalnom) sustavu, a koji je prikazan
jednadzbom (7.1.6). JednadZbu (7.1.6) takoder ¢emo preurediti tako da izdvojimo €lanove po
smjerovima koordinatnih osi

B—\t/:—29><v—£Vp+g+atr = —20)(cos @j + sin gk ) x (Ui + vj + wk )+
e,
1(op. Op. ap . .
A PP P g o, )i+ ), ok

(7.2.14)

= (— 2QQwW oS @ + 2Qvsin ¢ —£@+ (atr )xJi +
p OX

= =-20 S 20 = _ k
( usinge +(a[r)ij+( ucos g - g+(a[r)zJ

gdje su (aw)x (aw)y 1 (aw). komponente akceleracije zbog trenja u x, y i z smjeru, a g je
akceleracija sile teZze (na Zemljinoj povrSini g = 9.8 m s9). Izjednac¢imo x, y 1 z komponente
akceleracije prikazane jednadzbama (7.2.13) i (7.2.14). Tako dobivamo tri jednadzbe
skalarnog oblika. Jednadzba u smjeru istoka (X komponenta vektorske jednadzbe gibanja) je

Du  uvtge 10p
L 20wceos g+ 2Qusing— =P 4 7.2.15
Dt R R 4 ® 00 (a‘tr) ( )

z z

u smjeru sjevera (y komponenta)

11



7.Jednadzba gibanja ZB Klai¢

2
Dv ulige  vw
Dt R R

z z

a vertikalna (z) komponenta jednadzbe gibanja je

i 10op
=-2Qusing-——+(a, )., (7.2.16)
Yy (@),

2 2
bw_u” +v =ZQuc05¢—%%—g+(av)z.

Dt R

(7.2.17)

z

Clanovi koji su proporcionalni s 1/R; zovu se ¢lanovi zaKrivljenosti, a postoje zbog
zakrivljenosti Zemlje. Budu¢i da u sebi sadrze umnoSke zavisnih varijabli (komponente
vektora brzine medusobno su zavisne varijable), nelinearni su, te stoga otezavaju teorijske
analize jednadzbi (7.2.15) — (7.2.17). U idu¢em poglavlju pokazat ¢emo da su za gibanja u
umjerenim Sirinama na sinoptickoj skali ¢lanovi zakrivljenosti zanemarivo mali u odnosu na
ostale ¢lanove u jednadZzbama gibanja. Ipak, 1 nakon zanemarivanja ¢lanova zakrivljenosti,
jednadzbe (7.2.15) — (7.2.17) i dalje ostaju nelinearne, jer se nelinearni ¢lanovi nalaze u
advektivnim ¢lanovima totalnih diferencijala komponenti brzine. Tako je npr.

Dv ov ov ov ov
—=—+U—+V—+W—,
Dt ot ox oy oz

a sli¢ne nelinearne izraze imamo i u advektivnim ¢lanovima totalnih diferencijala Du/Dt i
Dw/Dt. Te nelinearne ¢lanove ne moZemo zanemariti, buduci da su im magnitude usporedive
s magnitudama komponenti lokalne promjene brzine ou/dt, ov/ot i ow/ot. Stoga nelinearne
parcijalne diferencijalne jednadzbe (7.2.15) — (7.2.17) nemaju analitickih rjeSenja, veé se
moraju rjesavati numericki.

7.3 Analiza skala u jednadZzbi gibanja (sinopticka skala)

JednadZzbe gibanja (7.2.15) — (7.2.17) opisuju sve tipove i sve skale atmosferskih
gibanja. Rjesenja tih jednadzbi u sebi izmedu ostalog sadrze 1 zvucne valove, koji su nebitni
za meteorologiju, te ih stoga Zelimo eliminirati. (Kad zvuc¢ne valove ne bi eliminirali iz
rjeSenja, oni bi u rjeSenjima 'zamaglili' stvarnu sliku strujanja, odnosno predstavljali bi
smetnju [Sum].) U poglavlju 1.1.2 rekli smo da analizom skala jednadZbe mozemo na temelju
fizikalnih argumenata matematicki pojednostavniti, tako da zanemarimo clanove cije su
magnitude malene. Na taj nacin istovremeno iz jednadzbi eliminiramo (filtriramo) gibanja
koja nas ne interesiraju.

Velik dio atmosferskih gibanja koja su relevantna za meteorologiju umjerenih Sirina
dogada se na sinoptickoj skali. Opazanjem su u umjerenim Sirinama uocene ove tipi¢ne skale
varijabli na sinoptickoj skali:

U~10ms? skala horizontalne brzine
W~1cms? skala vertikalne brzine

L~10°m skala duljine

H~10*m skala visine

Plp~10°m*s? skala horizontalnih fluktuacija tlaka
L/U~10°s horizontalna skala vremena

12
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Horizontalna skala vremena je ovdje advektivna skala vremena. To je skala koja odgovara
barickim sustavima (ciklonama, anticiklonama, dolinama, grebenima), budu¢i da je uoceno da
se oni na sinopti¢koj skali priblizno gibaju brzinom horizontalnog vjetra. Dakle, za gibanja na
sinoptickoj skali L/U je vrijeme potrebno da zrak prijede horizontalnu udaljenost L brzinom
U. Nadalje, za takva gibanja operator totalnog diferencijala D/Dt je proporcionalan U/L.
Treba naglasiti da vertikalna brzina na sinoptic¢koj skali nije mjerljiva ve¢ je izvedena.

Nadalje, uobicajeno je definirati veli¢inu fo, koja odgovara Coriolisovom parametru na
zemljopisnoj Sirini ¢y = 45°, takvu da je fo = 2Q2 sin ¢y = 2Q cos @y = 10 s

7.3.1. Horizontalne jednadzbe, geostroficki vjetar, priblizne prognosticke
jednadzbe, Rossbyjev broj

Analiza skala u horizontalnim jednadZbama gibanja (7.2.15) 1 (7.2.16) prikazana je u
tablici 7.1. Veli¢ina v je kinemati¢ka viskoznost koja je za suhi zraka reda veli¢ine v ~ 10
m?s™ (za standardnu atmosferu na razini mora v = 1.46-10° m®s™). Red veli¢ine ¢lana VII u
horizontalnim jednadZbama impulsa ukazuje na to da je molekularno trenje toliko maleno (~
10™ m s*) da se na sinopti¢koj skali moZe zanemariti. Molekularno trenje opéenito je vazno
samo u ova dva slucaja: 1) u visinama ve¢im od 100 km nad tlom (dinamicka meteorologija
ne bavi se gibanjima u dijelu atmosfere); i 2) kod turbulentnih’ gibanja najmanjih razmjera,
koja postoje uz samo tlo u plitkom sloju od nekoliko centimetara. U tom sloju vertikalno
smicanje vjetra® moZe biti jako veliko. Turbulentna gibanja spadaju u probleme
atmosferskog grani¢nog sloja3, kojima se ovaj udzbenik ne bavi. Kako ovdje prou¢avamo
slobodnu troposferu?, u daljnjim razmatranjima molekularno trenje ¢emo zanemarivati.

Tablica 7.1. Analiza skala u horizontalnim jednadzbama impulsa za gibanja na sinoptickoj
skali. I — horizontalna akceleracija, Il — ¢lan zakrivljenosti zbog horizontalnog strujanja, I1I —
¢lan zakrivljenosti koji ovisi i o horizontalnom i o vertikalnom strujanju, IV — Coriolisova
akceleracija zbog vertikalne brzine, V — Coriolisova akceleracija zbog horizontalne brzine, VI
— akceleracija zbog sile gradijenta tlaka, V11 — ¢lan molekularnog trenja.

| I Il v Vv VI VII
Du uvtgey  uw . 1 0op
— ——L 4+—= -2Qwcos + 2Qvsin -
x komponenta ¢ R, R 4 4 pox (B
Dv utgp | VW . 1 op
— +—= —2Qusin -——=
ykomponenta -+ R R, 4 poy (@
skale U?/L  U*R, UW/R, fow foU PlpL  vUIH

! Turbulentna gibanja - izrazito nepravilna gibanja. Karakteristi¢na su za najdonji dio atmosfere (atmosferski
granic¢ni sloj).

¢ promjena vjetra visinom

¥ Atmosferski grani¢ni sloj je najdonji sloj troposfere (~ 1 do 2 km nad tlom) koji je pod direktnim utjecajem
podloge, a karakteriziran je izrazitom nepravilnoscu i turbulencijom.

* Dio troposfere koji se nalazi iznad atmosferskog grani¢nog sloja. Utjecaj trenja u njemu je zanemariv.

13
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red veli¢ine 10* 10° 108 10° 10° 103 102
(ms?)

Iz tablice 7.1. ocito je da kod horizontalnih gibanja na sinoptickoj skali dominiraju
dvije sile: Coriolisova sila (¢iju akceleraciju opisuje Clan V) i sila gradijenta tlaka (¢lan VI).
Ta su dva clana priblizno uravnoteZzena i bitno su veca od preostalih ¢lanova. Stoga
zanemarivanjem preostalih ¢lanova i uvodenjem Coriolisovog parametra f = 2Q sing
dobivamo u prvoj aproksimaciji jednadzbe

0~ fv— X (x komponenta), (7.2.18)
L OX
O~—fu-— 1% (y komponenta).
p oy

(7.2.19)

koje opisuju geostrofi¢ku ravnotezu. Jednadzbe geostroficke ravnoteze su dijagnosticki izrazi
koji prikazuju pribliznu vezu izmedu polja tlaka i polja strujanja na sinoptickoj skali
umjerenih §irina. Ne mozemo ih koristiti za prognozu jer ne pokazuju kako se polje brzine
mijenja u vremenu. Stoga ih i zovemo dijagnosticke jednadzbe.

Uobicajeno je horizontalni vektor vjetra koji zadovoljava geostroficku ravnotezu
oznaciti indeksom 'g'. Taj vjetar nazivamo geostroficki vjetar, a komponente mu mozemo
odrediti iz izraza (7.2.18)-(7.2.19), ali tada umjesto znaka priblizno jednako imamo znak
jednakosti. Tako dobivamo

__tow ,_1%

ST pfax’ Y pf x|
ili u vektorskom obliku
1
vy Ekx—pr, (7.2.20)
Yo,

gdje je vgq = Ugi+Vgj. Iz definicije geostrofickog vjetra (2.2.20) vidimo da je polje strujanja
umjerenih Sirina na sinopti¢koj skali u svakom trenutku definirano poljem tlaka. Odnos
izmedu polja tlaka i polja geostrofickog vjetra ilustriran je na slici 7.9.
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p-dp
v,=(1hHkxVp

Slika 7.9. Odnos izmedu polja
oV tlaka 1 geostrofickog vjetra.
Vektor  geostrofickog  vjetra
K i paralelan je s izobarama, tako da
je nizi tlak s njegove lijeve

strane.

Treba imati na umu da geostrofi¢ki vjetar mozemo koristiti kao aproksimaciju
stvarnog horizontalnog strujanja samo za gibanja u slobodnoj atmosferi na velikoj skali
umjerenih $irina (daleko od ekvatora). U umjerenim Sirinama stvarni vjetar odstupa od
geostrofickog oko 10-15%. U atmosferskom grani¢nom sloju, koji je pod velikim utjecajem
podloge (pa je tu trenje jaCe trenje i ne smijemo ga zanemariti), horizontalno strujanje na
sinopti¢koj skali jo§ vise odsupa od geostrofickog, pa ne mozemo Kkoristiti geostroficku
aproksimaciju. Kao $to je ilustrirano na analiti¢koj karti® (slika 7.10.), stvarni vjetar pri tlu na
sinoptickoj skali odstupa od geostrofickog. Ipak, na velikom broju stanica uocava se da je
strujanje priblizno paralelno s izobarama i to tako da je nizi tlak s lijeve strane vektora vjetra.

Iz izraza za geostroficki vjetar ne mozemo odrediti kako se vjetar mijenja u vremenu,
pa prema tome ne moZemo ni prognozrati strujanje u nekom buduc¢em trenutku. Da bi
jednadzbe bile prognosticke, moraju u sebi sadrzavati komponente akceleracije. 1z tablice 2.1
vidimo da su ¢lanovi koji prikazuju akceleraciju u horizontalnim jednadZbama gibanja (I) za
red veli¢ine manji od doprinosa Coriolisove sile (V) i sile gradijenta tlaka (V1), ali su od 10 pa
do 10° puta veci od preostalih ¢lanova II, III, IV 1 VII. UvaZavanjem c¢lanova akceleracije
dobivamo priblizne prognosticke jednadZzbe koje su bolja aproksimacija stvarnog
horizontalnog strujanja od geostroficke aproksimacije

Du 1op
—=fv——"=flv—v_|, 7.2.21
Dt P OX ( g) ( )
Dv 1 op
—=-fu-=—"F=-flu-u,). 7.2.22

Jednadzbe (7.2.21)-(7.2.22) ne mozemo Kkoristiti u praksi za prognoziranje brzina, buduci da
su ¢lanovi akceleracije za red veli¢ine manji od ¢lanova Coriolisove sile i sile gradijenta tlaka.
Stoga bi sasvim male pogreske u mjerenjima tlaka ili mjerenjima brzine uzrokovale velike
pogreske u proraCunu akceleracije.

Valjanost geostroficke aproksimacije mozemo provijeriti pomocéu Rossbyjevog® broja
Ro koji je definiran kao omjer magnituda akceleracije (U?/ L) i Coriolisove sile (f,U)

® onoj koja se tememelji na analizi izmjerenih podataka
® Carl-Gustaf Rossby (1898-1957), Svedski meteorolog roden u Stocholmu. Najprije je pod mentorstvom
Vilhelma Bjerknesa djelovao u Bergenu u Norveskoj, a kasnije u Sjedinjenim Ameri¢kim Drzavama. Njegov
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Ro = U/ (fol). (7.2.23)

Iz definicije Rossbyjevog broja slijedi da je geostrofi¢ka aproksimacija to bolja sto je
Ro manji. U slucaju geostroficke ravnoteze Coriolisova sila je uravnotezena sa silom sto je
gradijenta tlaka, pa tada nema akceleracije, odnosno Ro = 0. Stanje je to bliZze ravnoteznom
akceleracija manja.
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znanstveni doprinos meteorologiji je izniman, a bavio se i fizikom oceana. Po njemu je nazvano vie pojmova u
meteorologiji poput ovdje navedenog Rossbyjevog broja, Rossbyjevih valova (koji ée biti opisani kasnije) i
Rossbyjeve jednadzbe (koja opisuje brzinu tih valova).
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Slika 7.10. Prizemna analiticka karta za Europu, te dio sjeverne Afrike i Azije za 5. veljace
1990. u 00 UTC.

7.3.2. Vertikalna jednadzba, hidrostaticka aproksimacija

Analizom skala procijeniti ¢emo sada doprinos pojedinih c¢lanova u vertikalnoj
jednadzbi impulsa (7.2.17) na sinoptickoj skali, kao Sto je prikazano u tablici 2.2. Budu¢i da
tlak opada priblizno za jedan red veli¢ine od tla pa do tropopauze, skala vertikalnog gradijenta
tlaka je Po / H, gdje je Py skala tlaka pri tlu (10° Pa), py skala gustoée zraka pri tlu (1 kg m™),
a H je skala visine troposfere. I ovdje pretpostavljamo gibanja na zemljopisnoj Sirini ¢ = 45°.
Tablica 7.2. Analiza skala u vertikalnoj jednadzbi impulsa za gibanja na sinoptickoj skali. I —
vertikalna akceleracija, Il — ¢lan zakrivljenosti zbog horizontalnog strujanja, III — Coriolisova
akceleracija zbog horizontalnog strujanja, IV — akceleracija zbog sile gradijenta tlaka, V —
akceleracija sile teze, VI — ¢lan molekularnog trenja.

[ Il 1T IV Vv VI
Dw u® +v? 1p
—_— _ - 2Qu cos -— -9
z komponenta Dt R ? Y (a);
skale UW/L U?/ R, foU Po/(pH) 9  vW/H
red veli¢ine (m s?) 107 10° 102 10 10 10

Analiza skala pokazuje da je na sinoptickoj skali vertikalna komponenta sile gradijenta tlaka
u ravnotezi sa silom tezom. Budu¢i da je doprinos ostalih ¢lanova je za Cetiri reda veliine
manji, ova aproksimacija, koja se naziva hidrostati¢ka ravnoteza, vrijedi na sinopti¢koj skali
s velikom to¢noS¢u. I ovdje, kao 1 u sluc¢aju horizontalnih jednadZbi, trenje (VI) moZemo
zanemariti. Uo¢avamo jo§ da su vertikalni gradijenti tlaka vrlo veliki (p/  ~ 10 m sHu
odnosu na horizontalne gradijente tlaka (& / &, &/ & ~ 10° m s?). Ipak, za gibanja na
sinoptickoj skali vazni su upravo horizontalni gradijenti tlaka, budu¢i da su vertikalni
uravnoteZeni s vertikalnom komponentom sile gradijenta tlaka.

Nadalje, takoder vidimo da nam vertikalna jednadZba ne moze posluZiti za prognozu
vertikalnih brzina, jer je magnituda akceleracije jako mala u odnosu na ostale ¢lanove, pa bi
sasvim male pogreSke mjerenja tlaka i brzine dovele do enormnih pogreSaka u racunu
vertikalne akceleracije.

Premda iz analize vertikalne jednadZzbe vidimo da je na sinopti¢koj skali vertikalna
akceleracija za osam redova veli¢ine manja od akceleracije sile teZe, ta analiza nije dovoljna
za zaklju¢ivanje o strujanju na sinoptickoj skali. Strujanje na sinoptickoj skali dominantno je
horizontalno upravo zbog ¢injenice da su vertikalne komponente sila koje djeluju na Cesti
zraka, premda su velikih magnituda, medusobno uravnotezene. Stoga strujanje, koje je
horizontalno, mora biti posljedica horizontalnih varijacija tlaka. Zato trebamo pokazati da i
same horizontalne varijacije tlaka zadovoljavaju uvjet hidrostaticke ravnoteze. Najprije
definirajmo standardni tlak po(z) kao horizontalno osrednjen tlak na visini z. Standardnom
tlaku odgovara standardna gustoéa op(z), definirana tako da su po(z) i po(z) to¢no u
hidrostatickoj ravnotezi
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LA _ g (7.2.24)
Py Oz

Buduc¢i da po(z) ovisi samo o z, ovdje umjesto opo/ 6z mozemo pisati d po/ dz. Ukupna polja
tlaka i gusto¢e mozemo dalje prikazati ovako

p (Xv Y, Z, t) = pO(Z) + pl(x’ Yy, Z, t),
(7.2.25)
Py, 2, ) =m(z)+ p(X Yz,
gdje su p'i p' odstupanja od standardnih vrijednosti tlaka i gusto¢e. Za mirnu atmosferu p' i p'
moraju biti jednaki nuli. Pretpostavimo da su odstupanja tlaka i gusto¢e puno manja od
njihovih standardnih vrijednosti. Tadajelp' |/ pp <<1 i [p'|/po << 1. Nadalje (oo + o)
mozemo pisati ovako

(o+p) = (1+p 1 m)™

Razvijemo (1 + o' / pp )* u red. Buduéi je magnituda p'/ pp mala, vise potencije od p'/ po
mozemo zanemariti, pa dobivamo

(L+p1p) =(1-71m),

odnosno

(o +p) = (1-p 1) (7.2.26)

Sada pomoc¢u jednadzbi (7.2.24) - (7.2.26) zelimo odrediti (-1/ p) G/ &

1o0p 1 0 , 1 op, ap'j

p 0z J ,ooer'GZ(pO p) J p0+p'(82 0z J
== L (—9 +%j—9:— L (—g +@+g +glj:

oo+ p' Lo P oo+ P Lo P Po T 9P

1 op' . 1 ") op' :

=— I(_p+gpj;__£1_£J(_p+gpj

Po+p'\ 0z Po Po \ 01

Budu¢idaje 1 - p'/ pp = 1, dalje dobivamo

_top z—i(a—p—i-gp'j. (7.2.27)
p oz Po \ OZ

Na sinoptickoj skali ¢lanovi u jednadzbi (7.2.27) imaju ove magnitude

1 3 2 2
ia_p ~ P ~ 10 zn S — 10-1 m S—Z,
P 02 pH 10" m

P9 10t ms?
Po
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gdje je P / pp skala horizontalne fluktuacije tlaka, a o' / py skala horizontalne fluktuacije
gustoée koja je na sinoptickoj reda velidine 102 Kao i u slu¢aju horizontalnih fluktuacija
tlaka 8P i horizontalne fluktuacije gustoce p' podijeljene su s gustoCom pp kako bi dobili
procjenu skale koja vrijedi na svim visinama u troposferi. (Razlog tome je $to i tlak i gustoca
eksponencijalno opadaju visinom, pa su stoga u manjim visinama horizontalne fluktuacije P
i p po magnitudama bitno veée nego u ve¢im visinama nad tlom). Usporedba magnituda
Clanova pot '/ @ i p gpot pokazuje da su horizontalne perturbacije tlaka u hidrostatickoj
ravnotezi s horizontalnim perturbacijama gustoé¢e. To je ujedino i razlog Cinjenici da su
vertikalne akceleracije na sinopti¢koj skali zanemarivo male, te stoga vertikalne brzine ne
mozemo odrediti direktno iz vertikalne jednadzbe gibanja. Ipak, polje vertikalnih brzina moze
se odrediti na indirektan nacin, kao §to ¢e biti pokazano u jednom od kasnijih poglavlja.

Zadaci

7.3.1. Procijeni magnitude ¢lanova u jednadZbama gibanja za tipi¢ni tornado. Da li tada
vrijedi hidrostaticka aproksimacija? Tipi¢ne skale varijabli za tornado navedene su u
tablici. Kinemati¢ka viskoznost za suhi zrak je reda veli¢ine v ~ 10° m%™,

U~10°ms? skala horizontalne brzine
W~10ms* skala vertikalne brzine

L~10°m skala duljine

H~10*m skala visine

oP~ 40 hPa skala horizontalnih fluktuacija tlaka

(Rjesenje: Znamo tipi¢ne vrijednosti gustoce i tlaka pri tlu py =1 kg m=, pp =1000
hPa, te Coriolisov parametar za umjerene Sirine fo = 10 s, a srednji radijus Zemlje je
R; = 6371 km. Skala horizontalnih fluktuacija tlaka pogodna za procjenu magnituda
na svim visinama u tropopsferi je oP/pp = 4-10° m?s%, a vremenska skala je L/U ~ 1 s.
Analizom horizontalnih jednadzbi impulsa dobivamo ove vrijednosti ¢lanova:

| 1l 11l I\ \Y VI Vil
x komponenta % — uvige + % = —2Qwcos @ + 2Qvsin Qo — l a_p (ag)x
Dt R, R, P OX
2 .
y komponenta E i utge + w = —2Qusing — l 6_p (a)y
Dt R, R, p oy
skala U?/L  U?IR, UW/R, foW foU PlpL  vU/IH?
red veligine (ms®) 102 107 10 10°° 1072 10 101

Vidimo da za tornado ne vrijedi geostroficka aproksimacija, jer je Coriolisova sila,
zbog malih horizontalnih dimenzija tornada (za tornado je L ~ 10° m, dok je za
sinopticku skalu L ~ 10° m), zanemarivo mala mala u odnosu na silu gradijenta tlaka.
Nadalje, ¢lanovi zakrivljenosti (II 1 III) takoder su zanemarivo mali u odnosu na
akceleraciju i c¢lan sile gradijenta tlaka. Molekularno trenje (VII) i ovdje je
zanemarivo, kao 1 u vecini budué¢ih razmatranja. (Molekularno trenje u dinamickoj
meterologiji vazno je samo kod proucavanja turbulentnih gibanja i to u prvih nekoliko
cm nad tlom.)
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Analizom vertikalne jednadzbe dobivamo ove vrijednosti:

I I 1T v Vv Vi
Dw 2 1 y? 10 _

z komponenta — _UHV 0 2Qucosep —= P g (aw),
Dt R, p 0z

skala UW/L U?/R, f,U Po / (ooH) g vW / H?

red veli¢ine (m s?) 10 10° 1072 10 10 102

U slucajevima u kojima vrijedi hidrostaticka aproksimacija, vertikalna akceleracija
mora biti ~ 0, a vertikalna komponenta sile gradijenta tlaka, unato¢ svojoj velikoj
magnitudi mora biti uravnoteZzena sa silom tezom, dok su magnitude preostalih
¢lanova u vertikalnoj jednadzbi zanemarivo male. Vidimo da u slucaju tornada
hidrostaticka aproksimacija ne vrijedi, jer je vertikalna akceleracija Dw / Dt po
magnitudi usporediva s akceleracijom sile teze i vertikalnom komponentom
akceleracije sile gradijenta tlaka.)

7.3.2. Analizom skala odredi moguca pojednostavljenja u uraganu. Da li za uragan vrijedi
hidrostatocka aproksimacija? Tipi¢ne skale varijabli za nalaze se u tablici.

U~50ms™ skala horizontalne brzine
W~1ms? skala vertikalne brzine

L ~ 100 km skala duljine

H~10km skala visine

oP~ 40 hPa skala horizontalnih fluktuacija tlaka

(RjeSenje: Analizom horizontalnih jednadzbi impulsa dobivamo ove vrijednosti

¢lanova:
| 1 11 [\ V VI VII
x komponenta E — U\/tﬂ + W _ _20wcos @ +2Qusing — i a—p (au)x
Dt R, R, L OX
2 .
y komponenta g + utge + ﬂv = —2Qusing — l 8—p (aw)y
Dt R, R, p oy
skala U?/L  U?/R, UW/R, fo W f,U Pl(pl) vU/H?
red veli¢ine (ms?) 1072 10 10 10 10° 107 1012

gdje je fo = 10 s, kinematicka viskoznost za suhi zrak je v ~ 10° m?s™, tlak i gustoca
zraka pri tlu su po = 1000 hPa i py =1 kg m™ , a srednji radijus Zemlje je R, = 6371
km. Odatle vidimo da za uragan ne vrijedi geostroficka ravnoteza, ve¢ je horizontalna
akceleracija priblizno jednaka akceleraciji horizontalne komponentre sile gradijenta.
Zbog male horizontalne skale L Coriolisova sila je za red veli¢ine manja od
horizontalne komponente sile gradijenta tlaka, a ¢lanovi zakrivljenosti (II 1 III) su jo$
maniji.

Iz vertikalne jednadzbe dobivamo:
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7.Jednadzba gibanja ZB Klai¢

I Il 1T vV Vv VI
Dw 2 4 y2 10 —

z komponenta —_— UtV 2Qucosep - = P 9 (aw),
Dt R, p 0z

skala UW/L U%/R, foU Po / (poH) g vW [ H?

red veligine (m s?) 10" 10 10 10 10 101

Dakle, za uragan vrijedi hidrostaticka aproksimacija.)
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