PovrSinski valovi u idealnoj tekucini
« Hidrodinamika »

Ivo Batisti¢

Fizi¢ki odsjek, PMF
Sveuciliste u Zagrebu

predavanja 2015 (zadnja inagica 9. travnja 2015.)



Pregled predavanja

Gravitacijski valovi

Rubni uvjeti

Povrsinski valovi u dubokoj tekucini
Valovi u plitkoj tekucini

Valni paket

Solitoni

u]
o)

I

ul
it
)
»
Q



Gravitacijski valovi

Slobodna povrsina tekucine koja se nalazi u gravitacij-
skom polju je ravna ploha u ravnotezi. Ako se to ravno-
teZno stanje poremeti, moze se uociti Sirenje valova na
slobodnoj povrdini. Uzrok valova je gravitacijsko polje
pa se valovi zovu gravitacijski.

U ovom dijelu promatrat ¢e se valovi male amplitude, a,
u odnosu na valnu duljinu, A. Neka je 7 period titranja.

Tada je )
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Gravitacijski valovi

Ukoliko je moguée zanemariti ¢lan:
(V- V)V
tada je gibanje moguce tretirati kao potencijalno (bezvrtlozno).

Skup jednadzbi koje treba rijesiti je slijededi:

Ap=0
0 V2
E+—+p+gz 0

V=V¢.

Skup jednadzbi treba nadopuniti:
» rubnim uvjetom na slobodnoj povr3ini
» te rubnim uvjetom na dnu tekucine.



Rubni uvjeti - slobodna povrSina

U ovim izrazima pretpostavlja se da je slobodna povrsina tekucine u
ravnoteZznom stanju z = 0, te da gravitacijsko polje ima smjer
negativne strane z-osi.

Uvodi se koordinata polozaja povrsine ((x, y) koja opisuje pojavu
valova na povrsini.

¢(x,y)
R Y

PolozZaj povrsine je:

zZ= C(Xa Y, t)
U ravnotezi je ((x, y,t) = 0.



Rubni uvjeti - slobodna povrSina
C(x+Ax,y+Ay,t4r_A_f)

U vremenskom trenutku t + At Eestica na povrsini ¢e se pomaknuti u
drugi polozaj:

Y

Az

C(X+ VXAt7y+ VyAt7t+ At) - C(Xv Y, t)
(5

ac  ac

an_X + Vygy + E) At =
d_Z

dt

Vz:<t+Vx<x+VyCy
gdje su uvedene ove oznake:

S S
8_)(7 Cy— ay» Cl‘ = ot

[m]



Rubni uvijeti

Rubni uvjet na slobodnoj povrSini opisan je jednadZzbom koji brzina
tekucine i funkcija povrsine moraju zadovoljavati:

bz =Ct+ Ox Gt Dy Gy Loy -

Ukoliko se radi o valovima male amplitude, &esto se rubni uvjet
linearizira, te primjenjuje za tocke prostora z = 0.

Rubni uvjet na dno je sli€an onome za slobodnu povrsinu, osim §to se
pretpostavlja da se dno ne mijenja s vr.emenom. Neka funkcija h(x, y)
opisuje konfiguraciju dna:

z=—-h(x,y) (ne postoji vremenska ovisnost).
Rubni uvjet na gibanje tekucine je:

¢z = —dx hx — ¢y hy |z=—h(x,y) :



Rubni uvijeti

Ovaj je rubni uvjet ekvivalentan ve¢ od prije poznatom rubnom uvjetu
koji kaZe da je normalna komponenta brzine tekuéine na dno jednaka
nuli:

Vi |z=—hixw) = 0-
Naime funkcija dna se moze zapisati kao:
fix,y,z) =z+ h(x,y) =0.
Gradijent funkcije je vektor okomit na povrsinu dna:
ni ~ (0«f, Oyf, 8,f) = (dxh,d,h, 1) = (hy, hy, 1).
Mnozedéi brzinu gibanja tekucine s tim vektorom:
Veni~ [Vche+ vy hy+ Vy)e p =0

dobiva se izraz za rubni uvjet na dnu.



Rubni uvijeti

Funkcija koja opisuje rubni uvjet na povrsini, ¢, pojavljuje se i u
Bernoullijevoj jednadzbi za z=(:
¢

—

1 Po
ot 2

(63 + &5 + ¢3) +7+gC(x,y) =0,

gdje je po tlak zraka na slobodnoj povrsini teku¢ine. Clan s tlakom u
Bernoullijevoj jednadzbi moguée je ukljuciti kao dio potencijala ¢:

6o+t
P

Ova redefinicija nece utjecati na brzinu tekucine koje su prostorni
gradijenti potencijala. Bernoullijeva jednadzba na povrsini tekuéine
postaje:

1
5t g (6] e +acny) =o.



Gravitacijski valovi

U granici male amplitude titranja naspram valne duljine, Bernoullijeva
jednadzba, te jednadzbe koje opisuju rubne uvjete mogu se

linearizirati:
o6 1 9
£+§(¢§+¢§+¢§)+g<(x,y) ~ £+9<(X’y>=0
¢z:Ct+¢xCx+¢y<y ~ Ct

Kombiniranjem ovih jednadzbi s Laplaceovom jednadzbom za
potencijal dobiva se:

Ap = 0

0 10%¢ _
(5 ar aw)zzczo = 0 (R.U.+B.J.)

skup jednadzbi koje opisuju gravitacijake valove u tekugini.



Povrsinski gravitacijski valovi u dubokoj tekudini

Postoji veliki broj rieSenja koja zadovoljavaju ove jednadzbe, kao u
ostalom i razli¢itih vrsta valova.

TraZi se rjeSenje tipa ravnog vala:

p(x,y,z,t) = f(z) cos(k x — wt),
———
ravni val

koje ima dobro definiranu valnu duljinu i frekvenciju titranja.
Uvrstavanjem u Laplaceovu jednadzbu za potencijal:

A® = cos(kx— wt) —k2f(2)+a—2f =0
= w 97 =

slijedi da je:
flz)=Ae + Be .



Povrsinski gravitacijski valovi u dubokoj tekudini

Tekucina se nalazi u podrucju z < 0, a funkcija f(z) u tom podrucju
treba biti kona¢na. Osim toga potebno je zadovoljiti i rubni uvjet na
dnu. Oba uvjeta su zadovoljena (za beskona¢no duboku tekucinu)
ako se pretpostavi da je B=0:

= fz) = A e
UvrStavanjem rjeSenja za potencijal u rubni uvjet za povrsinu:

0¢p 102%¢ B w? B
(5 + EW)RO = cos(kx—wt)f(Z) |, {k— ?} =0
——

=0

dobiva se disperzijska relacija koja povezuje valnu duljinu (tj. valni
broj) i frekvenciju.



Povrsinski gravitacijski valovi u dubokoj tekudini

Y=

Brzina gibanja tekucine:

w(x,z,t) = %(é =-AkekZ sin(kx—wt) _ .
X brzine eksponencijalno
vy(X,z,t) 0

trnu s dubinom.

vixzt) = 90— 1Ake? cos(kx—w)

it
€



Povrsinski gravitacijski valovi u dubokoj tekudini

Neka su x, y i z poloZaj Cestice tekucine koja se inaCe u ravnoteZnom

stanju se nalazi u xg, yq i Zo.
Da bi se odredila trajektorija Cestica potrebno je integrirati skup DJ:

Z—: = w(xzt)=-Ake sin(kx—wt)
dz iz
P Vz(X,z,t) = +A ke™ cos(kx —w t).

Integriranjem se dobiva:
k
x() ~ xo-A- eX % cos(k xo — w t)
k K 20 o}
zZ(t) = zy—A I °sin(k xo — w )

Cestice se gibaju po kruznim putanjama &iji radijus se
eksponencijalno smanjuje s povecavanjem dubine:

_ 2 _ 2 _ 2k_2 2k zo
(x(H) —X0)* + (z(t) — zp)* = A 2



Povrsinski gravitacijski valovi u dubokoj tekudini

Brzina gibanja valnih paketa (grupna brzina):

w1 g 1 [gX ase
U_ak_2\/;_2\/27r -

povecava se s povecanjem valne duljine. Nefizikalni rezultat je
posljedica aproksimacije koja je u€injena pod pretpostavkom da je
valna duljina kra¢a od dubine tekuéine. U granici A — oo to viSe nije
ispunjeno.



Valovi u plitkoj tekucini

Da bi se dobio fizikalni rezulat treba u izrazu za potencijal uzeti oba
eksponencijalna €lana u funkciji f(z). Dakle:

b(x,z,t) = (Ae? + Be ¥ %) cos(kx —wt).

Neka je dubina tekucine jednaka h. Rubni uvjet traZi da je okomita
komponenta brzine tekucine na dnu jednaka nuli:

_ 9 _
-

Odavdje slijedi:

vz k(Ae? —Be k%) cos(kx—wt)|,—_p=0.

B = Ag2kh =
¢ = 2Ae K"cosh(k(z+ h)) cos(k x —w t).



Valovi u plitkoj tekucini

UvrStavanjem potencijala u jednadZbu za rubni uvjet dobiva se
frekvencija:

ghk* za X>h

2 _
w —gktanh(kh)—}{gk za A<h

Dakle, u granici kada valna duljina postane veca od dubine tekucine,
grupna brzina se saturira na maksimalnu vrijednost:

Umax: \/gh

Um X
: U(k)

vy =

>I=



Valovi u plitkoj tekucini

Brzina Sirenja valova u x i z-smjeru u granici malih valnih brojeva:

ve(x,z,t) = —2Ake ¥"cosh(k(z+ h)) sin(kx—wt)
~ k- [periodi¢na funkcija od x i ]
v2(x,z,t) = +2A ke K"sinh(k(z+ h)) cos(kx —w t)

k? - [periodi¢na funkcija od x i {]
Dodatni k-¢lan u vertikalnoj komponenti brzine dolazi od sinh-funkcije:
sinh(k(z+ h)) = k (z+ h).

Vertikalna komponenta brzine u dugovalnoj granici je reducirana u
odnosu na horizontalnu komponentu brzine. Razlog tome je zahtijev
koji dolazi od rubnog uvjeta na dnu.



Valovi u plitkoj tekucini

Vertikalno gibanje tekucine u granici kada je valna duljina veéa od
dubine (plitka tekucina) je reducirano te se moze zanemariti u odnosu
na horizontalno gibanje.

Ovo zapazanje moze posluziti da se izvedu jednadzbe gibanja za
valove u plitkoj tekucini. U tim jednadzbama vertikalna gibanja se
zanemaruju u odnosu na horizontalna.

Eulerovu jednadzbu za v, je moguce aproksimirati kao:
1

OVx + VxOxVx + Vz0:Vy = ——= Oxp = —g Ox(
= 7

jer iz Eulerove jednadzZbe za v, slijedi da tlak ima hidrostatsku
ovisnost:

I 1
Ovz+ (V- V)V = —0,p—9g = p—Po=pg((—2) = 0P =pgix
N~ ——— P

~0 ~0

hidrostatski izraz!



Valovi u plitkoj tekucini

Nadalje, jednadzba kontinuiteta se moze preurediti tako da se
napravi integracija po z-koordinati, od dna pa do visine tekucine

/C o (8_v vy | 3_v> _
_h 0z
Tada je:

ox oy
/ dz vz(X,y, —

dy
2(%, .G, 1) —
Takoder je:

h.t).
=0

/ dz Bvx_ / dz vy — [Vx OxClz=c —  [Vx Oxhl=_n

=0 (za ravno dno)



Valovi u plitkoj tekucini
Pa slijedi:

¢ ¢
V2(C) — Vx OxC — vy OyC + 8X/ dz vy + ay/ dzvy =0
—h —h
:8,( N—— N—_——
~(C+h) vk ~(C+h) vy
odnosno:

OH + Ox(H vy) + 9y (Hvy) =0
gdje je:

(jed. kontinuiteta)

H(x.y) = ¢(x,y) + h
ukupna visina tekuéine od dna do povrsine. Pretpostavlja se da je:
OH = 6[C (jer je Oth = 0.)




Valovi u plitkoj tekucini

Prema tome skup jednadzbi koji opisuje valove u dugovalnoj granici
(plitkoj tekugini) je:

atH+ax(VH)
OvV+voyw+goH = 0,

|
o

JednadZbe vrijede uz ove pretostavke:
vy =0, vy =~ 0, Vy = V.
Linearizirana verzija ovih jednadzbi za ravno dno dubine -h:

C+how = 0
OV + g OxC 0

} S ORC+h O,(0) = ¢ — hg 62 = 0

svodi se na 1d valnu jednadzbu, gdje je brzina Sirenja valova:

U=+/hg.



Valovi u plitkoj tekucini

Npr. ako je valna duljina 800 km, a val se Siri oceanom prosjecne
dubine 3,5 km (« 800 km) brzina Sirenja vala je:

U=+/gh=187m/s =673 km/h.

w. Myanmar

Ovo su podaci koji odgovaraju tsu-
nami-valu koji se je dogodio 26.
prosinca 2004. u Indijskom oceanu
zbog potresa kod otoka Sumatre.
Vertikalna ampliduda vala na pucini
oceana je bila do 0,5 m. Tek u bli-
zini obale val je narastao i do 20 m
u visinu.




Valovi u plitkoj tekucini

Gravitacijski valovi se mogu
pojaviti i u atmosferi. Sa-
telitska slika pokazuje utje-
caj atmosferskih gravitacij-
skih valova na povrSinu oce-
ana mijenjaju¢i mu sposob-
nost refleksije sijetla. Slo-
bodna povrSina koja titra je

u stvari dno atmosfere koje
dodiruje povrSinu vode. U
donjem dijelu slike se vidi
obala Australije, a u gornjem
pocetak Indonezijskih otoka.

(http:
//www.nasa.gov/multimedia/imagegallery /image_ feature_484.html)



http://www.nasa.gov/multimedia/imagegallery/image_feature_484.html
http://www.nasa.gov/multimedia/imagegallery/image_feature_484.html

Valni paket

Proizvoljni val (valni paket) moze se prikazati kao superpozicija
ravnih valova dobro definiranog valnog broja k (valne duljine) i
frekvencije titranja wy:

dk
_ o(kx—wit)
¢(x,b) / o ke .

(Ako su jednadzbe gibanja linearne).

Nepoznata amplituda ravnih valova, (x, moze se odrediti iz poznatog
podetnog uvjeta, ¢(x,t = 0):

Cot=0)= [ oo™ & G- [act-0ee



Valni paket

Brzina Sirenja ravnog vala je odnos frekvencije i valnog broja:

kx—wyt K(x—uxt
e'L( wk):el( k)’

gdje je
Ux = % (fazna brzina).

Ukoliko veza izmedu frekvencije titranja, wy, i valnog broja, k, nije
linearna, valovi razli¢ite valne duljine Sire se razli¢itim brzinama. Kao
posljedica valni paket koji je superpozicija razli€itih ravnih valova se
vremenom raspada, tj. mijenja oblik. Ipak, centar valnog paketa
nastavlja se gibati tz. grupnom brzinom koja je jednaka:

dwk
u® =gk



k=e

Valni paket
To je lako provjeriti na primjeru Gaussovog valnog paketa gdje je

—a(k—ko){
Vremenska evolucija valnog paketa je:

14\2
KoX—wy . t _M
(ot~ e 20

2/7L()
gdje je

W = <M)
dk ) s,
‘- (%)
dk® )y
1"t 2
Iy = 2 a2+<%k>.




Valni paket

Do Sirenja valnog paketa ne dolazi ako je veza izmedu frekvencije i
valnog broja linearna:

wk = Uk. (linearna disperzija).

Tada su fazna i grupna brzina identi¢éne. Tekuc¢ina zadovoljava valnu
jednadzbu:
Of¢— U 0¢=0

Cije se opce rjesenje moze prikazati kao superpozicija dva vala koja
se gibaju u suprotnim smjerovima brzinama +U:

¢ =fix— Ut) + g(x+ Ut).

fi g su proizvoljne funkcije.



Valni paket

Svaki od gibajucih valova zadovoljava linearnu parcijalnu DJ 1. reda
u prostornim i vr.emenskim derivacijama:

O+ Ud) fx—U = 0
(8t - U 8x) g(X+ Ut) = 0.

Treba napomenuti da je
» superpozicija posljedica linearnosti jednadzbi gibanja, a
» linearna disperzija je posljedica zanemarivanja pojedinih
¢lanova u jednadzbama.



Y

Unato¢ nelinearnosti disperzije u realnim sus-
tavima, postoje valni paketi koji zadrzavaju
svoj oblik u vremenu. Prvi put su opazeni
1844 g. od J.S. Russella, Skotskog inZinjera.
Bududi da je rije€ o jednom usamljenom valu
takva je pojava nazvana soliton, &to je skra-
¢enica od solitary wave.

Vide o opazanjima J.S. Russella moZe se naci
na adresi:

http://www.ma.hw.ac.uk/~chris/scott russell.html

Kako je poznato da linearne jednadzbe ne &uvaju oblik valnog
paketa, o€ito da za opis solitonskog vala je potrebno uzeti u obzir
nelinearnost. Nelinearne jednadzbe i nelinearnost disperzije kao da
imaju suprotan ucinak koji se medusobno potire uvajuéi oblik vala u
vremenu.


http://www.ma.hw.ac.uk/~chris/scott_russell.html

Potpuni skup jednadzbi koji opisuju valove suviSe se slozen za
istraZivati. (Naravno numericki proracuni su uvijek moguci.)

Ideja je originalni skup jednadzbi pojednostaviti tako da ga je moguce
analiticki rijesiti, a pri tome zadrzati sve Sto je potrebno za adekvatni
opis solitonskog vala. Adekvatni opis znadi nelinearne jednadzbe i
nelinearne disperzijske relacije.

Nelinerana disperzijska relacija za tekucinu konacne dubine u
dugovalnoj granici je:

vh?

w,%:gktanh(hk)zUQkQ—Tk4+....

U izrazu je zadrZan prvi nelinarni ¢lan u Taylorovom razvoju.



Linearizirane jednadzbe, koje inae daju linearnu disperziju, mogu se
nadopuniti dodatnim ¢lanom koji ¢e dovesti do nelinearne disperzije,
npr.: -
v 3h oy ¢ =0.
N—_———
nelinearna disp.

RC—-UPd2 ¢+

Ova modificirana valna jednadzba moze izvesti iz pocetnog skupa
jednadzbi takoder dodavanjem jednog dodatnog ¢lana:

O + v v+ g OH + g OGRPH = 0, (Hxt) = Cxt)+h)

Linearizacijom sustava dobiva se ova jednadzba:

h2
a?g—u283<+§a§a?g:0



koja daje trazenu nelinearnost disperzije:

UK?

h*k?
1
T3

K+ ...

Wi =

Frekvencija titranja:

21,2 2
wk:j:Uk\/l—hSkzi(Uk—h(SUk?’)

Linearna 1d valna jednadzba ima opce rjeSenje koje je superpozicija
dva putujuca rjeSenje koji se gibaju u suprotnim smjerovima.
Svako od tih rjeSenja zadovoljava jednostavniju jednadzbu 1. reda u
derivacijama. Npr. rieSenje koje putuje u pozitivnom smijeru:

¢+ U0 =0.



Modificirana jednadzba 1. reda koja opisuje putujuée rieSenje u
pozitivnom smijeru ali s nelinearno$¢u u disperziji je:

h?U
O+ UL+ == (=0

Ako se jednadzba nadopuni jo$ s nelinearnim ¢lanom u najnizem
redu, dobiva se:

3 h*U
¢+ U1+ 5% ) OxC + Taf( =0
~~ ~——
NL ¢lan NL disperzija

Ovo je Korteweg-de Vriesova jednadzba (skraceno KdV).



KdV jednadzba ima kao rjeSenje solitonske valove koji ne mijenjaju
oblik u vremenu. Opce putujuce rieSenje ima formu:

Cx,)y=hfx—ut),

gdje je f nepoznata funkcija koju treba odrediti iz DJ. u je brzina
Sirenja vala opcenito razli¢ita od U.

Uvrstenjem pretpostavljenog rijeSenja u KdV DJ, dobiva se obi¢na DJ:

h? 3 u
— "+ Iff+(1-=)Ff=0.
gl sff+0-f=0
Prva integracija daje:
h? , 3 u
“ f +Z f2+(1—L—j) f+konAst.—O.



Solitoni
Clan s drugom derivacijom moze se preurediti:

JednadZba se moze preurediti u:
2
W ariei2era-Yreardar—o.
12 4
Integracijom se dobiva:

h? ., 1 1 u
ﬁf +Zf3+§(1—U)f2+Af+konst.—0.
funkciju f su:

lim f(x) =0
x—+o0

=B
Buduéi da se traZi rjeSenje koje opisuje usamljeni val, rubni uvjeti na
i

lim f(x) -0 =
x—+oo




Solitoni
Konaéno se dobiva jednadzba 1. reda:

2
%f’szz(a—f), li daf
gdje je:

V3

= — dx
fva—f h

u e
Z1=—.
U 2
Integriranjem dobiva se konacni izraz za solitonsko rieSenje:
_ Co
Ax
gdje je: G = ha
u
o = 2(g-)
Ax

_ [am

Sirina solitona

[m]




» Sirina solitona Ax je neovisna o vremenu.

» Brzina Sirenja solitonskog vala je:

_ 1 Go
U—U<1+§F>

» Brzina Sirenja ovisi o amplitudi {,. Solitoni vec¢e amplitude putuju
vecom brzinom.

» Prilikom sudara (susreta) dva solitona ¢uvaju svoju
individualnost. Valovi se pona3aju kao Cestice koje se sudare,
odbiju ili produ jedna kroz drugu te se nastavljaju gibati kao da
do sudara (susreta) nije ni doslo.



Solitoni

Slika: Dva KdV solitona gibaju se s
desne strane na lijevo. Soliton veée
amplitude ima vecu brzinu te se udaljava
od sporijeg solitona manje amplitude.

u]
o)
I

I
it




Solitonska rjeSenja imaju i druge PDJ, od kojih su najpoznatije
sine-Gordonova PDJ:
(0 — V%) ¢ = sin(¢)

te nelinearna Schrédingerova PDJ:

ho, I? 02 = 2
(1014 5 08 ) 0 = o0

Solitoni se pojavljuju i u slozenim sustavima mnostva Cestica, kao npr.
u sustavu elektrona i reSetke u fizici krutih tijela (kao topoloSki defekti
osnovnog stanja ili kao lokalizirana pobudenja osnovnog stanja).

U fizici elementarnih €estica postoji nastojanje da se elementarne
Cestice prikazu kao solitonska pobudenja nekog osnovnog kvantnog
polja.
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