RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBE U PETNAESTOM TJEDNU
Zadatak 3.4.4. Izracunajte sljedece integrale.
(a) I:/OOO sizxdx
(b) I:/OOO(Sinmdx, a,b> 0

z(x? +b?)

Rjesenje. (a) Kako je funkcija pod integralom parna funkcija, imamo

P [ [T [T
0 T 2 —00

Stavimo f(z) =1/z i vidimo

R—o0

max [f(z)| =1/R ——=0,

pa po Jordanovoj lemi slijedi

Funkcija

ima na realnoj osi pol prvog reda u tocki 0. Bududi da su svi njeni singulariteti na realnoj
osi polovi prvog reda, po metodi opisanoj prije ovog zadatka, koja zaobilazi singularitete
na realnoj osi, imamo

00 iz eiz
/ — dx = wires(F,0) = mi— = Ti.
oo T 1 12=0

Sada slijedi I = § Im(mi) = 3.

(b) Stavimo
1
f(z) = m,

Singulariteti su 21 = 0, 223 = £bi, a to su polovi prvog reda. Vrijedi

F(z) = f(2)e"=.

1 R—o0
lrr‘lai;!f( z)| < R(EZ =17

0,
pa po Jordanovoj lemi vrijedi limp_ oo fCR F = 0. Sada je

+oo
/ F(x)dx = 2mives(F, bi) + wires(F,0).

—Oo
Rac¢unamo:
eiaz e—ab
F.bi) =l — bi = —
ves(Fbi) = lim (2 = b)) Sy —
Zeiaz 1

res(F,0) = llg(l)zm =

Buduéi da je funkcija pod integralom parna funkcija, imamo

1 [ sinax s
I== -1 =_—(1—e"%).
2/ w00 ° m/ =)



Zadatak 3.4.5. IzraCunajte integral

> gin?ax
I:/(; mdl‘, a,b>0.

Rjesenje. Stavimo

F(z) = " f(2).

)= 2zt py

1 [  sin?ax 1 e
[=- S - F(z)d ) .
2/_oox2(x2+b2) v 2m</_oo (@) m)

Ne mozemo se tek tako pozvati na Jordanovu lemu jer ne vrijedi

Vrijedi

1i =0.
i max |£(2)]

Da biste to vidjeli, promotrite na primjer taj limes za z = ¢R kad R — oco. NapiSimo sad

eiaz _ efiaz eiaz €2iaz 1
F == . = — .
(2) 2i 22(224+0%)  2i2%2(224+b%)  2i22(22 + b2)
Bududi da je
max L < L LNy
2€Cp | 22(22 4+ b%) | — 2R?*(R? — b?) ’
eQiaz R—soo
po Jordanovoj lemi slijedi da /CR 222 b2)dz 0. Bududi da je
1 R R—o0
R- < 0
ety |22+ b2)| = 2RA(R2 — 1) ’
o Jordanovoj lemi slijedi da / ! dz 52 0
b J ] O 2i22(22 + b2) :

Dakle, imamo
R—oo

F(z)dz 0.

Cr
Funkcija F' ima singularitete 0, £bi. Za singularitete +bi je ocito da su polovi prvog reda.
Za singularitet 0 mozemo napisati:

€2iaz -1
T 2i22(22 1 1?)

1 . (2iaz)"
2i22(22 + b?) Z n!

n=1
_ 1 - (Qi)n_lan n—2
224 b2 21 nl -
n=

iz ¢ega vidimo da je 0 takoder pol prvog reda. Sada mozemo iskoristiti formulu:

F(2)

1 oo 1
I= 5 Im </ F(x)dx) =3 Im (27i res(F, bi) + wires(F,0)).



Racunamo:

res(F,bi) = lim (z — bi)F(2)

z2—bi
: iaz
. .sinaz e
2—bi z 2+ b
sinaz  e'**

= lim . -
2—sbi 22 z+ bi

sin(abi) e ®  ish(ab) e
(bi)2  2bi b2 2bi
e—2ab -1
4b3
res(F,0) = lim zF(z)

z—0

. sinaz ere®
=limz—s—+ ———=
z—0 22 2’2 + b2

sinaz eres
= lim

z—0 z 22 + b2

Konaéno,

Zadatak 3.4.6. Izracunajte integral
[ /Oo dr
o Vale+1)

1
fa@)=—

Vidimo da je f racionalna funkcija, s jedinim singularitetom u to¢ki —1, koja nije u R4 U {0}.
Za |z| > 2 vrijedi

Rjesenje. Stavimo

1 1 1 2
= < < — = —,
|f()] z+1 |zl -1 " = x
2
Oznac¢imo
F(Z) = Llf(ergz7
ol

~

za arg z € (0,2m), kako je objasnjeno u metodi ispred ovog zadatka. Sada mozemo primijeniti

formulu za o =

D=

2mi ( 1 1>
res ,—
1— e 2mis Vz(z+1)
2me 1
=—1I 1) ————
1— e 25 ((z + )\/2(2 + 1)>

2mi 1 2mi 1

1-(-1)y=1 2 i

= T.

I =

Ovdje je v/ —1 =1, jer je ta grana drugog korijena odabrana kad smo definirali funkciju F. O



