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Uvod

Matematicka analiza 1. & II. su standardni jednosemestralni kolegiji koji se
predaju na prvoj godini studija matematike na PMF-Matematickom odsjeku
Sveucilista u Zagrebu. Gradivo tih kolegija izlaze se sa satnicom od tri sata
predavanja i triili ¢etiri sata vjezbi tjedno u prvom i drugom semestru studija.
Program kolegija obuhvaca osnovna znanja o funkcijama realne varijable, od
definicija osnovnih elementarnih funkcija, preko pojma limesa niza i funkcije,
neprekidnosti funkcije, do diferencijalnog i integralnog racuna.

Izlaganje gradiva podijeljeno je na Sest poglavlja, od kojih se prva tri po-
glavlja izlazu u prvom semestru, a posljednja tri u drugom semestru studija.
Ukljucena su i dva dodatka koja omogucuju snalazenje u jeziku matematicke
logike i jeziku skupova koji se koriste u izlaganju.

U prvom poglavlju obraduju se osnovni pojmovi o skupovima i funk-
cijama, na nacin da se paznja posvecuje konkretnim skupovima prirodnih,
cijelih, racionalnih i realnih brojeva. Prvo se intuitivno i heuristicki opi-
suju svojstva tih skupova, da bi u nastavku dali aksiomatiku skupa realnih
brojeva. Pojam funkcije se uvodi kroz ponavljanje poznatih pojmova iz sred-
nje skole, a zatim se kroz uvodenje operacije kompozicije i pojma inverzne
funkcije, formalno definiraju arcus i area funkcije. Kod definiranja pojmova
infimuma i supremuma skupa, upoznajemo studente s strogim matematickim
nac¢inom formuliranja tih pojmova pomocu logickih veznika i kvantifikatora.
Takoder se upoznaju s nacinom kako razlikovati veli¢inu beskonac¢nih skupova
kroz pojam prebrojivog i neprebrojivog skupa.

Drugo poglavlje je posveéeno nizovima realnih brojeva i njihovoj konver-
genciji. Narocito se inzistira na pojmu konvergencije niza, jer to je prvi oz-
biljni susret s pojmom koji zahtijeva shvacanje beskonacnog matematickog
procesa. Posebno se inzistira na razumijevanju Cauchyjeve definicije limesa
niza. Na kraju se uvodi skup kompleksnih brojeva i konvergencija nizova u
njemu, te odnos s konvergencijom komponentnih realnih nizova.

U trecem poglavlju obraduje se limes funkcije i neprekidnost funkcije, s
tim da se ti pojmovi uvode pomocu nizova, ali se dokazuju i koriste Cau-
chyjeve varijante tih pojmova. Pokazuje se veza neprekidnosti i monotonosti
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funkcije, te se dokazuje neprekidnost svih elementarnih funkcija.

Drugi semestar pocinje s ¢etvrtim poglavljem o diferencijalnom racunu i
teorijski i prakticki relevantnim pojmovima u vezi s derivacijom. Posebno,
dokazuju se teoremi srednje vrijednosti i primjenjuju na probleme istrazivanja
toka funkcije. Takoder pokazujemo neke primjene u numerickoj matematici.

Pojam integrabilnosti u Riemannovom smislu uvodi se u petom poglav-
lju. Tu dokazujemo integrabilnost elementarnih funkcija pomocu njihove
neprekidnosti ili monotonosti po dijelovima. Takoder se definira primitivna
funkcija i daju se osnovne tehnike integralnog ra¢una. Obraduju se primjene
na nalazenje povrsina likova i volumena tijela, kao i zakrivljenost ravninskih
krivulja.

Posljednje sesto poglavlje je posveé¢eno redovima brojeva i redovima funk-
cija. Proucava se apsolutna konvergencija redova i dokazuju se dovoljni uvjeti
za konvergenciju redova. Od redova funkcija poseban naglasak je na redo-
vima potencija. Specijalno se promatraju Taylorovi redovi osnovnih funkcija.
Takoder se ukratko obraduju i osnovne ¢injenice o Fourierovim redovima pe-
riodickih funkcija.

Dodaci A i B su uvrsteni zato da studentima budu na raspolaganju os-
novna znanja iz matematicke logike i elementarne teorije skupova potrebna
za svladavanje ovog kolegija.
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1 Skupovi i funkcije

1.1 Skupovi

Pojmovi skup i element ili ¢lan skupa predstavljaju osnovne ili primitivne
pojmove koji se ne definiraju. Intuitivno, pojam skupa predstavlja cjelinu
koju ¢ine elementi ili ¢lanovi tog skupa. Za pisanje ¢injenice da je a element
skupa A koristimo oznaku a € A, a da a nije element skupa A koristimo
oznaku a ¢ A.

Na primjer, postoji skup ¢iji ¢lanovi su svi primitivni brojevi manji od
10. To je skup od cetiri elementa: 2, 3, 51 7. Taj skup mozemo oznaciti
nabrajajuéi clanove unutar viticastih zagrada: {2,3,5,7}. Nazovimo ga s A.
Neka je B skup svih rjegenja polinomijalne jednadzbe z* — 1723 4 10122 —
247x + 210 = 0. Mozemo provjeriti da skup B ima tocno ista cetiri ¢lana 2,
3,51 7. Iz tog razloga skupovi A i B su identi¢ni, tj. A = B.

Skup koji nema niti jednog ¢lana zovemo prazan skup i oznacavamo s ().

Kazemo da je skup A podskup skupa B i pisSemo A C B, ako je svaki ele-
ment ¢ € A ujedno i element skupa B, tj. Vt, (t € A) = (t € B). Posljednja
izjava je napisana pomocu logickih znakova i glasi: "za svaki ¢, ¢ element od
A povlaci (slijedi) t element od B”. Znak V (za svaki) je logicki kvantifikator
(univerzalni kvantifikator), i on opisuje opseg izjave koja iza njega slijedi.
Znak = je logicki veznik koji zovemo implikacija. On povezuje dvije izjave i
¢itamo ga "slijedi, povlaci, ako - onda”. Drug logicki kvantifikator je 4, kvan-
tifikator egzistencije ili postojanja. Npr. izjava Ja(a € A), "postoji element a
koji je u skupu A”, kazuje da skup A ima barem jedan ¢lan, tj. A # (). Pored
navedenih kvantifikatora koristimo jos slijede¢e veznike ili logicke operacije:
A, & (konjunkcija) koji odgovara jeziénom vezniku ”i”, V (disjunkcija)je vez-
nik "ili”, a < (ekvivalencija) ¢itamo ”ako i samo ako”, "onda i samo onda”
i slicno. Navedeni veznici odgovaraju pojedinim operacijama sa skupovima.
Operacija presjek skupova A i B u oznaci AN B odgovara vezniku ”i”; a njen
rezultat je skup koji sadrzi one i samo one ¢lanove koji su ¢lanovi skupa A i
skupa B, tj. Vt (t€ ANB) < ((t € A) A(t € B)). Operacija unija skupova

1



2 1. SKUPOVI I FUNKCIJE

A1 B u oznaci A U B odgovara vezniku ”ili”, a njen rezultat je skup koji
sadrzi one i samo one clanove koji su ¢lanovi skupa A ili skupa B, tj. Vit
(te AUB) < ((t € A)V (t € B)). Ako veznik < povezuje dvije izjave, onda
su one jednako vrijedne, obje su istinite ili su obje lazne.

Osnovna znanja o logickim izjavama i skupovima potrebna u daljnjim
razmatranjima obradena su u Dodatku A (str. 189.) i B (str. 193.). Sada
¢emo se posvetiti konkretnim skupovima s kojima ¢emo se baviti u ovom
kursu.

1.1.1 Skupovi N, Z,Q

U nasim razmatranjima posebno vaznu ulogu igraju skupovi koji nemaju
samo konacno mmnogo c¢lanova. Takav je skup prirodnih brojeva ko-
jeg oznacavamo s N, a njegovi ¢lanovi su prirodni brojevi 1,2,3,..., tj.
N ={1,2,3,...}. Naskupu N mozemo usporedivati brojeve, tj. za svaka dva
razlicita prirodna broja znamo koji je manji a koji je veci, tj. koji je prije
kojega u prirodnom poretku. Zapravo, za svaki prirodni broj znamo koji
broj dolazi nakon njega, tj. tko mu je sljedbenik. Ako krenemo od prvog pri-
rodnog broja, kojeg oznacavamo s 1, i od svakog broja predemo na njegovog
sljedbenika, pro¢i ¢emo svim prirodnim brojevima. Sada smo upravo opisali
svojstva koja ¢ine Peanove! aksiome skupa N:

1. Svaki prirodni broj ima sljedbenika, tj. Vn € N, Jls(n) € N i ako je
s(n) = s(m) onda je n = m.

2. Postoji prvi element u skupu N i oznacavamo ga s 1, tj. 1 € N. To je
jedini element koji nije sljedbenik nekog prirodnog broja.

3. Vrijedi aksiom matematicke indukcije:

Neka je S C N takav da vrijedi:

1) 1€5,
2) VneN, (ne€S) = (s(n) €9).
Tada je S = N.

Svaki skup za kojeg vrijede Peanovi aksiomi poistovjecujemo sa skupom
prirodnih brojeva. Naravno, postoje razlicite realizacije skupa N. Naprimjer,
jednu mozemo sagraditi od praznog skupa: N = {0, {0}, {{0}}, {{{0}}},...},
gdje je sljedbenik definiran sa s(a) = {a}, Va € N.

LGiuseppe Peano (Cuneo [Piemonte], 27. kolovoz 1858. — Turin, 20. travanj 1932.)
talijanski matematicar



1.1. SKUPOVI 3

Pomoc¢u funkcije sljedbenik mozemo na N definirati binarnu operaciju
zbrajanja tako da stavimo

Vn,meN, n+m=s(s(s(...s(n)...))) = sM(n).
N——
Zadatak 1.1. Provjerite da je operacija zbrajanja asocijativna i komuta-
tivna:
(Vn,mkeN), n+(m+k)=(n+m)+Ek, (1.1)

(Vn,m e N), n+m=m+n. (1.2)

Rjesenje: Neka su n,m € N po volji. Vrijedi n + (m + 1) = s™+l(n) =
s(s™(n)) = s(n +m) = (n +m) + 1. Pretpostavimo da za k € N vrijedi
n+(m+k)=n+m)+k Tadajen+(m+(k+1))=n+((m+k)+1) =
m+(m=+k)+1=(n+m)+k)+1=(n+m)+ (k+1), paiz aksioma
matematicke indukcije slijedi (1.1).

Indukcijom lako slijedi Vn € N, s(n) = sl"(1). Neka je n € N po volji.
Vrijedi n + 1 = s(n) = s"(1) = 1 + n. Pretpostavimo da je za neko m € N,
n+m=m+n. Tada je n + (m+1) = s"(n) = s(s™(n)) = s(n +m) =
s(m+n)=m+n)+1l=m+n+1)=m+1+n)=(m+1)+mn, pa
imamo (1.2). 0

Osim operacije zbrajanja, na N mozemo definirati relaciju strogog uredaja
< tako da kazemo Vn € N, n < s(n), tj. imamo 1 <2 <3 < --- <n <
n 4+ 1<---.

Takoder, odmah imamo i uredaj < ako stavimo

m<m) Y (n<m)V(n=m)).

Taj uredaj je linearan ili jednostavan, tj. za svaka dva razlicita prirodna
broja jedan je manji od drugoga, tj. oni su usporedivi.

Kazemo da je uredaj na skupu N dobar uredaj jer ima svojstvo da svaki
neprazan podskup skupa N ima prvi (najmanji) element.

Dakle, na N imamo zadanu algebarsku strukturu i uredaj. Pitanje je
sada koliko nam je ta struktura korisna i dostatna. Ve¢ u prvim godinama
skolovanja iz matematike uci se kako razne probleme matematicki formu-
lirati i potom rjesavati. Ve¢ najjednostavniji problemi vode na rjesavanje
jednadzbe oblika a +x = b, gdje su a,b € N. Mozemo li tu jednadzbu rijesiti
u skupu N za svaki izbor brojeva a,b € N? Naravno, odgovor je negativan
ve¢ za izbor a = b = 1. Naime, u skupu N ne postoji broj x sa svojstvom da
jex+1 = 1. To slijedi iz 2. Peanovog aksioma. Kada bi takav broj postojao,
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onda je iz definicije zbrajanja jasno da bi vrijedilo ¥n € N, z +n = n. Sto
mozemo sada uciniti? Uobic¢ajen postupak kod rjesavanja slicnih algebar-
skih problema je da prosirimo (ako je moguée) skup tako da u tom veéem
skupu nasa jednadzba ima rjesenje. Dodajmo, dakle, skupu N element koji
oznacavamo s 0 i stavimo ga ispred jedinice jer vrijedi 0+1 = 1, tj. 1 = s(0).
To je tzv. neutralni element za zbrajanje ili nula, jer pri zbrajanju s 0 svi ele-
menti ostaju nepromijenjeni. Odmabh je jasno da niti u skupu {0} UN nismo
u mogucnosti rijesiti nasu jednadzbu za bilo koji izbor brojeva a,b € {0} UN.
Naime, za bilo koji n € N jednadzba n+x = 0 nema rjesenje u {0} UN.Takav
x zovemo suprotnim element od n i oznac¢avamo s —n. Dobro, dodajmo sada
skupu suprotne elemente za sve n € N i poredajmo ih u obratnom poretku
od njihovih originala, tj. (n,m € N) ((n < m) = (—m < —n)). Tako smo
dosli do skupa

Z={..,-n,...,—2,-1,0,1,2,...,n,...} = =NU{0}UN

kojeg nazivamo skupom cijelih brojeva. Na ¢itav skup Z mozemo takoder
prosiriti i operaciju zbrajanja. Za —m,—n € —N stavimo —n + —m =
—(n+m). Za —m € —N,n € N promatramo dva slucaja. Ako je (n > m) =
Jk € {0}UN, n = m+k, pa stavljamo —m+n = n+(—m) = k, a u slucaju
(m >n) = 3k € {0}UN, m = n+k, pastavljamo —m+n = n+(—m) = —k.
Skup Z s operacijom + je algebarska struktura sa svojstvima:

1. Va,b,c € Z,a+ (b+c) = (a+b) + ¢ (asocijativnost).
2.30€Z,Ya€Z,0+a=a+0=a (neutralni element).
3.Va€Z,3 —a€Z,a+—a=—a+a=0 (suprotni elementi).
4. Va,beZ, a+b=>b+ a (komutativnost).

Strukturu (Z, +) koja zadovoljava svojstva 1., 2. i 3. zovemo grupa, ako
jo$ vrijedi i svojstvo 4., zovemo je komutativna (Abelova') grupa. To je
osnovna algebarska struktura u kojoj je uvijek rjesiva jednadzba a + x = 0.

Na skupu N mozemo definirati i drugu binarnu operaciju koju nazivamo
mnozenje ako za Vn,m € N stavimon-m=n+n+---+n.

v~
m

Zadatak 1.2. Provjerite da je operacija mnozenja asocijativna, komutativna
i da je 1 neutralni element za mnozenje. Takoder vrijedi distributivnost
mnozenja prema zbrajanju.

Vn,m,keN) n-(m-k)=(n-m)-k, (1.3)

INiels Henrik Abel (Nedstrand, 5. kolovoz 1802. - Froland, 6. travanj 1829.) norveski
matematicar
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(Vn,m eN) n-m=m-n. (1.4)

(VneN) n-1=1-n=n. (1.5)

(Vn,mkeN) n-(m+k)=n-m+n-k. (1.6)

Rjesenje: Ocito, Vn € N vrijedi n-1 = n. Takoder, 1-n =141+ --+1=

(1+1)+---+1)+1 = slP7U(1) = n, tj. vrijedi (1.5). Dakle, 1 € N je
ntl

neutralni element za operaciju mnozenja. Ujedno je to baza indukcije za
dokaz komutativnosti.
Neka je n € N po volji. Pretpostavimo da je za neko m € N, n-m = m-n.

Tadaje (n+1)m=n+1)+--+n+1)=n+---4+n)+(1+---+1)=

n-m+m=m-n+m=(m+---+m)+m=(m+---+m)=m- (n+1),
~—_—— ~—_—
n n+1

tj. vrijedi (1.4).

Neka su n, m € N po volji. Prethodno je pokazano da vrijedi n-(m+1) =
n-m-+n=mn-m+n-1. Pretpostavimo da za k € N vrijedi n- (m + k) =
n-m+n-k Tadajen-(m+(k+1))=n-((m+k)+1)=n-(m+k)+n-1=
m-m+4n-k)+n-1=n-m+Mn-k+n-1)=n-m+n-(k+1), dakle,
imamo (1.6).

Za dokaz asocijativnosti mnozenja uzmimo n, m € N po volji, pa imamo
n-(m-1)=n-m = (n-m)-1. Neka tvrdnja vrijedi za k € N. Tada je
n-(m-(k+1)=n-(m-k+m-1)=n-(m-k)+n-m=(n-m)-k+n-m=
(n-m)-(k+1). 0

Tu operaciju mozemo lako prosiriti i na skup Z stavljaju¢i za —n, —m €
—N, (=n) - (—m) =n-m,aza —m € —N,n € N, n- (—m) = —(n - m).
Lako se pokaze da je na skupu Z ta operacija asocijativna, komutativna
i distributivna prema zbrajanju. U skupu Z postoji neutralni element za
mnozenje 1, tj. Vn € Z, n-1 = 1-n = n. Promatrajmo sada rjesivost
jednadzbe a-x =bza a,b € Z. Ve¢ zaa=n# 11b=1 ta jednadzba nema
rjeSenje u Z. Broj x za koji vrijedi nx = 1 nazivamo recipro¢ni element od
n ili inverz od n za operaciju mnozenje i oznacavamo s n~! = % Ako sada
prosirimo skup Z sa svim moguc¢im rjesenjima jednadzbe nx = m, gdje je
n € Nim € Z dobivamo skup

Q:{%;nEN,mEZ}

koji zovemo skupom racionalnih brojeva. Napominjemo da je prikaz
racionalnog broja u obliku 2 jedinstven ako su brojevi m i n relativno prosti,
tj. nemaju zajednickog djelitelja razlicitog od 1 ili —1.
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Operaciju mnozenje na skupu Q definiramo tako da za

/ !/ /

m m oom m' mm
V—,— €Q, stavimo — - — = — € Q.

n’'n n n nn

Skup racionalnih brojeva bez nule, s operacijom mnozenja (Q,-) je takoder
komutativna grupa. Nula nema recipro¢nog elementa, tj. s nulom nije
moguce dijeliti.

Operaciju zbrajanje je moguce prosiriti sa skupa Z na skup Q na slijedeci
nacin:

/ !/ !/ /
V@,ﬁ/ € Q, stavimo T+ﬁ,:w € Q.
n'n n o n nn

Medutim, operacije zbrajanja i mnozenja su povezane svojstvom distribu-
tivnosti mnozenja prema zbrajanju, tj. Vn,m,k € Q, n(m + k) = nm + nk.
Struktura (Q,+, ) s gore navedenim svojstvima naziva se polje.

Uredaj sa skupa Z mozemo jednostavno prosiriti na skup Q tako da
i %,’:—,, € Q, stavimo ™ < ’;:—,l < mn' < m'n. Ta relacija ima slijedeca

svojstva:

1. VaeQ, (a <a), (refleksivnost).

2. Va,beQ, (a<b)A(b<a)= (a=0>), (antisimetricnost).
3. Va,b,ceQ, (a<b)A(b<c)= (a<c), (tranzitivnost).
4. Va,beQ, (a<b)V(b<a), (linearnost ili totalnost).

Ako uredaj zadovoljava samo svojstva 1., 2. i 3. zovemo ga parcijalni
uredaj.
Taj uredaj je u suglasju s operacijama zbrajanja i mnozenja. Vrijedi

1.Va,beQ, (a<b) = VceQ(a+c<b+c)).
2. Va,beQ, (a <b)= (Vc>0 (ac < be)).
2"Va,beQ, (a>0)A(b>0)) = (ab>0).

Primjer 1.1. Relacija inkluzije je parcijalni uredaj na partitivnom skupu

P(U) nekog skupa U. Vrijedi
1.VACU, (ACA),
2.VABCU, (ACB)A(BCA)= (A= B),
3. VA B,CCU, (ACB)A(BC(C)=(ACQ).

Taj uredaj nije linearan, npr. disjunktni skupovi nisu usporedivi.
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1.1.2 Prikaz skupova Q i R na pravcu

Skup cijelih brojeva prikazujemo na pravcu tako da izaberemo ¢vrstu tocku
za ishodiste i njoj pridruzimo cijeli broj 0. Zatim izaberemo jedini¢nu duzinu
i nanosimo ju uzastopno na desnu stranu za pozitivne i na lijevu stranu za
negativne cijele brojeve, kao sto je prikazano na slijedecoj slici.

-3-2-10 1 2 3 B

Da bismo prikazali racionalni broj =,
0 < m < n, na pravcu posluzimo se Ta-
lesovim teoremom o slicnim trokutima.
Kao sto se vidi na slici desno, prvo na
pomoénom pravcu nanesemo 7 jedna-
kih duzina, a zatim odredimo trazeni
broj. Na taj nacin je jasno da je ravna-
lom i Sestarom moguce na pravcu kons-
truirati svaki racionalan broj.

Skup racionalnih brojeva Q je gust u

Sebia tJ v q1, 92 S Q7 q1 < 42, 3 q € Qa
q1 < q < q2. Naravno, to je ispunjeno
Q1+ q2

vet za ¢ = Prirodno pitanje
je da li su na taj nacin dobivene sve
tocke na pravcu, tj. da li svaka tocka
na pravcu predstavlja neki racionalan
broj. Konstruirajmo tocku koja je od 0
udaljena za duljinu dijagonale kvadrata
sa stranicama duljine 1. Iz Pitagori-
nog poucka slijedi da ta tocka odgovara
broju ¢iji kvadrat je jednak 2, tj. broju 1,
V2. Dokazimo da v/2 € Q. Metoda ko- 0 1 Ne
jom dokazujemo tu tvrdnju vrlo je ¢esta
u dokazivanju razli¢itih matematickih
tvrdnji. Jedini nacin da logicki tocnim
zakljucivanjem dobijemo neistinitu tvrdnju je da je polazna pretpostavka ne-
istinita.

Dakle, pretpostavimo da vrijedi v/2 € Q. Tada postoje relativno prosti
brojevi m,n € N (nemaju zajednickih faktora razlicitih od 1) takvi da je

™ = /2, odnosno n—j = 2, a odatle dobijemo m? = 2n2. Posto je desna
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strana posljednje jednakosti prirodan broj djeljiv s 2, tada je i m? djeljiv s
2. Tada je i m djeljiv s 2, tj. m = 2mg za neki my € N. Naime, kada bi
bilo m = 2mg + 1 slijedilo bi m? = 4m2 + 4mg + 1. Sada imamo 4m? = 2n?,
odnosno 2mg = n?. Odatle pak zakljué¢ujemo da je i n = 2ng za neki ng € N.
Dakle, m = 2mg i n = 2ng, tj. dobili smo neistinu, odnosno kontradikciju s
pretpostavkom da su m i n relativno prosti.

Sada je jasno da sve tocke na pravcu ne predstavljaju racionalne brojeve,
ve¢ ima (puno vise) tocaka koje ne predstavljaju racionalne nego tzv. ira-
cionalne brojeve. Sve te tocke zajedno predstavljaju skup realnih brojeva
koji oznacavamo s R.

1.1.3 Decimalni brojevi, aproksimacija

Broj oblika

a1 Qg Qp
+ et L 1.7
gdjejen,ag € Niay, as,...,a, € {0,1,2,...,9}, zovemo decimalnim brojem.

Svaki decimalni broj je iz Q, jer se moze napisati kao kvocijent cijeloga broja
i 10™. Obratno, svaki racionalni broj oblika %, gdje jem € Z, k,n € N,
je decimalan broj. Zato sto smo navikli racunati u decimalnom sustavu
(valjda zbog deset prsti na rukama) decimalni brojevi su nam neophodni u
svakodnevnom zivotu. No tih brojeva ima manje od realnih brojeva, pa ima
smisla pitanje da li je moguce svaki realan broj po volji to¢no aproksimirati
pomocu decimalnih brojeva. Drugim rije¢ima, da li je moguce nac¢i decimalan
broj koji se od zadanog realnog broja razlikuje za manje od unaprijed zadane
trazene tocnosti € > 0.

Mi u ovom trenutku mozemo dati samo geometrijsku ideju dokaza te
¢injenice. Neka je d > 0 realan broj koji se nalazi negdje desno od 0 na
brojevnom pravcu. Sada uzmimo jedini¢nu duzinu i nanosimo je uzastopno
na desno. Nakon konacno koraka broj d ¢e biti pokriven tom duzinom. Ta
geometrijska tvrdnja naziva se Arhimedov! aksiom. Na taj na¢in smo nasli
prirodan broj ag + 1 za koji je ag < d < ag + 1. Podijelimo sada taj segment

na deset jednakih dijelova i tocka koja reprezentira broj d ¢e pasti u jedan od
1

njih, tj. postoji a; € {0,1,2,...,9} tako da je ag + % <d<ag+ % + 1o

Sada taj segment duljine %0 podijelimo na deset jednakih dijelova i dobijemo
. . ai as ai as 1

b €{0,1,2,...,9} takod —+-—<d< —+—=4+—.
roj as € {0,1,2,...,9} tako aJea0+1O+102_ a0+10—|—102—|—102

Prethodni postupak ponavljamo n puta, gdje je 10% < e. Tako smo dosli do

! Arhimed (287. pne. — 212. pne.) gréki matematicar, fizicar i astronom
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brojeva ay, as, ..., a, € {0,1,2,...,9} za koje je

T T P T . A I
a RN RN o s e _ a RN RN ) _— -
T 10 " 102 10m — o710 " 102 0m 107

tj. nasli smo decimalan broj koji zadovoljava trazenu to¢nost aproksimacije.

1.1.4 Kartezijeva ravnina, koordinatni sustav

Uredeni par dva objekta a i b je ureden skup koji oznacavamo s (a,b) i kod
kojeg je osim samih elemenata vazno i na kojem se mjestu oni nalaze. Dva
uredena para (a,b) i (¢,d) su jednaka, tj. (a,b) = (¢, d), ako i samo ako je
a=cib=d.

Kartezijev ili Dekartov! produkt dva skupa A i B je skup kojeg
oznacavamo s A X B, a sastoji se od svih uredenih parova (a,b), gdje je
a€Aibe B, tj. Ax B={(a,b); a € A,b € B}.

U tocki 1.1.2. smo pokazali kako se tocke skupova QQ i R reprezentiraju

na brojevnom pravcu. Sada ¢emo slicnu stvar uraditi u ravnini.
U ravnini nacrtamo dva okomita brojevna pravca

i njihovom sjecistu pridruzimo broj 0 na jednom

i na drugom pravcu. Ta dva pravca zovemo ko- y
ordinatne osi. Sada svakoj tocki ravnine mozemo 1 T= (X0, Yo)
pridruziti par realnih brojeva koji se dobiju tako Yo

da se nacrtaju pravci koji su paralelni sa koordi-
natnim osima. Svaki od njih na pravcu na koji je
okomit jednoznacno u svom sjecistu odreduje re- 0 1Xo X
alan broj koji to sjeciste predstavlja na koordinat-
noj osi. Tako smo svakoj tocki ravnine 7' pridruzili
uredeni par realnih brojeva (xg,yy) kojima je ta

tocka jednoznacno odredena. Ravninu s okomitim
koordinatnim osima zovemo Kartezijeva koordinatna ravnina i mozemo

je poistovijetiti sa skupom R x R = R? = {(x,y); =,y € R}.

1.2 Funkcije

Jedan od najvaznijih pojmova u matematici je pojam funkcije. Sada ¢emo
navesti ne bas previse formalnu definiciju tog pojma.

'René Descartes (Le Haje [danas Descartes], 31. ozujak 1596. — Stocholm [Svedskal,
11. veljace 1650.) francuski filozof i matematicar
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Definicija 1.1. Neka su A i B bilo koja dva ne-
prazna skupa. Funkcija sa skupa A u skup B
je pridruzivanje elemenata skupa A elementima
skupa B, tako da je svakom elementu iz A pri-
druzen toéno jedan element iz B. Tada piSemo

f A — B, s tim da skup D(f) = A zovemo

podrucje definicije ili domena funkcije f, skup

K(f) = B nazivamo podrucje vrijednosti ili ko-

domena funkcije f.

Slika funkcije f je skup R(f) = {f(z); € A} € B. Skup I'(f) =
{(z, f(x)); = € D(f)} C A x B je graf funkcije f.

Dvije funkcije f : A — Big:C — D su jednake totno onda kada vrijedi
A=D(f)=D(g) =C, B=K(f) =K(g) = DiVe € A, f(x) = g(x).

Funkcija ¢ je restrikcija ili suzenje funkcije f ako vrijedi D(g) C D(f)
i Vo € D(g), g(x) = f(x). Tada pisemo g = f|p(y). Takoder se kaze i da je f
prosirenje od g.

U slucaju kada je D(f) € R i K(f) C R,
onda je graf T'(f) C R?, tj. moZemo ga nacr- y
tati u Kartezijevoj ravnini. Domena se nalazi
na osi apscisa (z-osi), a kodomena je na osi
ordinata (y-osi). Svojstvo po kojem mozemo
razlikovati bilo koji podskup Kartezijeve rav-
nine od grafa funkcije je da u slucaju grafa
funkcije, svaki pravac koji je paralelan s osi
ordinata sijece graf funkcije u najvise jednoj
tocki. Na taj nacin za ¢ € D(f) postoji totno
jedna tocka na grafu oblika (¢, f(c)), a onda

je jedinstvena i tocka f(c) koja je pridruzena
tocki c. Tocku f(c) zovemo slikom tocke ¢, a
¢ zovemo originalom od f(c).
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Na slici desno je primjer krivulje u Karte- | :
zijevoj ravnini koja nije graf funkcije. Pra-
vac paralelan s osi y koji prolazi kroz c sijece [N -
krivulju u tri tocke. Tako nije moguce na
jedinstven nacin preko grafa pridruziti tocki [ '
funkcijsku vrijednost f(c).

1.2.1 Kilasifikacija realnih funkcija pomocu grafa

Mnoga korisna svojstva realnih funkcija mogu se lako uociti na grafu funkcije.

Definicija 1.2. Za funkciju f : I — R kazemo da je:

1. rastuéa na skupu I C R, ako y y
(Vor, 22 € I) (21 < 22) = (f(21) < f(22)), (1.8) _/ /
A——A—
2. strogo rastuca na skupu I C R, ako / /
(\v/x1’$2 e _[) (fEl < I’Q) :> (f(l‘l) < f(l'Q))’ (19) raste strogo raste
3. padajuéa na skupu I C R, ako
y y
(V1,29 € 1) (21 < 29) = (f(21) > f(22)),
(1.10)
O_\ X 0\ X
4. strogo padajucéa na skupu I C R, ako \ \
(\V/l‘l,ZL‘Q € I) (l‘l < l‘g) = (f([L‘l) > f(l‘g)) pada strogo pada

(1.11)

Za takve funkcije kazemo da su monotone, odnosno, strogo monotone.
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Definicija 1.3. Za funkciju f : (—a,a) - R
kazemo da je:

1. parna na intervalu (—a,a) C R, ako

(Vo € (=a,a)), f(-x) = f(z)),
(1.12)

2. neparna na intervalu (—a, a) C R, ako

(Ve € (=a,q)), f(—x) = —f(x)).
(1.13)

1.2.2 Linearne funkcije

Ogranic¢imo se sada na funkcije koje se obraduju u srednjoj skoli. To su prije

svega funkcije koje su zadane jednostavnim formulama.

Funkciju zadanu formulom y = f(z) = kx + [,
x € R, zovemo linearnom funkcijom (to nije u
skladu s definicijom linearnosti u linearnoj alge-
bri). To je funkcija f : R — R ¢iji graf je pravac.
Broj k = tga u formuli je koeficijent smjera, a

1/

broj [ je tocka na osi y u kojoj pravac sijece os.

_~"m 0 1

Prisjetimo se nekoliko ¢injenica koje se uce o pravcima u srednjoj skoli.

i. Jednadzba pravca koji prolazi tockom (zg, o) €
koeficijent smjera k je y = k(x — zo) + yo

R? i koji ima zadan

ii. Jednadzba pravca koji prolazi tockama (zo, yo), (z1,y1) € R?, zg # 21,

Y1 — Yo
(x —0) + yo.
0

Jjey =
1 — X

191. Segmentni oblik jednadzbe pravca je z + J_ 1,
m n

kojima pravac sijece osi x i y.

gdje su m,n tocke u

Xy
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1.2.3 Apsolutna vrijednost i udaljenost

Kada govorimo o aproksimaciji onda je vazno znati
kako se mjeri udaljenost medu objektima. U
slucaju kada se radi o realnim brojevima tu vaznu
ulogu igra funkcija koju zovemo apsolutna vri- 1
jednost realnog broja definirana sa:

z ;x>0 >
|z| = 0 ;2=0, (xeR). (1.14)
—z ;<0

Iz definicije funkcije za svaki a € R slijedi nejednakost
—la] <a < |al.

Cesto je potrebno provjeriti nejednakost |z] < e, gdje je € > 0 realan
broj. Ta nejednakost je ekvivalentna s dvije nejednakosti —e < x < e.
Za apsolutnu vrijednost imamo slijedece rezultate.

Teorem 1.1. 1. Apsolutna vrijednost zbroja realnih brojeva je manja ili
jednaka od zbroja apsolutnih vrijednosti pribrojnika, tj.
VabeR, |a+0b] <|a|l+ bl (1.15)

2. Apsolutna vrijednost produkta realnih brojeva je jednaka produktu ap-
solutnih vrijednosti faktora, tj.

Va,beR, |a-bl =|al-]|b| (1.16)
Dokaz: 1. Iz nejednakosti
—la| < a <|al
—[b] < b < [b]
zbrajanjem dobijemo
—(lal +1b) < a+b < a] +[b]

sto daje (1.15).

2. Gledamo cetiri sluc¢aja: i) a > 0,b > 0,ii) a > 0,b < 0,iii) a < 0,b > 0,
iv) a < 0,b < 0. U slucaju i) je |a| = a,|b] = b pa je |a||b] = ab = |ab]. U
slucaju ii) je ab < 0 pa je |ab| = —(ab) = a(—b) = |a||b|, itd. 0

Nejednakost (1.15) mozemo poopéiti na sumu od konac¢no realnih brojeva

aiy...,a, € R:
n
<Dl
k=1

n

S

k=1
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Zadatak 1.3. Dokazati prethodnu nejednakost matematickom indukcijom.

Korolar 1.1. Za bilo koje a,b € R vrijedi nejednakost
[la =16l < la — b]. (1.17)
Dokaz: Vrijedi
la] = [(a = b) + 0] < |a—b] + [b] = |a| = [b] < [a—0].
Zamjenom a sa b dobijemo
0] = [(b —a) +af <|b—a| +|a| = |a — b +[a] = [b] —[a] < ]a—0].

Dakle,
—la—b] < laf — |b] < |a —b],

odakle slijedi nejednakost (1.17). 0

Ako a € R aproksimiramo s @' € R onda je apsolutna greska jednaka
la — d]

la — d’| a relativna greska je

a/

U numerickoj matematici se| u| praksi umjesto tocnih brojeva upotreblja-
vaju aproksimacije brojeva iz dosta ogranicenog skupa brojeva koje je moguce
reprezentirati na rac¢unalu. Tako se zapravo rac¢una s pogresnim brojevima
i ta se greska stalno uvecava kod racunskih operacija. Zato je od interesa
znati kako se pogreska ponasa kod osnovnih operacija s brojevima, kako bi
bili u stanju procjenjivati i kontrolirati pogresku u procesu racunanja.

Teorem 1.2. Neka su a',b' € R aproksimacije brojeva a,b € R s tocnosti
e1,62 >0, tj. la—d| <ey i|b—=V| < eq, onda je

£1 + &2, (1.18)
gold| + 1|V | + e169. (1.19)

la+b—(a +V) <
lab —a't/| <
Dokaz: Vrijedi
la+b—(d+V)|=|(a—d)+(b=V)|<|la—d|+ b=V <e+ea
Nadalje,
lab—a't'| = |d'(b—b") 4+ (a — )W + (a—a)(b-V)| <

<|d||b=V|+|a—d|V]+ |a—d||b=V| < esld|+ e || + e160.
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O

Iz teorema 1.2 mozemo zakljuciti da se pogreska zbrajanja ponasa oc¢ekivano,
tj. da ona nije veca od zbroja pogresaka pribrojnika. Nasuprot tome, po-
greska produkta nije manja od produkta pogresaka faktora, ve¢ tu bitan
utjecaj ima velicine faktora pomnozene s greskom kod svakog faktora. Dakle,
da bismo smanjili pogresku racunanja, potrebno je u racunanju izbjegavati
mnozenje sa suvise velikim brojevima o ¢emu se stvarno u praksi vodi briga.

1.2.4 Kvadratna funkcija

Funkciju zadanu formulom f(x) = az?, z € a

R, zovemo kvadratna funkcija. To je funk- i a1
cija f: R — R ¢iji graf je parabola. Ako je ) ‘ l
koeficijent @ > 0 onda funkcija ima minimum
jednak 0 u tocki zp = 0, a u slucaju a < 0 je s Iy
maksimum 0 za 2o = 0. Tocku 7' = (0,0) na SN\ | 0k
grafu zovemo tjeme parabole. s

1
[N

o] TN a<0

Opca kvadratna funkcija je zadana formulom
f(z) = az® + bx + c¢. Ona se moze napisati
u obliku f(z) = a(z+ %)2 +c— %. Oda-
tle je vidljivo da je tjeme te parabole u tocki

T = <_2_ba’ —4%), gdje je broj D = b? — 4ac

diskriminanta kvadratne funkcije. Ako je

D < 0 onda kvadratna funkcija ne sijece os

apscisa, tj. funkcija nema realne nultocke.

Ako je D > 0 onda funkcija ima nultocke

~b++VD 5T 5
2a

T12 =
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1.2.5 Razlomljene linearne funkcije

Razlomljena linearna funkcija je zadana for-

b

mulom f(x) = Zjid’ gdje su a,b,c,d € R. ',
Prirodno podrucje definicije te funkcije je ll
skup D(f) = R\ {—2}, aslika je R(f) =R\ \
{8}, 1. f:]R\{—%} — R\ {¢}. Funkciju je \
be—ad | N T

moguce prikazati u obliku f(z) = 5 i LI U e

c x4+ 9 —C ! -

c = 0 ! X
odakle je vidljivo da je graf funkcije f moguce .
dobiti translacijom grafa istostrane hiperbole \

hz) = g) gdje je a = bcg—gad. Potrebno je
x

ishodiste (0,0) Kartezijevog sustava transla-

tirati u tocku (—2,2).

c’lc

1.2.6 Polinomi

Polinom stupnja n € N je funkcija zadana formulom P,(z) = ag + a1z +
asx?® + - - + a,a™, gdje su ag, ar, as, . ..,a, € Ria, #0. Prirodno podruéje
definicije polinoma kao realne funkcije je skup R, tj. P, : R — R. Ako
je stupanj polinoma P, veéi ili jednak od stupnja polinoma @),,, onda je
P,(z) = P, (2)Qm(z)+R,(x), gdje je stupanj polinoma R, strogo manji od
stupnja divizora @),,, a stupanj od P, _,, je razlika stupnjeva P, i (),,. Odatle
slijedi da za realnu nultocku a polinoma P, vrijedi P,(z) = (z — o) P,—1(2).
Naime, po prethodnom vrijedi P,(x) = P,_1(x)(z — ) +r, gdje je ostatak r
polinom stupnja 0, tj. konstanta. 1z 0 = P,(«) = r slijedi tvrdnja.

Naravno, polinom s realnim koeficijentima mozemo shvatiti i kao polinom

P, : C — C. U tom slucaju vrijedi P,(x) = P,(%), Vx € C. Ako je z € C
nultocka od P,, onda je i Z nultocka, tj. 0 = P,(z) = P,(Z). Dakle, ako su
2,z nultocke od P,, onda je on djeljiv s linearnim polinomima z —zix —2
s koeficijentima u C, odnosno s kvadratnim polinomom x? — (z + 2)x + 27 =
22 — 2Re(2)x + |2]? s realnim koeficijentima. Svaki polinom nad C moze
rastaviti na produkt linearnih polinoma (”osnovni teorem algebre”). To ima

za posljedicu da se polinom s realnim koeficijentima moze faktorizirati u
obliku:

Po(7) = ap(z—21)" - (2 — ) (22 + iz ) - (22 + bz + )™, (1.20)

gdjejen="ki+---+k, +2(ly + -+ l1n).
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1.2.7 Racionalne funkcije
P(x)

Racionalna funkcija zadana je formulom f(z) = ——=, gdje su P,Q poli-

Q(x)

nomi nad R. Prirodno podrucje definicije racionalne funkcije skup R bez
nultocaka nazivnika (). Posto je broj takvih nultocaka manji ili jednak stup-
nju polinoma @, to je domena D(f) = R\ {z1,---,z,}, gdje je Q(zx) = 0,
(k = 1,...,n). Racionalna funkcija je prava racionalna funkcija ako je
stupanj polinoma u brojniku manji od stupnja polinoma u nazivniku. Svaku
racionalnu funkciju je moguce prikazati kao sumu polinoma i prave racionalne

P R
funkcije, tj. % = Pi(x)+ % gdje je stupanj polinoma R strogo manji

od stupnja polinoma Q).

1.2.8 Kompozicija funkcija, inverzna funkcija

Prirodna operacija s funkcijama, koja ne ovisi o tome kakve su strukture
zadane na skupovima, je dana u slijedec¢oj definiciji.

Definicija 1.4. Neka su funkcije f : A — Big: C — D. Ako je R(f) C
D(g), onda je formulom h(z) = g[f(x)], Vo € A, definirana funkcija h : A —
D. Tu funkciju nazivamo kompozicijom funkcija f i g, te koristimo oznaku
h=gof.

Kompozicija funkcija je asocijativna operacija.

Teorem 1.3. Neka su f,g,h tri funkcije. Ako su definirane kompozicije go f,
hog, ho(go f) (hog)o f, onda vrijedi ho(go f) = (hog)o f.

Dokaz: Da bismo dokazali jednakost funkcija, prvo dokazimo da su im do-
mene jednake. Naime, D((hog)of) = D(f) i D(ho(go)) = D(gof) = D(f).
Nadalje je K((hog)o f) =K(hog) =K(h) i K(ho(go f)) =K(h). Sada,
a pravila vrijedi Yo € D(f), [ (g0 )(z) = hl(g o £)(@)] = h{g[f(@)]} =
(hog)lf(@)] = [(hog)o fl(z). [

Primjer 1.2. Kompozicija nije opéenito komutativna operacija. To se lako
vidi na primjeru funkcija f,g : R — R, gdje je Vo € R, f(z) =2z + 11
g(z) = 22 + 2. Ocito postoje funkcije go f,fog: R — R, ali (go f)(0) =
glf (0)] = g(1) =3 # (f 0 9)(0) = flg(0)] = f(2) =5, tj. go f # foy.

Kao kod svake binarne operacije ima smisla pitanje o postojanju neutral-

nih elemenata za tu operaciju. Lako se provjeri da funkcija iy : A — A
definirana s Vo € A, is(x) = z i funkcija ig : B — B definirana s Vy € B,



18 1. SKUPOVI I FUNKCIJE

ip(y) = y, imaju svojstvo Vf : A — B, igo f = fi foiy = f. Dakle,
14 je desni, a i je lijevi neutralni element za operaciju o i oni su opcéenito
razliciti.

Kada imamo lijevi i desni neutralni element za operaciju o, po analogiji s
operacijama zbrajanja i mnozenje, ima smisla pitanje o postojanju inverznog
elementa za neku funkciju f: A — B.

Definicija 1.5. Neka je zadana funkcija f : A — B. Kazemo da je funkcija
g : B — Ainverzna funkcija od funkcije f ako vrijedi gof =i i fog = ip,
odnosno, Yz € A, g[f(z)] =z iVy € B, flg(y)] = y. Tada koristimo oznaku
g=1rf"

Graf I';-1 funkecije f~! simetrican je grafu y o0 oy

I'y funkcije f s obzirom na pravac y = =z ) A

koji raspolavlja 1. i 4. kvadrant Kartezijevog 1 ///

koordinatnog sustava. Naime, vrijedi //
Tp = {(y, [ ')y e D(F )} = o

={(f(x),2);2 € D(f)} =T, - '
gdje je ff simetri¢na slika grafa I'; s obzirom
na pravac y = . /

Jedinstvenu oznaku za inverznu funkciju f~! funkcije f mozemo koristiti
zato Sto je inverzna funkcija, ako postoji, jedinstvena. Naime kada bi pos-
tojale funkcije g1 i g2 koje ispunjavaju zahtjeve iz definicije 1.5, imali bismo
Vy € B, g1(y) = g1{flg2(x)]} = (91 © [)[92(¥)] = 92(y). ti. 91 = go.

Prije nego odgovorimo na pitanje za koje funkcije postoji inverzna funk-
cija, definirajmo slijede¢e pojmove.

Definicija 1.6. Kazemo da je funkcija f : A — B injekcija ako vrijedi

Va0 € A, (11 # x2) = (f(21) # f(22))), (1.21)

ili ekvivalentno

v X1, T € A, ((f([L‘l) = f(ZL‘Q)) = (IL‘l = ZL‘Q)) (122)

Dakle, kod funkcije koja je injektivna, razli¢iti elementi domene se pres-
likaju u razlicite slike. Kod funkcije koju nazivamo konstantnom funkcijom
situacija je potpuno razlicita. Tamo se svi elementi domene preslikaju u
jedan element kodomene. Primijetimo da suprotne implikacije od (1.21) i
(1.21) zadovoljava svaka funkcija.
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Svojstvo injektivnosti kod funkcija iz R u R najlakse mozemo ustanoviti
ako imamo nacrtan graf funkcije. Tada svaki pravac koji je paralelan s osi x
smije sje¢i graf funkcije u najvise jednoj tocki. Na taj nacin za svaku tocku
iz slike funkcije postoji tocno jedna odgovaraju¢a tocka na grafu, a s tim i
tocno jedan original u domeni funkcije.

Svojstvo strogog rasta ili strogog pada funkcije je vazno zbog slijedeéih
posljedica.

Propozicija 1.1. Neka je funkcija f : I — R , strogo monotona na skupu
I C R. Tada je ona injekcija.

Dokaz: Neka je funkcija strogo rastu¢e na I. Uzmimo bilo koje x1, 25 € I,
1 # x9. Tada je x1 < x9 ili je z9 < x1. U prvom slucaju slijedi f(z1) <

f(z2), auwdrugom f(zg) < f(r1), paje f(r1) # f(x2). O

Definicija 1.7. Kazemo da je funkcija f : A — B surjekcija ako je slika
funkcije jednaka kodomeni funkcije, tj. R(f) = B, odnosno ako vrijedi
Vye B, Jz €A, (y=f(2)).

Ako znamo koji skup je slika funkcije, onda mozemo jednostavno uzeti
taj skup za kodomenu i postigli smo da je dana funkcija surjekcija. U pravilu
nije lako pogoditi skup koji je slika funkcije, a tada je jos teze dokazati tu
¢injenicu.

Definicija 1.8. Kazemo da je funkcija f : A — B bijekcija ili 1-1 ako je
ona injekcija i surjekcija, tj.

(Vy € B) (3lx € A) (y = f(x)). (1.23)
Dakle, za svaki element kodomene postoji i jedinstven je njegov original.

Sada smo u stanju odgovoriti na pitanje o postojanju inverzne funkcije.

Teorem 1.4. Za funkciju f : A — B postoji inverzna funkcija f~': B — A
ako i samo ako je f bijekcija.

Dokaz: Neka postoji f~!: B — A. Tada za svaki y € B postoji x = f~1(y)
sa svojstvom f(z) = f[f~Yy)] = vy, tj. [ je surjekcija. Sada, (f(x;) =
f@2)) = (f7Hf(21)] = f7Hf(22)]) & (21 = 22), tj. [ je injekcija. Dakle, f
je bijekcija.

Neka je sada f bijekcija. Uvjet (1.23) kazuje da je svakom y € B na
jedinstven (funkcijski) na¢in pridruzen x € A, y = f(x). Tada je dobro
definirana funkcija g : B — A, g : y — x. Pokazimo da ta funkcija zadovo-
ljava uvjete iz definicije 1.5. Naime, Vo € A, g[f(z)] = g(y) = = 1 Vy € B,

fla()] = f(x) = y. Dakle, g = f~. 0
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Propozicija 1.2. Neka je funkcija f: 1 — R(f), R(f) C R strogo rastuca
(padajuéa) na skupu I C R. Tada ona ima inverznu funkciju f~' : R(f) — I
koja je strogo rastuéa (padajuca)na R(f).

Dokaz: Funkcija f: I — R(f), je strogo rastuca surjekcija na skupu I C R,
pa je po propoziciji 1.1. f bijekcija, te postoji f~1: R(f) — I. Pokazimo da
za bilo koje y1,y2 € R(f), (y1 < y2) = (f 1 (y1) < f~*(y2)). U suprotnom bi
vrijedilo da postoje y1,42 € R(f), y1 < y2 1 [~ y2) < f~'(y1). No tada bi-
smo zbog strogog rasta funkcije f imali f[f " (yo)] < fIf 7 (y1)], tj- v2 < w1,
sto je suprotno pretpostavci. N

Primjer 1.3. Linearna funkcija zadana for-
mulom f(z) = kx + 1, k # 0, je bijekcija
f : R — R. Naime, za bilo koji y € R pos-

toji jedinstven x = y—> € R, njegov ori-

ginal. Iz ovoga je odmah vidljivo da vrijedi
) =g -
Tk ok o

Grafovi of f i f~! su simetriéni na pravac
y=1x.

Skup realnih polinoma stupnja jednakog 1 je nekomutativna grupa s opera-
cijom komporzicije, a njegov podskup polinoma sa svojstvom da je f(0) =0
je komutativna podgrupa.

b
Primjer 1.4. Razlomljena linearna funkcija zadana formulom f(z) = ax—td’
cr
gdje su a,b,c,d € R i ad — bc # 0 ima inverznu funkciju zadanu formulom
dr —b
fz) = wi, koja je isto razlomljena linearna funkcija.
—cr +a

1.2.9 Korijeni

Neparne potencije su funkcije zadane formu- '
lom f(z) = 2", Vz € R, n € N. To su /
bijekcije s R na R i imaju inverze f~!(z) = ’
iy Vo € R, neparne korijene. To su ne-
parne i strogo rastuce funkcije na R.

Za razliku od neparnih potencija, parne po-
tencije zadane formulom f(z) = 22", Vz € R,
n € N, su parne funkcije f : R — [0, +00),
pa tako nisu injekcije te nemaju inverze.
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Medutim, njihove restrikcije f flio400) SU
strogo rastuce bijekcije fy : [0, +oo> — [0, +00).
One imaju inverzne funkcije f;' : [0, +o0) —
[0, +00), a zapis je f;'(z) = X/x, Vo € [0, +00). !
Moguce je uzeti i druge restrikcije f- = f|_ ]
koje su strogo padajuée funkcije f_ : (—o00,0] —
[0,4+00) i koje imaju inverzne funkcije f*

[0, +00) — (—00,0], a zapis je f-'(z) = — X/z, © J
Vx € [0, 400).

1.2.10 Eksponencijalna funkcija na QQ, logaritamska funk-

cija, opc¢a potencija

Neka je a € R, a > 01 a # 1. Definiramo:

a"tt =a" - a, Vn € N.

Na ovaj nacin smo definirali funkciju f : N — R, f(n) = a”, Vn € N. Ako
definiramo f(0) = a® = 1, onda smo progirili funkciju do f: NU{0} — R,.

Funkcija se lako prosiruje dalje do f : Z — R, stavljanjem f(—n) = —,
an
Vn € N.
Zbog ¥V n,m € N, a"a™ = o™ funkcija f : Z — R, zadovoljava:

(i) f(0)=1, f(1) =a,
(17) f(n4+m) = f(n)f(m), Vn,m € Z.
Prosirimo funkciju f na skup racionalnih brojeva Q. Neka je ¢ = 7+ € Q, gdje

sum € Z,n € N, pa definiramo vrijednost funkcije s f(q) = f(%) = Va™.
Tako smo dobili funkciju f : Q@ — R, koja i dalje zadovoljava funkcijsku

jednadzbu f(¢+¢') = f(q)f(¢), V ¢, ¢ € Q. Naime,

fla+4q) = f(

3|3

/ !/ !/
n %) _ f(mn +mn) _ ””l/iamn’-i-nﬂn _

nn’

/

= "Vam "V = Yam Vam' = (2 )(n)zf(Q)f(Q’)-
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Pokazimo da je za a > 1 funkcija f : YA
Q — (0, +00) strogo rastuca na Q. Uz- \
mimo ¢ = 2,4 = % € Q, ¢ < ¢, tj. 0<a<l, as1
mn’ < m'n. Tada je a™ < o™, pa \
zbog strogog rasta funkcije x — "{/x A i
na R, imamo “am < Y a™m", od- __/\ T~

nosno a™ < W, tj. fq) < f(d). 0 X

Teorem 1.5. Postoji toc¢no jedna strogo monotona bijekcija f : R — (0, +00)
tako da vrijedi f(0) =1, f(1)=a>01i f(x +y) = f(x)f(y), Vz,y € R.

Bijekciju iz teorema 1.5. zovemo eksponencijalna funkcija s bazom a

i oznacavamo s f(x) = exp,(z) = a®, Vo € R. Sada funkcionalna jednadzba
ima oblik

a*t = a*a¥, Vx,y € R.
Eksponencijalna funkcija ima inverznu funkciju y
f~t : (0,400) — R koja je strogo rastuéa za |
a > 11 strogo padajuca za 0 < a < 1. Tu funk- |\
ciju zovemo logaritamska funkcija s bazom a i \ a-1
oznacavamo s f~!(z) = log, z, Vx € (0, +00). Vri- N /
jedilog,1=01ilog,a=1zasve 0 <a#1. o 2SI
Funkcionalna jednadzba za logaritamsku funkciju R
ima oblik

log,(xy) = log, = + log, y, Vx,y € (0, +00).
To slijedi iz injektivnosti eksponencijalne funkcije i
o8 @) — gy — gloBaTloBLY — Glog,T o,y
Zadatak 1.4. Za a,b > 0 dokazati da vrijedi

log, x
ogy a
Rjesenje: Formula slijedi iz injektivnosti eksponencijalne funkcije i

log, x = , Vo € (0, +00).

blogbm —r = alogam — blogb aloga ® — blogamlogb a

Specijalno, za a = e ~ 2.718281828 oznacavamo log, = In i zovemo
prirodni logaritam, a za a = 10 piSemo log;, = log i zovemo Briggsov' ili
dekadski logaritam.

Sada je mogucée definirati opéu potenciju f : (0, +o0) — R kao funkciju

d
zadanu formulom f(z) = x ©l gamna,

'Henry Briggs (Worley Wood, veljaca 1561. — Oxford, 26. sijecanj 1630.) engleski
matematicar
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1.2.11 Hiperbolne i area funkcije

Pomoc¢u eksponencijalne funkcije definiramo hiperbolne funkcije slijede¢im
formulama:

shex = %, Vr e R (sinus hiperbolni), (1.24)
e’ +e” : : :
chz = — Ve eR (kosinus hiperbolni), (1.25)
ho e —1
thz = (S:hi = Z% 1 Ve eR (tangens hiperbolni), (1.26)
chx e*+1 . .
cthr = = 21 Vz € R\ {0} (kotangens hiperbolni).(1.27)
y Yi \
\\
\
v cth
\
\
________________ l_. _______\__\__\__“__— =
X R
sh s

Funkcije sh, th, cth su neparne, a ch je parna funkcija.
Osnovna formula koja vrijedi za hiperbolne funkcije je ch?z —sh?z = 1
i slijedi direktno iz definicija za ch (1.24) i za sh (1.25). Takoder vrijede

adicione formule

sh(z+vy) = shx chy+chz shy, (1.28)
ch(z+y) = cha chy+shz shy. (1.29)

Za primjer pokazimo (1.28):

1
shz chy+chz shy = Z[(em —e ) e +e )+ (e +e ) (e —eY)] =

1 _ _ e _ _ e
:Z(€x+y+er Y_ oty _ o y+€x+y+€ THY _ oTTY o y):

I
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1
= §(ew+y — e_(x‘*‘y)) — sh(:[ + y)

Iz ovih osnovnih formula lako se dobivaju mnoge druge formule za sumu ili
produkt hiperbolnih sinusa i kosinusa, kao i za hiperbolni tangens i kotan-
gens.

Funkcije sh, ch i th strogo rastu na [0, +00), a cth strogo pada na (0, +00).

Naime, e¥ i —e™ strogo rastu, pa sh kao suma strogo rastucih je strogo
rastuce funkcija na R. Iz ch®x = 1 +sh®z > 1 slijedi da je R(ch) C [1, +00).
Odatle za z,y > 0 imamo ch(z+y) = chx chy+shxz shy > chx chy > chz,
pa ch strogo raste na [0, +00). Zbog parnosti ch strogo pada na (—oc, 0]. Za
z,y >0 je
h(z + y)chx — ch(z + y)shx sh(y)

- >0,
ch(z +y)chzx ch(z +y)chx

th(z +y) —the = >

tj. thz < th(x + y), odnosno th strogo raste na R, a zbog neparnosti
1
strogo raste i na R. Nadalje, zbog cthx = e slijedi da cth strogo pada na
x
(0, +00). Zbog neparnosti je cth strogo padajuca i na (—oo,0). Odatle i iz
propozicije 1.1. slijedi da su navedene funkcije injekcije.
Uz pretpostavku da je R(exp) = (0,+o00) (dokazati ¢emo u korolaru

3.8.), mozemo dokazati da su funkcije sh : R — R, th : R — (-1,1),
cth: R\ {0} = R\ [-1,1] i ch|p4oy = Ch: [0, +00) — [1,400) bijekcije.

T —x

Neka je y € R(sh), tj. 3z € R, y =shz = %. Tada je €* — e " —
2y = 0, odnosno, uz zamjenu u = e¢* dobijemo jednadzbu u? — 2yu — 1 = 0.
Moguce rjesenja te jednadzbe su v = y + \/y? + 1. Zbog u = e® > 0 jedino
rjesenje je u = e = y + /y?>+ 1. Odatle je z = In(y + /3% + 1), gdje
je funkcija y — In(y + y/y? + 1) definirana na R. Sada uzmimo bilo koji
y € Rineka je z = In(y + \/y? + 1). Jasno je da odatle slijedi y = sh z, tj.
R(sh) = R. Dakle, inverzna funkcija sh™' : R — R je definirana formulom
sh™'z =In(z + V22 + 1), Vz € R.
2x 1
Neka je y € R(th) C (=1,1), tj. Iz € R, y = tha = ezﬁ' Odatle je
e €T
1ty
L—y
zakljucujemo R(th) = (—1,1) i da je inverzna funkcija th™" : (=1,1) — R
1 1
i x) Vo € (—1,1).

definirana formulom th™ z = 3 In 1%
-

Zbog cthz = 7=, Vo € R\{0}, je R(cth) = {;t € (-1,1)} = R\ [-1,1].
Takoder slijedi da je cth™ : R\ [~1,1] — R\ {0} zadana formulom cth™' 2 =
1 1
“In (“1), Ve e R\ [-1,1].

1
(1 —y)e** =1+ vy, odnosno x = 3 In ( ) Kao u prethodnom slucaju

2 T —



1.2. FUNKCIJE 25

Neka je y € R(Ch) C [1,+00), tj. 3z € [0, +00), y = Cha = ——. *‘26

Tada dobijemo jednadzbu e** 2ye +1 =0, odnosno e* = y + \/y? —
No, x > 0 = e® > 1 pa je jedino rjesenje e* =y + /y> — 1, tj. = = ln(y+
\/y2 — 1). Odatle dobivamo R(Ch) = [1, +o0) i funkcija Ch™" : [1, +00) —
R\ {0} je definirana formulom Ch™'z = In(x + /22 — 1), Yz € [1, +00).

1.2.12 Trigonometrijske i arkus funkcije

Neka je u Kartezijevom koordinatnom sustavu zadana kruznica polumjera
1 (trigonometrijska kruznica) i na njoj sredisnji kut « s vrhom u ishodistu,
a prvi krak mu je pozitivni dio osi x. Kutu a pridruzujemo realan broj
koji odgovara duljini luka na kruznici koji odsjecaju krakovi kuta «. Ako je
drugi krak odmaknut od prvoga u pozitivnom smjeru (suprotnom od smjera
kazaljke na satu), onda je kut pozitivan, a u suprotnom je negativan. Tu
mjeru kuta nazivamo radijan. Dakle, puni kut je 27 radijana, a pravi kut je
5 radijana. Sa slike je jasno da je pridruzivanje koje realnim brojevima koji
odgovaraju radijanima pripadnih sredisnjih kutova pridruzuje tocke jedini¢ne
kruznice K, oy : [0,27) — K, bijekcija. Tu funkeiju je moguée prosiriti do
funkcije o : R — K, a(z) = ag(r2), gdje je x = 2km+r,, k € Z,0 < r, < 2.

Sada ¢emo geometrijski definirati trigono- Yba
metrijske funkcije sinus (sin), kosinus (cos),
tangens (tg) i kotangens (ctg) tako da pri- /| A 5
druzimo koordinate A = (cosa,sina), B = <N
(I,tga) i C' = (ctga, 1). Iz slicnosti pripad- — D X
: : - sin « 0
nih pravokutnih trokuta vrijedi tga =
oS (v

CoS (v
1ctga = — .

sin «v

Definicija 1.9. Za funkciju f : D(f) — R kazemo da je periodicka perioda
7 > 0 ako vrijedi

1) Ve e D(f) =+ 1 € D(f),
2) flx+71)= f(x), Vx € D(f).

Ako postoji najmanji period 7y > 0 onda njega zovemo temeljni period
funkcije f.

Primijetimo, ako je 7 > 0 period funkcije f, onda je n7 takoder period od
f,¥n € N. S druge strane postoje periodicke funkcije koje nemaju temeljnog

perioda kao npr. f: R — R definirana s f(z) =1lzaz € Qi f(x) =0 za
x ¢ Q. Svaki 7 € Q, je njen period, pa taj skup nema minimum veéi od 0.
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\
/
\
/ <
\
/

Funkcije sin : R — [—1,1] i cos : R — [—1, 1] su periodicke s temeljnim
periodom 2w, tj. vrijedi sin(z + 27) = sinz i cos(x + 27) = cosx, Va € R.
Iz slike je jasno da vrijedi sinz = cos(z — §), Vo € R, odnosno, cosz =
sin(z + 7), Vo € R. Nadalje, sin je neparna, a cos parna funkcija.

Sa trigonometrijske kruznice je vidljivo da vrijedi

cos’z +sin*z =1, Vo € R, (1.30)

Sto je osnovna trigonometrijska jednakost.
Sada ¢emo geometrijski dokazati osnovni adicioni teorem za funkciju ko-
sinus:

cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny, Vz,y € R. (1.31)
[
Na slici desno istaknute su tocke Y 11 b
= (cos 3, —sin ),
C
= (1,0, S
!
= (cos o, sin ), 0[N\CB ; B X

D = (cos(a+ B),sin(a + 3)).

Iz sli¢nosti trokuta A OAC 1 A OBD slijedi
jednakost duljina d(A, C') = d(B, D). tj.

(cos 3 —cosa)? + (—sin f —sin a)® = (1 —cos(a+ 3))* + (0 —sin(a + 3))* =
cos® B — 2 cos B cos a + cos® o + sin? f + 2sin Bsin o + sin® a =

=1—2cos(a + B) + cos*(a + B) +sin*(a + B) =
2 —2cosacosf +2sinasinf =2 — 2cos(a+ 3) = (1.31).
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Iz (1.31) lako slijedi adicioni teorem za funkciju sinus:
. T s . T . . .
sin(a+6) = COS(E—O(—B) = COS(E_Q) oS 6+sm(§—a) sin f = sin a cos f+cos asin (.

Iz prethodnih formula lako dobijemo

1

sinxcosy = é[sin(x +y) + sin(z — y)],
1

cosxT Cosy = é[cos(:p + 1) + cos(xz — y)], (1.32)
1

sinzsiny = é[cos(:c —y) — cos(z + y)].

Funkcije tg : R\ {§ +km;k € Z} = Rictg: R\ {km;k € Z} — R imaju

sin(x —sinz
osnovni period w. To slijedi iz tg(z + 7) = (z+7) = =tgri
cos(x +m)  —cosx
ctgx = tng' Funkcije tg i ctg su neparne.
y y
tg ctg
1 1
£
’ R 0 = X -t N 0 7\ niX
2 2 2 2

Periodicke funkcije nisu injekcije, pa zato nemaju inverzne funkcije. Medutim,
njihove restrikcije na dijelove podrucja definicije na kojem su strogo mo-
notone, jesu injekcije. Tako definiramo Sin = sin|_z =), Cos = cos (o),

Tg = tg |z =y i Ctg = ctg|(x. Dakle, parovi inverznih funkcija su:
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Sin: [-F, 3] = [-1,1], Sin~' = arcsin : [—1,1] — [-Z, 2],
Cos : [0,71] — [-1,1], Cos ™' = arccos : [—1,1] = [0, ],
Tg:(-%.5) = R, Tg ' =arctg : R — (=2, 7,
Ctg: (0,7 — R, Ctg™! = arcctg : R — (0, 7).
;/r | arcsin y lﬁ
2
1 /’_Si n
vadl ar ccos "\
2
1
7T 0 X
SIS | 1z
Iy 1
i y‘ 'i y ‘n
1 I
LT ag '
i

! l
b | ¥
N : N

I i
| | o

Naravno, to nisu jedine restrikcije koje su bijekcije. Za svako n € Z
je sin|_zinrzing = Sin, @ [=5 +nm, § + nr] — [=1,1] bijekcija. Njena
inverzna funkeija Sin,' : [-1,1] = [-2 + nm, I + n7| moze se dobiti kao
Sin, '(z) = (—1)" Sin"*(z) + nx, Vo € [-1,1].

Isto tako je cos |jur (nt1)r] = Cos, : [, (n + 1)7] = [—1,1] bijekcija i za
njenu inverznu funkciju Cos,' : [~1,1] — [nm, (n + 1)7] vrijedi Cos;,'(x) =
(=1)"(Cos™"(z) = Z) + nm + Z, Vz € [-1,1].

Jos je jednostavniji sluc¢aj inverznih funkcija restrikcija od tg i ctg. Za
tg [~z fnm 2 rnmy = Tg, vrijedi Tg, '(z) = Tg ' (x) + nx, Vo € R i analogno
za ctg |nm (ni1)m = Ctg, vrijedi Ctg,'(z) = Ctg™'(z) + nm, Vo € R,

Zadatak 1.5. Rijesimo jednadzbe sinx =bicosy =bzabe [—1,1].
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[
S

~
I

RjeSenje: Za svako n € Z je z, = Sin, ( (—=1)"Sin"(b) + nr i
Yo = Cos, ' (b) = (—1)"(Cos™'(b) — Z) +nm + Z. 0
Zadatak 1.6. Rijesimo nejednadzbu a < sinx <bza —1<a<b<1.

Rjesenje: Treba uzeti u obzir da su funkcije Sin ' strogo rastuée za parne
i strogo padajucée za neparne n € Z. Zato za n = 2m, m € Z, imamo
Sin'(a) +2mr < x < Sin"'(b) +2mm, azan =2m—1, m € Z, je
—Sin () + (2m — 1)r < 2 < —Sin"!(a) + (2m — 1)7. Skup rjesenja nejed-
nadzbe je unija svih prethodnih zatvorenih intervala (segmenata). ]

Definicija 1.10. Funkcije koje se dobiju pomoc¢u konacnog broja operacija
zbrajanja, mnozenja i kompozicije iz potencija, eksponencijalne funkcije, hi-
perbolnih, trigonometrijskih funkcija i njihovih inverznih funkcija korijena,
logaritamske funkcije, area i arcus funkcija nazivamo elementarnim funk-
cijama.

1.3 Aksiomi polja R, supremum i infimum,
potpunost

U ovoj tocki uvodimo aksiomatiku skupa realnih brojeva koja karakterizira
sva njegova svojstva s obzirom na algebarsku strukturu i uredaj na njemu.

1.3.1 Aksiomi polja R

R je komutativna grupa s obzirom na operaciju zbrajanje +: R x R — R.

A 1. Asocijativnost zbrajanja:

Vr,y,z€ R, o+ (y+2) = (v +y) + 2

A 2. Postoji neutralni element 0 (nula):

J0eR, Ve eRO+z=2+0=u=.

A 3. Svaki element iz R ima inverz za zbrajanje (suprotni):

Ve e R, 3(—z) €R, z+ (—z) = (—2) + 2z =0.
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A 4. Komutativnost zbrajanja:

Ve,ye R, z+y=y+z.

R\ {0} je komutativna grupa s obzirom na mnozenje - : R x R — R.

A 5. Asocijativnost mnozenja:

Va,y, 2 € R, z(yz) = (zy)z.

A 6. Postoji jedinstven neutralni element 1 (jedinica):

IMeR 140, VeeRl-z=2-1=ux.

A 7. Svaki element iz R\ {0} ima inverz za mnozenje (recipro¢ni):

1 1 1
Ve e R\ {0}, Mz t'=—-€cR, o— = ~-z=1.
x r x

A 8. Komutativnost mnozenja:

Ve,y € R, zy = yx.

A 9. distributivnost mnozenja prema zbrajanju:

Vo,y,z € R, z(y + 2) = xy + 2z

Uredenu trojku (R, +, -) nazivamo poljem.

Primjer 1.5. Iz aksioma dokazimo neka poznata svojstva operacija zbraja-
nja i mnozenja.

1. 0 je jedinstven neutralni element za zbrajanje i 1 je jedinstven neutralni
broj za mnozenje.

Kada bi postojao broj a € R, a # 0 sa svojstvo da Vo € R a +x =
x+a = x,imali bi a = a+0 = 0, a to je kontradikcija. Analogno, kada
bi postojao broj b € R, b # 1 sa svojstvo da Vx € R bx = zb = z, imali
bib=101=1.

2. Suprotni i reciprocni brojevi su jedinstveni.
Nekajea € Ric € R, ¢ # —a njegov suprotni broj, tj. a4+c = c+a = 0.
Tada bi vrijedilo —a = —a+0 = —a+ (a+¢) = (—a+a)+c =
0+ ¢ = ¢, sto je kontradikcija. Dokaz jedinstvenosti recipro¢nog broja
je analogan.
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3. Vrijedi Vz € R, —(—z) = =.

Po definiciji suprotnog elementa je —z+(—(—x)) = (—(—z))+(—x) =0
i—z+2 =2+ (—x) =0. Iz jedinstvenosti elementa s danim svojstvom
za —zx, slijedi z = —(—x).

4. Pokazimo da je —0 = 0.

Za svaki z € R vrijedi z + (—=0) = 2 +0+ (-0) = 2+ 0 =
—0+2=-040+2 =0+ 2z = x, pa zbog jedinstvenosti nule vrijedi
—0=0.

5. Za svako x € R vrijedi 0 = 0z = 0.

Naime, 0z = (04 0)z = Ox + 0z = 2 - Ox. Kad bi bilo 0x # 0, onda
bi taj element imao inverz, pa bi slijedilo 1 = 2, a odatle 0 = 1. To se
protivi zahtjevu iz A6.

6. Vrijedi (—1)(—1) = 1.
Imamo (—1)(=1) + (=1) = (=1)(=1) + (= ) = (=)= +1) =
(=1)0 = 0 i isto tako (—=1) 4+ (=1)(—=1) = 0 1
—(-1)=1.

7. Pokazimo (ab=0) < ((a=0) Vv (b =0)).

Neka vrijedi ab = 0. Ako je a # 0 onda a ima reciprocni element, pa je
b=1-b=a"'ab=a"'0 = 0. Analogno, ako je b # 0, onda je a = 0.
Obratna tvrdnja slijedi iz 5. 0
Na skupu R je zadan linearan (totalan) uredaj <.
A 10. Linearnost uredaja:

Vi,y €R, (z <y)V (y < ).

A 11. Antisimetricnost uredaja:
Ve,y €R, ((z <y)A(y < 2)) = (r=y).

A 12. Tranzitivnost uredaja:

Ve,y,z€ R, (z<y)A(y <2))=(zr<2).

Uredaj je u skladu s operacijama zbrajanja i mnozenja.
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A 13. Uskladenost zbrajanja:

(z<y) = (Vz, ([t +2<y+2))

A 14. Uskladenost mnozenja:

(x> 0)A(y>0)) = (zy >0).

(R, +, -, <) je uredeno polje.
Primjer 1.6. Vrijedi monotonost mnozenja:
(z <y) A (22 0) = (zz < y2).

Imamor <y=>y—2>0= (y—2)2>0=>yz—22>0= 2z <yz.[]

Primjer 1.7. (Q, +, -, <) je uredeno polje.

1.3.2 Supremum i infimum skupa, potpunost

Definicija 1.11. Kazemo da je S C R, S # (), omeden odozgo u R, ako
postoji broj M € R takav da vrijedi Vx € S, v < M. Broj M zovemo gornja
meda ili majoranta skupa S.

Kazemo da je S C R, S # (), omeden odozdo u R, ako postoji broj
m € R takav da vrijedi Vo € S, m < x. Broj m zovemo donja meda ili
minoranta skupa S.

Skup S C R, S # (), je omeden u R, ako je omeden odozdo i odozgo
u R.

Jasno, ako S ima majorantu, onda on ima beskonatno mnogo majoranti.
Naime, svaki veci broj je takoder majoranta. U tom svjetlu ima smisla sli-
jedeca definicija.

Definicija 1.12. Broj L € R koji je najmanja majoranta nepraznog odozgo
omedenog skupa S C R nazivamo supremum skupa S i piSemo L = sup S.

L = sup S je karakteriziran slijede¢im svojstvima:
(i.) Ve e S, z < L.

(1i.) VaeR,a< L, Iz € S, a < x.

Cesto je praktiéno uvjet (ii.) pisati u obliku:
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(13.)) Ye>0,dz € S, L—e<ux.

Supremum koji je u skupu nazivamo maksimum, tj. akoje L =sup S € S
onda je L = max S.

Sada smo u mogucnosti zadati posljednji aksiom skupa R.

A 15. Aksiom potpunosti:

Svaki neprazan odozgo omeden podskup S C R ima supremum u R.

Uredeno polje koje zadovoljava i A 15. zovemo potpuno uredeno polje.
Dakle (R, +, -, <) je potpuno uredeno polje.

Teorem 1.6 (Arhimedov aksiom). U skupu R wvrijedi turdnja:
Va,beR, a>0,b>0, In € N, na > b.

Dokaz: Pretpostavimo da tvrdnja teorema nije istinita, tj. neka vrijedi:
da,beR, a>0,b>0, Vn € N, na <b.

To znadi da je skup A = {na;n € N} odozgo ogranic¢en skup u R. Sada po
A15. postoji ¢ = sup A, tj. Vn, na < ciVe >0, dn € N, c — e < na.
Sada za € = a > 0 dobijemo ¢ — a < na, odnosno ¢ < (n + 1)a € A, sto je
kontradikcija s ¢injenicom da je ¢ gornja meda od A. H

Zadatak 1.7. Pokazite bez upotrebe A 15. da Arhimedov aksiom vrijedi u
skupu Q.

Rjesenje: Dovoljno je pokazati da Vk,m € N, dn € N, nk > m. U su-
protnom bismo imali k,m € N, Vn € N, nk < m. Tada za n = m imamo
mk < m = k = 1. No tada bi vrijedilo ¥n € N, n < m, §to nije istina ve¢
zan =m+ 1. Sada za svaki ¢ = 7,¢ = ZL—,/ € Q, m,k,m', kK € N, postoji
n € N takav da je nmk’ > m'k, odnosno nqg > ¢'. 0

Zadatak 1.8. Utvrdite da li postoji i ako postoji odredite supremum skupa
S ={-"=;ne€N}L

n+1’

Rjesenje: Skup S je odozgo ogranicen s 1, tj. Vn € N, 25 < 1. Pokazimo

da je 1 = supS. Uzmimo bilo koji ¢ > 0. Trebamo na¢i n € N tako da
vrijedi

l—e< S(l-¢g)n+l)<ne —ne+l-e<0e1l<(n+ 1.

n +
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Iz Arhimedovog aksioma slijedi postojanje m € N, me > 1. Uzmimo sada
n =m — 1 i imamo tvrdnju. ]

Primjer 1.8. Polje Q nije potpuno.

Neka je S = {¢ € Q; 1 < ¢, ¢* < 2}. Ocito je S odozgo omeden s
2 € Q. Skup S nema maksimalan element. Naime, za bilo koji ¢ € S po
Arhimedovom aksiomu za brojeve 2 — ¢?> > 0i 2¢ + 1 > 0 postoji n € N
tako da je n(2 — ¢?) > 2¢ + 1. Tada je n*(2 — ¢*) > n(2¢ +1) = 2ng+n >
2ng+1= (¢ + £)*> < 2. Dakle, postoji¢ =g+ + €5, ¢ >q.

Pokazimo da vrijedi: a € Q, a > 0, je majoranta od S < a® > 2. Neka
je a € Q, a > 0, majoranta od S. Tada je a®> # 2 (v2 ¢ Q). Kada bi
bilo a® < 2, onda bi a bio maksimum od S, a takvog nema. Dakle, mora
biti a®> > 2. Obratno, ako je 0 < a i a®> > 2, onda za svaki ¢ € S imamo
> <2< a®>= q<a,tj. ajemajoranta od S.

Pokazimo da ne postoji najmanja majoranta skupa S u Q. Neka je a
bilo koja majoranta skupa S. Tada po Arhimedovom aksiomu za brojeve
a’—2> 01 2a> 0 postoji n g N takav da Vrije(gi n(a? — 2) > 2a. Odatle je
2;& <a®—-2<a* -2+ (%) =2< (a — %) . Dakle, postoji majoranta
a’:a—%e(@,a/<a. H

Zadatak 1.9. Dokazite da je Q gust u R, tj.
Ve>0,Vx eR, (x—e,2+e)NQ#0D.

Rjesenje: U suprotnom sluc¢aju bi vrijedilo 3¢ > 0, dx € R, Vg € Q,
(g <x—€V(e+e<gq). Nekajeqg <x—€izx+e < g Uzmimo
n € N tako da vrijedi 2ne > ¢ — ¢y i odredimo oy = q; + %(qQ —q) €Q
(k=0,1,...,n—1,n). Neka je 1 < ky < n najvecéi od indeksa za koje je
ap < x—¢€ Zbog x+e < agyr vrijedi I = oy — ag, > 2e, Sto je
kontradikcija s izborom broja n. ]

Definicija 1.13. Broj ¢ € R koji je najve¢a minoranta nepraznog odozdo
omedenog skupa S C R nazivamo infimum skupa S i piSemo ¢ = inf S.

¢ =inf S je karakteriziran slijede¢im svojstvima:
(i.) Ve e S, L < x.

(1i.) VaeR,a> (¢, 3x € S, z < a.
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(17.) Ye>0,Jr €S,z <l +e.

Infimum koji je u skupu nazivamo minimum, tj. ako je { =inf S € §
onda je { = min S.

Teorem 1.7. Neka je S C R, S # 0, odozdo ogranicen skup. Tada postoji
¢ =inf S € R.

Dokaz: Neka je S = {—x; = € S}. Skup S je odozdo omeden u R, tj.
postoji m € R tako da vrijedi Ve € S, m < x. TadajeV—z € S_, —x < —m,
tj. skup S_ je odozgo omeden u R. Prema A 15. postoji L = supS_ € R,

tj. V—xe S, —x<LiVe>0,d—x€e S, L—¢e< —z. To mozemo
napisati i na slijede¢i nac¢in: Ve € S, —L <ziVe>0,dr € S,x < —L+e.
To kazuje da je ¢ = —L = inf S| tj. postoji infimum skupa S. M

Zadatak 1.10. Neka je A C B C R i B ogranicen skup. Tada je sup A <
sup B iinf A > inf B.

Rjesenje: Svaka majoranta skupa B ujedno je i majoranta skupa A. Tako
je i sup B majoranta za A. Posto je supremum od A najmanja majoranta
skupa A, to vrijedi sup A < sup B. Analogno, svaka minoranta skupa B
ujedno je i minoranta skupa A, pa je infimum od B minoranta za A. Odatle
za infimum skupa @ kao najvecu minorantu od A vrijedi inf A > inf B.

Zadatak 1.11. Neka su A, B C R ograniceni skupovi. Ako vrijedi Va € A
db € B takav da je a < b onda je sup A < sup B, a u slucaju da vrijedi
Vb € B Ja € A takav da je a < b onda je inf A < inf B.

Rjesenje: Iz prvog uvjeta Va € A slijedi a < b < sup B, tj. sup B je gornja
meda skupa A. Odatle imamo sup A < sup B. Analogno, Vb € B vrijedi
b > a > inf A, iz ¢ega slijedi inf B > inf A. 0

Aksiom A 15. karakterizira svojstvo potpunosti koje razlikuje polje R od

Teorem 1.8. (Cantorov' aksiom) Neka za svaki n € N imamo segmente
[an,b,] C R takve da vrijedi [an41,bn41] C [an,by], Yn € N. Tada postoji
z € R takav da je x € [ay, b,), Vn € N.

LGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (Saint Petersburg [Rusija], 3. ozujak 1845.
- Halle, 6. sije¢anj 1918.) njemacki matematicar
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Dokaz: Ozna¢imo s A = {a,;n € N} i B = {b,;n € N}. Skupovi A
i B su ograni¢eni (odozdo s a; i odozgo s b;) pa postoje sup A i inf B.
Zelimo pokazati da vrijedi [sup A, inf B] C [an,b,], Vn € N. Za sve n € N
ocigledno vrijedi a, < b, a, < anpy1 1 bpy1 < b,. Dokazimo da vrijedi
Vn,m € N, a, < b,,. Ako je n = m onda je to jasno. Ako je n < m, onda
n<n+l<---<m-—1<mpovlaci a, < -+ < a,, < by, tj. a, < by
analogno vrijedi za m < n. Odatle zaklju¢ujemo Vn € N je a, donja meda
za skup B, dakle, Vn € N, a,, < inf B. Sada je inf B gornja meda za skup A,
pa vrijedi sup A < inf B. 0

Napomena 1.1. Druga moguca aksiomatika polja R se dobije ako aksiom
A 15. zamijenimo s Arhimedovim aksiomom (teorem 1.6) i Cantorovim ak-
siomom (teorem 1.8).

1.3.3 Eksponencijalna funkcija na R (I.)

U ovoj tocki ¢emo prosiriti eksponencijalnu funkciju do skupa R i tako se
uvjeriti da je teorem 1.5. istinit.

Zadatak 1.12. Neka su A, B C R odozgo ograniceni neprazni skupovi. Tada
jeskup A+ B={x+y; v € A,y € B} odozgo ogranicen i vrijedi sup(A +
B) =sup A + sup B.

Rjesenje: Zbog x < sup A, Vo € A, iy <supB, Yy € B, vrijedi z + y <
supA +sup B, Ve € A, Vy € B, tj. sup A + sup B je gornja meda skupa
A+ B.

Neka je ¢ > 0 odabran po volji. Postoje x € A iy € B takvi da je
supA—5 <xisupB -5 <y Tadajex+y >supA—5+supB—35 =
sup A +sup B — ¢, tj. sup A + sup B — ¢ nije gornja meda skupa A+ B. [

Zadatak 1.13. Neka su A, B C (0,4+00) odozgo ograniceni neprazni sku-
povi. Tada je skup AB = {zy ; © € A,y € B} odozgo ogranicen i vrijedi
sup(AB) = sup Asup B.

Rjesenje: Zbog v < sup A, Vr € A, iy < supB, Yy € B, vrijedi zy <
sup Asup B, Vo € A, Vy € B, tj. sup Asup B je gornja meda skupa AB.

2

Neka je 0 < ¢ < 7@@‘4?@3)

SupAJrsupB—\/(supATupB)Q —¢. Postojex € Aiy € Btakvidajesup A—gp <

odabran po volji i neka je 0 < gy <

2
risupB —¢go <y. Tada je xy > (sup A — )(sup B — gg) = €2 — (sup A +
sup B)eg + sup Asup B > sup Asup B —e. Dakle, sup Asup B — ¢ nije gornja
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meda. Zato $to je € > 0 odabran po volji, vrijedi sup(AB) = sup Asup B. ]

Sada eksponencijalnu funkciju progirujemo do funkcije f : R — (0, +00).
Za a > 11z € R definiramo f(x) = sup{a?;q € Q,q < z}. Zbog zadatka
1.13. imamo

f(@)f(y) =sup{a% g € Q,q < z}sup{a’;qd € Q,¢ <y} =

=sup{a”;q,d €Q,q <z, ¢ <y} =
=sup{a®;q,d € Q,q+q¢ <z +y} = flz +y).

1.4 Ekvipotentni skupovi, prebrojivost

Ako imamo dva skupa A i B s kona¢nim brojem elemenata, teorijski je lako
ustanoviti imaju li oni jednak broj elemenata. Naime, provodimo slijedeci
postupak: uzmimo element skupa A i element skupa B, sparimo ih. Nasta-
vimo li tako sparivati nesparene elemente skupa A s nesparenim elementima
skupa B, nakon konac¢no koraka do¢i ¢emo do jedne od slijedec¢ih situacija:

1. Niti u skupu A, niti u skupu B nema nesparenih elemenata.
2. U skupu B nema nesparenih elemenata.
3. U skupu A nema nesparenih elemenata.

U slucéaju 1. konstruirali smo obostrano jednoznacno preslikavanje sa skupa
A na skup B (bijekciju) i jasno je da skupovi A i B imaju jednak broj
elemenata. U slucaju 2. konstruirali smo injekciju sa skupa B u skup A i
jasno je da skup A ima vise elemenata od skupa B. U slu¢aju 3. konstruirali
smo injekciju sa skupa A u skup B i jasno je da skup B ima vise elemenata
od skupa A. Ovo je motivacija za slijede¢u definiciju i u sluc¢aju kada skupovi
nemaju konacan broj elemenata.

Definicija 1.14. Za skupove A i B kazemo da imaju jednak broj elemenata,
tj. da su jednakobrojni ili ekvipotentni ako postoji bijekcija f: A — B.
Tada jos kazemo da A i B imaju jednak kardinalni broj i pisemo k(A) = k(B)
ili A~ B.

Ako postoji injekcija f : A — B onda kazemo da A ima manje ili jednako
elemenata od B, tj. k(A) < k(B).

Zadatak 1.14. Pokazite da je ekvipotentnost relacija ekvivalencije, tj. da
vrijedi
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(i) A~ A,
(ii) (A~ B)= (B~ A),
(1iit) (A~B)A(B~C)=(A~C).
Rjesenje:
(1) Identiteta is : A — A je bijekcija,
(it) f: A — B bijekcija = (f~!: B — A) bijekcija,
(1ii) f: A— BAg:B — C bijekcije = go f : A — C je bijekcija. 0
Slijedeéi teorem u konkretnim situacijama bitno olaksava utvrdivanje ek-
vipotentnosti skupova, a navodimo ga bez dokaza.

Teorem 1.9 (Cantor-Bernstein'). Ako postoje injekcije f : A — B i g :
B — A, onda je A ~ B, odnosno

Dokaz teorema mozete na¢i u dodatku B.8. na stranici 203.
Primijetimo da prethodni teorem govori o antisimetri¢nosti uredaja medu
kardinalnim brojevima.

Definicija 1.15. Kazemo da je beskonacan skup S prebrojiv ako je ekvi-
potentan skupu prirodnih brojeva N. U suprotnom sluc¢aju kazemo da je taj
skup neprebrojiv.

Zadatak 1.15. Pokazite da vrijedi
1. N~ 2N.
2. N~ 2N+ 1.
3. N~ Z.
4. Ya,b,c,d € R, a < b, c <d, je {a,b) ~ {(c,d) i [a,b] ~ [c,d].
5. Va,b € R, a <, je [a,b] ~ (a,b).

6. Va,b € R, a <b, je R~ (a,b).

1Sergej Natanovi¢ Bernstein (Odessa, 5. ozujak 1880. — — Moskva, 26. listopad 1968.)
ukrajinski matematicar
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7. N~ NxN.
Rjesenje:
1. Preslikavanje n — 2n, Vn € N, je bijekcija.
2. Preslikavanje n — 2n 4+ 1, Vn € N, je bijekcija.

3. Preslikavanje f : N — Z definirano s f(1) =01 f(2n) =n, f(2n+1) =
—n, ¥n € N je bijekcija.

4. f:{(a,b) = (c,d) definirano s f(z) = &=<(z — a) + ¢ je bijekcija.

5. Identiteta je injekcija s (a,b) u [a,b]. Po 4. postoji bijekcija s [a, b] na
bilo koji segment u (a,b), npr. na [2:2 2t35] Tada je to injekcija s
[a,b] u (a,b). Sada po teoremu 1.9 slijedi tvrdnja.

6. Tg~' : R — (=%, %) je bijekcija.

7. Konstruiramo preslikavanje f : N x N — "
N kako je graficki prikazano na slici desno. i
Svakom uredenom paru prirodnih brojeva -
jednoznacno je odreden poredak na putanji, e e e
oznacenoj na slici. Funkcija f je definirana NN
formulom: 3 o e e e
(m+2n - 1) +n; m+mn—1neparan 2 . ‘ \ *
f((m,n)) = L i
(m+2nil>+m; m +n — 1 paran
0 1 2 3 a4

Propozicija 1.3. Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv.

Dokaz: Skup Q = { ; n € N, m € Z,su relativno prosti}, pa postoji
injekcija sa Q u N x N. Nadalje, komponiramo tu injekciju s bijekcijom sa
N x N na N iz zadatka 1.15. i dobijemo injekciju s Q@ u N. S druge strane
identiteta je injekcija s N u Q, pa po teoremu 1.9. imamo Q ~ N. 0

Propozicija 1.4. Neprazan podskup prebrojivog skupa je konacan ili prebro-
J10.

Dokaz: Neka je A ~ N, f: A — N bijekcija, i B C A. Ako je B konacan
onda je tvrdnja ocita. Ako B nije konacan, onda je identiteta ¢ : B — A,
i(x) = z, Vo € B, injekcija s B u A. Tada je foi : B — N injekcija.
Konstruirajmo injekciju g : N — B na slijedeci nacin:
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Uzmimo bilo koji b € B istavimo g(1) = b. Pretpostavimo da smo za neki
n € N definirali g(k) = by, € B, 1 < k < n, gdje su svi by, ...,b, razliciti.
Posto skup B nije konacan, to postoji b,,1 € B takav da je b,.1 # b,
1 < k < n, pastavimo g(n+ 1) = b,41. Takvim postupkom definiramo g(n),
Vn € N, a funkcija g je po konstrukciji injekcija. Po teoremu 1.9. slijedi
B ~ N. n

Teorem 1.10. Neka su a,b € R, a < b. Segment [a,b] C R je neprebrojiv
skup.

Dokaz: Kada bi vrijedilo suprotno, tj. da je [a,b] prebrojiv, postojala bi
bijekcija f : N — [a,b] takva da je [a,b] = R(f) = {f(n);n € N}. Stavimo
a; = a,by = b. Ako je f(1) < “”TH” stavimo ay = %‘%1 1by = by, au
slucaju f(1) > % stavimo as = ay 1 by = %. U oba slucaja vrijedi
f(1) & [ag, bo] i [ag, by] C [a,b1]. Na isti nacin, zamjenom a; <> as i by <> bo,
nademo f(2) itd. Na taj nac¢in dobivamo segmente [a,,,b,]|, Vn € N, sa svoj-
stvom [ay,, by] D [ans1,bns1] 1 f(n) € [ant1, bnya], Vi € N. Po teoremu 1.8. o
potpunosti skupa R postoji = € [a,b] tako da je z € [a,,b,], Vn € N. Zbog
pretpostavke o bijektivnosti funkcije f : N — [a, b], postoji m € N tako da je
x = f(m). No, po konstrukciji vrijedi f(m) & [@mi1, bms1], Sto je kontradik-
cija s izborom tocke x. M

Korolar 1.2. Skup realnih brojeva R je neprebrojiv.

Dokaz: Kada bi R bio prebrojiv, tada bi po propoziciji 1.4. i segment
[a,b] C R bio prebrojiv, a to se kosi s tvrdnjom teorema 1.10. N



2 Nizovi

2.1 Niz i podniz

Funkciju a : N — S zovemo niz u S. U ovom slucaju odstupamo od
uobic¢ajenog nacina oznacavanja funkcijskih vrijednosti, pa za n € N pisemo
a(n) = a, i nazivamo n-tim clanom niza. Uobic¢ajena oznaka za niz je (a,)nen
ili (a,), ili samo (a,). Kodomena niza moze biti bilo koji neprazan skup.
Nas ¢e najvise zanimati slucajevi kada je taj skup R, C, ili skup realnih ili
kompleksnih funkcija.

Evo nekoliko primjera nizova:

1. Niz (ap)n s a, = %, Vn € N, je niz u R.
2. Niz (ap)n s ap =n+ %, Vn € N, je niz u C.

3. Niz (a,), je niz realnih funkcija, gdje je ¥n € N, a,, : R — R funkcija
definirana s a,(z) = sinnz, Yz € R.

Kao i kod drugih funkcija, monotonost je vazno svojstvo koje niz moze
zadovoljavati. Za to je neophodno da je niz u skupu na kojem je definiran
uredaj.

Definicija 2.1. Neka je (a,), u R.
Niz (a,), je rastuéi ako Vn € N, a,, < a,1.
Niz (a,), je strogo rastuéi ako Vn € N; a,, < a,41.
Niz (a,), je padajuéi ako Vn € N, a,, > a,41.
Niz (a,), je strogo padajuéi ako Vn € N, a,, > a,41.

41
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Pokazimo da je ta definicija, iako se ¢ini slabijom, ekvivalentna s defini-
cijom monotonosti niza kao funkcije. Naime, niz kao funkcija je rastuci ako
vrijedi: V n,m € N, (n < m) = (a, < an). Jasno je da iz toga slijedi da
je niz rastuéi u smislu definicije 2.1. Dokazimo da vrijedi obrat. Neka su
n,m € Ntakvidajen <m. Tadajen <n+1<---<m-—1<mpaiz
definicije 2.1. slijedi a, < ap11 < - < o1 < Gy tje ap < Ay

Definicija 2.2. Za niz b : N — S kazemo da je podniz niza a : N — S, ako
postoji strogo rastué¢i niz prirodnih brojeva p : N — N takav da je b = a o p.

U oznakama (b,), i (a,), za nizove pisali bismo b, = b(n) = (aop)(n) =
a[p(n)] = aym) = ay,. Vazno je uociti da podniz nekog niza dobijemo tako da
izbacimo neke ¢lanove polaznog niza, a preostali ¢lanovi zadrzavaju prijasnji
medusobni poredak.

Zadatak 2.1. Neka je (p,), strogo rastudi niz u N. Tada vrijedi V n € N,
n < py.

Rjesenje: Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom. Jasno je da vri-
jedi 1 < py tako da imamo bazu indukcije. Pretpostavimo da za n € N vrijedi
n < p,. Tad je ppy1 > pn > n, tj. ppy1 > n, pamora biti p,p1 >n+1.

2.2 Limes niza u R

Intuitivno poimanje konvergencije ili tezenja ¢lanova niza (a, ), u R k nekom
broju a € R sastoji se u tome da je "puno” clanova niza po volji blizu broju a,
a samo "malen” broj ¢lanova daleko. U situaciji kada radimo s beskona¢nim
(prebrojivim) skupom, onda je prihvatljivo pod ”puno” shvacati beskona¢no
mnogo ¢lanova, a pod "malo” samo kona¢no njih. U tom smislu fraza ” gotovo
svi ¢lanovi” znaci ”"svi ¢lanovi osim eventualno njih kona¢no mnogo”. Dakle,
mozemo re¢i da niz (a,,), konvergira ili tezi broju a ako su gotovo svi clanovi
po volji blizu broju a.

Prethodna definicija se realizira u skupu R tako da blizinu realnih brojeva
mjerimo pomocu razdaljinske funkcije d(z,y) = |z — y|. Ako je zadan € > 0,
onda brojevi x koji su od a udaljeni za manje od ¢ zadovoljavaju |z —a| < ¢,
tj. oni se nalaze u intervalu (a — €,a + €). Pojam konvergencije u R ima
slijedeci oblik:

Definicija 2.3. Niz realnih brojeva (a,,), konvergira ili tezi k realnom broju
a € R ako svaki otvoreni interval polumjera ¢ oko tocke a sadrzi gotovo sve
¢lanove niza, tj.

(Ve > 0), (In. € N), (Vn € N), ((n > n.) = (Ja, — a|] < ¢)). (2.1)
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Tada a zovemo grani¢na vrijednost ili limes niza (a,), i piSemo a =
lim a, ili @ = lim,, a,,.
n—oo

a-c a a+e
4—-—%-—-—-—.—0—-—-%—-—»

ai Ay ads ds as ao

Ako niz ne konvergira onda kazemo da on divergira.

Jedan slucaj divergencije niza mozemo podvesti pod pojam konvergencije.
U tu svrhu definiramo okoline od +o00 kao intervale oblika (F, 4+00), gdje je
E>0.

Definicija 2.4. Kazemo da niz (a,,), u R konvergira k +o0o ako svaka okolina
od +o00 sadrzi gotovo sve clanove niza, tj.

(VE > 0), (3n. € N), (Vn € N), ((n > n.) = (a, > £)). (2.2)
U tom slu¢aju govorimo o konvergenciji niza (a,), u R = [~o0, +00] i pis§emo
lim a, = +00. Analogno mozemo definirati lim a, = —ooc.
n—o0 n—oo

Provjeravanje da li definicija 2.3 vrijedi za neki konkretan niz i konkretan
limes sastoji se u tome da se za po volji zadani € > 0 pronade ili barem dokaze
postojanje prirodnog broja n. takvog da svi ¢lanovi s indeksima ve¢im od n.
leze u intervalu (a —€,a + ¢€).

Primjer 2.1. Pokazimo da niz (1), konvergira i lim, =+ = 0.

Uzmimo ¢ > 0 po volji. Iz Arhimedovog aksioma u teoremu (1.6) slijedi
postojanje m € N tako da vrijedi me > 1. Sada za n > m vrijedi ne > me >
1. Dakle n. = m je trazeno rjesenje. Naime, Vn € N,

. OD <e.
n

1. Konvergentan niz u R ima samo jednu granicnu vrijednost.

(n>n€):>(ne>n€e>1):>(%<5):>(

Teorem 2.1.

2. Konvergentan niz u R je ogranicen.

Dokaz: 1. Pretpostavimo da konvergentan niz (a,), ima dvije grani¢ne
vrijednosti a,b € R, a # b. Tada bi za ¢ = |a — b| > 0 zbog (2.1) postojali
ng, mp € N takvi da vrijedi

€
2

€

)i(n>nb):>(|an—b|<2).

(n>ny) = (la, —a|] <
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Sada za n. = max{n,, ny} imamo

(n>n) = (|la—b| < |a—an| + |an —b| < %—i—%:&t:\a—b\),
Sto je ocita neistina. Dakle, limes mora biti jedinstven.

2. U definiciji (2.1) uzmimo € = 1, pa postoji n. € N tako da (n > n.) =
(la, —a| < 1). Sada za n > n. imamo |a,| < |a, — a|] + |a| < 1+ |a|. Neka
je M = max{|a|,...,|an.|, 1+ |a|}. Tada vrijedi Vn € N, |a,| < M, tj. niz
je ogranicen. n

Primjer 2.2. Sama ogranic¢enost nije dovoljna za konvergenciju niza. Niz
definiran s a, = (—1)", ¥n € N, je o¢igledno ogranicen, ali niti jedan realan
broj nije mu grani¢na vrijednost. Naime, za 0 < ¢ < % i bilo koji a € R izvan
otvorenog intervala (a — €, a + ¢) uvijek se nalazi beskona¢no ¢lanova niza.
Dakle, taj interval ne sadrzi gotovo sve ¢lanove niza.

Za ocekivati je da podnizovi niza nasljeduju dobra svojstva originalnog
niza.

Teorem 2.2. Svaki podniz konvergentnog niza u R i sam je konvergentan 1
ima istu granicnu vrijednost kao i niz.

Dokaz: Neka je (ay), konvergentan niz u R, a = lim, a,, i neka je (a,,)n
bilo koji njegov podniz. Uzmimo bilo koji ¢ > 0. Tada iz a = lim, a,, i (2.1)
postoji n. € N takav da (n > n.) = (la, —a| < €). Zbog toga $to je niz
(Pn)n strogo rastuéi niz u N i zadatka 2.1. imamo Vn € N, p, > n. Odatle
slijedi

(Vn € N), (n>n.) = (pn > ne) = (lap, —a| <e),

dakle, a = lim,, a,,,. ]

Od interesa je naci jednostavno provjerive dovoljne uvjete za konvergen-
ciju niza.

Teorem 2.3. Svaki ogranicen i monoton niz u R je konvergentan.

Dokaz: Neka je niz (a,), rastudi, tj. Vn € N, a, < a,41. Ogranicenost
rastuceg niza znaci ogranic¢enost skupa A = {a,; n € N} odozgo, pa postoji
a = sup A € R. Iz definicije supremuma skupa A imamo:

1. VvneN, a, <a,

2.¥Ve>0,dn. e Nya—e < a,,.
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Iz 1. i 2. i rasta niza (a,), imamo Ve >0, In. € N, Vn € N,

m>n)=(a—e<a, <a,<a<a+e)= (la, —a| <e).

Dakle, lim a, = sup{a,;n € N}. Analogno se za padajuéi niz pokaze
n—o0

lim a, = inf{a,; n € N}. 0

n—oo

Primjer 2.3. Monotonost nije nuzna za konvergenciju niza. Npr. niz %

konvergira k 0, a nije monoton.

Na desnoj slici prikazan je od-
nos svojstava monotonosti (M) i
ogranicenosti (O) nizova u od-
nosu na konvergentne (K) nizove
u R.

2.3 Operacije s konvergentnim nizovima

Za nizove u R kao funkcije s vrijednostima u R mozemo definirati sve opera-
cije po tockama. U slucaju nizova to znaci da je suma (razlika) nizova (a,),
i (by)n niz oblika (a, £ by)n, tj. (an)n £ (bn)n = (an £ by),. Isto tako je
produkt nizova (a,)n 1 (b,), niz oblika (ay, - by)n, tj- (@n)n - (0p)n = (an - by)n.
Specijalno, za A € R je A(ay)n = (Aay)n, pa je skup nizova vektorski prostor
(algebra). Sada ¢emo prouciti kako se limes ponasa kod navedenih operacija
s nizovima.

Teorem 2.4. Neka su (ay,)n @ (by)n konvergentni nizovi u R. Tada vrijedi:

1. Niz (a, £ by,), je konvergentan i lim (a, +£0b,) = lim a, + lim b,.

n—oo n—o0 n—oo

2. Niz (ay - by)n je konvergentan i lim (a, - b,) = lim a, - lim b,.
n—oo n—oo n—oo

3. AkojeVn € N, b, # 0, i lim b, # 0, onda je i niz <Z—n) konvergentan
n—oo n n
i (O limy, 00 Gy
im (—)=—"—"—.
4

. Niz (|an|)n je konvergentan i lim |a,| = | lim a,]|.
n—oo n—o0
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Dokaz: Neka su lim a,, = a i lim b, = b.
n—oo n—oo

1. Za e > 0 zbog (2.1) postoje ni,ns € N takvi da vrijedi Vn € N,
€

(n>n1):>(|an—a\<2

)i (0> n2) = (b= b < 5).
Sada za n. = max{n;,ny} imamo
(n>n.) = (lap + b, — (a +b)| < |a, —a| + |b, — b] < e).

2. Prije svega, zbog toga Sto je konvergentan, niz (a,), je ogranicen, tj.
postoji M > 0 takav da Vn € N, |a,| < M. Sada za ¢ > 0 zbog (2.1) postoje
ni,ne € N takvi da vrijedi Vn € N,

")
M + [b|”

(n>ny) = (Ja, —a| < )i(n>mne) = (]b, —b| <

5
M + |b|
Sada za n. = max{n;,ny} imamo

(n > ne) = (lapb, — ab|] < lay||by, — bl| + |an, — al|b] < €).

1 1
3. Pokazimo da vrijedi lim — = 7 Za e = |2£| > (0 imamo ny € N tako da
n—oo n
Vn € N,
|b] |5| 1 2
> = (|bp =0 < =)= (|bu]| > =) = (7 < 7).
(> o) = (b =0 < 5) = (el > 5) = (7 < 1)

Sada za ¢ > 0 postoji n; € N tako da Vn € N vrijedi
b2
(n>mny) = (|bn — b < %).

Uzmimo n. = max{ng, n;}, pa ¥n € N imamo

(n>n.)=(

1 w_jM—b| 21b,, — bl

S R TN [ R TER

Odatle pomocu 2. slijedi 3.
4. Tvrdnja slijedi jednostavno pomoc¢u nejednakosti (1.17),

(n>ne) = llan] — |a|| < la, —al < e.
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Korolar 2.1. Neka su lim a, = a ¢ lim b, = b. Tada je za bilo koje A\, u € R

n—oo n—oo

niz (Aay, + pby), konvergentan i lim (Aa,, + ub,) = Aa + ub.
n—oo

Dokaz: Za bilo koji A € R uzmimo konstantni niz b, = A\, Vn € N. Tada iz

teorema 2.4 2. slijedi lim Aa,, = Aa. Odatle i iz aditivnosti limesa imamo
n—oo

linearnost. O

Napomena 2.1. Skup svih konvergentnih nizova u R je vektorski prostor
(algebra).

Osim operacija na skupu R imamo zadan uredaj <. Konvergencija nizova
je u skladu s tim uredajem.

Teorem 2.5 (teorem o sendvicu). Neka su (a,), @ (by)n konvergentni nizovi
u R.

1. AkojeVneN, a, <b,, onda je lim a, < lim b,.

n—o0 n—oo

2. Ako je (¢p)n niz za kojeg vrijedi ¥ n € N, a,, < ¢, < b, i lim a, =

n—oo

lim b, = ¢, onda je (¢,), konvergentan i lim ¢, = c.
n—oo n—oo

Dokaz: 1. Neka je niz (¢, ), konvergentan i takav da vrijedi Vn € N, ¢, > 0.
Tada je lim ¢, = ¢ > 0. Kada bi bilo ¢ < 0, onda bi u okolini (¢ — %, c+ |—;‘>

n—oo
bili gotovo svi ¢lanovi niza, Sto nije moguce zbog ¢ + % < 0.
Sada za ¢, = b, — a,, Yn € N, i teorema 2.4. 1. slijedi tvrdnja.
2. Za e > 0 zbog (2.1) postoje ny,ny € N takvi da vrijedi Vn € N,

(n>n1) = (Ja, —c| <e)i(n>ng) = (b, —c| <e).
Sada za n. = max{nj,ny} imamo

m>n.)=(c—e<a,<c, <b,<c+e)= (e, —c| <e).

Za racunanje limesa nizova koristan je slijedeéi rezultat.

Teorem 2.6 (Stolz'). Neka su (a,), i (by)n nizovi takvi da je (by,), strogo

. .o teqe an+1 _an e an . .
rastuci i neogranicen. Ako postoji lim tada postogi lim — ¢ oni su

n —b n
n+1 n n
jednaksi.

Dokaz: Neka je (BSO)? b, > 0, Vn € N i neka je lim W = L. Tada
7 Upt1 — Up

1Otto Stolz (Hall - Tirol, 3. svibanj 1842. - Innsbruck, 23. studeni 1905.) austrijski
matematicar
27BSO” ="bez smanjenja opéenitosti”
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za Ve > 0 In_ € N takav da Vn € N:

’ g Apir1 — Qp g
> =L-—-—<——<L+-.
<n_n6) 2 bn+1 _bn * 2

Zbog strogog rasta niza (b,) mnozenjem dobijemo
€ €
(L — 5)(bn+1 - bn) < Apir1 — Qp < (L + 5)(bn+1 — bn)

Odatle, za bilo koji prirodni broj n > n;, sumiranjem prethodnih nejedna-
kosti za n; <1 < n slijedi

n n n

€ €
(L=3) D (b —bi) <D (ain —a;) < (L+ 5) > (bigr — by),
sto daje
€ €
(L - 5)(bn+1 - bnls) < anpt1 — a’nl6 < (L + 5)(bn+1 - bnlg)
Dijeljenjem prethodnih nejednakosti s b, 11 imamo
12 bn/ Ap+1 an/ < bn/
L—-)(1—-—)< =" <(L+2)(1-—=),
( 2 )( bn+1 ) bnt1 bt ( 2)< bn+1 )
b / Qa.
odnosno ¢, < Do+l o ct,gdje je ¢& = (L + E)(1 — =) 4+ —=. Zbog
n+1 2 bn+1 bn+1

1 €
lim — = 0 imamo lim ¢& = Lj:§ pa postoje n_,nt € Ntakvida (n > n_) =

(L—e<c;)i(n>nt)= (¢t < L+e¢). Sada za n. = max{n_,nt n-}

imamo(nzne)j(L—5<Z—n<L+s),tj. limZ—":L. O

Korolar 2.2 (Césaro'). Neka je (c,), konvergentan niz u R i lim, ¢, = a.

> k1 Ck

Tada je niz (Sp)n, Sn = (n € N), aritmetickih sredina prvih n

¢lanova niza (c,)n, konvergentan ilim, s, = «.

Dokaz: Slijedi iz teorema 2.6 za a,, = Z c,1b,=n,Vn € N. M
k=1
Slijede¢i primjer pokazuje da u teoremu 2.6 i korolaru 2.2 nije moguce
zamijeniti uloge nizova.

Primjer 2.4. Niz (¢,)n, c2n—1 = 0, ¢, = 1, n € N nije konvergentan, ali je

niz (s,), aritmetickih sredina ss, 1 = 27;;11 %, n € N, konvergentan i
1

lim, s, = 3.

'Ernesto Cesaro (Napulj, 12. travanj 1859. - Torre Annunziata, 12. listopad 1906.)
talijanski matematicar

189, =
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2.3.1 Primjeri konvergentnih nizova

Propozicija 2.1. Neka je b > 0 realan broj. Tada postoji a > 0 takav da je
b=a?, tj. a =/b (surjektivnost kvadratne funkcije).

Dokaz: Pretpostavimo da je b > 1. Neka je niz (z,,), definiran rekurzijom

), VneN, (2.3)

uz pocetnu vrijednost zp = b > 1. Dokazimo indukcijom da je niz (x,),
padajuci i odozdo omeden s 1.
Prvo uo¢imo da iz (2.3) imamo

22 —b = (v,—2,1)° (VnéeN), (2.4)
2 —b
Tp — Tp—1 — —TH, (VTL € N) (25)

Baza indukcije slijedi iz 21 = 5 (b+ 1) < b =g i 27 > 1. Pretpostavimo
da vrijedi 1 < oy < 23_1, k=1,...,n—1. Sada iz (2.4) imamo 22 _, —b > 0,
a onda iz (2.5) slijedi 7, —2, 1 < 0. [z (2.3)i0 < (z,_1—1)*+b—1, ¥n € N,
slijedi x,, > 1. Dakle, postoji a = lim, z,,. Iz (2.3) imamo a = % (a+ 2),
odakle slijedi b = a?.

Za 0 < b < 1 imamo
imamo tvrdnju.

1

£ > 1, pa postoji ¢ > 1, 1 = ¢%. Sada je za a = *

O

Primjer 2.5. Vrijedi lim /n = 1.

n—o0

Za bilo koji € > 0 po binomnom teoremu imamo:

—1 —1
(1+5)":1+n5+%52+---+5">nn 2.

Uzmimo n. € N za koji vrijedi (n. — 1)e? > 2. Tada vrijedi

n—1 n.—1 ,

n>n)=(l+&)">n e2>n e?2 > n,
2

odnosno
m>n)=1<n<(l+e)"

Zbog strogog rasta funkcije z — ¥z na (0, +oo) slijedi

n>n.)=1<{n<1l+e. 0
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Primjer 2.6. Za a > 0 vrijedi lim /a = 1.

n—o0

U slucaju 1 < a je 1 < a < n za gotovo sve n € N, odakle imamo
1 < /a < /n za gotovo sve n € N. Sada tvrdnja slijedi iz teorema 2.5. 2.
Akojea<10ndaje%>1,paje

fim Vo= =1 :

lim —
n—o00 a

1\" = 1
Primjer 2.7. Nizovia, = (1+—) ,Vn € N, ib, = Z—, Vn € N; su
n pare k!
konvergentni i imaju isti limes.

Niz (b,), je ocigledno strogo rastuéi. Pokazimo da vrijedi b, < 3, Vn € N.
Vrijedi

bt = L (e 2 TS ! <
K TR \T n+1)) "2 3 (n+1)---3

<2+1 1+1+ 1+— + L —2+1@ 1)
2 2 3.2 n---2) AN ’

tj. imamo rekurziju b, 1 < 2 + %(bn — 1), ¥n € N. Odatle indukcijom slijedi
tvrdnja. Naime, by =2 < 3,iVn € N, b, <3 = b,11 < 2+ %(bn —-1) <
2+ 1(3 — 1) = 3. Dakle, niz (b,), je konvergentan.

Sada primjenom binomne formule na niz (a,), imamo

k=0 =
"1 1 E—1 "1
—(1==)- (1= <N = =,
Z k! < n) < n ) k!
k=0 k=0
pa je i niz (a,), odozgo ogranicen. Zbog 1 — P >1— B, za 0 < p<n,
n+1 n
vrijedi
"1 . 1 . kE—1 1 -
an = —_ —_ PN J— an’
i prt k! n+1 n+1 (n+ 1)+t

sto kazuje da je i niz (a,), konvergentan.
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Sada za bilo koji ¢vrst p € N i svaki n > p imamo

p
1 1 k—1

Prethodna nejednakost za n — oo daje

n—oo

p
1
lim anzzgsz, Vp e N.
k=0

Odatle slijedi lim a, > lim b,. Zbog ranije pokazane nejednakosti a,, < b,

n—oo n—o0

Vn € N, imamo lim a, < lim b,, sto daje lima, = limb, = e =~
o n—oo n—oo n—oo

n—
2.718281828..... 0

2.3.2 Eksponencijalna funkcija na R (II.)

U ovoj tocki definiramo eksponencijalnu funkciju exp : R — (0, +00) kao
limes niza funkcija.

U tu svrhu za svaki n € N definiramo funkcije f,, : [0, +00) — (0, +00)
tako da vrijedi

fulz) = (1 + %)" Va € [0, +o0). (2.6)

Definicija 2.5. Kazemo da niz funkcija (f,)n, gdje su f, : I = R, [ C R,
konvergira obi¢no ili po tockama k funkciji f : I — R na intervalu I, ako
niz brojeva (f,(z)), konvergira k f(x), Vz € I.

Propozicija 2.2. Niz funkcija (fn)n, gdje su f, : [0, +00) = (0,400), n €
N, definirane s (2.6), konvergira na skupu [0,+00). Funkcija f : [0, +00) —
(0, 4+00), f= lim f,, zadovoljava :

n—o0

1. f(0)
2. f(1)
3. fle+y) = f(x)f(y), Y,y € [0, +00).

Dokaz: Uzmimo z > 0 i pokazimo da je niz f,(z), strogo rastuéi i omeden.

Vrijedi

AEES ST SE (R VRN (R P

k=0

L,

€,
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— 1 1 k—1 gl
—(1-— R K, T
<k2%k1 ( n+1) ( n+1)x oy = fen)

pa je (fn(x)), strogo rastudi niz. Neka je m € N takav da je z < m. Tada je
fn(z) < fu(m), Yn € N. Za podniz (fn.,(m)), strogo rastuéeg niza (f,,(m)),
imamo fp,(m) = f,(1)™, ¥n € N. Kako iz primjera 2.7. slijedi f,(1) < 3,
VYn € N, imamo f,(z) < 3™, Vn € N. Odatle slijedi konvergencija niza
(fu(2))n, V2 € [0, 400).

Svojstvo 1. je jasno, a svojstvo 2. slijedi iz primjera 2.7. Za z,y > 0

imamo
x T + T T+
(1+—)(1+E):<1+ y+—2)z<1+ y)
n n n n n

Vrijedi
T\ n x+y\" T+ xy\ " x+y\"
o e - ) ()

n—1 n—1—k k
Ty r+y zY r+y
=< 1 — 1
n2[2(+n+n2) (1+224)

k=0

pa zbog prethodne nejednakosti imamo

n—1 n n n n—1 n—1
@(Hw_w) <(1+5)" (1+Y) _(1+w+y) < (D) ey
n n n n n n n n

Sada iz prethodne nejednakosti za n — co dobijemo

lim [(1+£>n<1+g>n— <1+x+y) ] —0,
n—00 n n n

odakle slijedi svojstvo 3. N

Sada definiramo funkciju exp : R — (0, +00) na slijede¢i nacin:
flx) =0,
exp(z) = 1 (2.7)
F—a) ;x < 0.
Pokazimo da vrijedi exp(z + y) = exp(x)exp(y), Vz,y € R. Ako su z i
y istog predznaka, onda je jednakost jasna. Jedini interesantni slucajevi su

r>0y<0,x+y>0ix >0,y <0,r+y <0. Uprvom slucaju imamo

flx) = flz+y+(~y) = flx+y)f(-y), pajeexp(x +y) = f(z +y) =

f(:p)f(iy) = exp(x) exp(y), a drugi ide analogno.
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2.4 Limes superior i limes inferior
Lema 2.1. Svaki niz (a,), v R ima monoton podniz.
Dokaz: Neka je A,, = {a,;n > m}. Promatramo dva slucaja:
1. 9m € N tako da skup A,, nema maksimum.
2. Ym € N skup A,, ima maksimum.

1. slucaj: Bez smanjenja opcenitosti uzmimo da je m = 1, tj. veé¢ A;
nema maksimum. To znaéi daVn € Ndk e N, k >nia; > a,.

Pocnimo s n = 1 i medu svim k£ > 1 takvim da je ay > a; uzmimo
najmanji i oznac¢imo ga s py, tj. a,, > a;. Sada promatramo skup A,,. Ovaj
skup isto nema maksimum, jer kada bi ga imao, onda bi i prethodni A; imao.
Medu svim k > p; takvim da je a; > a,, uzmimo najmanji i oznacimo ga s
P2, tj. ap, > a,,, itd. Ovim postupkom dobivamo strogo rastudéi niz (p,), u
N takav da je ap, < a,,.,, Vn € N, tj. podniz (a,, ), je strogo rastudi.

2. slucaj: Neka je by = max A;. Medu onim k& € N za koje je ap = by
uzmimo najmanji i oznac¢imo ga s py, tj. (j < p1) = (a; < a,,). Sada gle-
damo A, 41 i neka je by = max Ay, ;. Jasno, by < b;. Medu svim k& > py
za koje je ar = by uzmimo najmanji i oznacimo ga s po. Jasno je da vrijedi
ap, < ap,, itd. Tim postupkom dobijemo strogo rastuéi niz (p,), u N takav

da je a,, > ap, .., Yn € N, tj. podniz (a,,), je padajudi. 0
Korolar 2.3. Za konacno nizova aV,a®, ... a™ postoji strogo rastuci niz
p: N = N takav da su svi podnizovi a® o p,a® op,...,a™ op monoton.

Dokaz: Iz leme 2.1. postoji strogo rastuéi niz ¢ : N — N takav da je
a® o ¢ monoton podniz od V). Sada gledamo podnizove a™ o ¢V, a® o
gV, ..., a™ o ¢M od kojih je prvi monoton, a ostali ne moraju bit mono-
toni. Sada po lemi 2.1. postoji strogo rastuéi niz ¢ : N — N takav da je
a® o ¢ o ¢® monoton podniz od a® o ¢!V, Zbog toga sto je podniz mo-
notonog niza i sam monoton, medu podnizovima a™® o ¢ o ¢®,a® o ¢ o

q?, ..., a™ oqW o¢® su prva dva monotona, a ostali ne moraju biti. Ovim
postupkom u n koraka dolazimo do podnizova a) o p,a® o p,...,a™ op,
gdiejep=q¢Woq¢®o---0¢™, koji su svi monotoni. 0

U teoremu 2.1. i primjeru 2.2. smo vidjeli da je ograni¢enost niza nuzna,
ali ne i dovoljna za konvergenciju toga niza. Slijedeé¢i teorem govori o tome
sto se ipak moze zakljuciti iz ogranic¢enosti niza.
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Teorem 2.7 (Weierstrass'). Ogranicen niz u R ima konvergentan podniz.

Dokaz: Pomoc¢u leme 2.1. mozemo na¢i monoton podniz zadanog niza.
Posto je niz ogranicen, onda je i svaki njegov podniz ogranicen. Sada za taj
ogranic¢en i monoton podniz iz teorema 2.3. slijedi konvergencija. N

Definicija 2.6. Kazemo da je a € R gomiliste niza (a,), realnih brojeva,
ako postoji podniz (ay, ), niza (a,), takav da vrijedi lim a,, = o.

n—oo
Iz definicije slijedi da je o € R gomiliste niza (a, ), ako i samo ako Ve > 0
okolina (a — &, v + ¢) sadrzi beskonacno ¢lanova niza.
Primjer 2.8.

1. Svaki ograniceni niz ima barem jedno gomiliste u R.

5. Svaki konvergentan niz ima to¢no jedno gomiliste, a to je granicna
vrijednost.

iti. Niz iz primjera 2.2. ima tocno dva gomilista jer je (—1)" — 1 i
(=121 — —1.

1. Skupovi N i Q su ekvipotentni, tj. postoji bijektivni niz r : N — Q.
Tada je R skup svih gomilista niza (r,),, tj. svaki realan broj je limes
nekog niza racionalnih brojeva.

v. Niz (n), nema niti jedno gomiliste u R.
Definicija 2.7. Neka je (a,), ograni¢en niz realnih brojeva i A C R skup
svih gomilista tog niza (provjerite da je A ogranic¢en skup).

Supremum skupa A zovemo limes superior niza (a,), 1 oznacavamo

s limsup a,, ili lim,a,,, .
n—oo

Infimum skupa A zovemo limes inferior niza (a,), i oznacavamo s

lim inf a,, ili lim,a,, .
n—oo

Lema 2.2. Broj L € R je limes superior niza (a,), ako i samo ako vrijedi:

1. Ve > 0, je a, < L+ ¢ za gotovo sve ¢lanove niza.

2. ¥e >0, je L — ¢ < a,, za beskonacno clanova niza.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, 31. listopad 1815. - Berlin, 19.
veljaca 1897.) njemacki matematicar
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Broj £ € R je limes inferior niza (a,), ako i samo ako vrijedi:
3. Ve >0, je { —e < a, za gotovo sve clanove niza.

4. Ve >0, jea, <+ e za beskonacno clanova niza.
Stovise, L je najvece, a { je najmanje gomiliste niza.

Dokaz: Pretpostavimo da je L = limsupa, i da ne vrijedi tvrdnja 1. ili
n—o0
tvrdnja 2., tj. de > 0, takav da je a,, > L + ¢ za beskona¢no mnogo ¢lanova

niza ili 3¢ > 0, L —¢ < a,, samo za konac¢no ¢lanova niza. U prvom slucaju bi
postojalo gomiliste niza koje je vece ili jednako od L+ ¢ sto je u kontradikciji
s definicijom od L kao supremuma skupa svih gomilista niza. U drugom
slucaju bi sva gomilista niza bila manja ili jednaka od L — ¢ §to je takoder u
kontradikciji s definicijom od L.

Obratno, neke vrijede 1.1 2.. Iz 1. slijedi da Ve > 0 sva gomilista niza
su manja ili jednaka od L + ¢, a odatle slijedi da su manja ili jednaka od L.
Dakle L je gornja meda skupa svih gomilista niza. Za bilo koji ¢ > 0iz 1.1
2. slijedi da je u intervalu (L — ¢, L 4 ¢) beskonacno ¢lanova niza, a to znaci
da je L i sam gomiliste niza, tj. L je maksimum skupa svih gomilista niza, a
tada je i supremum skupa.

Tvrdnje za ¢ = liminf a, slijede iz jednakosti £ = — lim sup(—a,,). 0
n—o0 n—oo

Teorem 2.8. Ogranicen niz (a,), u R je konvergentan ako i samo ako je

liminf a,, = lim sup a,,.
n—oo n—00
Dokaz: Ako je niz (a,), konvergentan, onda je po teoremu 2.2. svaki njegov
podniz ima istu grani¢nu vrijednost kao i niz, pa je skup svih gomilista niza
jednoclan.
Obratno, ako vrijedi gornja jednakost, onda je skup svih gomilista jednoc¢lan

i neka je o njegov element. Tada Ve > 0, iz definicije limesa inferiora, gotovo
svi ¢lanovi niza su > a — ¢, a iz definicije limesa superiora, gotovo svi ¢lanovi
niza su < « + ¢, tj. gotovo svi ¢lanovi su u intervalu (o — €, a + ¢). Dakle,

a= lim a,.
n—oo " |:|

Zadatak 2.2. Neka su (a,), i (b,), ograniceni nizovi takvi da Vn € N, a,, <
b,. Pokazite da vrijedi liminf, a, <liminf, b, i limsup,, a, < limsup,, b,.

Rje3enje:  Neka su A i B skupovi svih gomilista nizova (a,), i (by)n
respektivno. Pokazimo da vrijedi Va € A b € B takavdajea <biVbe B
dJa € A takav da je a < 0.
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Neka je a € A, a = lim,, a,,. Niz (b,,), je ograni¢en pa ima konvergentan
podniz (by,)n, b = lim, b,, € B. Zbog Vn € N, a,, < b,, imamo a < b.
Druga tvrdnja se dokazuje analogno. Sada iz zadatka 1.11 slijedi tvrdnja.

2.5 Cauchyjev niz

Sada navodimo nuzan i dovoljan uvjet za konvergenciju realnog niza koji u
sebi ne upotrebljava pojam limesa. Dakle, pomo¢u njega mozemo ispitati
konvergenciju niza a da nemamo kandidata za njegov limes.

Definicija 2.8. Kazemo da je niz (a,), realnih brojeva Cauchyjev! ili fun-
damentalan niz ako

(Ve > 0)(In. € N)(Vn,m € N)((n,m > n.) = (|la, —an| <¢)).  (2.8)
Teorem 2.9. Niz u R je konvergentan ako i samo ako je Cauchyjev.

Dokaz: Neka je (a,), konvergentan niz i a = lim,, a,, tj.

(Ve > 0)(3n. € N)(vn € N)((n > n.) = (Ja, — a| < %)).

Neka je n,m > n., pa imamo |a, — ap| < |a, —a| + Ja —an| < 5+ 5 = ¢,
dakle uvjet (2.8) je nuzan.

Obratno, neka je (a,), Cauchyjev niz. Pokazimo da je taj niz ogranicen.
Iz (2.8) za ¢ = 1 imamo n; € N takav da VYn,m € N, (n,m > ny) =
(lan — am| < 1). Odatle za n > ny imamo |a,| < |a, — @p, 41| + |an, +1]- Sada
je M = max{|ai|,...,|an, |, 1 + |an,+1|} takav da vrijedi |a,| < M, ¥n € N.

Po teoremu 2.7. ogranicen (a,), niz ima konvergentan podniz (ay, )n, tj.
postoji a = lim,, a,,. Pokazimo da vrijedi e = lim,, a,. Uzmimo ¢ > 0 po
volji. Iz konvergencije podniza (a,, ), imamo n. € N takav da

((n > nl) = (lay, —al < 5)).

Zato §to je niz (a,), Cauchyjev imamo n € N takav da
€
((n,m > n2) = (Jan = am| < 3))-
Neka je n. = max{n.,n’} pa za n > n., zbog p, > n, slijedi
e €
lan, — a| < |an — ap, | + |ap, —al < §+§ =g,

! Augustin Louis Cauchy (Paris, 21. kolovoz 1789. — Sceaux-Paris, 23. svibanj 1857.)
francuski matematicar
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tj. a = lim, a,. M

Cauchyjevo svojstvo je posebno vazno u opcenitijim strukturama od skupa
R, gdje nismo u moguénosti pomoc¢u uredaja definirati pojam potpunosti
skupa, kao u Aksiomu 15. Takav je npr. skup kompleksnih brojeva C o
kojem govorimo u slijedec¢oj tocki. Tada se kaze da je skup potpun ako svaki
Cauchyjev niz iz skupa konvergira u tom skupu.

Napomena 2.2. Konstrukcija potpunog uredenog polja moguca je pomocu
Cauchyjevih nizova, sto je pokazano u dodatku B.9. na str. 204.

2.6 Polje C, nizovi u C

2.6.1 Polje kompleksnih brojeva C

Neka je R x R Kartezijev produkt skupa R sa samim sobom. R x R je skup
svih uredenih parova (a,b) gdje su a,b € R. Sada na R x R definiramo
operacije zbrajanja i mnozenja.

Neka je @ : (R x R) x (R x R) — (R x R) operacija zbrajanja definiran s

Y(a,b), (cd) ERXR, (,0)® (,d) = (a+ebtd),  (29)
ineka je ®: (R x R) x (R x R) — (R x R) operacija mnozenja definiran s
Y(a,b),(c,d) € R xR, (a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). (2.10)

U daljnjem tekstu ¢emo umjesto oznaka & i ® koristiti iste oznake kao i za
operacije u R, tj. 4+ 1 -, s tim da je uvijek jasno kada su operacije s parovima
realnih brojeva ili sa samim realnim brojevima.

Skup R x R snabdjeven operacijom zbrajanja (2.9) i mnozenja (2.10)
zovemo skup kompleksnih brojeva i oznacavamo s C.

Teorem 2.10. Skup kompleksnih brojeva C je polje.

Dokaz: Pokazimo da za skup C i operacije zbrajanja (2.9) i mnozenja (2.10)
vrijede aksiomi A 1. do A 9. Aksiomi A 1. i A 4. slijede direktno iz istih
aksioma za R i definicije operacije zbrajanja. Neutralni element za zbrajanje
je par (0,0), tj. (0,0)+ (a,b) = (0+a,0+0b) = (a+0,b+0) = (a,b). Za bilo
koji par (a,b) suprotni par —(a,b) = (—a,—b). Vrijedi (a,b) + (—a, —b) =
(a+ (=a),b+ (=b)) =(0,0) i (—a,—b) + (a,b) = (—a+a,—b+b) = (0,0).
Asocijativnost i komutativnost mnozenja i distributivnost mnozenja na
zbrajanje slijede direktnim racunom iz asocijativnosti i komutativnost mnozenja
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i zbrajanja na R, te distributivnosti mnozenja na zbrajanje u R. Jedinica

ili neutralni element za mnozenje je par (1,0), tj. za svaki par (a,b) imamo

(a,b)(1,0) = (a1=b0,a0+b1) = (a,b)i(1,0)(a,b) = (la—0b, 1b+0a) = (a,b).
Za svaki (a,b) # (0,0), tj. a®> + b* # 0, definiramo

—b
= (= .
(@.5) <a2+b2’a2+62)

Vitiedi (6.8 < a  —b ) _ <aa—b(—b)’ a(—b) +ba) _ w0

a? + b2’ a2 4 b2 a? 4 b2 a? + b2
L]

Na C mozemo definirati uredaj ((a,b) < (¢, d)) = (a <c)A(b<d). Taj

uredaj je samo parcijalni uredaj, jer npr. (1,0) i(0, 1) nisu usporedivi.

Uoc¢imo podskup R’ = {(z,0); x € R} C C. Taj skup je zatvoren na ope-
racije zbrajanja i mnozenja, tj. (a,0)+(b,0) = (a+b,0)1 (a,0)(b,0) = (ab,0).
U skupu R’ vrijede aksiomi A 1. do A 9. Stovise, restrikcija relacija parcijal-
nog uredaja na C daje na R’ linearan uredaj koji je u skladu s operacijama
zbrajanja i mnozenja. Tako je R’ potpuno uredeno polje, dakle, mozemo
ga izjednaciti s R. U tom smislu pisemo (0,0) = 0, (1,0) = 1 i opcenito
(a,0) = a.

Kompleksan broj (0, 1) zovemo imaginarna jedinica i oznac¢avamo ga s
i = (0, 1). Tako za svaki kompleksan broj vrijedi (a, b) = (a,0)+(b,0)(0,1) pa
pisemo (a, b) = a+bi. Tako vrijedi > = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —(1,0) = —1,
pa se operacije s kompleksnim brojevima svode na operacije s binomima. Ako
je z=a-+bi € C, onda je a = Rez realni dio i b = Imz imaginarni dio od z.

Za komleksni broj z = a+bi definiramo njegov konjugirani broj z = a— bs.
Realni broj |z| = Va2 +b2 = V/2Z zovemo modul kompleksnog broja z.
Vrijedi |Rez| = |a|] < Va?2 +b0? = |z 1 |Imz| = |b] < Va2 +b? = |z]. Za
z,v € Cvrijedi z+v =Z+7, 20 = Zv 1 |zv| = |z||v|. Takoder, za modul
vrijedi nejednakost trokuta

|z +v| < |z] + |v], ¥V z,v € C. (2.11)
Vrijedi
z+ 0P = (z+0)(Z+0) = 2> + [v|* + 20+ Zv = |2])* + |[v]* + 2Re(2D) <

< |2|* + [u? + 2[Re(20)| < [2]* + [0]* + 2/ 2v] = (|| + [v])*.
Odatle zbog rasta funkcije v/ na Ry slijedi (2.11). O



2.6. POLJEC, NIZOVIUC 29

2.6.2 Eksponencijalna funkcija na C

Definiramo funkciju f : C — C na slijede¢i nacin:
f(z+iy) = €(cosy + isiny), Vz,y € R. (2.12)

Za y = 0 dobijemo f(z) =e*, V x,y € R, pa je f prosirenje eksponencijalne
funkcije s R na C. Pokazimo da to prosirenje zadovoljava osnovnu funkcijsku
jednakost koja karakterizira eksponencijalnu funkciju. Za z = x + iy, 2’ =
'+, gdje su x, 7', y,y € R, imamo

F)f(2) = f(x +iy) f(a' +iy) = e*(cosy + isiny)e® (cosy’ +isiny') =

— eer:v’ [

cosycosy’ —sinysiny’ + i(sinycosy’ + cosysiny')| =

=" cos(y +y') +isin(y +y)] = fr+ 2 +ily+y) = flz+2).

Iz (2.12) vidimo da vrijedi f(z) = f(Z), Vz € C. Takoder, ako je f(z+iy) =0
onda zbog e* > 0 iz (2.12) slijedi cosy = siny = 0, §to je nemoguce zbog
(1.30).

Dakle imamo funkciju f : C — C\ {0} koju oznacavamo s f(z) = €7,
Vz € C. Sada mozemo kompleksnu eksponencijalnu funkciju pisati u obliku

"t = ¢®(cosy +isiny), Vx,y € R. (2.13)
Za x = 0 dobije se Fulerova formula
e =cosy+isiny, Vy € R, (2.14)

iz koje slijedi veza trigonometrijskih funkcija i eksponencijalne funkcije

. e — e W
siny = ————
iy —1y
cosy = %. (2.15)

Takoder, za svaki z € C mozemo definirati
eiz _
sing = ———,  cosz=——", (2.16)

shz=———  chz=———. (2.17)

Lako se vidi da vrijedi cosiz = ch z, sintz = ish z.
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2.6.3 Nizovi u C, limes niza u C

Neka je (a,), nizu C , gdje je a, = a,+B,i, ¥n € N. Tako imamo pridruzena
dva realna komponentna niza (o), i (8,)n-

Imz

Definicija 2.9. Niz kompleksnih brojeva (ay,),

konvergira ili tezi ka kompleksnom broju a € C e
ako svaki otvoreni krug polumjera € oko tocke a ‘.
sadrzi gotovo sve ¢lanove niza, tj. A

(Ve > 0), (In. € N), (Vn € N), >>>>>>

((n>n.) = (Jla, — a| < g)). (2.18)

Definicija limesa niza u C je formalno ista kao i u R? te je stoga za ocekivati
da vrijede svojstva koja vrijede za konvergentne nizove u R. To se moze
dokazati koristeéi definiciju limesa (2.18). Mi ¢emo to uciniti tako §to ¢emo
dokazati da konvergiraju komponentni nizovi (o), 1 (8n)n-

Teorem 2.11. Neka je (ay), niz u C |, gdje je a, = a,+ Bui, ¥Yn € N. Vrijedi
lim, a, = a = a+ i ako i samo ako je a = lim, o, © § = lim,, 5,,.

Dokaz: Ako je a =lim, a, i a = a + (i, onda vrijedi |, — a,| < |a, — al i
|8n—B| < |a,—al, odakle odmah imamo o = lim,, o, 1 § = lim,, 3,,. Obratno,
neka je o = lim, v, i B8 = lim, B,. Zbog |a, — a| = \/|ay — a2+ | B, — B2
slijedi a = lim,, a,,, gdje je a = a + 1. O

Zato sto se operacije s kompleksnim nizovima svode na operacije s realnim
komponentnim nizovima, sada je odmah jasno da i u kompleksnom slucaju
vrijedi teorem 2.4. Za konvergentne nizove (a,)n, a, = ay, + Bui, Vn € N i
(bn)n, by = Y + Ont, Yn € N, imamo

lim(ap + bn) = im((cn + ) + (Bn + 0n)i) = lim(an + 7n) +Hm(B, + )i =

= (lima,, + lim §,7) + (lim~,, 4 lim §,¢) = lim a,, + lim b,,.

Naravno, i za mnozenje imamo
lim(a,b,) = lim (@Y — Bnon) + (@0, + Bry)i =
= (lim o, lim,, — lim g, lim 6,,) 4+ (lim alim §,, + lim 3, lim v)7) =

= (lim o, + lim 3,,7) (lim 7, + lim 0,,4) = lim a,, lim b,,.

Rez
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Takoder vrijedi i teorem 2.7. o ograni¢enom nizu. Ako je kompleksni
niz (an)n = (@ + Bni), ogranicen, onda su ograniceni njegovi komponentni
nizovi. Sada pomocu korolara 2.3 imamo njihove monotone podnizove s istim
indeksima (ay, )n 1 (Bp, )n, Pa smo u moguénosti konstruirati konvergentan
podniz (ay, )n = (ap, + Bp,1)n kompleksnog niza (ay,),.

Primjer 2.9. Neka je a € C, |a| < 1. Tada je lim a" = 0.
n—oo

Zbog |a™ — 0] = |a"| — 0 = |a|™ — 0 bez smanjenja opcenitosti mozemo
uzeti 0 < a < 1. Tada vrijedi a"*! < a”, Vn € N, tj. niz (a"), je strogo

padajuéi. Po teoremu 2.3. lim ¢" = a = inf{a";n € N} > 0. Sada iz
n—oo

1

. o _ . . e e
Vn € N, a < a” imamo Vn € N, — < a"". Iz svojstva infimuma slijedi
a

%ga:>Q<1—a)§O:>a§O:>Oé:0- 0
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3 Limes funkcije i
neprekidnost funkcije

U ovom poglavlju obradujemo vazne pojmove limesa funkcije i neprekidnosti
funkcije. Zelimo intuitivno promisljanje o tim pojmovima pretvoriti u strogi
matematicki jezik, tako da omoguéimo egzaktno koristenje tih pojmova na
funkcijama s kojima radimo.

3.1 Limes funkcije

Neka su zadane funkcije a : N = R, a(n) = =, Vn € Ni f : (0,+00) = R,

f(z) = 1, V& € R. Prva funkcija je niz i u prethodnom poglavlju smo
1 -
dobro proucili sto znaci lim — = 0. Sto se tice funkcije f, prilicno je jasno
n—oo N
intuitivno poimanje pojma lim — = 0. Malo je manje jasno kako u vezu
T—00 U

dovesti hn} — = 11 analognu pri¢u s nizom. Kod niza nismo u moguénosti
z—1 r

konstruirati proces priblizavanja argumenata n k broju 1, dok kod realnih
brojeva je to moguce. U slijedec¢oj definiciji dana je veza limesa funkcije i
limesa niza.

Definicija 3.1. Neka je I C R otvoren interval i ¢ € I. Za funkciju f :
I'\ {c} = R kazemo da ima limes u tocki ¢ jednak L ako za svaki niz (c,),
u I\ {c} vrijedi:

(lim ¢, =¢) = (lim f(c,) = L).

n—oo n—oo

Tada pisemo lim f(x) = L.

r—C

Iz definicije je vidljivo da je priblizavanje broja x prema c ekvivalentno
priblizavanju svih nizova koji konvergiraju k c¢. Dakle, u definiciji je potrebno
promatrati sve takve nizove, a ne samo jedan niz ili njih kona¢no mnogo.

63



64 3. LIMES I NEPREKIDNOST FUNKCIJE

Tada se slike tih nizova po funkciji f moraju priblizavati istom broju L. S
druge strane, nizovi koji konvergiraju k ¢ imaju tocke i lijevo i desno od ¢,
pa je prirodno pretpostaviti da je tocka c iz nekog otvorenog intervala koji
je sadrzan u domeni funkcije f.

Prethodni pojam je moguce opisati i bez upotrebe nizova. To je sadrzaj
tzv Cauchyjeve definicije limesa funkcije u tocki, koju dokazujemo u sljede¢em
teoremu.

Teorem 3.1 (Cauchyjeva definicija limesa). Neka je I C R otvoren interval,
celif:1I\{c} = R. Limes funkcije f u tocki ¢ postoji i lim f(x) = L
Tr—rC
ako 1 samo ako vrijedi
(Ve>0)(Fd>0) (Ve el)(0< |z —c|<d)=(|f(x)—L| <e)). (3.1
Dokaz: Neka vrijedi (3.1). Uzmimo bilo koji niz (¢,), u I\ {c} takav da je
c = lim, ¢,, tj.
(V6 > 0)(Ins € N)(Vn € N)((n > ng) = (|e, — ¢| < 9)). (3.2)
Pokazimo da je tada lim, f(c,) = L, tj.
(Ve > 0)(3n. € N)(Vn € N)((n > n.) = (|f(c,) — L| < ¢)). (3.3)

Za e > 0 postoji § > 0 tako da vrijedi (3.1). Za taj 0 postoji ns tako je
ispunjeno (3.2). Uzmimo sada n. = ns i za ¥n € N imamo

(n>n.)= (Jen —c| <0) = (|f(cn) — L| <e),
a to je upravo (3.3).
Obratno, neka je lim f(x) = L, tj. vrijedi definicija 3.1. i neka ne vrijedi
Tr—cC
(3.1), tj.

(e > 0)(V6 > 0)(3s € 1)((0 < |5 —c| < &) A(|f(zs)—L| > ¢ >0)). (3.4)

Sada za svaki n € N uzmimo §,, = % u 3.4. i dobijemo ¢, = T1. Tako smo
dosli do niza (c,), u I\ {c} za koji vrijedi |¢, —¢| < +1|f(cn) — L] > € >0,
dakle, lim, ¢,, = ¢, a niz (f(c,)), ne konvergira k L (kontradikcija s definici-
jom 3.1.). Dakle, ako je igrrzf(x) = L, onda vrijedi (3.1). H

Napomena 3.1. Cauchyjeva definicija limesa funkcije ima jednostavnu ge-
ometrijsku interpretaciju koja glasi:

Za svaku okolinu (L — e, L +¢) broja L postoji okolina (¢ —d, ¢+ ) broja
¢ koja se, s izuzetkom tocke ¢, preslikava u okolinu (L — ¢, L + €), tj.

fle=6,c+0)\{c}) C(L—¢,L+¢).
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Limes funkcije je u skladu sa operacijama zbrajanja i mnozenja s funkci-
jama. To je posljedica ¢injenice da je limes niza u skladu s tim operacijama
i definicije 3.1.

Teorem 3.2. Neka je I C R otvoren interval, c € I i f,g: 1\ {c} - R za
koje postoje lim f(x) i lim g(x). Tada vrijedi:
r—cC Tr—rC

1. Funkcija f £+ g ima limes u ¢ i im(f(z) £ g(x)) = lim f(z) £ lim g(x).

T—C Tr—cC Tr—cC

2. Za svaki A € R funkcija A\f ima limes u ¢ i im Af(x) = Alim f(x).

Tr—cC Tr—C

3. Funkcija fg ima limes u ¢ i im(f(x)g(x)) = lim f(z) lim g(x).

Tr—C Tr—C Tr—C

4. Ako je g(x) # 0, Ve € I\ {c} i lim g(x) # 0, funkcija / ima limes u ¢
r—C g

lIim f(x
S J@) wf( )
==e g(x) - lim g()

5. Funkcija | f| ima limes u ¢ i lim | f(z)| = | lim f(x)|.
Tr—cC T—C

Dokaz: Sve tvrdnje slijede iz odgovarajuc¢ih tvrdnji u teoremu 2.4. za nizove

(f(en))n 1 (g(cn))n- O

Teorem 3.3 (teorem o sendvicu). Neka je I C R otvoren interval, ¢ € I i
fyg:1\{c} = R za koje postoje lim f(x) i lim g(z).
r—c Tr—cC

1. Ako je f(x) < g(x), Vo € I\ {c}, onda je lim f(x) < lim g(z).
Tr—cC Tr—cC
2. ako je h: I\{c} — R takva da vrijedi f(z) < h(x) < g(x), Vo € I\{c} i
lim f(z) = lim g(z) = L, onda funkcija h ima limes u ¢ i lim h(x) = L.
Tr—C Tr—cC

Tr—cC

Dokaz: Tvrdnje slijede iz odgovarajuc¢ih tvrdnji u teoremu 2.5. za nizove

(f(cn))ns(g(cn))n 1 (R(cn))n- O
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sin x
=1.

Primjer 3.1. Pokazati da je lim
z—0 T

Na trigonometrijskoj kruznici je vidljivo da je
duljina luka koji odgovara vrijednosti kuta o > 0
u radijanima veca od duljine tetive toga luka koja
je hipotenuza pravokutnog trokuta AAC'D ¢&ija je
jedna kateta duljine sina, tj. sina < a za a > 0.

Odatle imamo nejednakost % < 1l,zazxz > 0.
Zbog neparnosti brojnika i nazivnika, ta nejedna-
kost vrijedi za sve x # 0. Sli¢no, usporedimo li
povrsinu kruznog isjecka Poap = %Oz i povrsinu
trokuta Propp = %tga, slijedi @ < tga, tj.
cost < ¥ za 0 <z < 7. Zbog parnosti funkcija

s obje strane nejednakosti isto vrijedi za sve x # 0.
Dakle, imamo nejednakosti cosx < *2* < 1, za o 3
sve 0 < |z| < 7. Zbog lin%cos:c = 11 teorema 3.3.

T

sSimmx —1 0

slijedi lim
z—0 I

1.

r—1
Primjer 3.2. Pokazati da je lime® =11 lim ‘ =
z—0 z—0 xT

Eksponencijalnu funkciju smo definirali u (2.7) pomoc¢u funkcije f(z) =

lim <1 + E) iz propozicije 2.2. Za z > 0in € N vrijedi
n

n—oo

1+2)"~-1 1 n—1 n—1
1§%:_[(1+£> +...+1:|§<1+£> ,
T n n n

Odakle za n — oo imamo

1< flo) =1 < f(x). (3.5)

Xz

Za x < 0, zamjenom x s —x u (3.5) i dijeljenjem s f(—x) > 0 dobijemo

A\
=
&

A\

—_

oo = e C o

Iz (3.5) i (3.6) pomocu definicije eksponencijalne funkcije (2.7), za svaki x # 0

imamo
et —1

min{l,e”} < < max{1,e"}, (3.7)
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a odatle za |z| < 1 slijedi
le® — 1] < e|z|. (3.8)

Iz (3.8) pomocu teorema 3.3 slijedi liII(l)ex = 1, a odatle zbog min{1,e*} =
x>

T(1+e” —|1—e”]), max{l,e"} = 1(1 4 ¢” + |1 — €”|) i teorema 3.2 imamo
lirré min{l,e’} =11 lin% max{1l,e”} = 1. Sada iz (3.7) pomocu teorema 3.3
z— T—

dobijemo drugu tvrdnju.

3.1.1 LimesuR

Pojam limesa funkcije mozemo prosiriti na slucajeve kada argument funkcije
tezi k oo ili kada vrijednost funkcije tezi k o0 ili oboje. Najprirodnije je
to uciniti tako da iskoristimo geometrijsku interpretaciju limesa iz napomene
3.1., s tim da prilagodimo pojam okoline novim situacijama. Ve¢ smo kod
limesa niza vidjeli da kao okoline tocke +o00 mogu posluziti intervali (F, +00),
gdje je E > 0, slitno, za okoline totke —oo uzimamo intervale (—oo, —E),
gdje je £ > 0.

Definicija 3.2.

1. Za funkciju f : (a, +00) — R kazemo da ima limes u tocki +o0o jednak
L € R ako vrijedi:

(Ve > 0)(3A > 0)(Vz € (a, +00)) ((z > A) = (|f(z) — L| < ¢).

Tada pisemo lim f(z) = f(400) = L.

r—r-+00

2. Neka je I C R otvoren interval i ¢ € I. Za funkciju f : I\ {¢} - R
kazemo da ima limes u tocki ¢ jednak 400 ako vrijedi:

(VE>0)(F0>0)Vzel) (0<|z—c|<d) = (f(zx)>FE)).

Tada pisemo lim f(x) = +oo.

xr—C

3. Za funkciju f : (—00,a) — R kazemo da ima limes u tocki —oo jednak
—oo ako vrijedi:

(VE > 0)(3A > 0)(Vz € (—00,a)) ((x < —=A) = (f(z) < —E).

Tada pisemo lim f(z) = f(—o00) = —o0.
T—r—00
Napomena 3.2. U slucaju 1. konacnog limesa u beskonacnosti, tj. ¢ = 400
ili ¢ = —o0, vrijede svi rezultati u teoremima 3.2 i 3.3. kao i u slucaju kada
jeceR.
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Primjer 3.3. Pokazimo da za bilo koji polinom P vrijedi hIJP P(zx)e ™ =0.
T—>+00

Posto je P linearna kombinacija potencija dovoljno je dokazati da za bilo koji

n € N vrijedi lirf x"e”* = 0. Naime, u propoziciji 2.2. smo pokazali da za
T—1+00

bilo koji m € Ni z > 0 imamo (1 + ;-)™ < e”, a odatle slijede nejednakosti

0<—< —, Sto za m > n po teoremu o sendvicu daje tvrdnju.

e 1+
Posebno, slucaj hT f(z) = L direktno poopéava limes niza. Tako i neki
T—1+00

rezultati koji vrijede za nizove imaju svoj analogon u ovom sluc¢aju. Stovige,
i tehnika dokaza je jednaka.

Teorem 3.4. Neka je f : (a,+00) — R rastuéa funkcija na (a,+00).
Limes od f u +o00 postoji ako 1 samo ako je f ogranicena na {(a,+00).

Tada vrijedi lim f(x) = sup f.
r—r-+00 <a7+oo>

Dokaz: Neka je f ogranicena na (a, +00), tj. postoji L = sup f.
Tada vrijedi: e
(1) Vo > a, f(x) < L,
(i1) Ye >0, Jz. > a, L —e < f(x.).
Odatle za € > 01 A = x., zbog rasta funkcije f, imamo

(z>A)= (L-e<flz) < flz) S L <L+e)=(f(z) - L] <e),
tj. lim f(z) = L. H

T—+00

3.1.2 Jednostrani limes u R

Kada bismo u definiciji 3.1. limesa funkcije f u tocki ¢ promatrali samo
nizove koji konvergiraju k ¢ s lijeve strane, ili samo rastuée nizove u I \ {c},
dobili bismo definiciju limesa slijeva funkcije u tocki ¢. Na isti nac¢in bismo
definirali i limes zdesna funkcije u tocki c.

Sada ¢emo dati Cauchyjevu definiciju jednostranog limesa funkcije.

Definicija 3.3.

1. Neka je I C R otvoren interval i ¢ € I. Za funkciju f : I'\ {¢} - R
kazemo da ima limes slijeva u tocki ¢ jednak L ako vrijedi:

(Ve>0)(F0>0)(Veel)(0<c—z<d)= (|f(x)—L| <¢e)). (3.9
Tada pisemo ilfrr(l: flx) = xll,I?_f(x) = f(c—) = L.



3.1. LIMES FUNKCIJE 69

2. Neka je I C R otvoren interval i ¢ € I. Za funkciju f : I \ {c} - R
kazemo da ima limes zdesna u tocki c jednak L ako vrijedi:

(Ve>0)(F0>0)(Vzel) (0<xz—c<d)= (|f(z)—L| <e)). (3.10)
Tada pisemo glcl\ni flz) = mlggf(:c) = f(c+) = L.

Jednostrani limes funkcije ima ista svojstva kao i limes funkcije, dakle,
vrijede teoremi 3.2. i 3.3 ako u njima limes zamijenimo s lijevim ili desnim
limesom.

Primjer 3.4. Funkcija signum (predznak) defini-

rana s
w T7#0,
sgn(z) =
0 x=0. I —
nema limes u nuli, ali ima i lijev i desni limes

u nuli i oni su razli¢iti. Za svaki x < 0 je
sgn(z) = —1, aza = > 0 je sgn(zx) = 1. Odatle

zakljucujemo da za svaki niz koji konvergira k
nuli slijeva, pripadni niz funkcijskih vrijednosti
ima limes jednak —1, a za one s desna je jednak .,
1. To znaé¢i da funkcija sgn nema limesa u nuli,
I I —_1i li = 1.

ali je zato Jim: sgn(z) i lim sgn(x) 0

Veza izmedu limesa funkcije i jednostranih limesa funkcije dana je sli-
jede¢im teoremom.

Teorem 3.5. Neka je I C R otvoren interval, c € I i f : I\ {c} = R. Za
funkciju f postoji lim f(x) ako i samo ako postoje i jednaki su lim f(x) i
Tr—cC

' T—c—

Dokaz: Ako postoji lim f(z) = L, onda vrijedi (3.1), pa onda (3.9) i (3.10))
Tr—cC

vrijede s istim L. Obratno, ako vrijede (3.9) i (3.10) s istim L, onda za dano
£ > 0 uzmimo minimalnog d > 0 od onih koji postoje po (3.9) i (3.10). Za
taj & > 0 vrijedi implikacija u (3.1). 0

Interesantno je slijedece svojstvo monotonih funkcija.

Teorem 3.6. Neka je I C R otvoren skup @ f : I — R monotona funkcija.
U svakoj tocki ¢ € I funkcija f ima lijevi © desni limes. Ako f raste, onda
je f(e=) < f(¢) < flet), a ako pada f(c—) > f(c) > f(c+). Ako je f
ogranicena na I, onda postoje f((inf I)+) i f((supl)—).
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Dokaz: 1. Neka je f rastucana I. Skup S = {f(z);x € I, x < ¢} je odozgo
ogranicen s f(c), pa postoji d = sup S. Ako je f ograni¢ena na I, onda to
vrijedi i za ¢ = sup I € R. Pokazimo da je d = f(c—), tj.

Ve>0,30>0,Veel, (c—d<x<c)= (|f(z)—d <e).
Posto je d = sup S imamo
a) Ve e I, (x <c¢)= (f(z) <d),
b) Ve >0,3Jz. €1, 2. <c,d—e < f(x:).
Uzmimo sada § = ¢ — x. > 0 pa zbog rasta funkcije f imamo:
(c=d=z. <z <c)=>(d—e < f(z.) < f(z) <d <d+e) = (|f(x)—d| < ¢).

Analogno se dokazuje postojanje f(c+). Tada je f(c+) = inf{f(z);x €
I, x > c}. Slucaj kada je f padajuca funkcija se dokazuje tako da se pret-
hodni slu¢aj primijeni na funkciju —f. H

3.2 Neprekidnost funkcije u tocki

Intuitivno geometrijsko poimanje pojma neprekid-
nosti funkcije povezano je s ¢injenicom da od takve
funkcije ocekujemo da joj je graf krivulja povucena v
u jednom potezu, tj. nije pokidana. U tom smislu
je za ocekivati da je funkcija sgn iz primjera 3.4.

prekidna u tocki 0. Dakle, za ocekivati je da je pos- /F ()
tojanje limesa u tocki nuzan uvjet da bi funkcija u /

toj tocki bila neprekidna. Iz grafa funkcije na slici
desno je vidljivo da to nije i dovoljan uvjet. Ta 0

funkcija ima limes u tocki ¢, ali je tocka (c, f(c)) .
izdvojena, tj. limes nije jednak vrijednosti funk-
cije. I to je vrsta prekida, iako uklonjiva.

Prethodna razmatranja vode nas na sljede¢u definiciju pojma neprekidnosti
funkcije.

Definicija 3.4. Neka je I C R otvoren interval i tocka ¢ € I. Za funkciju

f I — R kazemo da je neprekidna u tocki ¢ ako postoji limes funkcije

f u tocki ¢ i lim f(x) = f(c). Funkcija je neprekidna na skupu I ako je
Tr—cC

neprekidna u svakoj tocki c € 1.
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Teorem 3.7 (Cauchyjeva definicija). Neka je I C R otvoren interval, ¢ € 1
i funkciga f: I — R.
Funkcija f je neprekidna u tocki ¢ ako i samo ako vrijedi

(Ve>0)(30>0) Ve el) ((|lx—c| <) = (|f(x) — fle)| <e)). (3.11)

Dokaz: Slijedi direktno iz definicije 3.4. i teorema 3.1. M

Kako se uvjet (3.11) upotrebljava kod provjere neprekidnosti funkcije u
tocki? Uzmemo £ > 0 po volji i trebamo naci ili barem dokazati postojanje
0 > 0 tako da vrijedi gornja implikacija. Primijetimo, ako smo za neki gy > 0
nasli odgovarajuc¢i 0 > 0, onda je taj 0 dobar i za svaki € > ¢y. Obratno, ako
smo za neki € > 0 nasli odgovarajuéi o, > 0, onda je svaki 0 < § < §y dobar
1zataj €.

Cauchyjeva definicija neprekidnosti funkcije
u tocki (3.11) ima jasnu skupovnu interpre-
taciju koja glasi:

Za svaki interval polumjera ¢ oko slike f(c)
postoji interval polumjera d oko ¢ koji se u
njega preslikava, tj.

fle=0d,¢+0)) S (f(c) =&, flc) +e).

Dajemo nekoliko primjera neprekidnih funkcija. Njihovu neprekidnost
dokazujemo upotrebom Cauchyjeve definicije.

Primjer 3.5. Pokazimo da je konstantna funkcija f : R — R, f(z) = d,
Vz € R, neprekidna u svakoj tocki ¢ € R. Jasno je da uvijek vrijedi implika-
cija (Ve > 0)(30 > 0)(Vz € I) ((|x —¢| <) = (0= |d—d| < ¢)). 0

Primjer 3.6. Pokazimo da je funkcija f: R — R, f(z) = x, Vo € R, nepre-
kidna u svakoj tocki ¢ € R. Uzmimo € > 0 po volji i neka je 6 = . Tada
vrijedi implikacija (Vz € I) ((|x —¢| < d =¢) = (|[z —¢| < ¢€)), tj. [ je
neprekidna u c. H

Primjer 3.7. Funkcija f : R — R, f(z) = |z|, Yz € R, neprekidna je u
svakoj tocki ¢ € R. Uzmimo € > 0 po volji i neka je 0 = . Zbog nejednakosti
1.17 imamo

(Ve el) (v —cf <d=e)=(|le] —lc|l < |z —c] <d=¢)). O
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Primjer 3.8. Pokazimo da je funkcija f : R — R, f(z) = 2%, Vx € R,
neprekidna u svakoj tocki ¢ € R. Za ¢ € R i za bilo koji ¢ > 0 uzmimo

d=+vc+e—|c| > 0. Vrijedi
(Jz—c <)== =|r—dlr+c| <|r—c|(|Jzr — | +2|]) <
<561 20el) = (VET e — e (VET e+ |el) = .

Primjer 3.9. Pokazimo da je funkcija f : R\ {0} — R, f(z) = 1, Vo €
R\ {0}, neprekidna u svakoj tocki ¢ € R\ {0}. Za bilo koji € > 0 uzmimo

lel

2
5 %} Imamo

d = min{

(Jo — ¢ <y = (4 < |z)) = (L < ela]|e])
(lr —c| <0) = =
(|lx — | < @
S (le—d <elelle) = (B9 ) 5 (E-1] <
X C e|lxl|ic |:L‘||C| g - - I . D

Pogledajmo sada nekoliko primjera funkcija koje imaju prekid. Funkcija
f I — R ima prekid u tocki ¢ € I ako nije neprekidna u c¢. To znadi da
mozemo naéi niz (¢,), u I C R takav da je lim, ¢, = ¢ i da niz (f(c,)), ne
konvergira k f(c). Negacija Cauchyjeve definicije glasi

(Fe>0)VMo>0)Fxel) ((lx—cl<d)AN(f(z)— flc)] >¢€)). (3.12)
Primjer 3.10. Za funkciju sgn definiranu u primjeru 3.4. je jasno da je

neprekidna u svim tockama osim u tocki 0. Funkcija je prekidna u nuli jer
ne postoji limes funkcije u nuli. M

Primjer 3.11. Funkcija f : R — R definirana s
, Te€Q,
0; z¢ Q.

1
fz) =

je prekidna u svakoj tocki. Neka je ¢ € Qi f(¢) = 1. Uzmimo niz (c,), iz
R\ Q koji konvergira k c¢. Tada je f(c,) = 0, pa niz (f(c,)), ne konvergira
k 1. Analogno, za ¢ € Qi f(c) = 0, uzmimo niz (c,), iz Q koji konvergira k
c. Tada je f(c,) =1, paniz (f(cn))n ne konvergira k 0. O
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Primjer 3.12. Funkcija f : R — R definirana s
x; x€Q,

fx) =
0, z¢ Q.
je prekidna u svakoj tocki osim u tocki 0, gdje je neprekidna.

Da je f prekidna u svakoj tocki ¢ # 0 vidi se slicno kao u prethodnom
primjeru. Naime, za ¢ € Q uzmimo niz (¢,), iz R\ Q koji konvergira k c.
Tada je f(c,) = 0, pa niz (f(c,)), ne konvergira k c¢. Za c € Qi f(c) =0,
uzmimo niz (¢, ), iz Q koji konvergira k ¢. Tada je f(c,) = ¢, paniz (f(c,))n
konvergira k ¢, a ne k 0. Ako je ¢ =0, onda za niz (c,), koji konvergira k 0
i niz (f(cn))n konvergira k 0. 0

Iz prethodnih primjera je vidljivo da prekidnost ili neprekidnost u nekoj
tocki nema utjecaj na prekidnost ili neprekidnost u ostalim tockama.

Ipak, ¢injenica da je funkcija neprekidna u nekoj tocki ima utjecaj na
ponasanje funkcije u okolini te tocke. O tome se radi u slijede¢im lemama.

Lema 3.1. Neka je I C R otvoren interval, ¢ € I @ funkcija f : I — R
neprekidna u c. Tada je f lokalno ogranicene oko ¢, tj. dn > 0 ¢ AM > 0
tako da jeVx € I, (|lx —c| <n) = (|f(z)] < M).

Dokaz: Iz Cauchyjeve definicije za ¢ = 1 postoji 0 > 0 takav da vrijedi

(Ve e 1) ((Jo — e <0) = (|f(2)] < |f(z) = f)| + [f()] < T+ [f(c)]))-
Dakle, tvrdnja vrijedi zan =01 M =1+ |f(c)|. 0

Lema 3.2. Neka je I C R otvoren interval, ¢ € I i funkcija f : I — R
neprekidna u c. Ako je f(c) # 0 onda funkcija lokalno oko ¢ ¢uva predznak,
tj. postoji 6 > 0 tako da

U slucagu (f(c) > 0) vrijedi (|z —c| < &) = (f(z) > 5 f(c) > 0),

a u slucaju (f(c) < 0) vrijedi (|Jz — ¢| < 8) = (f(z) < 3f(c) <0).
Dokaz: U slucaju f(c) > 0 uzmimo ¢ = $f(c) > 0 pa iz (3.11) dobijemo
0 > 0 takav da Vo € I,

1
(le =l <0) = (If(z) = fl)] < Sf(c)) =

= (—5(0) < f(2) ~ £(e) < 5£(e)) = (@) > 5 £(0).

U slucaju f(c) < 0 uzimamo € = —1 f(c) > 0 i postupamo analogno. 0
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3.2.1 Neprekidnost i operacije s funkcijama

Neprekidnost je uskladena sa uobicajenim operacijama s realnim funkcijama.
To je posljedica c¢injenice da je limes funkcije u skladu s tim operacijama.
Stoga bez dokaza navodimo slijedeé¢i teorem.

Teorem 3.8. Neka je I C R otvoren interval, ¢ € I i neka su funkcije
fyg: I — R neprekidne u c. Tada vrijedi:

1. Za svaki A\, € R je funkcija \f + pg neprekidna u c.
2. Funkcija fg je neprekidna u c.
3. Ako je g(x) # 0, Vx € I, onda je funkcija g neprekidna u c.

Dokaz: Tvrdnje 1. 2. i 3. slijede direktno iz definicije 3.4. i teorema 3.2.

Korolar 3.1. Za svaki n € N je funkcija f : R — R, f(z) = 2", Vo € R
neprekidna na R.

Dokaz: Indukcijom pomocu teorema 3.8.2. N

Korolar 3.2. Svaki polinom je neprekidna funkcija na R.
Dokaz: Polinom P(z) = ap + a1x + - - - + a,2" je linearna kombinacija po-

tencija, pa je neprekidan po teoremu 3.8.1. ]

Korolar 3.3. Svaka racionalna funkcija je neprekidna na cijelom podrucju
definicije.

Dokaz: Racionalna funkcija f(z) = ggg je kvocijent neprekidnih funkcija,
pa je neprekidna po teoremu 3.8.3. 0

Slijedeéi rezultat se odnosi na uskladenost neprekidnosti i operacije kom-
pozicije funkcija.

Teorem 3.9. Neka su I,J C R otvoreni intervali, f : I - R, g:J — R
funkcije za koje vrijedi f(I) C J, tj. dobro je definirana funkcija go f : I —
R. Ako je funkcija f neprekidna u tocki ¢ € I 1 funkcija g neprekidna u
d= f(c) € J, onda je go f neprekidna u c.
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Dokaz: Da bismo dokazali neprekidnost funkcije g o f po Cauchyjevoj de-
finiciji, uzmimo ¢ > 0 po volji. Po pretpostavci o neprekidnosti funkcije g u
tocki d za svaki € > 0 postoji n > 0 tako da vrijedi

VyelJ) (ly—d <n) = (lgy) — g(d)] <))

Isto tako, iz pretpostavke o neprekidnosti funkcije f u tocki ¢ za svaki n > 0
postoji § > 0 tako da vrijedi

(Vo el) ((lr—c <d)= ([f(x) = flc)| <n)).

Sada imamo

Ve el) (|z—d<d)=(f(z) = [l <n) = (9(f(x)) = g(f(c))] <e)),

dakle, g o f je neprekidna u c. H

Korolar 3.4. Neka je I C R otvoren interval, ¢ € I i neka su funkcije
fig : I — R neprekidne v c. Tada su funkcije h,k : I — R definirane s
h(z) = max{f(z),g(x)} i k(z) = min{f(z), g(x)}, Yx € I, neprekidne u c.

Dokaz: Dokaz slijedi iz teorema 3.8. i teorema 3.9. jer se funkcije h i k
mogu napisati u obliku

_Srg gl frg—f -9l

h 2 2

3.2.2 Neprekidnost eksponencijalne funkcije na R

Eksponencijalnu funkciju exp : R — (0, +00) definirali smo u (2.7) pomoc¢u
rastuée funkcije f : [0,+00) — (0,+00) koja je limes niza funkcija (f,), iz
(2.6).

Teorem 3.10. Funkcija exp : R — (0, +o0) je neprekidna na R.

Dokaz: U primjeru 3.2 pokazali smo da vrijedi lil% exp(z) = 1 = exp(0), tj.
z—

eksponencijalna funkcija je neprekidna u tocki 0. Odatle za ¢ € R imamo

lim, ,.exp(z) = lim, ,.exp(x — ¢)exp(c) = lim, . oexp(z — ¢)exp(c) =
exp(c), $to po definiciji 3.4 znaci neprekidnost funkcije u tocki c. 0
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Korolar 3.5. Hiperbolne funkcije su neprekidne na cijelom podrucju defini-
cije.

Dokaz: Funkcije sh i ch su linearne kombinacije funkcije exp i njene kom-
pozicije s funkcijom x — —x, pa su neprekidne po teoremu 3.8.1. Funkcije
th i cth su neprekidne kao kvocijenti od sh i ch po teoremu 3.8.3. M

3.2.3 Neprekidnost trigonometrijskih funkcija
Teorem 3.11. Funkcija sin : R — [—1, 1] je neprekidna na R.

Dokaz: U primjeru 3.1. koristili smo nejednakost [sinz| < |z, |2] < F.
Sada za bilo koji £ > 0 uzmimo § = € pa imamo

—c x+c |x — ¢

Ml eos(*5)] < 2

(|x—c| < d) = (|sinz—sin c| = 2| sin(x <d=¢),

dakle, sin je neprekidna u c. 0

Korolar 3.6. Trigonometrijske funkcije su neprekidne na cijelom podrucju
definicige.

Dokaz: Vrijedi cos x = sin(z+7), pa je cos kompozicija neprekidnih funkcija
te je neprekidna po teoremu 3.9. Funkcije tg i ctg su kvocijenti neprekidnih
funkcija pa su neprekidne po teoremu 3.8.3. N

3.2.4 Neprekidnost funkcije na segmentu

Neka je funkcija f : [a,b] — R, gdje je [a,b] C R segment. Za tocke ¢ € (a,b)
je jasno sto znaci neprekidnost te funkcije u ¢, jer smo pojam neprekidnosti
definirali za tocke koje leze u nekom otvorenom intervalu sadrzanom u domeni
funkcije. Da bismo definirali neprekidnost i u rubnim tockama segmenta |a, b
posluzimo se slijede¢om definicijom.

Definicija 3.5. Neka je [a,b] C R i funkcija f : [a,b] — R razlicita od
konstantne funkcije. Kazemo da je funkcija f neprekidna na [a, b] ako postoji
otvoren interval I C R i funkcija g : I — R takva da vrijedi:

1. [a,b] C I,
2. g(x) = f(x), Vz € [a,b] i
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3. g je neprekidna na I.
Analogno definiramo neprekidnost na skupovima oblika [a,b) i {(a, b].

lako se ¢ini da zahtjev za neprekidnoséu funkcije na segmentu nije bitno
razli¢it od zahtjeva za neprekidnoséu na otvorenom intervalu, slijedec¢i vazni
teorem to opovrgava.

Teorem 3.12 (Bolzano-Weierstrass). Neka je funkcija f : [a,b] — R nepre-
kidna na segmentu [a,b] C R. Tada je f(|a,b]) = [m, M] takoder segment.

Dokaz: Tvrdnja teorema moze se razdvojiti na tri dijela:

1. f je ograni¢ena na [a, b], tj. postoje m = [mbf}f i M =supf.
& [a,b]

2. Funkcija f postize svoj minimum i maksimum na [a,b], tj. postoje
Tm, TM € [a’ab]a f(.Tm) =m 1 f(xM) = M

3. Za svaki C' € (m, M) postoji ¢ € [a, b] tako da je C' = f(c).

Dokaz tvrdnje 1.: Kada bi funkcija f bila neograni¢ena odozgo, za svaki
n € N bi postojao z,, € [a,b] takav da vrijedi f(z,) > n. Niz (x,), je u [a, b]
pa je ograni¢en. Po teoremu 2.7. postoji njegov konvergentan podniz (x,,, ), i
neka je lim, x,, = c. Uskladenost limesa niza i uredaja na R povlaci ¢ € [a, b].
Zbog neprekidnosti funkcije f vrijedi lim,, f(x,,) = f(c), tj. niz (f(zp,))n
je konvergentan, pa je prema teoremu 2.1. ogranicen. To je kontradikcija s
izborom niza, tj. s f(x,,) > p, > n, ¥n € N. Dakle, funkcija f je odozgo
omedena. Omedenost odozdo funkcije f se dokazuje tako da se prethodni
dokaz primjeni na funkciju —f.

Dokaz tvrdnje 2.: Ako je M € R(f) onda je M = I{n%}xf Pretpostavimo
da M ¢ R(f). Posto je M = sup f, onda postoji niz (a,), u R(f) takav

[a,0]

da je M = lim, a,. Zbog a, = f(x,), Yn € N, imamo niz (z,), u [a,b]
koji je ogranicen. Tada postoji njegov podniz (z,,), koji je konvergentan,
tj. lim,x,, = c¢ € [a,b]. Zbog neprekidnosti funkcije f vrijedi lim, a,, =
lim,, f(x,,) = f(c). No, podniz konvergentnog niza ima isti limes kao i niz,
tj. M = f(c) € R(f) (kontradikcija). Analogno se dokazuje da je m € R(f).
Dokaz tvrdnje 3.: Neka je C' € (m, M) bilo koji broj. Zbog odredenosti pret-
postavimo da je x,, < xp. Oznacimo A = {x € [z, zm]; f(x) < C}. Zbog
f(zn,) < Cjex, €A paje A#(. Neka je c = sup A. Uzmimo niz (¢,), u
A takav da je ¢ = lim,, ¢,. Zbog f(c,) < C i neprekidnosti funkcije f vrijedi
fle) =lim, f(c,) < C. Zasvaki y € [T, xum], y > ¢, vrijedi C' < f(y). Zbog
C < f(xn) je ¢ < xpr, paje (¢, b) # (0. Uzmimo niz (y,), u (¢, b) takav da je
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¢ = lim, y,,. Tada vrijedi f(c) = lim, f(y,) > C. Dakle, C' = f(c). H
Pokazimo neke jednostavne primjene prethodnog teorema.

Korolar 3.7. Za bilo koji n € N je funkcija f : [0,400) — [0, +00) defini-
rana s f(x) = x™ surjekcija.

Dokaz: Za bilo koje prirodne brojeve n,m > 1 vrijedi m < m", pa je m <
f(m). Neka je C' > 0 bilo koji broj. Tada po Arhimedovom aksiomu (teorem
1.6.) postoji m € N takav da je f(0) =0 < C <m < f(m). Zbog neprekid-
nosti funkcije f na segmentu [0, m] po teoremu 3.12. je [0, f(m)] C R(f), pa
jei C € R(f). Dakle, R(f) = [0, +0o0). 0

U dokazima surjektivnosti logaritamske, hiperbolnih i area funkcija ko-
ristili smo pretpostavku da je eksponencijalna funkcija surjekcija. Sada smo
u stanju to dokazati.

Korolar 3.8. Funkcija exp : R — (0, +00) je surjekcija.

Dokaz: Pokazimo najprije n < 2", ¥n € N. To je istina zan = 1, tj. 1 < 2%
Neka je sada n < 2. Tada vrijedin +1 < 2"+ 1 <27 427 = 2.2" = 27+l
Zbog strogog rasta potencija na R, imamo n < 2" < " = exp(n), Vn € N.
Sada uzmimo bilo koji C' > 1. Tada postoji n € N takav da vrijedi
exp(0) =1 < C < n < exp(n). Zbog neprekidnosti funkcije exp na segmentu
[0,7] je po teoremu 3.12. [exp(0),exp(n)] € R(exp), pa je i C € R(exp),

1
tj. [1,+00) C R(exp). Zbog exp(—z) = @)’ Vz € [0,400) vrijedi
(0,1] € R(exp). O

lako je iz geometrijske definicije funkcije sinus mozda jasno da je njena
slika segment [—1, 1], ta se ¢injenica egzaktno dokazuje na slican nacin kao u
prethodnom korolaru.

Korolar 3.9. Funkcija sin : R — [—1, 1] je surjekcija.

Dokaz: Funkcija sin je neprekidna na segmentu [—7, %] pa je po teoremu
3.12. [sin(—=7%),sin(5)] = [=1,1] € R(sin). Obratna inkluzija slijedi iz ge-

ometrijske definicije funkcije sin. 0
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3.3 Neprekidnost i monotonost, neprekidnost
inverzne funkcije

Uvjet monotonosti i uvjet neprekidnosti funkcije na nekom skupu su razlicitog
tipa. Monotonost je definirana pomoc¢u uredaja na skupu R, dok je za nepre-
kidnost dovoljno imati pojam okoline tocaka skupa, odnosno pojam konver-
gencije nizova. Ipak, ta dva pojma primijenjena na funkciju cesto daju isti
rezultat. Zapravo, pokazat ¢emo da svaki od tih pojmova , uz jedan dodatni
uvjet na funkciju, povlaci onaj drugi. U slijede¢im teoremima interval nije
nuzno ogranicen skup. Svojstvo intervala koje isticemo je da za svake svoje
dvije tocke sadrzi i sve tocke izmedu njih.

Teorem 3.13. Neka je I C R otvoren interval, funkcija f : I — R monotona
na I i I' = f(I) otvoren interval. Tada je f neprekidna funkcija na I.

Dokaz: Zbog odredenosti uzmimo da f raste na /. Uzmimo bilo koju tocku
¢ € I i pokazimo da je f neprekidna u c. Neka je (a,b) C I konacan interval
takav da je ¢ € (a,b). Neka su

Mlzf(cgb) ) M2:f<c>-f(a30).

Zbog rasta funkcije f vrijedi M; > 01 My > 0.

U slucaju M; = 0 i My, = 0 funkcija f je konstantna na segmentu
[“TJFC, %b], pa je onda neprekidna u tocki c. Slucajevi M; = 01 My > 0
ili M; > 01 M, = 0 su kombinacija prethodnog slucaja i slucaja M; > 0 i
M > 0, koji sada dokazujemo.

Provjerimo Cauchyjevu definiciju neprekidnosti (3.11). Uzmimo bilo koji

b
0 < e < min{M;, My}. Vrijedi ¢ < M; = f <C+ ) — f(c), odnosno,

2

fle) < f(c)+% < fle)+e<f (#) Zbog toga sto je I' = f(I) interval,

to postoji 0’ € R tako da vrijedi f(c) + § = f(c+¢’). Zbog rasta funkcije f
mora biti ¢ > 0.

Analogno, zbog ¢ < My = f(c) — f <a;c)7 odnosno, f <a42rc) <

fle)—e < f(c)—% < f(c), imamo ¢” € R takav da vrijedi f(c)—5 = f(c+d").
Zbog rasta funkcije f je ¢” < 0. Uzmimo § = min{d’, —0”}. Imamo

(z €le,e+0) = (fle) < f) < fle+d) < fle+d) = fle)+5) =

= (=5 < f(@) - flo) < )=‘(\f(ﬂf)—f(@\§2<€)-

Do | ™
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Isto tako

(x €(c=0,0) = (flc) = f(x) = flc=0) = fc+ ") = fle) = 5) =

=

> J() = f(e) = =5) = (If(@) - f(O)] < 5 <),

Dakle, vrijedi (3.11), pa je f neprekidna u c¢. Zbog toga sto je ¢ € I izabran
po volji, f je neprekidna na I. M

DO ™

—~

Primjena prethodnog teorema u dokazivanju neprekidnosti konkretnih
funkcija je otezana ¢injenicom da je ¢esto vrlo tesko dokazati da je neki skup
slika funkcije. Mi smo ve¢ dokazali neprekidnost nekih osnovnih funkcija,
pa nas interesira dokazivanje neprekidnosti njihovih inverznih funkcija. U tu
svrhu je koristan slijedeci rezultat.

Teorem 3.14. Neka je I C R otvoren interval, funkcija f: 1 — R i I' =

S(1).

1. Ako je f strogo monotona i neprekidna funkcija na I, onda je I' otvoren
interval i f=: I' — I neprekidna funkcija na I'.

2. Ako je f neprekidna bijekcija sa I na I', onda je f strogo monotona
funkcija na I i f~1: I' — I neprekidna funkcija na I'.

Dokaz: 1. Neka je f strogo rastuéa na I. Neka je —oo < o/ = inf I’ i
sup I’ =V < +o00. Pokazimo da vrijedi @’ ¢ I’. Kada bi vrijedilo «’ € I’ =
f(I) postojao bi a € I, ' = f(a). Posto je I otvoren interval, to postoji
a; € I, a; < a. Tada je f(a1) < f(a) = @ $to je kontradikcija s definicijom
infimuma. Analogno se dokazuje b’ & I'.

Neka je 2/ € (a/,) bilo koji element. Tada 2’ nije niti minoranta niti
majoranta skupa I’. Dakle, postoje 2/, y’ € I’ takvi da vrijedi 2/ < 2/ < /.
Neka je x = f~}(2') iy = f~1(y'). Zbog strogog rasta funkcije f, a onda i
£~ imamo x < y. Zbog [z,y] C I je f neprekidna na [z, y], pa po teoremu
3.12. vrijedi f([z,y]) = [2/,y] 2 2/, tj. 2/ € I'. Dakle I' = (d/, V).

Neprekidnost od f~! slijedi iz teorema 3.13.

2. Funkcija f : I — I’ je neprekidna bijekcija pa postoji f=%: 1" — I.
Pokazimo da je f strogo monotona na I. Kada f ne bi bila strogo mono-
tona na I, postojale bi tocke x1,x9,23 € I takve da je 1 < x9 < w3 i
(1) < Fa) A (2) > Flas) i (Fan) > Fam)A(F() < Flas)). Upr-
vom slucaju postoji C tako da je (f(z1) < C < f(x2))A(f(x3) < C < f(x2)).
Zbog neprekidnosti funkcije f na segmentima [z1, xs] i [z2, 3] prema teoremu
3.12. postoje ¢ € (x1,x2) 1 " € (29, 23) takvi da je C' = f() 1 C = f(").
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To je kontradikcija s pretpostavkom o bijektivnosti funkcije f. Analogno se
dobije kontradikcija i u drugom slucaju. Dakle, f je strogo monotona funk-
cija na I. Sada iz 1. slijedi neprekidnost od f~1. n

3.3.1 Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus
funkcija

Primijenimo rezultate prethodne tocke za dokazivanje neprekidnosti inverz-
nih funkcija.

Neparne potencija su neprekidne i strogo rastuce bijekcije s otvorenog
(beskona¢nog) intervala R na R, pa su korijeni neparnih potencija neprekidne
funkcije po teoremu 3.14.

Parna potencija nije bijekcija, pa gledamo njenu
restrikciju f : [0, +00) — [0,4+00) koja je nepre-
kidna i strogo rastuca bijekcija, pa postoji inverzna
funkcija f~' : [0,400) — [0,+00). f ne ispu- 1
njava pretpostavke teorema 3.14. jer joj domena )/
nije otvoren interval (konacan ili beskonacan). No, /
posluzimo se trikom koji ¢e omoguéiti primjenu _-

spomenutog teorema. ProSirimo funkciju f do /
funkcije g : R — R na slijede¢i nacin: /

R '
r;, x<0.
Sada imamo funkciju g koja zadovoljava uvjete teorema 3.14., pa je njena
inverzna funkcija ¢=! : R — R neprekidna na R. Zbog toga §to je f~! =
g Mooy, ti- f7 je restrikcija neprekidne funkcije, funkcija f~! je nepre-
kidna na [0, +00) po definiciji 3.5

Zbog toga sto je exp : R — (0, +00) neprekidna bijekcija, iz teorema 3.14.
slijedi neprekidnost njene inverzne funkcije In : (0, +00) — R.

Isto vrijedi i za hiperbolne funkcije sh : R — R i th : R — (—1,1) koje
su neprekidne bijekcije, pa su takve i njihove inverzne funkecije sh™ : R — R
ith™':(-1,1) = R.
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Funkcija cth : R\ {0} — R\ [-1, 1] nema po-
drucje definicije interval, pa ne zadovoljava uvjete
teorema 3.14. Medutim, svaka njena restrikcija
cth_ : (—00,0) = (—o0,—1) i cthy : (0,400) —
(1,+00) ima po teoremu 3.14. neprekidan inverz
cth_ @ (=00, —1) — (—00,0) i cth" : (1, +00) —
(0,400). Zato $to su i domene i slike funkcija cth_
i cthy disjunktni skupovi, vrijedi

[ cth_(z) ;2<0
cth(z) = { cthy(z) ;2>0 "

a odatle slijedi

1, [ cth™Hz) ;o< -1
cth™(z) = { cthi'(z) ;2>1

Bijektivna restrikcija od ch je Ch : [0,400) —
[1,4+00) i nju prosirujemo do funkcije g : R — R
tako da stavimo

| ch(z); x>0,
g<x>_{x+1; x <0.

Tada je Ch™" : [1,400) — [0, +-00) restrikcija ne-
prekidne funkcije ¢g~!, pa je neprekidna po defini-
ciji 3.5.

Restrikcije Tg : (—5,%) = R i Ctg: (0,7) — R, imaju po teoremu 3.14.

neprekidne inverze Tg R arctg : R — <—g, g},
(0, ).

Ctg™! = arcctg : R —
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y A
Da bismo dokazali neprekidnost funkcija N
arcsin = Sin~! i arccos = Cos™' moramo 2 gt -
funkcije Sin : [-%,5] — [-1,1] i Cos : 1 /’é_/
[0,7] — [—1,1] prosiriti do neprekidnih bi- [/
jekcija sa otvorenog intervala na otvoren in- 0
terval. Tako definiramo g,h : R — R tako 1 % X
da stavimo 7
T+ % - 3 L S _%7 P
g(z) =< sinz ;-2 <x<I,
r—5+1 ;5 <
i
—xr+1 cx <0,
h(z) = coszx 0 <z <m,

Po teoremu 3.14. funkcije g i h imaju ne-
prekidne inverze, pa su i njihove restrikcije
Sin~! = g1 i Cos™" = h™Y|[_y 1] nepre-
kidne funkcije po definiciji.

Teorem 3.15. Elementarne funkcije su neprekidne na cijelom podrucju de-
finicige.

Dokaz: Sve funkcije od kojih gradimo elementarne funkcije (potencije, eks-
ponencijalna funkcija, hiperbolne, trigonometrijske funkcije i njihove inverzne
funkcije korijeni, logaritamske funkcije, area i arcus funkcije) su neprekidne
na cijelom podrucju definicije. Bududé¢i da operacije pomoc¢u kojih od tih
funkcija gradimo elementarne funkcije ¢uvaju neprekidnost (teoremi 3.8. i
3.9.), to su elementarne funkcije neprekidne. ]

Definicija 3.6. Neka je I C R otvoren interval i f : [ — R. Kazemo da
f ima u tocki ¢ € I prekid prve vrste ako u ¢ postoje i lijevi limes f(c—)
i desni limes f(c+) funkcije i ako su oni razliciti. Ostali prekidi su prekidi
druge vrste.

U sljede¢em teoremu se vidi kako sam uvjet monotonost ima utjecaj na
vrstu i broj prekida kod funkcije.
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Teorem 3.16. Neka je I C R otvoren interval i+ f : I — R monotona
funkcija.

1. Monotona funkcija moZe imati samo prekide prve vrste.
2. Monotona funkcija ima najvise prebrojivo mnogo prekida.

Dokaz: 1. U teoremu 3.6. je dokazano da monotona funkcija ima u svakoj
tocki lijevi i desni limes. Ako f ima u tocki ¢ prekid, onda je zbog postojanja
f(c—=) i f(c+) taj prekid prve vrste.

2. Neka je f rastuca funkcija i neka je J skup svih tocaka prekida te funk-
cije. Za svaku tocku a € J imamo f(a—) < f(a+), pa toj tocki pridruzujemo
otvoreni interval I, = (f(a—), f(a+)). Ako su a,b € J, a # b, onda je
I, NI, = 0. Naime, u slucaju a < b, zbog f(a+) = inf{f(z);z € I, a < x}
je f(a+) < f(a+ 52). Isto tako, zbog f(b—) = sup{f(z);z € I, z < b} je
f(b=) = f(b—55%) = fla+*3?). Dakle, (a < b) = (f(at) < f(b-)), tj.
I,N 1, = 0, jer su intervali otvoreni. Sada za svaki a € J uzmemo r, € I, NQ
pa imamo injekciju a — r, s J u Q. Dakle, J ima manji ili jednak kardinalni
broj od Q, tj. J je najvise prebrojiv skup. N

3.4 Jednostrana neprekidnost funkcije

Definicija 3.7. Neka je I C R otvoren interval i tocka ¢ € I. Za funkciju

f I — R kazemo da je neprekidna slijeva u tocki ¢ ako postoji limes

slijeva funkcije f u tocki ¢i lim f(x) = f(c). Funkcija f je neprekidna
Tr—Cc—

zdesna u tocki ¢ ako postoji limes zdesna funkcije f u tocki c i her f(x) =
Tr—cC

f(e).

Ako u Cauchyjevu definiciju jednostranog limes uvrstimo vrijednost li-
mesa jednaku f(c) dobijemo Cauchyjevu definiciju jednostrane neprekidnosti:
f je neprekidna slijeva ako i samo ako vrijedi

Ve>0)(Fd>0) (Ve el)(0<c—z<0)=(|f(z)— flo)] <¢€)), (3.13)
i f je neprekidna zdesna ako i samo ako vrijedi
Ve>0)(Fd>0)Veel) (0<z—c<d)= (|f(z)— fle)| <e)), (3.14)

Veza jednostrane neprekidnosti i neprekidnosti funkcije u nekoj tocki dana
je slijede¢im teoremom.
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Teorem 3.17. Neka je I C R otvoren interval, ¢ € I i funkcija f : I — R.

L. Funkciya [ je neprekidna slijeva u ¢ ako i samo ako postoji funkcija
f:I = R neprekidna u c i takva da je f(x) = f(z),Vx e I, z < c.

2. Funkcija f je neprekidna zdesna u c ako 1 samo ako postoji funkcija
f: 1 — R neprekidna u ¢ i takva da je f(z) = f(x), Ve eI, z > c.

3. Funkcija f je neprekidna u ¢ ako i samo ako je neprekidna i slijeva i
zdesna u c.

Dokaz: 1. Ako postoji neprekidna funkcija f : I — R takva da je f(z) =
f(x),Vx € I, x < ¢, onda vrijedi

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € I) ((Jlx — ¢| < 8) = (|f(z) — flc)] < &)).
i posebno
(Ve>0)(Fd>0)(Vzel) (0<c—xz<d)= (|f(z)— flo)] <)),

tj. f je neprekidna slijeva u c.

Obratno, ako je f neprekidna slijeva u ¢, onda funkcija f:I— R defini-
rana s f(z ):f( Y Weel z<eif(x)=f(c),Veel, x> ¢ zadovoljava
trazena svojstva.

2. se dokazuje analogno kao 1.

3. Ako je f neprekidna u ¢ onda f = f zadovoljava uvjete iz 1. i 2. pa
je neprekidna i slijeva i zdesna u c. Obratno, neka je f neprekidna i slijeva i
zdesna u c. Tada postoje lijevi i desni limes funkcije i jednaki su f(c), pa po
teoremu 3.5. postoji limes funkcije i jednak je f(c), tj. funkcija je neprekidna

u cC. O

Korolar 3.10. Funkcija f : [a,b] — R je neprekidna na segmentu, ako i
samo ako je neprekidna na otvorenom intervalu {(a,b), te neprekidna zdesna
u a 1t slijeva u b.

Dokaz: Ako je funkcija neprekidna na segmentu u smislu definicije 3.5.,
onda f = ¢, gdje je g iz definicije 3.5., zadovoljava uvjete tvrdnji 1. i 2. iz
teorema 3.17.

Obratno, ako je f : [a,b] — R neprekidna na otvorenom intervalu (a, b),
te neprekidna zdesna u a i slijeva u b, onda ju po teoremu 3.17. postoji njeno
neprekidno prosirenje i lijevo i desno od segmenta |[a, b]. 0
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3.5 Otvoreni skupovi u R

U svim razmatranjima u vezi s pojmom neprekidnosti funkcije u tocki ili li-
mesa funkcije u tocki bilo je vazno da se tocka nalazi u otvorenom intervalu.
Naime, bilo je vazno da s obje strane te tocke imamo puno tocaka koje se na-
laze u domeni funkcije, kako bismo imali moguc¢nost s obje strane promatrati
razne nizove koji konvergiraju k tocci. Otvoreni intervali nisu jedini skupovi
s takvim svojstvom.

Definicija 3.8. Za skup S C R kazemo da je otvoren skup, ako je S ili
prazan skup ili unija po volji mnogo otvorenih intervala.
Skup F' C R je zatvoren skup ako je komplement otvorenog skupa.

Primjer 3.13. Slijededi skupovi su otvoreni u R.

1. R je otvoren jer je R = U(n,n +2).

nez
2. Skupovi (0,+o00) = U(n,n +2) i U —n — 2,—n) su
n=0
otvoreni skupovi, a takvi su i skupovi (—oo,a) i (a, +00), za svaki

a € R.
Primjer 3.14. Slijede¢i skupovi su zatvoreni u R.

1. Za svaki a € R je jednoclan skup {a} zatvoren u R jer je {a}¢ =
(—00,a) U (a,+00) otvoren skup.

2. Za sve a,b € R, a < b, je segment [a,b] zatvoren jer je [a,b]® =
(—00,a) U (b, +00).

Propozicija 3.1. Neprazan skup S C R je otvoren ako i samo ako za svaki
x € S postoji e, > 0 tako da je (x — e, x +¢€,) C S.

Dokaz: Ako je S C R otvoren skup, onda za svaki z € S iz definicije 3.8.
slijedi postojanje otvorenog intervala takvog da je x € (a,b) C S. Uzmimo
g, =min{z — a,b —z} i imamo (x —e,,x +¢,) C S.

Obratno, neka za svaki z € S postoji e, > 0 tako da je (x—e,, z+e,) C S.
Tada je S = U (x — ;4,2 + £,) pa je stoga otvoren skup. N

z€S

Skup Tg koji sadrzi sve otvorene podskupove od R naziva se standardna

ili euklidska topologija na R.

Propozicija 3.2. Za standardnu topologiju T na R vrijedi:
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1. ),Re%.

2. Ako je Sy € T,V € A, onda je U Sy € %, tj. unija otvorenih skupova

AEA
je otvoren skup.

3. Akoje Sy € T, k=1,...,n, onda je ﬂ Sk € T, ty. presjek od konacno

k=1
otvorenth skupova je otvoren skup.

Dokaz: Tvrdnja 1. slijedi iz definicije 3.8. i primjera 3.13.

Da bismo dokazali tvrdnju 2. uzmimo = € U Sy po volji. Po definiciju

AEA
unije postoji A € A takav da je x € S). Sada zbog otvorenosti skupa S,

prema propoziciji 3.1. postoji €, > 0 takav da je (x —e,,x+¢,) C S). Tada
vrijedi (z —e,,x+¢,) C U Sy, pa je po propoziciji 3.1 skup U S otvoren.
AEA A€A

Za dokaz tvrdnje 3. uzmimo x € ﬂ Sk po volji. Po definiciju presjeka vri-

k=1
jedi x € Si, za sve k =1,...,n. Zbog otvorenosti skupova Sy, k =1,...,n,
postoje el > 0,k=1,...,n, takvidaje (x—z—:;(,;k),x+z—:;(vk)) CSy,k=1,...,n.
Uzmimo e, = min{z—:;(,;k);k: = 1,...,n} pa vrijedi (x — e,,x + &,) C Sk,
kE=1,...,n. Odatle je (x —e,,x + ;) C ﬂ Sk, pa je prema propoziciji
k=1
3.1. skup ﬂ Sk otvoren. 0

k=1
Navodimo jos neke primjere topologija na R.

Primjer 3.15. Trivijalne topoplogije:

Minimalna (indiskretna) topologija u smislu inkluzije (s najmanje otvo-
renih skupova) je T,, = {0, R}, a maksimalna (diskretna) topologija je par-
titivni skup Ty = P(R). U diskretnoj topologiji su svi jednoclani sku-
povi otvoreni i obratno. Dakle, za svaku drugu topologiju ¥ na R vrijedi

T C % C Tur.

Primjer 3.16. Kofinitna topologija:

T = {S C Rjcard(R\ S) < N} U {0} je najmanja topologija u ko-
joj su sve tocke (jednoclani skupovi) zatvoreni skupovi. U toj topologiji se
razli¢ite tocke ne mogu razdvojiti disjunktnim otvorenim skupovima. To je
zbog Cinjenice da svaka dva neprazna otvorena skupa u toj topologiji imaju
neprazan presjek. Naime, kada bi presjek dva skupa U,V € T, bio prazan
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vrijedilo bi R=R\ 0 =R\ (UNV)=(R\U)U R\ V), a to bi znacilo da
je R kona¢an skup. Limes u topologiji T nije jedinstven. Stovise, svaki niz
koji ima beskonac¢no razli¢itih clanova je konvergentan i svaki realan broj je
njegov limes.

Takoder je jasno da vrijedi Ty C Tp, tj. svaki otvoreni skup u kofinitnoj
topologiji otvoren je i u standardnoj ili euklidskoj topologiji.



4 Derivacija funkcije

4.1 Motivacija; aproksimacija funkcije, pro-
blemi brzine i tangente

Jedna od ¢esto upotrebljavanih metoda u rjesavanju matematickih problema
je aproksimacija ili priblizno odredivanje nekog slozenijeg matematickog
objekta pomocu jednostavnijih objekata. Kako je u matematickoj analizi od
interesa proucavanje funkcija, to je razumno pitanje, da li je mogucée neku
funkciju dobro aproksimirati pomoc¢u funkcija koje dobro razumijemo. Na
taj nacin bismo iz ponasanja jednostavnih funkcija mogli nesto zakljuciti
o slozenijoj funkciji. Funkcije koje svi dobro poznajemo i razumijemo su
polinomi, posebno polinomi prvog stupnja ¢iji su grafovi pravci. Stoga je za
neku funkciju f: I — R, I C R otvoren interval, interesantan problem koji
je polinom prvog stupnja oblika g(x) = k(x —c¢) + 1, x € R, lokalno oko tocke
¢ najbolja aproksimacija funkcije f. U tom sluc¢aju je prirodno zahtijevati da
se te funkcije podudaraju u tocki oko koje lokalno aproksimiramo funkciju,
tj. g(c) = f(c), 8to daje | = f(c). Sada iz zahtjeva da je f(z) ~ g(x) kada je
fz) = f(o)

r—c

Povijesno su dva po prirodi razlicita problema bila glavna motivacija za
razvoj diferencijalnog racuna.

T & ¢ imamo k ~

Jedan od njih je fizikalni problem definiranja pojma brzine za ¢ije rjesenje
je zasluzan Isaac Newton.! Neka je s(t), t > 0, funkcija koja mjeri put
koji je prosla materijalna tocka u vremenskom intervalu [0,¢]. Prosje¢na
brzina te materijalne tocke u vremenskom intervalu [to,¢] definira se kao

s(t) — s(t
U(to, t) = %. No pitanje je kako definirati pojam brzine u trenutku
— o
tg. To je nesto Sto nije moguce mjeriti, jer mi znamo mjeriti prosjecnu brzinu

Tsaac Newton, (Woolsthorpe, 4. sije¢nja 1643. - London, 31. ozujka 1728.), engleski
fizicar, matematicar i astronom

89
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na nekom intervalu, a tocka predstavlja vremenski interval [tq, o] duljine 0.
Moguce je promatrati ponasanje prosjecne brzine na intervalima oko tocke
to ¢ija duljina se smanjuje. Taj proces opisujemo pomocu limesa funkcije, tj.
s(t) — s(¢

mozemo reéi da je brzina u tocki v(tg) = lim T(tp,t) = lim M, ako
t—to t—=to  t—1p

taj limes postoji.
Drugi problem je geometrijske naravi, a njegovo rjesenje je nasao G.W.
Leibniz.! Odnosi se na pitanje postojanja jedinstvene tangente u nekoj tocki

grafa I'; funkcije f. Sekanta kroz tocke C' = ’

(¢, f(e)) i D = (d, f(d)) ima koeficijent smjera @

ky, = d;ﬂc) Ako d — ¢, odnosno, ako

—c
se tocka D po grafu I'y priblizava tocki C, onda s
sekanta s postaje tangenta t. Dakle, koeficijent {
smjera sekante prelazi u koeficijent smjera tan- '

d) —
gente, tj. k; = lim M 0 ¢ d x
d—c d—c

U sva tri prethodna problema kao rjesenje se namece broj kojem tezi izraz
oblika % kojeg nazivamo kvocijent diferencija za funkciju f u tocki
c. Stoga je od interesa slijede¢i pojam.

Definicija 4.1. Kazemo da je funkcija f : I — R, diferencijabilna ili deriva-

bilna u tocki ¢ otvorenog intervala I C R, ako postoji lim M Taj
z—c T —cC

broj zovemo derivacija (izvod) funkcije f u tocki ¢ i pisemo

f'(¢) = lim @) = Jle) (4.1)

Tr—c Tr — C

d
Jos se koriste oznake D f(c) ili d—f(c)
x

Kazemo da je f diferencijabilna na intervalu I ako je ona diferencijabilna
u svakoj tocki iz I. Tada je na I dobro definirana funkcija z — f’(x) koju
prirodno oznacavamo s f’ i takoder zovemo derivacija od f na I. Ako je sada
ta funkcija diferencijabilna u nekoj tocki ¢ € I, onda njenu derivaciju (f’)(c)
zovemo druga derivacija od f u ¢ i oznacavamo s f”(c), tj.

/ gl
) — 1 LB =10

Tr—cC Tr — C

LGottfried Wilhelm Leibniz (Leipzig, 21. lipanj 1646. — Hanover, 14. studeni 1716.)
njemacki matematicar



4.1. MOTIVACIJA 91

Analogno se definira trec¢a derivacija itd. Opcenito, ako postoji n-ta deriva-
cija od fna I, tj. f™ : I — R onda mozemo definirati

£0(0) _ tim FO) () — £ (c)

r—c €T —cC

uz uvjet da navedeni limes postoji.

U terminima derivacije funkcije, problemi navedeni kao motivacija imaju
slijedeca rjeSenja:

1. Funkcija g definirana s g(z) = f'(¢)(z — ¢) + f(c), € R, je lokalno
najbolja aproksimacija funkcije f oko ¢ medu polinomima stupnja < 1,
Sto dokazujemo u teoremu koji slijedi.

2. Brzina materijalne tocke, ¢iji put u vremenu t opisuje funkcija ¢ —
s(t), dana je s v(t) = §'(t), tj. brzina je prva derivacija funkcije puta
po vremenu. Analogno se ubrzanje definira kao derivacija brzine po
vremenu, tj. a(t) = v'(t) = s"(t).

3. Tangenta na graf funkcije f za tocku ¢ (ili u tocki grafa (¢, f(c))) je
pravac koji je graf linearne funkcije g iz tocke 1. Jasno, moguce je
odmah zadati i funkciju h(x) = f/_—(lc)(x —¢) + f(c), ¢iji graf je normala
na graf funkcije u tocki c.

Primjer 4.1. Nadi derivaciju konstantne funkcije f(z) = a, V2 € R u tocki
ceR.
Viijedi
f/(c):hmf(x)_f(c)_ a— o

xr—rC Tr — C rx—c T — C

dakle, f'(z) =0,Vz € R.

Primjer 4.2. Nadi derivaciju funkcije f(z) =z, Vo € R u tocki ¢ € R.
Vrijedi
f,(C):llmf(x)_f<C)— r—cC

T—c r —cC T—=c X — C

dakle, f'(z) =1,Vx € R.

Sada razmotrimo vezu izmedu diferencijabilnosti i neprekidnosti funkcije
f. Ako je funkcija neprekidna u nekoj tocki, ona ne mora nuzno biti diferen-
cijabilna u toj tocki. To se vidi u sljede¢em primjeru.
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Primjer 4.3. Funkcija f(z) = |z|, z € R, je neprekidna na R, a diferencija-
bilna na R\ {0}. No, f nije diferencijabilna u 0. Naime,

lim u =—11 lim
r—0— 1 r—0+ 1

el

dakle, lijevi i desni limes kvocijenta diferencija su razli¢iti, pa derivacija ne
postoji.

Obratno, diferencijabilnost povla¢i neprekidnost.

Teorem 4.1. Ako je funkcija f : I — R diferencijabilna u tocki ¢ otvorenog
intervala I, onda je f neprekidna u c.

Dokaz: Zbog diferencijabilnosti funkcije f u tocki ¢ je funkcija

fla) = flo)
wa)={ —a_¢ S mrFe (4.2)

0 , Za X =cC

neprekidna u ¢. Naime, w(c) = 0 = lim (M — f’(c)) = limw(z).

r—C Tr — C r—C
Sada je
f(@) = fle)+ (f(e) +w(@)(z—c), zel, (4.3)
odakle zbog neprekidnosti u ¢ funkcija na desnoj strani jednakosti (4.3), sli-
jedi tvrdnja. ]

Sada egzaktno dokazujemo tvrdnju vezanu za problem aproksimacije

Teorem 4.2. Neka je funkcija f : I — R diferencijabilna u tocki ¢ otvorenog
intervala I @ neka je

g(x) = f'(c)(x —¢) + f(c), VzeR. (4.4)
Ako je h polinom, sth <1, © h # g, onda postoji 6, > 0 tako da vrijedi
Ve el (0<|z—d <) = (If(z) —g(z)| <|f(x) —h(z)]).  (45)

Drugim rigecima, polinom g je medu svim polinomima stupnja < 1 lokalno
oko ¢ najbolja aproksimacija funkcije f.

Dokaz: Polinom h mozemo pisati u obliku

h(z) =k(z—c)+1, Vx eR, (4.6)
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gdje su k,l € R. 1z (4.6) i (4.3) dobivamo
f(@) = h(z) = [f(c) = ] + [f'(c) = k + w(z)](x - c). (4.7)
Uvjet h # g je ispunjen u dva slucaja: (I # f(c)) ili (I = f(c))A(k # f'(c))).

U slucaju (I # f(c)) zbog neprekidnosti funkcije f —h i (f —h)(c) # 0 iz
leme 3.2. slijedi postojanje §; > 0 tako da vrijedi

(lz = e[ < 61) = (If () = h(x)] > €) gdje je e = %If(C) —1[>0.  (48)

Takoder, iz neprekidnosti funkcije f—g u cizbog (f —g)(c) = 0 za € iz (4.8)
postoji 95 > 0, tako da vrijedi

(lz —¢f < d2) = (If(2) — g(x)] <e). (4.9)

Sada, za 0, = min{dy, dp} iz (4.8) 1 (4
U shicaju (1 = £(e)) A (k £ £/(c)

|[f(x) = h(x)] = |f'(c) = k + w(@)||z — . (4.10)

Zbog lim |f'(¢) — k + w(x)| = |f'(c) — k| > 0, iz leme 3.2. iz M.A.L slijedi
Tr—cC
postojanje d; > 0 tako da

.9) slijedi (4.5).
) iz

(4.7) imamo

(2 —c < 81) = (|f'(c) — k+w(@)| > &) adje je ¢ = %|f’(c) C K> 0. (411)
Takoder, iz neprekidnosti funkeije w u ¢ i w(c) = 0 dobivamo 6, > 0 tako da
(o — | < 8) = (Jw(@)] < 2). (4.12)

Iz (4.11) i(4.12) za 8, = min{6;, &} imamo
(lz = <o) = (lw(z)] < [f'(c) = k+w(=)]). (4.13)

Pomnozimo li (4.13) s |z — ¢| dobivamo (4.5). 0

4.2 Diferencijabilnost funkcija i operacije s
funkcijama

Od interesa je istraziti kako se svojstvo diferencijabilnosti funkcije u tocki
ponasa kod uobicajenih operacija s funkcijama
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Teorem 4.3. Neka su funkcije f,g: I — R diferencijabilne u tocki ¢ otvo-
renog intervala 1.

1. Funkcija f + g je diferencijabilna u tocki c 1
(f +9)(c) = f'(c) + g'(c). (4.14)
2. Funkcija fg je diferencijabilna u tocki c 1

(f9)'(c) = fi(c)g(c) + f(c)g'(c). (4.15)

3. Ako je funkcija 5 definirana na I, onda je i diferencijabilna u tocki c i

(£) (o - LS00 "

g g(c)?
Dokaz:

1. Za funkciju h = f + ¢g imamo

hz) — hie) _ fla) +g(@) = fle) —g(c) _ flz) = fl)  g(z) —g(c)

— f— +
xr —C xr —C xr —C r —C
Odatle je
o M@ =) L F@) = () gle) = gle)
T—C Tr — C T—C T — C Tr—c T — C

odnosno vrijedi (4.14).

2. Za funkciju h = fg imamo

h(xz) = h(c) _ f@)g(z) = f(e)g(c) _ f(x) — f(C)g(fo(c)g(l’) —g(c)
Odatle je
e CUCRY G

sto zbog neprekidnosti funkcije g u ¢ (teorem 4.1.) daje (4.15).
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3. Uzmimo prvo h = é, pa imamo
A 1 9(x)—g(c)
h(z) — h(c) _ 9@ gl _ _ az—c
T —c T—c glc)g(x)

Zbog neprekidnosti funkcije g u c slijedi

L) = h(e)  lima olr)—g(c)

z—c Tr—c g(C) lim,_,. g(x)7
1\ / 1
odnosno h'(c) = (—) (c) = _9(0)2. Sada na funkciju / = f- -
g g(c) g g

primijenimo pravilo za deriviranje produkta funkcija (4.15) i dobivam
(4.16).

o

O

Korolar 4.1. Neka su funkcije f,g : I — R diferencijabilne u tocki ¢ otvo-
renog intervala I. Tada je za sve A\, u € R funkcija \f + pg diferencijabilna
u tocki c 1

(Af + pg)'(c) = Af'(c) + ng'(c). (4.17)
Skup svih funkcija s I uR koje su diferencijabilne u tocki ¢ je vektorski pros-
tor (uz operacije zbrajanja i mnoZenja sa skalarom definiranim po tockama),
a pridruzivanje f— f'(c) je linearan funkcional na tom prostoru.

Dokaz: Uzmimo konstantnu funkciju h(z) = A, Vo € R. Tada je h'(c) =0
u svakoj tocki ¢ € R. Sada formula za deriviranje produkta daje (Af)(c) =
(hf)(c) = W(c)f(c) + h(c)f'(c) = h(c)f'(c) = Af'(c). Primjenom prethod-
nog rezultata i formule za deriviranje sume dobivamo (4.17). ]

Teorem 4.4. (Derivacija kompozicije funkcija) Neka su f : I - R, g:J —
R i neka je f(I) C J, tj. kompozicija go f : I — R je dobro definirana na I.

Ako je funkcija f diferencijabilna u tocki c € I i funkcija g diferencijabilna
u tocki d = f(c) € J, onda je kompozicija g o f diferencijabilna u c i vrijedi

(go f)(c) =g (d)f(c). (4.18)

Dokaz: Uzmimo funkciju w iz (4.2) tako da vrijedi (4.3) i analogno, neka je
w; definirana s

/
0 , zay =d,
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tako da vrijedi
9(y) = g(d) + (¢'(d) + w1 (y))(y — d), y€J, (4.20)

Neka je h = g o f, pa imamo
h(z) = g[f (x)] = g(d) + [g'(d) + w1 (f(@)][f (x) = f(c)],

sto daje
hz) —he) f(x) = f(c)
— ) 4.21
L= (@) + () (1.21)
Zbog neprekidnosti funkcije f u tocki ¢ i neprekidnosti w; ud = f(c), funkcija
wy o f je neprekidna u c¢i (wy o f)(c) = wi[f(c)] = wi(d) = 0. Sada je

(e) = tim "M g/ 0) 4o ()] tim TS,
odakle slijedi (4.18). H

Teorem 4.5. (Derivacija inverzne funkcije) Neka je f: 1 — J, I,J CR, I
otvoren interval, i neka je f neprekidna bijekcija na I. Ako f ima derivaciju
u tocki c € I 1 ako je f'(c) # 0, onda je f~1 diferencijabilna u tocéki d = f(c)
i vrijedi (f71)'(d) = fL()

Dokaz: Prema teoremu 3.14. je J otvoren interval i f=! : J — I je nepre-
kidna funkcija. Nadalje, iz diferencijabilnosti funkcije f u tocki ¢ slijedi

f@) = f(e) = (z = )[f (¢) + w(x)],

gdje je w funkcija neprekidna u ¢ definirana s (4.2).
Stavimo d = f(c) i y = f(x) pa dobivamo

y—d=1[f"y) = DI () +w(f )
Odatle dobivamo

) — 1) 1
y—d file) +w(f ()’

Sto zbog neprekidnosti funkcije w o f~ u tocki d i (wo f1)(d) = 0 daje

jednakost
fly) - _ 1

()@ = lim *—2 .

Prethodnu formulu ¢esto koristimo u obliku

—1y\/ o 1
V= iy
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4.3 Derivacije elementarnih funkcija

4.3.1 Potencije i korijeni

Neka je n € Ni f(z) = 2", x € R. Tada se indukcijom pomoc¢u formule
za deriviranje produkta funkcija lako dobije f’(z) = na™ !, Vx € R. Sli¢no,
neka je n € Ni f(z) = 27", « € R\ {0}. Iz prethodnog i formule za
deriviranje kvocijenta dobijemo (z7") = (&) = % = —nz "L

Neka je za n neparan f~!: R — R ili za n paran f~!: (0, +00) —

(0, +00) definiranas f~!(z) = /T = x=. Tada vrijedi (f 1) (z) = m =
1 _ 1 _ 1.1t
(VT T pE T et
Neka je ¢ € Q\ {0} i f : (0,+00) —> (0, +00) definirana s f(z) = z%.
Pokazimo da vrijedi formula (29) = gz9'. Naime, za ¢ = ™, m € Z i
n € N, iz prethodnog i pomoc¢u formule za deriviranje kompozicije imamo
(:L’%)' _ me)%]/ _ %(xm)%—lmxm—l _ %x%fermfl _ %x%fl.

4.3.2 Trigonometrijske i arcus funkcije

Za 0 < x < % vrijedi sinz < z itga > z. Odatle, za € (=3,%) \ {0}

vrijedi nejednakost cosz < % < 1. Odatle slijedi 111%51% =1.
T—
Sada za Ve € R vrijedi

sinz — sinc¢ QSin%cosmT*c sin £5¢ T +c
= = cos
T —c T —c e 2
Sto daje
. sinx —sinc . sin% ) T +c
lim ———— = lim ——= lim cos = cosc.
T—c xr —C r—c = T—c

Odatle je za f(z) = sinz, derivacija f’(c) = cosc za Ve € R ili u drugoj
oznaci (sinz) = cosz.

Nadalje, iz cos 2 = sin(z + 5) dobivamo (cosz)' = cos(z+ 7)1 = —sinz.

Pomocu formule za deriviranje kvocijenta imamo

(tgz) = <smx),: cosxcosx—s;nx(—smx) _ 12 .
coS ¥ cos? x cos? x
Analogno slijedi
, cosT,, —slnxsinx — cosTCcosT 1
(ctga) = (——)' = 5 =T
sin sin” x sin” x
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Za f(z) = Sin z je f~'(z) = Sin~' 2, pa formula za deriviranje inverzne
funkcije daje

1 1 1

cos(Sin~' z) B /1 — [sin(Sin~' z))2 V1=

Za f(z) = Cos z je f~'(z) = Cos ' z, pa formula za deriviranje inverzne
funkcije daje

(Sin'z) =

-1 —1 —1
(Cos™ta) = — - = T = :
sin(Cos™ #) /1 —[cos(Cos ' 2)]2  V1—2a?
1 1 1
Tg 'xz) = = = Vo €R,
e wrmeTy  Lrle(Te o) 1+a?
1 -1 -1
Ct _1.]3/: — = ,V:L’ER
(Cre ) ey Lt letg(CgT )2 1+ a?

4.3.3 Eksponencijalna funkcija

Za eksponencijalnu funkciju ezp : R — (0, +o0) i ¢ € R imamo

. exp(z) — exp(c) ,

'(c) =1 = 1 = .
exp'(c) = lim P ezp(c) lim ———— exp(c)
Dakle, za Vo € R je (e*)" = €”.

Za logaritamsku funkciju f~!(z) = Inx kao inverznu funkciju od ekspo-
nencijalne imamo

1
(Inz) = =—,Vz > 0.
T

eln T

Primjer 4.4. Neka je f(z) = In|z| za  # 0. Tada za 2 > 0 imamo f(z) =
Inz, paje f'(z) = 1. Zaz <0je f(z) =In(—x), paje f/(z) = L(-1) = 1.
Dakle Va # 0 je (In|z]) = <.

Primjer 4.5. Opca potencija za x > 01 «a € R\ {0} je funkcija definirana s
z® = e*™* Odatle je (2%) = e*"al = az*~!.

Primjer 4.6. Eksponencijalna funkcija s bazom a > 0 definira se kao a® =

e?ne za Y € R. Odatle je (a*) = e*%Ina = a® In a. Njena inverzna funkcija

. . .o ! 1 . 1
log,x ima derivaciju (109a7)" = —merems = 7302
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4.3.4 Hiperbolne i area funkcije

z _ ,—x\' T —x
(sh z)" = <6 ‘ ) _cte =ch z,Vx € R,
2 2
x —z\ '/ r -z
(ch z)! = <€ e ) :i:shx,VxeR,
2 2
hz\  ch?z —shz 1
tha) = (- = = R
(th 2) <Ch ZL‘) (ch x)? ch® x Vo ek,
ch 2\’ sh’z—ch’z -1
thz) = (— ) = = Ve e R\ {0
(cth z) <sh :c) (sh x)? sh? ' v e R0}
1 1
(sh™tz) = - = — Vz € R,
ch(sh™" z) \/1 + (sh(sh ™' z))2 Vit
1 1 1
(Ch*l z) = —— = — - Vo> 1,
sh(Ch™" z) /(Ch(Chil 2)? -1 2 —1
1 1 1
(th'z) = — - = Va e (—1,1),
ety L [th(h M) 1—a?
1 1 1
cth™z) = = = Vo e R\ [-1,1].
( ) 75112(;}117196) 1 —[cth(cth™'2)]2  1—2? V ]

Primjer 4.7. (Logaritamsko deriviranje) Neka su f : I — (0,+00), g :
I — R, I C R otvoren interval, diferencijabilne funkcije. Tada je i funkcija
h: I — R, definirana s h(z) = f(z)9®), Vo € I, diferencijabilna. Naime,
In(h(x)) = g(x)In(f(x)), pa deriviranjem lijeve i desne strane ove jednakosti

imamo: ';:((;”)) = ¢'(z) In(f(2)) + g(x)ﬁ((f)). Odatle je

f'(x)
()

W(x) = f(x)* | ¢'(x) In(f(z)) + g(x)

4.4 Teoremi srednje vrijednosti i primjene

Lema 4.1. Neka je f: I — R, diferencijabilna u tocki ¢ otvorenog intervala
I CR. Ako je f'(c) > 0 onda 3§ > 0 takav da vrijedi

(z € {c=90,0) = (f(x) < f(c)),
(z € (c,c+0)) = (fle) < f(=)).
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Ako je f'(c) < 0 onda 3§ > 0 takav da vrijedi
(z € (c—0,0) = (f(x) > f(c)),
(z € (c,c+0)) = (f(c) > f(x)).

Dokaz: Slicno kao u dokazu teorema 4.1., iz diferencijabilnosti funkcije f u
¢ slijedi neprekidnost u ¢ funkcije g : I — R definirane s

O
g(:v)—{ flle) ,zax=c

Zbog g(c) = f'(¢) > 0, po lemi 3.2. iz M.A.L. 36 > 0 takav da Vo € [
(Jz —c| < &) = g(x) > 1g(c) > 0. To daje

@ete-0) =TT 00 (5w) - p0) < 0).
(z € (c,c+5>):>M > 0= (f(x) = flc) > 0).

r —cC

O

Definicija 4.2. Za funkciju f : I — R kazemo da u ¢ otvorenog intervala
I C R ima

a) lokalni maksimum f(c), ako 30 > 0 takav da Vo € I (|x — | < 0) =
(f(x) < f(e)),

b) strogi lokalni maksimum f(c), ako 39 > 0 takavda Ve € I (0 < |z—c| <
0) = (f(x) < f(c)),

c¢) lokalni minimum f(c), ako 3§ > 0 takav da Vo € [ (Jz — ¢| < 9) =

(f(z) = f(e)),

d) strogi lokalni minimum f(c), ako 30 > 0 takavda Ve € I (0 < |z —¢| <

0) = (f(z) > f(c).

Takve tocke zovemo tockama lokalnih ekstrema, odnosno, strogih lokal-
nih ekstrema.

Lema 4.2 (Fermat). Neka f : I — R u tocki ¢ otvorenog intervala I C R
ima lokalni ekstrem. Ako je f diferencijabilna u ¢, onda je f'(c) = 0.
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Dokaz: Neka f ima u c¢ lokalni maksimum. Kada bi bilo f’(¢) > 0 onda
bi postojao 6 > 0 takav da (z € (c,c+ 0)) = (f(c) < f(x)), tj. f ne
bi imala lokalni maksimum u c¢. U slucaju f'(¢) < 0 36 > 0 takav da
(x € (c—0,¢)) = (f(z) > f(c)), pa f opet ne bi imala lokalni maksimum u
c. Dakle, mora biti f'(¢) = 0. 0

Uvjet da je derivacija u tocki jednaka nuli nije dovoljan da bi u toj tocki
funkcija imala lokalni ekstrem. Tocke iz otvorenog intervala u kojima je de-
rivacija jednaka nuli nazivamo stacionarnim tockama.

Primjer 4.8. Za funkciju f(z) = 22 je f'(x) = 322, tj. f'(0) =0, ali f nema
lokalni ekstrem u 0 jer je f strogo rastuca na R.

Teorem 4.6 (Rolle!). Neka je f : I — R, diferencijabilna na otvorenom
intervalu I C R i neka za a,b € I, a < b, vrijedi f(a) = f(b) = 0. Tada
dc € (a,b) takav da je f'(c) = 0.

Dokaz: Buduéi da je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b] C I,onda ona
poprima minimum m i maksimum M na tom segmentu (B-W teorem).

Ako je m = M onda je f konstantna funkcija na tom segmentu, pa je
f'(c) =0, Ve € (a,b). Pretpostavimo da je m < M. Onda se barem jedna od
tih vrijednosti poprima unutar intervala (a,b), i pretpostavimo da je to M,
tj. Jzp € (a,by, M = f(xp). Sada po lemi 4.2. je f'(zp) =0, tj. ¢ =z
je trazena tocka. H

Teorem 4.7 (Lagrange?®). Neka je f: I — R, diferencijabilna na otvorenom
intervalu I C R i neka su a,b € I, a < b. Tada ¢ € (a,b) takav da je

f(0) = fla) = f(c)(b—a).

Dokaz: Neka je funkcija g : I — R zadanas g(x) = f(x)—f(a)—%(x—

a). Funkcija g je diferencijabilna na I i ¢'(z) = f'(z) — %, Vo € I.
Takoder je g(a) = g(b) = 0, pa g zadovoljava sve uvjete Rolleovog teorema,

tj. 3¢ € (a,b) takva dajeO:g’(c):f’(c)—W. 0

"Michel Rolle (Ambert, 21. travanj 1652. — Paris, 8. studeni 1719.) francuski mate-
maticar

2Joseph Louis Lagrange [Giuseppe Lodovico Lagrangia] (Turin [Sardinija] 25. sijecanj
1736.— Paris, 10. travanj 1813. , talijansko-francuski matematicar
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Geometrijska interpretacija Lagrangeovog
teorema srednje vrijednosti kaze da za svako y 1
a,b € I i sekantu koja prolazi tockama ; p,

(a, f(a)) 1 (b, f(b)) na grafu I'(f) funkcije

f postoji tangenta s diralistem (c, f(c)) na s
grafu I'(f) koja je paralelna s tom sekantom.
Naime, jednakost iz Lagrangeovog teorema yf)
moze se pisati kao
o
ooy - 1= f@)
b—a

a to je upravo jednakost koeficijenata smjera
tangente i sekante.

Postoji nekoliko sli¢énih, ali u nekim detaljima razlicitih, formulacija Rol-
leovog i Lagrangeovog teorema. Ako je f : [a,b] — R, onda se pretpostavlja
njena neprekidnost na [a,b] i diferencijabilnost na (a,b). Neprekidnost na
segmentu [a, b] je dovoljna za primjenu Bolzano-Weierstrassovog teorema u
dokazu Rolleovog teorema, a stacionarna tocka je i onako iz otvorenog inter-
vala (a, b), pa je dovoljno pretpostaviti diferencijabilnost na (a, b).

Takoder, nekada se tocka ¢ € (a, b) pise u obliku ¢ = a+v9(b—a), ¥ € (0, 1).

Sada ¢emo dokazati da za funkciju diferencijabilnu na otvorenom intervalu
I C R, njena derivacija f’: I — R definirana s (f’)(z) = f'(x), Y € I, ne
moze biti bilo kakva funkcija.

Teorem 4.8. Neka je f : I — R diferencijabilna na otvorenom intervalu
I C R i neka funkcija f' : I — R ima u tocki ¢ € I limes slijeva (limes
zdesna). Tada je f' neprekidna slijeva (zdesna) u c.

Dokaz: Neka je z € I, x < ¢, pa po Lagrangeovom teoremu srednje vrijed-
nosti postoji tocka ¢, € (x,c) takva da vrijedi f(z) — f(c) = f'(c.)(z — ¢).

Odatle je fz) = ) = f'(c,). Po pretpostavci postoji lim f'(x). No,
r—C T—Cc—

tada je lim fl(x) = lim f'(cz), odnosno, zbog postojanja f’(c) vrijedi

S ket (B[ (DN ]

T—c— T—rc— Tr—cC T—cC Tr—C

Interesantna je slijedeca posljedica.

Korolar 4.2. Ako realna funkcija f ima derivaciju f’ na otvorenom intervalu
I C R, onda funkcija f' nema prekida prve vrste na I.

Zadatak 4.1. Pokazite za funkciju f : R — R definiranu s f(z) = 2?sin(1)
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za x # 01 f(0) = 0 da je diferencijabilna na R i da joj je derivacija f
neprekidna na R\ {0}, a u 0 ima prekid (druge vrste).

4.5 Monotonost i derivacija funkcije

Teorem 4.9. Neka je f : I — R, diferencijabilna na otvorenom intervalu
I CR. Funkcija f raste na I ako i samo ako je f'(x) >0, Vo € 1. Funkcija
f pada na I ako i samo ako je f'(x) <0, Va € I.

Dokaz: Neka f raste na I, tj. Vo, 20 € I (21 < 23) = (f(21) < f(x2)).
Kada bi postojala tocka ¢ € I takva da je f'(¢) < 0, onda bi po lemi 4.1.
postojao 6 > 0 takav da vrijedi (z € (¢ — d,¢)) = (f(x) > f(c)), a to je u
suprotnosti s rastom funkcije. Dakle, f'(x) > 0, Vz € I.

Obratno, neka je f'(x) > 0, Vo € I. Neka su x1,29 € I, 21 < 3. Po
Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti 3¢ € (z1,x9) tako da je f(z3) —
f(@1) = f'(e)(x2 —21) 20, 4. f(21) < fla2).

Druga tvrdnja slijedi iz prve tvrdnje za funkciju —f. H

Uvjet da je f'(x) > 0, Vx € I, je dovoljan za strogi rast funkcije f na I,
ali taj uvjet nije nuzan. To pokazuje primjer funkcije f(z) = 23, Vo € R.
Naime, ta je funkcija strogo rastuéa, ali f’(0) = 0. Nuzan i dovoljan uvjet
dan je u sljede¢em teoremu.

Teorem 4.10. Neka je f : I — R, diferencijabilna na otvorenom intervalu
I CR inekajeS ={x € l;f'(x) =0}. Funkcija f strogo raste (pada) na
I ako 1 samo ako skup S ne sadrzi otvoreni interval i f'(x) >0 (f'(x) <0),
Veell\S.

Dokaz: Neka f strogo raste na I. Po prethodnom teoremu vrijedi f'(z) > 0,
Ve € I. Kada bi postojao otvoren interval Iy C S, onda bi V1,29 € I,
x1 < x9 postojao ¢ € (xq, o) takav da je f(xq) — f(x1) = f'(¢)(xg —x1) = 0,
a to je suprotno pretpostavci o strogom rastu funkcije f na I. Dakle, skup
S ne sadrzi interval.

Pretpostavimo sada da je f'(z) > 0, Ve € I\ S ida S ne sadrzi interval.
Zbog f'(x) > 0, Vx € S, prema teoremu 4.9. funkcija f raste na I. Kada
bi postojale tocke x1,x9 € Iy, 1 < x3, takve da je f(z1) = f(x3), onda bi
zbog rasta funkcije f za svaki x € (1, x9) vrijedilo f(z1) < f(x) < f(z2), tj.
f(x) = f(x1) = f(xs). Tada bi funkcija bila konstantna na intervalu (xy, z),
tj. (x1,z2) €S, §to se protivi pretpostavci. 0

Sada smo u mogucénosti opisati dovoljne uvjete za lokalne ekstreme dife-
rencijabilne funkcije pomoc¢u njene derivacije.
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Teorem 4.11. Neka je f : I — R, diferencijabilna na otvorenom intervalu
I CR.

1. Akojece I, f'(¢)=01iako 30 >0, (c—0d,c+9) C I, tako da
(xe€{c—10d,¢)) = (f'(x) >0)i(x € (c,e+)) = (f(z) <0),
onda f ima u tocki ¢ strogi lokalni maksimum.
2. Akojece I, f'(c) =0iako 36 >0, (c—6,c+0) C I, tako da
(xe€{c—10d,¢)) = (f'(xz) <0)i(x € (c,e+d))=(f(z)>0),
onda f ima u tocki ¢ strogi lokalni minimum.

Dokaz: 1. Neka je f'(¢) = 01 (x € (¢ —146,¢)) = (f'(z) > 0)i (z €
(c,c+9)) = (f'(x) <0). Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti
Vo € (¢ —d,c+ ) It izmedu c i z tako da vrijedi f(c) — f(z) = f'(t)(c — z).
Sada, za * € (c — d,¢) imamo = < t < ¢, pa je f'(tf) > 0. Stoga je
fle)=f(z) = f'(t)(c—x) > 0. Zaz € (c,c+ ) jec <t <z paje f'(t) <0,
odakle slijedi f(c) — f(x) = f/'(t)(c—x) > 0. Dakle, V& € (¢c—d,c+9), x # c,
je f(x) < f(c), tj. f u c ima strogi lokalni maksimum. Sluc¢aj 2. slijedi iz 1.
zamjenom f s —f. M

Primjer 4.9. Ispitati lokalne ekstreme i naci intervale monotonosti funkcije

fx) =

1+ 22
1 — 22

Funkcije f i f’ su definirane na R i f'(z) = A0
x

Stacionarne tocke su xy = —11 29 = 1.
Zbog f'(—2) < 0 funkcija pada na (0o, —1), zbog f’(0) = 1 f raste na
(—1,1) i zbog f'(2) < 0 f pada na (1,+00).

Stoga imamo lokalne ekstreme: min(—1, —3) i max(1, 1).

(o0, 1) [ (-1, 1) | {1,0) Sjiy\
f’ - + —

AR A '




4.6. TAYLOROV TEOREM 105

Primjer 4.10. Ispitati lokalne ekstreme i naci intervale
monotonosti funkcije f(z) = fz* — 2% — 222 + 1.

Funkcije f i f’ su definirane na R i 40
f(x) =23 — 32% — 4o = (2? — 3z — 4)z.
Stacionarne tocke su x1 = —1, 2o = 01 23 = 4. 20

Vrijednosti derivacije izmedu stacionarnih tocaka
su f'(=2) = —12, f'(—3) =3, f'(1) = —6.

Lokalni ekstremi su: min(—l,i), max(0,1),-4 -2 R
min(4, —31).

-20

{(“oo,—1) [ (~1,0) [ {0,4) [ (4,00)
rl - + - |+
f N /! hN /

4.6 Taylorov teorem srednje vrijednosti i pri-
mjene

Definicija 4.3. Neka je I C R otvoren interval i f : I — R ima n-tu
derivaciju na I. Za ¢ € I polinom

k),
Tn(a:):f(c)—i-zf k( )(a:—c)k, r € R, (4.22)
k=1 )

zovemo Taylorov! polinom n-tog reda za funkciju f u tocki ¢, a funkciju
R.(z) = f(z) = T,(x), x €I, (4.23)
zovemo n-ti ostatak funkcije f u c.
Lagrangeov teorem srednje vrijednosti ima sljedec¢e uopcenje.

Teorem 4.12. (Taylor) Neka je I C R otvoren interval i neka f : I — R,
ima derivaciju n + 1-vog reda na I. Neka je c € I 1T, Taylorov polinom za
f u tocki ¢ definiran s (4.22). Tada ¥z € I, e, izmedu c i x, tako da je

f(”ﬂ)(cgg)
(n+1)!
!Brook Taylor (Edmonton, 18. kolovoz 1685.— London, 30. studeni 1731.) engleski
matematicar

R,(x) = (x —c)"*t (Lagrangeov oblik ostatka). (4.24)

o]
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Dokaz: Za ¢vrsto x € I, x # ¢, definirajmo funkciju F : I — R formulom

n f(k‘)(t) (1‘ . t)n+1
PO = 10 =50 - TP - - A as)
gdje je
n ! " (k) C
A= ) - 0 - 3 e —c>’f] | (4.26)

Lako je provjeriti da je F'(z) = 0, a zbog (4.26) vrijedi F'(¢) = 0. Nadalje,

Gy RV (®) N
SORSCEDY {L I . _%l (o tyf—l] ApiCast)

(ZL‘ — t)n n+1
= [A—f(+)(t)] )
Iz Rolleovog teorema srednje vrijednosti zakljuc¢ujemo da dc, strogo izmedu
cix takav da vrijedi F'(c,) = 0. To povlaci da je A = f"*Y(c,), §to pomoéu
(4.26) daje (4.24). ]

4.6.1 Odredivanje ekstrema pomoc¢u derivacija viSeg
reda

U proslom teoremu pokazali smo da je f’(¢) = 0 nuzan uvjet za postojanje
lokalnog ekstrema diferencijabilne funkcije f u tocki c¢. Sada ¢emo dati dovo-
ljan uvjet za lokalne ekstreme pomocéu derivacija viseg reda u tocki c. C™ (1)
je skup funkcija koje imaju neprekidnu n-tu derivaciju na I.

Teorem 4.13. Neka je I C R otvoren interval, f : [ — R, f € CFI(I).
Neka je ¢ € I stacionarna tocka, tj. f'(c) = 0. Ako postoji n € N, takav da
Vk € {1,...,n} vrijedi f®(c) =0 i f**(c) # 0, tada u slucaju

1. kada je n + 1 paran broj i f™+Y(c) > 0, f ima u c strogi lokalni
minimum,

2. kada je n + 1 paran broj i f™)(c) < 0, f ima u c strogi lokalni
maksimum,

3. kada je n+1 neparan broj, f nema u c lokalni ekstrem (ima horizontalnu
infleksiju).
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Dokaz: Pretpostavimo da je nastupio 1. slucaj. Tada zbog neprekidnosti
fOFY u toeki ¢ 30 > 0 takav da Vo € (c — d,¢ + 6) vrijedi f™+Y(z) > 0,
Po Taylorovom teoremu srednje vrijednosti, VY € (¢ — §,c¢ + ) Jc, izmedu

cix tako da je f(z) = f(c) + f(:;rl()c!””)(x — )" > f(c) (zbog parnosti
eksponenta n + 1). Dakle, f ima u ¢ strogi lokalni minimum. Slu¢aj 2. se
dokazuje analogno.

U 3. slucaju, zbog neparnosti eksponenta n + 1, na razli¢itim stranama
od ¢ vrijednost od f™*(c,)(x — ¢)"*! ima razlicite predznake, tj. u ¢ nije
lokalni ekstrem funkcije f. 0

Primjer 4.11. Ispitati lokalne ekstreme funkcije f(z) = ta* — a3 — 222 + 1.

Funkcije f, f' 1 f” su definirane na R.
Imamo f'(z) = 23 —32% —dx = (22 = 3z —4)z i f"(z) = 32> — 62 — 4.
Stacionarne tocke su x1 = —1, x9 =01 x3 = 4.

Vrijedi f”(—=1) =5 >0, f”(0) = =4 < 0, f”(4) = 20 > 0, pa su tocke

lokalnih ekstrema:

min(—1, 1), max(0, 1), min(4, —31).

Primjer 4.12. Ispitati lokalne ekstreme funkcije f(x) = zhe ",
Funkcije f, f'i f” su definirane na R.

f(x) = e (42® — 227)

f(x) = e (425 — 182 + 1222)

f(x) = e (=827 4 60z° — 962> + 24x)

f®O(2) = e **(162° — 1762 + 4922* — 3361222 4 24)

Stacionarne tocke su x; = —\/5,
$2:Oil‘3:\/§. Zj
Vrijedi f"(—v/2) <0, f(0) =0,
0.2
f7(0) =0, f@(0) =24 >0, 1

F1(-vD) <0 S o
pa imamo lokalne ekstreme: max(—+/2,4e?), min(0,0), max(y/2, 4e~2).
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1
22 zax #0

0 . umue je klase C(>)(R) i

Primjer 4.13. Funkcija f(z) = { €
vrijedi £ (0) = 0, ¥n € N.

Funkcija f = f|R\ {0} je elementarna funkcija i ona je klase C*°(R \

{0}). Njene derivacije su oblika f(™(z) = Pn(%)e*x%, gdje je P, polinom
za kojeg vrijedi P,(0) = P'(0) = 0 za sve n € N. Naime, f)(z) =
(F™ (@) = (Pu(L)e ) = Pi(1)(=H)e™ + Py(L)e 22 (2) odakle slijedi
P,y = 223P,(x) — 2*P)(x).

Sada matematickom indukcijom pokazimo da f ima derivaciju svakog

reda u 0 i da je £ (0) = 0.

- fl) = fO0) 1y
! = _— = — 22 —
Vrijedi f/(0) = }:IL% pr— }:IL% e 0.
1 1
Zbog hI%P (—) e «2 =0, za svaki polinom P (vidi primjer 3.3) imamo
T—r €T

£+ (0) = Tim ) = f0) Lo —o

xz—0 x—0 z—0 I T

Dakle, tu nije moguce primijeniti prethodno pravilo za odredivanje eks-
%e_x% , za x # 0

0 ,zax =10
vidi da f ima u tocki 0 strogi lokalni minimum (nacrtaj graf).

trema. Medutim, pomoc¢u prve derivacije f'(x) = { se

4.6.2 Konveksne funkcije, infleksija

Definicija 4.4. Za realnu funkciju f kazemo o

da je konveksna na intervalu I C R, ako e+t o)
1] + 2

(Vl’l,.TQ S [) f (xl ;$2) < f(xl);f(xQ) ' f[x1] X

(4.27)
Funkcija f je strogo konveksna ako u 2
(4.27) za x1 # x5 vrijedi stroga nejednakost.

O] x1 X1 + X2 X2

Funkcija f je konkavna ako vrijedi

f(z1) + f(22)
5 ;

T+ X9
2

(V1,29 € 1) f( ) >

a strogo konkavna ako u (4.28)za x; # x5 vrijedi stroga nejednakost.
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Teorem 4.14. (Jensenova nejednakost) Neka je f: I — R funkcija defini-
rana na otvorenom intervalu I C R. Funkcija f je neprekidna i konveksna
na I ako i samo ako vrijedi nejednakost

Ako jednakost u (4.28) wvrijedi za neko t € (0,1), onda jednakost vrijedi
Vit e |o,1].

Dokaz: Neka je f neprekidna i konveksna na I. Za bilo koje x1,29 € [
definirajmo neprekidnu funkciju ¢ : [0,1] = R s

g(t) = F(1 = By +ta) — (1 — ) f(x1) — tf(z2), VEE[0,1].  (4.29)

Zelimo dokazati da je g(t) < 0, Vt € [0,1]. Pretpostavimo suprotno, tj. neka
g postize svoj maksimum u tocki ¢ i neka je g(c) > 0. Zbog ¢(0) = g(1) =0
jec € (0,1). Neka je 6 = min{ec, 1 —c}, tj. segmenti [c— 9, c+9] i [0, 1] imaju
barem jedan zajednicki rub. Iz konveksnosti funkcije f slijedi konveksnost
funkcije g, pa vrijedi

(c—6)+(c+5))gg(c_5>+9<c+5). (4.30)

g(C)Zg( 5 5

Bududi da je g(c—9) = 01ili g(c+ ) = 0, to je desna strana od (4.30) strogo
manja od g(c), §to je kontradikcija s ¢injenicom da je g(c) > 0 maksimum.
Dakle, vrijedi g(t) < 0, Vt € [0, 1].

Ako je g(c) = 0 za neko ¢ € (0,1), onda za izbor § > 0 takav da vrijedi
[c—6,c+d] C[0,1], iz (4.30) slijedi g(c— &) +g(c+0) = 0. Zbog g(c—0) <0
ig(c+0) <0, to povlaci g(c—0) =01 g(c+ ) = 0. Iz toga slijedi da je
g(t) =0,Vt €[0,1], tj. jednakost u (4.28) tada vrijedi za svako ¢ € [0, 1].

Neka za funkciju f vrijedi Jensenova nejednakost (4.28). Za 1, xq, 23 € I,
T < T3 < Ty imamo x3 = Z:ﬁf xﬁrﬁz:iixg. Iz Jensenove nejednakosti (4.28)
za t = =" dobivamo f(x3) < 2=2 f(x1) + 2=2 f(x9). Odatle je

To—T

Lo — T3 xr3 — I xr3 — I

f(x2) = (f(22)—f(21))

To — X1 To — I 1’2—.’1717

Flas)—f(an) < ( - 1) Flan)+

Sto daje

f(z3) — f(1) < f(z2) — f(z1)
Tr3 — X1 - To — X '
Analogno se dobije nejednakost

f(zg) — f(1) < f(z2) — f(fcs)

To — T o To — I3
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Dakle, Va1, 29,23 € I, 1 < 13 < x5 vrijedi
flxs) — f(z1) < fx2) — f(z1) < flwa) = flzs) (4.31)
T3 — T To — T Ty — T3
Uzmimo bilo koju tocku ¢ € I'i§ > 0 takav da je (¢ — d,c+ ) C I.

Definirajmo funkcije -

g(z) = w& —c)+ flc) ;2 <c topy I
Kt 0O (p — )+ f(c) se<a’

by [ A0 o pe) e
(@) =\ sobes (o4 fe) e<a
5 )

Pokazimo da za x € (c — d,¢ + 9) vrijedi h(z) < f(x) < g(z). Za
x = cje h(c) = f(c) = g(c). Ako je z € (¢ — 0,c), onda iz (4.31) za
T3 =1, T =C— 01Ty = cimamo f(c)_éf(c_é) < f(cz:j:(x). Odatle je f(z) <
W(az - cg + f(c) = g(x). Za z3 = 0,5371 =212y = c+ 6 imamo
[AT@ < HANTE) -y odatle h(z) = LT o) 4+ fe) < fla).
Analogno, za x € (¢,c+6), iz (4.31) za 3 = x, x1 = c 1 29 = ¢+ § imamo
f@)—f(c) < f(c+6()s—f(c). Odatle je f(z) < f(c+6()s—f(0) (x —¢) + f(c) = g(x).

Za x; = c—0, x3 = ¢, Ty = x 1 imamo f(c)_f;(c_‘s) < f(x;:ic(c), a odatle
h(w) = TOHED @ — ) + f(e) < f(@).
Teorem 3.3 o sendvicu za limes funkcije daje lim f(z) = f(c). 0
T—rC

Napomena 4.1. Otvorenost intervala u prethodnom teoremu je nuzna da bi
Jensenova nejednakost povlacila neprekidnost funkcije. To se vidi iz primjera
funkcije f : [0,4+00) — R za koju je f(0) =11 f(x) =0za z > 0.

Teorem 4.15. Neka je f : I — R diferencijabilna funkcija na otvorenom
intervalu I C R. Funkcija f je konveksna na I, ako i samo ako je njena
derivacija [’ rastuéa funkcija na I.

Dokaz: Neka je f konveksna na otvorenom intervalu I. Zbog neprekidnosti
funkcije f i teorema 4.14 za f vrijedi Jensenova nejednakost (4.28). Odatle,
kao u dokazu teorema 4.14 za bilo koje xy,x9, 23 € I, 1 < 3 < T3 imamo

nejednakost (4.31). Ako u (4.31) prvo predemo na lim , a zatim na lim ,
r3—T1 T3—T2

dobivamo nejednakost
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tj. (1 < a2) = (f'(21) < f'(22)). Dakle, f’ je rastuca funkcija na I.

Obratno, neka je f’ rastuéa funkcija na I. Uzmimo po volji x1,x9 € I,
xr1 < x9. Po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti J¢; € (21, %> i
Jep € (V522 15) takvi da je

i (x : ) —f ) = ) 2 f ) g ( : l”) - o)

2 2 2 2

Zbog (c1 < ¢3) = (f'(c1) < f'(c2)) i 29 — 21 > 0 vrijedi

- [f (‘C ‘2““”) - f(xl)} < {f(wz) -/ (“” '2“6)} ,

odakle slijedi

tj. f je konveksna funkcija na 1. H

Korolar 4.3. Neka je f : I — R dva puta diferencijabilna funkcija na
otvorenom intervalu I C R. Funkcija f je konveksna na I ako i samo ako je
f'(x) >0, Vx el

Dokaz: Po prethodnom teoremu f je konveksna na I ako i samo ako je f’
rastuca na I, a to vrijedi onda i samo onda ako je f”(x) >0, Vx € I. 0

Definicija 4.5. Neka je I C R otvoren interval i f : I — R. Tocka ¢ € 1
je tocka infleksije ili prijevojna tocka, ako postoji 6 > 0 takav da je na
intervalu (¢ — 9, ¢) funkcija f strogo konveksna, a na intervalu {(c,c+ 0) je f
strogo konkavna ili obratno. Jos kazemo da je tocka (c, f(c)) tocka infleksije
grafa funkcije f.

Teorem 4.16. Neka je f : I — R dva puta neprekidno diferencijabilna
funkcija na otvorenom intervalu I C R i neka je ¢ € I izolirana nultocka od
1" . f"(c) =04 f"(x) # 0 na nekom intervalu oko c¢. Tocka ¢ je tocka
infleksije funkcije f ako i samo ako funkcija ' ima u c strogi lokalni ekstrem.

Dokaz: Neka je f strogo konveksna (strogo konkavna) na (¢ — 6, ¢) i strogo
konkavna (strogo konveksna) na (c,c + 0). Tada f’ strogo raste (pada) na
(c—0,c) istrogo pada (raste) na (c,c+49), tj. f’ima strogi lokalni maksimum
(minimum) u c.



112 4. DERIVACIJA

Obratno, neka f’ ima u ¢ strogi lokalni maksimum. Tada 30 > 0 takav
da f” > 0mna (c—4d,¢) 1 f” <0na (c,c+9). Stoga je f strogo konveksna na
(¢ —6,c) 1strogo konkavna na (c, ¢+ 6). O

Primjer 4.14. Ispitati lokalne ekstreme i tocke infleksije funkcije f(z) =
2
e .
Funkcije f, f'i f” su definirane na R.

f(x) = —2ze"
F(z) = (422 — 2)e

Stacionarna tocka je z; = 0. Moguce tocke

infleksije su z9 = —? iy = g

Vrijednosti f”(—1) > 0, f”(0) <0, f"(1) > -®
0, max(0, 1) odreduju konveksnost i konkav-
nost u intervalima izmedu tocaka infleksije.

7 + - - +
f’ + + - -
f /! /" N\ ¢
s. konv. s.konkav. | s. konkav. | s. konv.

x
1+ 22

Primjer 4.15. Ispitati lokalne ekstreme i tocke infleksije funkcije f(x) =
Funkcije f, f'1 f” su definirane na R.

a2
f'(x) =

17 - 2$(1‘2—3) 0.2
f (l‘) T (14a22)3 X3 X1 | |
-3 -2 -1 X4 1X, Xs 2 3
Stacionarne tocke su x; = —11 29 = 1. Pl ook

Moguée tocke infleksije su x5 = —/3,
zs=01z5= V3.

Vrijednosti druge derivacije izmedu tocaka infleksije su: f”(—=2) > 0,
f7(0) <0, f’(1) > 0, a jedini lokalni ekstrem je max(0,1).
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(—o0,=V3) | (=v3,-1) | (-1,0) (0,1) (1,V3) (V/3,00)
7 - + + - - +
f’ - - + + - -
f ¢ N\ / a N\ ¢
s. konkav. s. konvek. | s. konvek. | s. konkav. | s. konkav. | s. konvek.

4.6.3 Okomite i kose asimptote na graf funkcije
Definicija 4.6. Neka je I C R otvoren skup i f : I — R funkcija ¢iji je
graf I'y C R x R. Kazemo da je pravac p asimptota na graf funkcije I'y, ako
udaljenost izmedu pravca i tocke T' € I'y tezi k 0 kako se tocka T" beskonacno
udaljava od ishodista.

Graf I'; ima okomitu asimptotu u rubnoj tocki podrucja definicije ¢ € R
ako je limif(x) = +o00.
Tr—cC

Graf I'; funkcije f : I — R ima kosu ili horizontalnu asimptotu y = kx +1
u +o00, ako je

1. {a,+00) C I zaneko a € I,

(z)

1’. (—o0,a) C I zaneko a € I,

(z)

T N P LRACRI
3. EIJP (f(x) —kxr)=1€R 3. Er}l (f(x) —kxr)=1€R
Primjer 4.16. Ispitaj tok i nadi asimptote
vor+1
funkcije f(z) = : o
x

1. Prirodna domena funkcije je 0

D(f) =1[-1,0) U(0,4+0c0).

20

2. f/(x):—%g\"/ﬁ?,xép(f). 0.5 1 1.5
. Ve +1 ) r+1
3. lim = —00 , lim =
z—0— x z—0+4 x
+o00. Dakle, f ima asimptotu u 0. -4
[—1,,0 > | (0, 00) .
f’ - -
f Y N
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Primjer 4.17. Ispitaj tok i nadi asimptote 20
2

funkcije f(z) = ’ _23.
l‘ p—

1. Prirodna domena funkcije je D(f) =

R\ {2}

x? —4x +3
2. =—— x€D(f). -
fl) =g T € D) |
Stacionarne tocke su zy =11 29 = 3. s
22 -=3 . 2 —
lim = —00, lim = +00
22— 1 — 2 z—=2+ 1 — 2

Dakle, f ima okomitu asimptotu u 2.

) x?—3 . x?2—3 o 2r—1 )
lim —— =1, lim —x = lim =2, tj.
r—+o00 ,]j(,j(; — 2) r—+oo I — 2 r—too I — 2

y = x + 2 je kosa asimptota u 4o0.

(—o0,1) | (1,2) | (2,3) | (3,4+00)
f’ + - - +
f a ¢ N\ a

4.6.4 Svojstva konveksnih funkcija

Definicija 4.7. Neka je I C R otvoren interval i f : [ — R. Kazemo da f

ima u tocki ¢ € I lijevu derivaciju ako postoji f' (c¢) = lim M,
Tr—Cc— T — C
f(z) — f(c)

odnosno desnu derivaciju ako postoji f(c) = lim
r—ct Tr —cC

Napominjemo da treba razlikovati f’ (¢) od limesa s lijeva derivacije
f'(c—), odnosno f! (c) od limesa s desna derivacije f'(c+)

Teorem 4.17. Neka je I C R otvoren interval ¢ f : I — R neprekidna 1
konveksna funkcija na I.

1. U svakoj tocki x € I funkcija f ima lijevu f' (x) i desnu f'(z) desnu
derivaciju, te vrijedi f' (x) < fi(z).

2. Funkcija x — f'(x) je rastuéa i neprekidna slijeva na I, a funkcija
x — fi(x) je rastuca i neprekidna zdesna na I.
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3. Funkcija f ima derivaciju na I\J, gdje je J C I najvise prebrojiv skup.
Dokaz: Za a < x; < 3 < x5 < b, kao u dokazu teorema 4.14., vrijedi

f(x3) — f(z1) < fz2) = f(21) < f(xa) — f<x3) (4.32)

T3 — X1 - To — I - To — X3

1. Neka je ¢ € I bilo koja tocka. Za xo = ¢, x1 =c—six3=c—1 desna
nejednakost u (4.32) daje

fle) = fle=s) _ fle) = fle=1)
S - t

(0 <t<s). (4.33)

Zax)=c, x3=c+tizry=c+ s lijeva nejednakost u (4.32) daje

flett) = fle) _ flets) = flo)
t - S

0<t<s). (4.34)

Zbog

% (c+t)+ fle=1)] =

= fle) = fle=1t) < fle+1) = f(o).
Odatle, dijeljenjem s ¢ i upotrebom (4.33) i (4.34) dobivamo:

fle) = fle=t) _ flets) = f(o)
t - S

f(c):f[(c+t c—t]

(0<t<s). (4.35)

Iz (4.33) slijedi da funkcija definirana s F(t) = f(e) - {(C_ t)

intervalu (0,¢) za neki ¢ > 0 i zbog (4.35) je na njemu odozgo ogranicena.
Kao u teoremu 3.6 pokazuje se da padajuca funkcija ima limes zdesna u 0,
tj. postoji F(0+) i

pada na

F(04) = lim F(t) = tim L9 =S oy Je=0=200) gy

t—0+ t—0+ t —t—0— —1

Analogno, iz (4.34) dobivamo egzistenciju f’ (c). Za t — 0+ u (4.35) i onda
s — 0+ slijedi f’ (c) < fi(c).

2. Neka je z < y (x,y € I). Iz vanjske nejednakosti u (4.32) za z; = z,
To=yixz=x+t=1y—tslijedi:

flet+t) = fl@) _ fly) - fly—t) (4.36)
t - t
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Lijeva strana od (4.36) je veca od f%(x), a desna strana manja od f’(y),
pa je fi(z) < f.(y). Bududi da je u tocki 1. pokazano f’(z) < fi(x) i
fLly) < fily) imamo

(z <y) = ([(z) < f(y), (Filz) < i), (File) < fL(y),  (4.37)

tj. funkcije f’ i fi su rastuce na I.
Pokazimo da je f! neprekidna zdesna na I. Neka je ¢ € I bilo koja tocka.
Za svaki xz € I i dovoljno malo ¢ > 0 imamo:

fla+1) = J(@)

file) < TEEE

(4.38)

Prelaskom na limes x — ¢+ u (4.38), zbog neprekidnosti funkcije f, imamo:

fle+) = ()

li ! < 4.
sl file) < t (4.39)
Odavde za t — 0+ dobivamo:

lim f (z) < fi(c). (4.40)

r—rc+

S druge strane, zbog rasta funkcije f} je lim, .. fi(x) > fi(c). Dakle,
vrijedi lim, .y f\(z) = fi(c), tj. fi je neprekidna s desna. Analogno se
dokazuje neprekidnost slijeva funkcije f’.

3. Zax <y (z,y € I) imamo

fo(@) < fi@) < L) (4.41)

Prema teoremu 3.16. iz M.A.I. rastuéa funkcija f’ ima najvise prebrojivo
prekida na intervalu I. Ako je f’ neprekidna u tocki x € I, onda iz (4.41) za
y — x4+ dobivamo f’ (z) < fi(z) < f.(x), odnosno f’(z) = fi(z). Dakle,
f ima derivaciju u svakoj tocki u kojoj je f’ neprekidna funkcija. H

4.6.5 Cauchyjev teorem srednje vrijednosti i
L’Hospitalovo pravilo

Sada ¢emo dokazati tzv. Cauchyjev poopceni teorem srednje vrijednosti za
dvije diferencijabilne funkcije.

Teorem 4.18 (Cauchy). Neka su f,g: I — R, diferencijabilne na otvorenom
intervalu I C R i neka su a,b € I, a < b. Tada ¢ € (a,b) takav da je

(f(b) = fla))g'(c) = (9(b) = g(a)) ["(c).
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Dokaz: Neka je funkcija h : I — R zadana formulom h(z) = (f(b) —
f(a)(g(x) = g(a)) — (f(x) = f(a))(g(b) — g(a)), Yz € I. Funkcija h je dife-
rencijabilna na I i h'(z) = (f(b) — f(a))g'(z) — f'(x)(g(b) — g(a)), Vz € I.
Takoder je h(a) = h(b) = 0, pa h zadovoljava sve uvjete Rolleovog teorema,
tj. Fc € {a,B) takav daje 0 = K(c) = (F()— F(a))g'(c)— (c)(g(D) —g(a))- O

Teorem o limesu kvocijenta funkcija £ u tocki ¢ € R podrazumijeva pos-
tojanje limesa obje funkcije u toj tocki i lim, . g(x) # 0. Slijedeéi teorem
predstavlja uopcenje tog rezultata, ali uz odredene uvjete na derivacije funk-
cija fig.

Teorem 4.19. (L’Hospitalovo! pravilo) Neka su f i g funkcije definirane na
I\ {c} CR, neka su diferencijabilne na tom skupu i neka vrijedi

lim f(2) = 0, lim g(x) = 0, g(x) #0,4/(x) # 0,V € I\ {c}.

Tr—cC
/
Ako je lim f,@ _ I tada je lim 2% 1.
ot ¢ (2) 5t g(2)

Dokaz: Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su funkcije f i
g neprekidne na [ i da je f(c) = g(c) = 0. Iz Cauchyjevog teorema srednje
vrijednosti 4.18. za svaki x € I\ {c} vrijedi:

fla) _ fl2) = flo) _ flea)
g(z)  g(x) —glc)  g(c)’ (4.42)

gdje je ¢, izmedu c i x. Sada zbog x — ¢ vrijedi ¢, — c iz ¢ega slijedi tvrdnja
teorema. 0

Korolar 4.4. Ako funkcije f, g imaju n-tu derivaciju na skupu I\ {c} C R
1 ako vrijedi

lim f®) (z) = 0,lim ¢ (2) = 0,(k =0,1,...,n — 1),
Tr—cC

Tr—C

gM (@) #0, Yz eI\ {c}, (k=0,1,...,n).

(n)
Ako je lim f()i(x) = L tada je lim @ = L.
z—e g\ (gj‘) T—cC g(gj‘)
Dokaz: Slijedi rekurzivnom primjenom teorema 4.19. H

! Guillaume Franois Antoine Marquis de L’Hospital (Paris, 1661. — Paris, 2. veljaca
1704.) francuski matematicar
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Napomena 4.2. Teorem 4.19. i korolar 4.4. vrijede i za slucaj jednostranih
limesa u ¢ (dokaz je isti), a takoder i za ¢ = £o0. Posljednje slijedi iz

Ao L BN €1 AN A [ S B )
z—4-00 g<1’> Y0+ g(i) Y0+ (g(i))/ TS0t gl(i)(—y%) = am g’(x)'

4.7 Neke primjene derivacije

U ovoj tocki pokazujemo kako se ideje povezane s derivacijom primjenjuju na
neke prakticne zadace kao Sto su numericko rjesavanje nelinearnih jednadzbi
i aproksimacija funkcija pomoc¢u polinoma.

4.7.1 Lagrangeov interpolacijski polinom

Neka je P,, skup svih polinoma s realnim koeficijentima stupnja < n oblika

p(.T) = Z akxk )
k=0

s realnim koeficijentima ag, . . ., a,.

Zadani su uredeni parovi realnih brojeva (zg, fx), (k = 0,1,...,n), gdje
suxy < xp < 9 < --- < x, Cvorovi interpolacije. Nadimo p € P,, tako da
vrijedi
Takav polinom zovemo interpolacijski za parove (zg, fx), (K =0,1,...,n).
Teorem 4.20. Neka su zadani parovi realnih brojeva (zy., fi), (k=0,1,...,n),
gdje su xg < x1 < To < -+ < X, CvOTOVI interpolacije.

Postoji tocno jedan polinom p € P, takav da je

pleg) = fi (k=0,1,...,n) .

Dokaz: (jedinstvenost:) Neka su py,ps € P, interpolacijski polinomi. Tada
je p1—p2 € P, jer je P, vektorski prostor. Ocigledno vrijedi (p;—p2)(xx) = 0,
(k = 0,1,...,n), tj. p1 —p2 € P, ima n + 1 nultocku. Dakle, vrijedi
p1—p2=0.

(egzistencija:) Egzistenciju dokazujemo pomoc¢u tzv. Lagrangeovih poli-
noma. Promatrajmo specijalni interpolacijski problem: ¢vorovi interpolacije
xr (k=0,1,...,n)sukaoiprije, a trazimo polinome L; € P, (i =0,1,...,n)
tako da vrijedi

1 za 1=k,

Liwe) = ik:{O za 1#k.
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Zmaci L; € P, ima nultocke xq,...,x;_1,%;11,..., T, pa je nuzno oblika
Li(z)=a(x —x) - (v —xi1)(x —xi31) - (x — ) .
Koeficijent « odredujemo iz uvjeta L;(z;) = 1 §to daje
a=1/(x;—x0) - (x; —xi1)(x; — Tig1) - (1 — ) .
Polinom f;L; € P, ima svojstvo

- | fi za i=k,
szz<xk) - fl(slk — { 0 74 ’L# k ’
pa je polinom p = Y "  fiL; € P, trazeni interpolacijski polinom. Njega
mozemo zapisati u tzv. Lagrangeovom obliku:

ple) = fili@) =3 fi I if‘_z . -

=0 j=0(j#i)

Prirodno pitanje je koliko to¢no polinom P aproksimira funkciju f u
tockama koje se razlikuju od évorova, dakle treba ocijeniti f(x) — P(z) za
T # Tp.

S tom svrhom dokazujemo slijedeéi teorem srednje vrijednosti.

Teorem 4.21. Neka je a < 29 < 11 < 29 < -+ < x, < b 1 funkcija
f e C"a,b]. Tada za svaki x € (a,b) postoji £(x) € (a,b) tako da vrijeds

1

f(z) = P(x) = mf("“)(ﬁ(l“))(x —wo)(x —w1) - (0 —ap) - (444)
Dokaz: Neka je z # x (k=0,1,...,n), inace je jednakost (4.44). trivijalno
zadovoljena. Definirajmo pomoénu funkciju

G(r) = f(x) — P(x) —alr —x9) -+ - (x — x,) ,x € [a,}] , (4.45)

gdje je @ € R za sada neodreden. Ocigledno vrijedi G(zx) = 0 (k =
0,1,...,n) neovisno o izboru a. Izaberimo « tako da vrijedi G(z) = 0.

Zbog x # zy, funkcija G ima u [a,b] n + 2 razlicite nultocke. Tada
po Rolleovom teoremu srednje vrijednosti derivacija G’ ima na [a, b] barem
n + 1 razlicitu nultocku. Istim nac¢inom dolazimo do zakljucka da n + 1-va
derivacija G™*Y ima barem jednu nultocku u (a,b). Oznacimo tu nultocku
s £(x). Zbog P € P, vrijedi P™*Y) = 0, pa imamo

0=GU () = FI(E() —an+ 1),

a odatle slijedi tvrdnja teorema. 0
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Lema 4.3. Neka su ¢vorovi interpolacije jednoliko udaljens, tj. xp1—xr = h
(k=0,1,...,n—1). Tada za svako n € N vrijedi

|(x — zo)(x —21) - (. — 2,)| < n!A"TT .

Dokaz: Za 0 # x € [zg,x,| postoji i € {1,...,n} tako a je x € [x;_1, x|
Tada vrijedi |z — x| < (K+1h (K =0,...,i —n) i |z — ziqk| < |k|h
(k=—-1,...,—i). Dakle,

(2 —z0)(x —21) - (2 — )| <il(m+1—3d)A"TT .

Zbog (n ;i_ 1) >n+1(i=1,...,n) slijedi tvrdnja. ]

Primjer 4.18. Neka su zadani ¢vorovi interpolacije x1 = 1, o = 2, 3 = 3
i x4 = 4. Interpolacijski polinom za funkciju f je oblika

() =~ F()@ = 2)(w = 3)(z = 4) + 3/(2)(e — Dz~ 3)(w — 1)~

S F@)@ = V(& =D~ 4) + L F@) @~ 1w~ 2)(z - 3).

U slijede¢im primjerima smo interpolirali funkcije
1 2
1. f(x)stin(x+§)+2:c—g, 4. f(x) =Inzx,

I 1
2. f(xz) =3cos(x) + %, 5. f(x) = 3 sin(4x) + >

bt

5. (o) = 2, 6. f(r) = ta(ye— )

s tim da su na slikama grafovi funkcija isprekidani, a grafovi interpolacij-
skih polinoma puni.

y

Ix1:1 X222 X33 X4-4 X 0 X1=1 Xp=2 X3=3 X4=4 X
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f(x)=In x y

o

4.7.2 Newtonova metoda

Neka je f : I — R, I = [a,b], funkcija klase C?({a,b)). Pretpostavimo
da je xz, € (a,b) nultocka funkcije f, tj. f(z.) = 0. Neka je zo € (a,b)
aproksimacija nultocke x,. Prema Taylorovom teoremu srednje vrijednosti
postoji 1 izmedu z¢ i z, tako da vrijedi

0= F(e.) = flzo) + F'(wo)(z, — o) + 3 " (n)(a. — 20)°

Ako je mg blizu ., tj. za (ro — x,)* << 1, promatrajmo jednadzbu koja se
dobije tako da se funkcija f zamijeni s najboljom lokalnom aproksimacijom
funkcije f u blizini z,, tj.

0= f(zo) + f(xo)(x — x0) - (4.46)

U tom je slucaju razumno ocekivati da ¢e rjesenje jednadzbe (4.46) biti do-
bra aproksimacija rjesenja originalne jednadzbe, barem bolja od xy. Ako je
f(zo) # 0, moguée je to rjesenje z; dobiti u obliku

Tr1 = Ty — f(x()) .
J' (o)
Nastavljanjem tog postupka dobije se niz (x, ),en, definiran rekurzijom
f(@n-1)
Tp=Tp1— F—=,nEN, 4.47
' f(@n-1) ( )

s pocetnom vrijednosti xg. Taj postupak nalazenja aproksimacije rjesenja
naziva se Newtonovom metodom ili metodom tangenti. Naime, ge-
ometrijski smisao ove metode dan je idu¢om slikom.

Slijedeci teorem se zasniva na geometrijskim svojstvima Newtonove me-
tode.
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Teorem 4.22. Neka je f € C?*([a,b]) i neka vrijedi

Fla)- F(b) <0, (4.48)
fl(x)#£0,f (x) #0 Ve e la,b] . (4.49)

Tada za xo € [a,b] takav da vrijedi f(xzo) - " (20) > 0, niz definiran s (4.47)
konvergira k jedinstvenoj nultocki x., funkcije f na [a,b].
Vrigedi ocjena pogreske

|2 — 24| < Clzn_1 — 7., (n €N), (4.50)

o max(, ) f”

d C=—"—"—.
gaje Je 2mingg g f/

Dokaz: Egzistencija nultocke slijedi iz Bolzano - Weierstrassovog teorema
i uvjeta (4.48). Zbog f'(x) # 0 funkcija je strogo monotona pa je nultocka
jedinstvena na [a, b]. Razlikujemo slucajeve

1. f(a) >0, f(b) <0, f'<0, f <0 yt

2. f(a) >0, f(b) <0, f' <0, f >0

3. f(a) <0, f(b)>0, f/>0,f <0

4. f(a) <0, f(b) >0, f' >0, f >0 5 = -

Dokazujemo samo slucaj 4. koji odgovara slici, a ostali se dokazuju ana-
logno.

Zbog f'(x) - f'(z) > 0 je z, < my. Pokazimo indukcijom da za (z,)nen,
vrijedi z, < x,, n € N. Tvrdnja vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za n. Zbog

T — f(zn)

n+1 n f/([]jn) s
flan) — f(@) = f(@n) — [(zn) (@2 — @)
filaa) f'(@n) ’
f//(nn)( — )

Tyl — Ty = 2w > 0,0, € [Th, T , (4.51)

Tpyl — T = Tp — Ty —

f(zn)

Za padajudi i odozdo ogranicen niz postoji z., = limz,. Zbog neprekidnosti

slijedi z, < X,41. Zbog Tpi1 = T, — < Zp Miz (T)pen, je padajuéi.
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funkcija f i f" iz (4.47) slijedi f(z..) = 0, Sto zbog jedinstvenosti nultocke
daje . = x,. Ocjena pogreske slijedi iz (4.51). 0

Korolar 4.5. Za svaki m € N 1 svaki realni broj b > 0 postoji a > 0 takav
da je b= a™.

Dokaz: Nekajem > 11ib > 1. Neka je niz (x,), definiran rekurzijom (4.47)
za funkciju f(z) = 2™ — b uz pocetnu aproksimaciju xo = b, tj.

(m—1)a™, +b

m—1
n—1

. (Vn e N). (4.52)

Ty =
mx

Funkcija f : [1,b] — R zadovoljava uvjete teorema 4.22. slucaj 4. tj.
f(1)y) =1-=b<0, f(b) =" =b >0, fl(x) = ma™ " > 01i f'(z) =
m(m — 1)z™ 2 > 0, Vz € [1,b], pa niz konvergira k jedinstvenoj nultocki
funkcije f u intervalu (1,b). Funkcije f’ i f” su rastuée na [1,b] pa je
= m(m — 1)b"™ 2% i minp y f° = m. Odatle slijedi ocjena pogreske

(m—1)bm—2
2

|1 —al?, (n €N). =

Primjer 4.19. Izracunajmo /5 Newtonovom metodom na 50 decimala.
Zbog ocjene pogreske (4.50) kazemo da niz konvergira kvadratnom brzinom.
Kvadratna brzina konvergencije u pravilu znaci da je u svakoj novoj iteraciji
dvostruko veéi broj to¢nih znamenaka.

To=20H

x1 = 2.7708333333333333333333333333333333333333333333333
x9 = 2.0643062857645366549205092932833336474017123008021
x3 = 1.767315594852839675630814501991099802877564157758
xy = 1.711816182730850357259567369723776592320652455091
x5 = 1.709977924257737717994546579193826487753056762840
xg = 1.70997594667898405119733103179107967836688376517
x7 = 1.70997594667669698935311193144763560051192536599

g = 1.70997594667669698935310887254386010986805511054
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5 Riemannov integral

5.1 Problem povrsine i rada sile

Znamo odrediti povrsinu nekih jednostavnih likova u ravnini, npr. kvadrata,
pravokutnika, trokuta, trapeza itd.

Postavlja se problem odredivanja povrsine li-
kova koji imaju slozenije granice. Takav je
dio ravnine omeden grafom funkcije (pseudo-
trapez) kao na slici desno. Oznac¢imo s p
funkciju koja dijelu ravnine P pridruzuje re-
alnu vrijednost koju zovemo povrsina, p(P).
Od te funkcije ocekujemo slijedec¢a svojstva.

L pu(P) =0,

2. PPNP, = @ =
(P U Py) = p(Pr) + p(Py),

Funkciju koja zadovoljava gornja svojstva zovemo mjera.

125
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Ako veé¢ odmah nismo u moguénosti nepo-

sredno odrediti pu(P) (ako taj broj uopée ima

smisla), onda pokusajmo aproksimirati dio

ravnine P pomocu jednostavnijih likova cije o P B .
povrsine znamo jednostavno izracunati, npr. P P, 5 ’
pravokutnika. Podijelimo segment [a,b] na | =
n(e N) dijelova tockama a = zy < x; < 0y sl s 0L
... < Tp_1 < x, = b kao na slici desno. Pra-

vokutnici koje smo tako dobili imaju svojstvo
UZ:lpk C P C Uzzlpk- Njihove povrsine a=XoX1 Xz X3zX4 Xs5Xe X7 D=Xg
su jednake p(pg) = my(vp — xp-1), p(Fr) =

My (xp—xi_1), (K =1,...,n), gdje sumy, M

visine upisanih i opisanih pravokutnika.

Odatle imamo Y, _, pu(pr) = > oy mu(zp—xp—1) < p(P) <> 7 My (x,—
Th—1) = y_p_; #(Py). Razlicitim podjelama segmenta [a, b dobivamo razlicite
aproksimacije povrsine lika P odozdo, odnosno odozgo. Sa slike je jasno da
¢e aproksimacija biti u pravilu bolja ako je podjela segmenta finija. Dakle,
povrsina p(P) ¢e imati smisla ako mozemo po volji blizu naéi jednu gornju i
jednu donju aproksimaciju oblika kao u prethodnoj nejednakosti

U klasi¢cnoj mehanici se rad konstantne sile f(z) = ¢ za sve x, koja
djeluje na materijalnu tocku izmedu x = a i * = b, tj. na putu duljine
s = b — a, definira kao W = c¢-s. Ako funkcija f nije konstantna, onda
¢itav put podijelimo na manje dijelove a = g < 1 < ... < X1 < T, =
b, a na tim dijelovima silu aproksimiramo odozdo i odozgo konstantnom
silom my i My. Tako za rad sile W na tom putu dobivamo donju i gornju
aproksimaciju Y p_, mg(xp—zp—1) < W < 370 My(x)—x5_1). Pojam rada
sile na putu ¢e imati smisla ako mozemo dobiti po volji bliske donje i gornje
aproksimacije. Dakle, problem odredivanja rada sile na putu je istovjetan
problemu odredivanja povrsine ispod grafa funkcije.

5.2 Riemannov' integral ograniéene funkcije
na segmentu

Neka je [a,b], a < b, segment u R i neka je f : [a,b] — R funkcija ograni¢ena

na segmentu [a,b]. To znac¢i da postoje m = [1nl5f i M =supf, tj. Vo €
& [a,b]

[a, 0], m < f(z) < M.

Uocimo, ako je [/, V'] C [a,b] podsegment, onda vrijedi Vz € [a/, 0], m <

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (Breselenz, 17. studeni 1826. — Selasca[ltalija],
20. srpanj 1866.) njemacki matematicar
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m < f(x) < M' < M, gdje je m' = [inbf]f i M' = sup f. Dakle, infimum
a b [’ V]
na podsegmentu je veci ili jednak infimumu na segmentu i supremum na
podsegmentu je manji ili jednak supremumu na segmentu.
Sada ¢emo provesti konstrukciju koju smo najavili u prethodnoj tocki.
Za n € N podijelimo (izvrsimo subdiviziju) segment [a, b] tockama

Aa=20 <11 <...<xp,<...<Tp1<xp=0> (5.1)
na n dijelova. Neka je m, = inf }f i M= sup f,(k=1,...,n). Za
Th—1,Tk [Tr—1,7k]
po volji izabrane tocke t, € [xx_1,2x], (K =1,...,n), definirajmo sume:

S = ka<l’k - l’kfl), g = Zf(tk)(ﬂfk — l’kfl), S = ZMk(Jfk — l’kfl).
k=1 k=1 k=1 (52)

Broj s zovemo donja Darbouxova™ suma, S je gornja Darbourova suma, a o
je integralna suma. Jasno je da vrijedi

1

mb—a)<s<o<S<Mb-—a). (5.3)

Neka je A skup svih donjih Darbouxovih suma s, B je skup svih gornjih
Darbouxovih suma S, a C' je skup svih integralnih suma o funkcije f na
segmentu [a, b]. Sve te sume dobiju se variranjem brojan € N, svim razli¢itim
izborima subdivizije (5.1) i tocaka tx. Iz nejednakosti (5.3) slijedi da su
skupovi A, B i C ograni¢eni odozdo s m(b — a) i odozgo s M (b — a). Prema
aksiomu potpunosti postoje

Z.(f;a,b) =sup A, Z*(f; a,b) = inf B. (5.4)

Definicija 5.1. Broj Z, zovemo donji Riemannov integral funkcije f na
segmentu [a, b], a broj Z* zovemo gornji Riemannov integral funkcije f
na segmentu [a, b|.

Iz prethodnog je jasno da donji i gornji Riemannov integral postoje za
svaku funkciju f : [a,b] — R koja je ograni¢ena na segmentu [a, b].

Teorem 5.1. Neka je [ : [a,b] — R funkcija ogranicena na segmentu [a,b],
neka su L, i T* donji © gornji Riemannov integral funkcije f na segmentu
[a,b]. Tada je

Z.(f;a,0) <ZI*(f;a,b). (5.5)

!Jean Gaston Darboux (Nmes, 14. kolovoz 1842. - Paris, 23. veljaca 1917.) francuski
matematicar
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Dokaz: Dokaz provodimo u tri dijela.

Prvo pokazimo da se donja Darbouxova suma poveca ili ostane jednaka, a
gornja Darbouxova suma se smanji ili ostane jednaka ako subdiviziji dodamo
jednu tocku. Dakle, neka je sa a = 29 < 21 < ... < T < 2 < ... <
Tno1 < x, = b zadana subdivizija ¥ i neka su s i S pripadne Darbouxove
sume. Napravimo novu subdiviziju ¥’ tako da subdiviziji ¥ dodamo tocku
2’ takvu da je z,_; < 2’ < z). Pripadne Darbouxove sume ozna¢imo s s
i §’. Suma S’ nastaje iz S tako da pribrojnik M (xy — zx_1) zamijenimo s
M (2 — 1) + M (z, — o), gdje je M}, = [ sup ]f i M = [sup] f. Bududi

Tr_1,r x! xy,
da su [rg_1,2'] 1 [/, 2] podsegmenti od [zy_1, ], to vrijedi M) < My i
M < M. Tada je M (' —xp—1) + M (2 —2') < Mi(2' — xp—1) + My(zr —

7)) = My(zp — xx_1), pa je stoga S’ < S. Analogno, za mj = : inf ]f i
Tp_1,@
mj = inf f vrijedi mj}, > my i m} > my, a odatle mj (' — x_1) + m{(x) —

[ 7]
) > my( — xp_1) + my(z — ') = mp(zp — x5-1), tj. 8 > s,

Primijetimo sada da isti zakljucak vrijedi ako nekoj subdiviziji dodamo
konacan broj novih tocaka. Naime, mozemo zamisliti da te tocke dodajemo
jednu po jednu pa svaki put vrijedi zakljucak iz prethodnog razmatranja.
To znaci da se donja Darbouxova suma s’ na novoj subdiviziji ne smanji, tj.
s < &', a gornja ne poveca, tj. S’ < S.

Sada pokazujemo da je svaka donja Darbouxova suma manja ili jednaka
svakoj gornjoj Darbouxovoj sumi, bez obzira na subdivizije na kojima su nas-
tale. Dakle, neka su ¥ i 35 dvije subdivizije i neka je s; donja Darbouxova
suma odredena subdivizijom > i Sy gornja Darbouxova suma odredena sub-
divizijom X,. Napravimo sada novu subdiviziju >3 od unije tocaka iz sub-
divizija ¥; 1 ¥y i oznacimo pripadne Darbouxove sume sa s3 i S3. Dakako,
Y3 je nastala iz 3; dodavanjem (konacno) tocaka iz Y, ali takoder i iz Y
dodavanjem (konacno) tocaka iz 3. Iz prethodnog zakljucka slijedi s; < s3
i 93 < S5. Posto vrijedi s3 < S3, jer su obje Darbouxove sume na istoj
subdiviziji ¥3, imamo s; < s3 < S35 < 5,.

Dakle, dokazali smo (Vs € A) (VS € B) ,s < S. Odatle zakljucujemo
(Vs € A) s <inf B, a odatle sup A < inf B, tj. Z, < T*. 0

Definicija 5.2. Za funkciju f : [a,b] — R ograni¢enu na segmentu [a, ]
kazemo da je integrabilna u Riemannovom smislu ili R-integrabilna na
segmentu |[a, b] ako je

L.(f;a,0) =1"(f;a,b). (5.6)

Tada se broj Z = Z, = Z* naziva integral ili R-integral funkcije f na seg-
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mentu [a, b] i oznacava jednom od slijedeéih oznaka

Z:[mf@ﬁzlwﬁwxzﬁwf:AZZ (5.7)

Neka je f : [a,b] — R, integrabilna funkcija na [a,b] i neka je P =
{(z,y) e RxR;0 <y < f(x), Vz € [a,b]} pseudotrapez. Sada povrsinu
1(P) pseudotrapeza definiramo s

up) = [ sty

Zadatak 5.1. Neka su A, B C R takvi da je sup A < inf B. Ako postoje
A" C Ai B C B takvi da je sup A’ = inf B’ onda je i sup A = inf B.

Rjesenje: Zbog A’ C A imamo sup A’ < sup A, a zbog B’ C B imamo
inf B < inf B’. Odatle je supA’” < supA < inf B < inf B/, sto daje
sup A = inf B. 0

Iz ovog zadatka zakljucujemo da je za integrabilnost funkcije na segmentu
dovoljno da supremum nekog podskupa A’ skupa svih donjih Darbouxovih
suma A bude jednak infimumu nekog podskupa B’ skupa svih gornjih Dar-
bouxovih suma B. Tako je ponekad dovoljno gledati samo tzv. ekvidistantne
subdivizije, tj. za n € N su tocke oblika xp, = a+kh, k=0,1,...,n, h = I’_T“

Izracunajmo direktno iz definicije integrale nekih jednostavnih
funkcija.

Primjer 5.1. Neka je C € Ry i f(z) = C,
Vr € R. Za a,b € Ry, a < b, izracunajmo
ff f(x)dx = fab Cdx. Za bilo koju subdi-
viziju uvijek vrijedi m, = My, = C, Vk €
{1,...,n}. Odatle je

S = ka(l‘k—l‘k_l) =5= ZMk(xk_fL‘k—l)
k=1

k=1

=0 (= 2521) = C(b—a), : °
k=1

ti. A= B = {C(b—a)}. Dakle, imamo
T, =supA =inf B=7* = C(b—a), pa je
fabC'dx: C(b—a).
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Primjer 5.2. Neka je f(z) = z, Vo € R,
iab e Ry, a <b Lik na slici desno je
trapez (okrenut) s bazama duljine a i b, te
visinom b—a. Njegova povrsina je “T“’(b—a).
[zracunajmo integral:

Uzmimo bilo koji n € N i uzmimo pripadnu
ekvidistantnu subdiviziju segmenta [a, b], tj.
rr=a+kh, k=0,1,...,n, h= I’_T“ Bududi
da f rastena R, to je Vk €{0,1,...,n}

mi = fee) = a+ (k= D,

My = f(ag) = a+kh. - . ;
Odatle je
sn =Y (at+(k=1)h)h = nah+h*) (k—1) =
k=1 k=1

2 2 2n
Analogno se dobije
5=l L oo
2 2 2n

Neka je sada

2 2 2
A = {sn;neN}:{b——a——¥;neN},

2 2 2
¥ a*  (b—a)?
B = . - _ . )
{Sn;n € N} {2 5 5 ,nEN}
b b2 a2
Odatle imamo sup A’ = inf B’ = / xdx = 7 g
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Primjer 5.3. Neka je f(x) = 2%, Vx € R, i
abeR 0<a<b

Uzmimo bilo koji n € N i uzmimo pripadnu
ekvidistantnu subdiviziju segmenta [a, b], tj.
zr = a+kh, k=0,1,...,n, h =% Budud
da f raste na [a,b], to jeVk € {0,1,...,n}

my, = f(ze1) = (a+ (k= D)%,

My = f(x) = (a+ kh)*. | b
Rac¢unamo
Sn:Z(a_'_(k_1)h>2h:na2h+2ah22<k_1)+h3z<k_1)2:

k=1 ot £
= na’h + 2ah2 (n — l)n n B3 (TL — l)n(Qn — 1) _
6
(b—a)’ 31 ; . 2
- l—5-+353 —a)?(1-= _
3 m + N2 +a(b —a) - +a”(b—a)
i analogno
(b—a)’ 3 . 2
Sh 5 +2n+22 +a(b—a) + +a2(b—a)
Odatle,
sup A’ = inf B’ = 0= +a(b—a)’+a’(b—a)= 3 %-

5.3 Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Teorem 5.2. Neka je f : [a,b] — R ogranicena funkcija na [a,b] C R.
Funkcija f je integrabilna na [a,b] ako i samo ako Ye > 0 postoji subdivizija
segmenta [a,b] takva da za pripadne Darbouzove sume vrijedi S — s < €.

Dokaz: Neka Ve > 0 postoji subdivizija segmenta [a, b] takva da za pripadne
Darbouxove sume vrijedi S—s < €. Tada Ve > 0 vrijedi 0 < Z*-7Z, < §—s <
€ 1 stoga je I* = Z,.

Obratno, neka je f R-integrabilna na [a,b], tj. Z* = Z.. Iz svojstava
infimuma i supremuma slijedi da Ve > 0 postoje Darbouxove sume Sy i
sy (opéenito na razli¢itim subdivizijama) takve da vrijedi S7 < Z* 4+ ¢/2 i
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se > I, — /2. Uzmimo novu subdiviziju koja je odredena unijom tocaka
iz subdivizija od S; i s9, te neka su S i s pripadne Darbouxove sume. Iz
dokaza prethodnog teorema znamo da je s < s < § < §;. Sada imamo
S—s<S1—s9<T"+¢e/2—-T,+¢c/2=c¢. Q.ED
Glavna svojstva Riemannovog integrala dana su slijede¢im teoremima.

Teorem 5.3. Neka su f,g : [a,b] — R integrabilne funkcije na [a,b] C R.
Za bilo koje o, € R funkcija af + Bg je integrabilna na [a,b] i vrijedi
Jaf+Bg) =af f+ B[ g Akoje f < g nalab] ondaje [ f < [g.
Takoder vrijedi |fabf| < fab lfl < (b—a) SUD[. ) f.

Dokaz: Iz infx f+infx g < f(z)+g(z) < supg f+supy g zasvakox € K C
la,b] slijedi infy f 4+ infx g <infx(f + ¢g) < supg(f+9g) <supyx [ +supg g
za svaki K C [a,b]. Odatle, na bilo kojoj subdiviziji a = ¢ < x1 < -+ <
Tpo1 < T, = b segmenta [a,b], za Darbouxove sume funkcija f,g,f + g
imamo sy + 55 < 544 < Sy < S5+ S,. Po teoremu 5.3 za bilo koji € > 0
postoje subdivizije segmenta [a,b] tako da za pripadne Darbouxove sume
s't, S, 85,9, vrijedi S} — s} < /21 8] — 57 < /2. Na subdiviziji koja je
odredena unijom tocaka iz prethodnih subdivizija za pripadne Darbouxove
sume sy, Sy, 84,9 vrijedi Sy —sp < S} — s <e/21 85, — 5, < S — 57 <
e/2. Sada za Darbouxove sume funkcije f + ¢ na toj subdiviziji imamo
Stig— 519 < Sp+Sy—(sp+sy) =S —s;+S,— 5, < e. Sada po teoremu
5.3 zakljucujemo da je funkcija f + ¢ integrabilna na [a, b]. Takoder, za bilo
koji € > 0 i prethodno konstruiranu subdiviziju, imamo

b b b
/ (f*g)_/ f—/ G < Spig—S5—8g S Sp+Sg—85—85 = Sp—85+Sy—8, < ¢
i

b b b
/ (f+g)—/ f—/ g > Sprg—Sp—=Sg > s5p+5,—5;=54 = sp—=S5+5,—5, > —¢,

|fb (f+g fbf ffg| < e. Odatle slijedi aditivnost integrala, tj.
N f+g I f+f

Za a > 01 bilo koji € > 0 prema teoremu 5.3 postoji subdivizija segmenta
la,b] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S — s < e/a. Zbog
infg af = ainfi f i supgaf = asupy f za svaki K C [a,b] vrijedi sof =
asgiSer = Sy, paimamo Sof — Sof = (S — sf) < €, §to po teoremu 5.2.
daje integrabilnost funkcije af. Takoder vrijedi



5.3. OSNOVNA SVOJSTVA 133

b b
—e < a(sf—Sy) = saf—aSy < / af—a/ f < Sar—asy=a(Sf—ss) <e,

a

tj. |fabozf — ozfabf| < e. To povlaci fabozf = ozfabf. Jasno, iz aditiv-
nosti slijedi ff —f=- f: f, pa za a < 0 po prethodnom vrijedi fab af =
fab—(—oz)f = —fab(—oz)f = —(—a) fab f. Za a = 0 prethodna tvrdnja je
ocita, dakle, integral je homogeno preslikavanje, sto uz aditivnost daje line-
arnost integrala.

Ako je f > 0 onda su sve Darbouxove sume nenegativne pa je i fab f=>0.
Za f < gjeg— f >0, pazbog linearnosti imamo fabg — fabf > 0.

Pokazimo da integrabilnost funkcije f povlaci integrabilnost funkcije |f|.
Definirajmo funkcije f, = max{f,0} 1 f- = max{—f,0}. Vrijedi f = f, —f_
i|f] = fi+ f-. Dovoljno je dokazati integrabilnost funkcije f. Pokazimo
da na bilo kojem podskupu K segmenta [a,b] vrijedi supy fy — infx fi <
supy [ — infx f. Naime, ako je f > 0 na K, onda je supy f+ = supy f
iinfg fy = infg f, pa je supy fr — infx f1 = supy f — infx f. U slucaju
f<0je fr =0pajesupgfs —infi fy =0 < sup f — infr f. Ako je
supg f > 01iinfg f < 0 imamo supy fy = supg f iinfg f < 0 < infg f,
Sto daje supy fr —infx fi < supy f—infg f. Iz ovoga zakljucujemo da je na
svakoj subdiviziji razlika gornje i donje Darbouxove sume za funkciju f, ma-
nja ili jednaka razlici Darbouxovih suma za funkciju f. To pomoc¢u teorema
1. daje integrabilnost funkcije f,. Sada iz f_ = f; — f dobivamo integrabil-
nost funkcije f_, a onda i |f|. Posljednja tvrdnja slijedi iz —|f] < f < |f] i
prethodno dokazane monotonosti integrala. H

Prethodni teorem kaze da je Z([a,b]), skup funkcija integrabilnih na seg-
mentu [a, b], realan vektorski prostor (resetka), a integral je linearan i mono-
ton funkcional na Z([a, b]).

Teorem 5.4. Neka je f : [a,b] — R ogranicena funkcija na [a,b] C R i
¢ € {a,b)y. Ako je funkcija [ integrabilna na segmentima la,c| i [c,b], onda

je f integrabilna na [a,b] i fff = [ F+ fcbf.

Dokaz: Po teoremu 5.2, za bilo koji € > 0 postoje subdivizije a = xy <

Ty < -0 < Ty < T, = ¢ segmenta [a,c], 8" — " =1 (M —my)(zy —
Tpo1) < €/2,1ic =, < Tpyr < 0 < Tpime1 < Tpem = b segmenta
[e,b], 8" — " = S0 (Mg — mi) (2 — 2-1) < €/2. Uzmimo subdiviziju
a=1x9p < x3 < < Tpymo1 < Tprm = b segmenta [a,b]. Za pripadne

Darbouxove sume vrijedi S = S+ 5”1 s = ¢ + s”. Odatle je S — s =
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S — s+ 85" — 5" < e, §to po teoremu 5.2. daje integrabilnost funkcije f na
la,b]. Sada na prethodnoj subdiviziji imamo

b c b
/f_/f_/fS5—é”—8"=5’+5”—s’—5”<5
b c b
/f_/f_/fZS—S'—S”:s’+s”—S/—S”>—8,

tj. |fabf — facf — fcbf| < e. Odatle je fabf = facf + fcbf, tj. integral je
aditivan po podrucju integracije. Q.E.D

Svaka funkcija koja je ogranic¢ena na segmentu nije i Riemann integrabilna
na tom segmentu. Promatrajmo f : [0,1] — R za koju je f(z) = 1 ako je
x€e€QnI0,1]1i f(x) =0 ako je z € QN [0, 1]. Za svaki [a, 5] C [0, 1] vrijedi
infl f=01supygf=1,8todaje Z, =01Z" =1, tj. Z. # 1"

5.4 Integrabilnost monotonih i neprekidnih
funkcija

Prirodno je pitanje koje od do sada proucavanih svojstava funkcije je do-
voljno za Riemann integrabilnost. Specijalno, jesu li su elementarne funkcije
R-integrabilne na segmentima koji su sadrzani u podrucju definicije. Doka-
zujemo da su monotonost na segmentu ili neprekidnost na segmentu svojstva
koja povlace integrabilnost

Teorem 5.5. Neka je [ : [a,b] — R monotona funkcija na [a,b] C R. Tada
je ona R-integrabilna na |a, b.

Dokaz: Pretpostavimo da je f rastuca na [a,b]. Ako je f(a) = f(b) onda
je f konstantna funkcija na [a,b] pa je integrabilna (primjer 5.1.). Stoga
pretpostavimo da je f(b) — f(a) > 0. Neka je ¢ > 0 bilo koji i n € N takav
da vrijedi ne > (f(b) — f(a))(b — a). Uzmimo ekvidistantnu subdiviziju
xr=a+kh, (k=0,1,...,n), h=(b—a)/n. Za svaki [a, ] C [a,b] vrijedi
inflo 5 f = f(a) isupy, g f = f(B). Stoga su pripadne Darbouxove sume
oblika s = >0 | f(xy— ) 1S =>_, flap)h. Vrijedi S —s = ,_ (f(xx)—
flzk—1))h = h(f(b) — f(a)) = (f(b) — f(a))(b—a)/n < e. Po teoremu 5.3 f
je R-integrabilna. Q.E.D

Definicija 5.3. Za funkciju f : [a,b] — R kazemo da je monotona po dije-
lovima na segmentu [a, b] ako postoji subdivizija a = ¢y < ¢ < ... < ¢p_1 <
g < ... < cn 1 < ¢, = b takva da je f\ ] monotona funkcija za sve
k=1,..

Ck lck
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Korolar 5.1. Neka je f : [a,b] — R po dijelovima monotona funkcija na
[a,b] C R. Tada je ona R-integrabilna na [a,b).

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz teorema 5.5. 1 svojstva aditivnosti integrala po
podrucju integracije, tj.

/a " ) = g / F(@)da.

O

Bitno je slozenije dokazati integrabilnost funkcije neprekidne na segmentu.
U tu svrhu potrebno je profiniti neka saznanja o neprekidnim funkcijama.

Definicija 5.4. Za funkciju f : I — R kazemo da je jednoliko (uniformno)
neprekidna na intervalu I C R ako

Ve>030 >0V 2" €l (|2 —2"| <0) = (|f(z') — f(z")| < e).

Teorem 5.6. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a,b] C R. Tada
je ona jednoliko neprekidna na |[a, b].

Dokaz: Kada tvrdnja teorema ne bi bila istinita, onda bi funkcija f bila
neprekidna na [a, b] i vrijedilo bi

Je > 0V > 0 3afs, 2§ € [a,b] (| — 25| < 0) A (|f(af) — f(af)] > e).

Sada za n € N uzmimo § = + pa imamo a, = «§ i b, = z takve da vrijedi
(lan = bul < 2) A (1f(an) = f(bn)] = €). Niz (an)nen je u segmentu [a, b], pa je
ogranicen, te ima konvergentan podniz (a,, )nen, tj. lim,a,, = ¢ € [a,b].
Zbog |a,, — b,.| < pl Vn € N, vrijedi lim,b,, = c. Zbog neprekid-

)
n

nosti funkcije f u ¢ imamo lim, f(a,,) = lim, f(b,,) = f(c), Sto zbog
|f(ap,) — f(by,)] > € > 0 daje kontradikciju. Dakle, tvrdnja teorema je
istinita. 0

Sada dokazujemo Riemannov teorem o integrabilnosti neprekidne funk-
cije.

Teorem 5.7. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a,b] C R. Tada
je ona R-integrabilna na [a,b]. Takoder, postoji tocka ¢ € [a,b] takva da je

Jia f(@)dz = f(c)(b—a).
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Dokaz: Prema teoremu 5.2 dovoljno je pokazati da Ve > 0 postoji subdivi-
zija segmenta [a, b] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S —s < e.

Neka je ¢ > 0 zadan po volji. Zbog jednolike neprekidnosti funkcije f
na [a,b] postoji 6 > 0 tako da Va',2" € I, (|[2/ — 2"| < §) = (|f(2)) —
f(2")] < $=). Uzmimo n € N takav da je h = £=% < § i napravimo
ekvidistantnu subdiviziju s tockama z, = a + kh, £k = 0,1,...,n. Zbog
neprekidnosti funkcije f na segmentu [xy_q, 2], K = 1,...,n, postoje tocke
[}, 2} € [Tp_1, 23] takve da je my, = f(x},) = infy, | 2 f 1 My = f(a) =
SUP, . [o B =1, n. Zbog (|}, — zi| < h < §) imamo My, —my, < 35,
k=1,...,n. Odatle je S —s =3 (M, —my)h < 75=nh = c. Dakle, f je
integrabilna na [a, b].

Neka su sada m = minpy f 1 M = maxpy f. Tada Vz € [a,b] imamo
m < f(z) < M. Zbog monotonosti integrala slijedi m(b—a) < f[mb] f(x)dx <
M(b—a), tj. m < = f[a,b} f(z)dz < M. Po Bolzano-Weierstrasseovom te-

oremu postoji ¢ € [a, b] tako da je f(c) = 7= ) f(z)dz. 0

Korolar 5.2. Neka je f : I — R neprekidna funkcija na otvorenom intervalu
I = (a,b). Ako za svaki segment [u,v] C (a,b) vrijedi [ f(x)dz =0, onda
je f(x) =0 za svako x € I.

Dokaz: Kada bi postojala tocka ¢ € I takva da je f(c) > 0, po lemi 3.2. iz
M.A.L bi postojao § > 0 tako da vrijedi Vx € I, (|Jz —¢| < §) = (f(x) >
2f(c)). Neka je h = min{d,c — a,b — c}. Tada je [c — h,c+ h] C I i zbog
neprekidnosti funkcije f postoji ¢t € [c—2, c+2] tako da vrijedi fccjf f(z)dx =
f(t)h > 0, §to je suprotno pretpostavci. ’

U slucaju da postoji tocka ¢ € I takva da je f(c) < 0 zakljucujemo ana-
logno. U

Propozicija 5.1. Ako h : [a,b] — R iSc¢ezava svugdje osim mozZda u tocki
c € [a,b], onda je h integrabilna na [a,b] i ff f(z)dz = 0.

Dokaz: Zbog odredenosti uzmimo da je M = h(c) > 0. Jasno je da vrijedi
za svaku donju Darbouxova sumu s = 0 jer je na svakoj subdiviziji my = 0
na svakom podsegmentu od [a,b]. Uzmimo £ > 0 po volji i pokazimo da
postoji subdivizija tako da za njenu gornju Darbouxova sumu vrijedi S < €.
Naime, za ¢ € (a,b) uzmimo subdiviziju a = xy < 7 < T3 < x3 = b, gdje
jexy =c—h, xzy =c+h, h <min{55,c—a,b—c}. Za pripadnu gornju
Darbouxovu sumu vrijedi S = 2hM < e. U slucaju ¢ = a uzmemo subdi-
viziju a = ¢ = 19 < 11 < 23 = b, gdje je x1 = ¢+ h, h < min{47,b — c},
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u slucaju ¢ = b subdiviziju a = g < 1 < 9 = ¢ = b, gdje je xt;1 = ¢ — h,
h < min{47,c—a}. Tako je opet S = hM < e. To daje sup A’ = inf B’ = 0.3

Korolar 5.3. Neka ogranicena funkcija f : [a,b] — R ima na segmentu
[a,b] C R najvise konacno tocaka prekida i neka su to prekidi prve vrste.
Tada je ona R-integrabilna na [a,b].

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz teorema 5.7., prethodne propozicije i svojstva
aditivnosti integrala po podrucju integracije. Naime, neka su a < ¢ <
coCho1 < ¢ < ... < ¢, < b tocke u kojima f ima prekide prve vrste, tj.
postoje f(cp—), f(cr+), k=1,...,n. Nekasu fi : [a,0] > R (k=1,...,n))
definirane s

0 ,zaa < x < Cp_q
flck—14) , zax = cp
fr(lx) =< f(z) , za cpo1 < T < ¢
flexk—) , zax=c
0 ,zacy<x<b ‘ |
0 a Ck-1 Ck

Iz teorema 5.7. i prethodne propozicije imamo ff fe(@)de = [7* fi(z)dw
zasve k =1,...,n. Nadalje, funkcija f —>";_, fx ima na [a, b] samo kona¢no
mnogo vrijednosti razlicitih od 0, pa je njen integral na [a, b] jednak 0. Tvrd-
nja korolara sada slijedi iz aditivnosti integrala. ]

Primjer 5.4 (Riemannova funkcija). Ovdje definiramo funkciju f : [0, 1] —
R koja ima prebrojivo tocaka prekida koje ¢ine gust skup u [0, 1], a koja je
ipak integrabilna na [0, 1]. Neka je

0 ;2€[0,1]\Q
f(:v)z{ L 59)

— sx=—, 0<m<mn,min su relativno prosti .

Uzmimo bilo koji ¢ € [0, 1] i bilo koji injektivan niz (z,), u [0,1] takav da
je lim z,, = ¢. Pokazimo da je lim f(z,) = 0. U suprotnom sluc¢aju bi
n—o0 n—oo

postojao € > 0 sa svojstvom da za beskona¢no mnogo ¢lanova z,, € [0,1]NQ
vrijedi f(x,) > . No, f(z,) = % za neko k € N, pa % >e=k< %, tj.
ima samo konac¢no mnogo takvih k. S druge strane z, = 7, gdje je m < k,
pokazuje da takvih z,, ima kona¢no mnogo, sto je kontradikcija.

Odatle slijedi da je f neprekidna samo u tockama c € [0, 1] u kojima je

fle)=0,atosucel01]\Q.
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1
Pokazimo da je f R-integrabilna na [0,1] i / f(z)dz = 0. Jasno je

0
da je svaka donja Darbouxova suma s = 0. Sada pokazimo da za bilo koji

e > 0 mozemo konstruirati gornju Darbouxovu sumu S < €. Neka su oy
(k =1,...,n.) sve tocke za koje vrijedi f(ay) > § (vidjeli smo da ih ima
kona¢no mnogo) i neka je M = max{f(ay);k=1,...,n.}.

Uzmimo ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1], z;, = £, k = 0,1,...,n,

n
gdje jen > Mi—% Posto ima najvise n. segmenata u kojima je neki od ay, to
je suma c¢lanova u gornjoj Darbouxovoj sumi S koja njima odgovara manja

od "EnM < 5. Kako je ostatak sume manji od 5, to je S < e. To dokazuje

tvrdnju.

Sada ¢emo bez dokaza pokazati kako veli¢ina skupa toc¢aka prekida funk-
cije odreduje R-integrabilnost funkcije.

Definicija 5.5. Kazemo da skup A C R (ne nuzno omeden) ima mjeru nula
ili da je zanemariv ako za svaki € > 0 postoji konacna ili prebrojiva familija
otvorenih intervala {Iy;k € J} takva da je A C ey Ir 1D s d(I) <,
gdje je d({a,b)) = b — a.

Teorem 5.8 (Lebesgue'). Neka je [a,b] C R segment, neka je f : [a,b] — R
ogranicena na [a,b]. Funkcija [ je integrabilna na [a,b] ako © samo ako skup
svih tocaka prekida funkcije f ima mjeru 0.

Integrabilnost Riemannove funkcije iz primjera 5.4 slijedi iz prethodnog
teorema.

5.5 Primitivna funkcija

Definicija 5.6. Neka je I C R otvoren interval i f : I — R. Primitivna
funkcija ili antiderivacija funkcije f na skupu [ je svaka funkcija F': I — R
sa svojstvom F'(z) = f(x), Va € 1.

Teorem 5.9. Neka je I C R otvoren interval i f : I — R zadana funkcija.
Ako su F i G bilo koje dvije primitivne funkcije od f na intervalu I, onda
postoji konstanta C' € R takva da vrijedi G(x) = F(x) + C, Vo € I.

Dokaz: Akoje F'=fiG = f,ondaje (G—F) =G —F =f—f=0,
tj. H(z) =0,Vz €I, gdje je H=G — F. Ako su x1,x1 € I, 11 # x9, bilo
koje dvije tocke, onda iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti imamo

'Henri Lebesgue (Beauvais, 28. lipanj 1875. - Paris, 26. srpanj 1941.) francuski
matematicar
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H(xy) — H(xy) = H'(c)(xe — x1), gdje je tocka ¢ izmedu z; i z3. Zbog
H'(c) = 0 dobivamo H(xs) = H(x;). Prema tome je H konstantna funkcija
na I, tj. H(xz) =C, Vz € I. Dakle, vrijedi G(z) = F(z) +C,Vz € I.

Slijedeé¢i teorem daje dovoljne uvjete za postojanje primitivne funkcije

Teorem 5.10. Neka je I C R otvoren interval © f : I — R funkcija nepre-
kidna na I. Tada postoji primitivna funkcija od f na I.

Dokaz: Uzmimo tocku a € I po volji. Za bilo koju tocku = € I je restrikcija
funkcije f na segment [a, x] ili [z, a] neprekidna funkcija, pa je integrabilna u
Riemannovom smislu. Tada je funkcija ' : I — R dobro definirana formulom

F(z) = /m f(t)dt, Ve e l. (5.9)

Pokazimo da je F' primitivna funkcija od f na I, tj. F'(z) = f(x), Vo € I.
Za bilo koju tocku ¢ € I i svaki x € I, pomoc¢u (5.9), svojstava integrala i
Riemannovog teorema 5.7. imamo 6, € [0, 1] tako da je

F(x)— F(c) :/xf(t)dt—/cf(t)dt:/mf(t)dt:f(c+0x(x—c))(x—c).

Odatle imamo

F(x) - F
% = f(c+bz(x —¢)), gdje je 0, € [0, 1].
Iz neprekidnosti funkcije f u tocki ¢ dobivamo

F'(c) = limM = lim f(c+ 6.(x — ¢)) = lim f(z) = f(c).

r—c xr —C T—C T—C

O

Sada dokazujemo Leibniz-Newtonovu formulu koja daje vezu izmedu
primitivne funkcije (odnosno pojma derivacije) i Riemannovog integrala funk-
cije.

Teorem 5.11. Ako je f neprekidna funkciju na otvorenom intervalu I i F
bilo koja primitivna funkcija funkcije f na I, onda za svaki segment [a,b] C I
vrijeds

/ f@)dz = F(b) — F(a). (5.10)
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Dokaz: Ako je F' primitivna funkcija definirana s (5.9), onda zbog F'(a) = 0,
vrijedi formula (5.10). Ako je G bilo koja druga primitivna funkcija od f na
I, onda imamo C' € R tako da vrijedi G(x) = F(z) + C, Vx € I. Sada je

b
G(b) — G(a) = (F(b)+C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a) = F(b) = / f(x)dz.

O

Napomena 5.1. Prethodni teorem je istinit i bez pretpostavke da je f
neprekidna na I. Dovoljno je pretpostaviti da je f integrabilna funkcija i da
postoji F' primitivna funkcija od f na I. Naime, tada za bilo koju subdiviziju
a=xg <11 < <z 1<z, =>bsegmenta [a,b] iz Lagrangeovog teorema
srednje vrijednosti imamo

F(b) = Fa) =) _(Flay) = Flay)) =

k=1

= Z F'(te) (g, — 1) = Z f(te)(zg — 2p1) = 0,

za neke ty € [x_1,7], k = 1,...,n, gdje je o integralna suma. Dakle, za
pripadne Darbouxove sume imamo s < F(b) — F(a) < S, no posto broj u
sredini ne ovisi o subdiviziji, onda je s < F'(b) — F'(a) < S, za bilo koju donju
D-sumu s i bilo koju gornju D-sumu S. Odatle je Z, < F(b) — F(a) < Z*,
sto zbog pretpostavke Z, = Z* daje tvrdnju.

Napomena 5.2. Ako je F primitivna funkcija od f na otvorenom intervalu
I C R, onda je ona diferencijabilna na I, pa iz Lagrangeovog teorema srednje
vrijednosti za bilo koje a,b € I, a < b, slijedi egzistencija tocke ¢ € (a,b),
tako da je F'(b) — F(a) = F'(c)(b— a). Ako iskoristimo Leibniz-Newtonovu
formulu dobivamo

b
/ f(x)dz = f(e)(b—a),

Sto odgovara integralnom teoremu srednje vrijednosti iz Riemannovog te-
orema 5.7., s tim da je ovdje rezultat precizniji, tj. a < ¢ < b.

Na isti nacin bi za dvije integrabilne funkcije f,g : I — R koje imaju
primitivne funkcije F' i G' na otvorenom intervalu I C R i za bilo koje a,b € I,
a < b, iz Cauchyjevog teorema srednje vrijednosti (teorem 4.18.) dobili
egzistenciju tocke ¢ € (a,b), tako da je (F'(b) — F(a))G'(c) = F'(c)(G(b) —

G(a)), odnosno u integralnom obliku

00) [ 1t = 1) [ oty
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5.6 Metode integriranja

5.6.1 Direktna integracija

Derivacije elementarnih funkcija su opet elementarne funkcije. Na zalost to
nije istina kada se radi o primitivnim funkcijama ili antiderivacijama. Pri-
mjeri elementarnih funkcija ¢ije primitivne funkcije nisu elementarne su e,
ﬁ, Sizx, Vasinz itd. Ne postoji opéi nac¢in kako utvrditi je li primitivna
funkcija elementarne funkcije opet elementarna funkcija. Navodimo tablicu
osnovnih elementarnih funkcija i njihovih primitivnih funkcija. U pravilu
pokusavamo nalazenje primitivnih funkcija za slozenije funkcije raznim pos-

tupcima svesti na te jednostavne funkcije.

H / | F |
(0 # 1) e
7 In |z|
e’ e’
sin x —Ccosx
cos & sin x
00512 tgr
qin12 T — Ctg x
shx chzx
chzx shx
ﬁ thax
qhé " —cthzx
11%2 Sin~ 'z
1+1$2 Tg’1 T
11962 sh™ 'z
1f12 th '
xé_l ch 'z

Zbog upotrebe primitivnih funkcija u ra¢unanju integrala pomocu Leibniz-
Newtonove formule, ¢esto se koristi oznaka za neodredeni integral funkcije
f u obliku integrala bez granica [ f(x)dr. Ta oznaka zapravo predstavlja
skup svih primitivnih funkcija od f, koje se, kao $to znamo, medusobno
razlikuju samo za konstantnu funkciju.
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Osnovna pravila za nalazenje primitivnih funkcija su zapravo obratno
interpretirana pravila za deriviranje funkcija. Tako prvo navodimo pravilo
koje je posljedica linearnosti derivacije i integrala.

Teorem 5.12. Ako je F primitivna funkcija od f na I © G primitivna od
g na I, onda je aF + BG primitivna funkcija od aof + Bg na I. U oznaci
neodredenog integrala to pisemo kao

[t + sg@yiz =a [ s+ 5 [ o).

Dokaz: Funkcija H = oF + G ima derivaciju H' = oF" + G' = af + Bg.
O

Druga metoda je supstitucija ili uvodenje nove varijable. Ta je metoda
posljedica pravila za deriviranje kompozicije funkcija.

Teorem 5.13. Neka su I i J otvoreni intervali, ¢ diferencijabilna funkcija
na J @ F primitivna funkcija od f na I. Neka je o(J) C I, tj. fop je
definirana na J. Tada je G = F o ¢ primitivna funkcija od (f o )¢’ na J.
Takoder, ¥ o, 8 € J vrijeds

B »(B)
/ﬁﬂwm¢mﬁ=/ﬁ f(2)da. (5.11)
a w(a)

Dokaz: Zbog ¢(J) C I je funkcija G = F o ¢ definirana i diferencijabilna
na J. Vrijedi G'(z) = F'(p(z))¢'(x) = f(p(x))¢'(z) sto daje

B o (B)
/fw@wwmzawwwmw=ﬂwm%fwm»:/”f@ﬂn

O]
Ako je ¢ strogo monotona funkcija J na I i ¢ = ¢! inverzna funkcija od

¢, onda uz oznake a = ¢(«), b = ¢(f) iz (5.11) dobivamo

b P(b)
/fmm:/ F(®) (1)t (5.12)
a P(a)

Sada primitivnu funkciju F' nalazimo uz supstituciju x = ¢(t), odnosno t =
¥ (x), na sljedeéi nagin:

F@wi/mmw:/ﬂwmwmﬁzam+czaww»+a

gdje je C' konstanta po volji.



5.6. METODE INTEGRIRANJA 143

3
Primjer 5.5. Nadi primitivnu funkciju od f(x) = x5—2x4+3\\//§— Vaits

Rjesenge. Vrijedi f(x) = T2 — 223 + 3 — 6 + 52 paje

2 11 4 6 1
/f(:c)d:c = ﬁaﬁ — §:c% + 3z — ?x% +10z2 + C.
2 b
Primjer 5.6. /Ldl’.
ax? +bx +c

Rjesenge. Uz supstituciju y = ax?®+bx +c imamo dy = (2az+b)dr pa imamo

2 b 1
/de:/—dy:1n|y|+C':1n|ax2+bx+c|+C.
ar® + bxr + ¢ Yy

Primjer 5.7. /sin"azcosxdw

Rjesenje. Supstitucijom y = sinx imamo dy = cos zdx S$to daje

1

1
/sin”xcos xdr = /y”dy = ?y”“ +C = 1 sin"*tx + C.
n n

Primjer 5.8. Naci /sin ma sinnxdx, za sve m,n € N.

Rjesenje. U tu svrhu koristimo trigonometrijsku formulu: sina -sinfg =
L[cos(av — B) — cos(a + B)]. Zam #nim # —n imamo

1
/sin max sin nxdr = 5 /[cos(m —n)x — cos(m + n)x|dr =

Za m = n imamo

1-— 2 9
/(Sinmx)de:/de:f_Sln m:p+0'

2 2 4dm

1
Primjer 5.9. /de.

Xz

Rjesenje. Supstitucijom ¢t = In x dobivamo

2 2
/ln—xdaz:/tdt:t——l—C:ln e
xXr

2 2
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Primjer 5.10. F(x za |x| > a > 0.

=

Rjesenje. Supstitucijom x = ¢, dv = “dt dobivamo

/ Cadt) 1 it
,/% — 2 ) a VI—2
e oy (9) V.

a a xXr

Ako su u podintegralnoj funkcij korijeni oblika v/¢? — 2?2 ili v/¢? + 22 ili
Va2 — 2, onda se pomocu supstitucije x = ¢sint, odnosno x = ¢ tgt, od-
nosno r = —5- rjeSavamo korijena. Takoder je u slucaju v/c? + 22 moguce
je koristiti supstituciju x = ¢ sht, a u slucaju Va2 — ¢2 moguce koristiti
supstituciju x = ¢ cht.

Tako u prethodnom primjeru supstitucijom x = acht imamo:

ashtdt 1 a2 etdt
ach t\/m a) cht a ) e+1

pa uz supstitucij y = ' = ¢ () = 2 2 4+ /(%)? — 1 imamo
2 dy 2 2 x x?
Gz)="= ="Tgl(y)="Tg | = — 1.
(z) a) y*+1 a g () P <a+ a? )

Zbog neprekidnosti s desna u a funkcija F'i G, te F(a) = —£ 1 G(a) = &
vrijedi G(z) = F(x) + T.

dz
(1+22)V/1 + 22

Rjesenje. Stavimo x = tgt, do =

Primjer 5.11. /

=1+ tg?t imamo

T

/ ! dt / tdt = sint + C e
= COS = Sin =
(1+ tg2t)y/1 + tg2tcos®t V1 + 22

Primjer 5.12. Izracunajmo povrsinu kruga radijusa r, tj. P = 4/ r2 — x2.
0

Rjesenge.

R RGN

p(t) =rsint ':/\/T‘Q—T‘QSiHQtTCOStdt:

d;z: = rcostdt
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2 2 in 2t
:rz/COSQtdt:%/(1+0052t)dt:%(t+sn; )+ C =G(t).
Sada je p(a) = rsina = 01 () = rsin§ = r, zbog strogog rasta funkcije

¢ :[0,5] — [0,7] postoji njen inverz, te vrijedi

" 2, 9 sin 2t |2 9
P=4 vr2—x? =4 r*cos” tdt = 2r*(t + 5 )| =rm.
0 0

0

Treca je metoda parcijalne integracija koja je posljedica pravila za deri-
viranje produkta funkcija

(w0 (2) = ' ()o() + ula)v ().

Teorem 5.14. Za funkcije u,v : I — R i za svaki par a,b € I vrijeds

— / w(x)v' (z)dx, (5.13)

uz wvjet da integrali u (5.13) postoje.
Dokaz: Funkcija F(x) = u(x)v(x) je primitivna funkcija od f(x) = o/(z)v(z)+
u(x)v'(z) pa vrijedi

b

u(z)v(z) :/ (u'(x)v(x)—i—u(a:)v'(:c))d:c:/ u'(:c)v(x)dx—i—/ w(x)v' (z)dx.

a

O

Primjer 5.13. /xexdx.

Rjesenje. Stavimo u/(z) = e” i v(z) = z, pa je u(z) = [e"dr = €* i

v'(z) = 1. Odatle je

/xemd:c:xem—/exdx::cex—em—i—(?:(x—l)em—i-C.

Primjer 5.14. F(z) = /eo‘m cos fxdz.
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Rjesenge. Stavimo u'(x) = cos fz i v(x) = e**, pa je u(z) = [ cosfrdr =
%sin Bz iv'(x) = ae®®. Odatle je

1
F(z) = /e‘“ cos frdxr = B ?sin fx — —/ ?sin faxdx
Sada ponovimo prethodni postupak za / e*sin frdr s tim da uzmemo

u'(z) = sinfz 1 v(z) = e, pa je u(z) = [ sinPadr = —% cos Bz i v'(x) =
ae*®. Tako dobivamo

1 « 1 «
e gsin frdr = —— e** cos fr+— /eo‘“” cos frdr = ——= e** cos fx+—F(x).
[ emsms ety g e eosprrglte)

Uvrstavanjem u prvi integral dobivamo

F(z) = =e*sin fx — 2

5 [—l e cos fx + gF’(;z:)] =

B B
a? 1 o
[1 + —] F(z) = (Be sin Sz + @ Ccos B:p) =

F(z) = _P <sin Bz + 2 cos B:p) e

a? + (32 B
Primjer 5.15. F,(z) / d eN
rimjer 5.15. F,(z) = | ————., n .
Rjesenje. Uzmimo u'(z) = v(z) = (224 1), pa imamo u(z) = z i

v'(z) = —2nz(2? + 1)~ (D, Odatle je

x? x

F.(x) = m+2n/ de = W+2n[Fn(a€)—Fn+1(x)] =

1 T n 2n—1
2n (22 +1)" 2n

Fo(x) = F.(z), (neN). (5.14)

Za n = 1 imamo

dz
F1($):/x2+1 :Tgil‘z“#ca

pa sada mozemo rekurzivno pomoc¢u (5.14) racunati ostale F,,, n > 2.
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5.6.2 Integracija racionalnih funkcija

Neka je P(z) = ap+ayx+asr®+. . .+a,_ 12" ' +a,2", a, # 0, polinom stupnja
n s koeficijentima ag, ay,...,a, € R. Polinom P je moguce faktorizirati na
polinome s realnim koeficijentima prvog i drugog stupnja na slijede¢i nacin:

P(z) = ap(v—2)" - (z—2,)" (2 +arz + b)) -+ - (2? + agr+b,), (5.15)

gdje je D20 ki+2) 5 l; =n, x1,..., 7, surealne nultocke polinoma P, te
vrijedi a;,b; € R, af <4bj, (j=1,...,5).

Prisjetimo se da svaku racionalnu funkciju moguce napisati kao sumu
polinoma i prave racionalne funkcije. Sada bez dokaza navodimo teorem
koji nam omogucava rastav prave racionalne funkcije na jednostavne prave
racionalne funkcije

Teorem 5.15. Neka su P i Q) polinomi, neka je stP < stQ) i neka je Q) =
Q1+ Qn, gdje su Q; (i =1,...,n) u parovima relativno prosti polinomi, tj.
nemaju zajednickih nultocaka.

Tada postoje i jedinstveni su polinomi P;, stP; < stQ;, (i = 1,...,n),

takvi da je
P(z) <~ B
Qz) ; Qi

x)
o) (5.16)

Posebno, ako je Q(x) = (xz — mo)* i stP < k tada postoje i jedinstveni su
A €R, (i=1,...,k) takvi da je

P(r) <~ A
o) = z; T (5.17)

Ako je Q(x) = (2% + px + @)%, p? < 4q i stP < 2k tada postoje i jedinstveni
suly, B; € R, (i=1,...,k) takvi da je

(5.18)

Prethodni teorem svodi integraciju prave racionalne funkcije na integrale
oblika:

/dix (n € N), (5.19)

/ AT+ B meN), (0 <4q). (5.20)



148 5. RIEMANNOV INTEGRAL

Sada za n > 1 imamo

/ de 1 1 LC
(r—a)» 1—-n(z—a)"? ’

d
/ ’ =In|r —a|+ C.

r —a

azan=1je

Drugi integral mozemo za n > 2 rastaviti na

Ax + B A 2x + A d
/ 7 ndx:—/ P ndx+(B——p)/ L —.
(22 + pr + q) 2 ) (22 +px+q) 2 (22 + px + q)

_ A 1 +(B—%)/( dz

2(n = 1) (& + pz + )"

i dalje

dx 1 dx 1 2v+p
(22 + px + )": _ P " I —
pr+aq"  (¢-%) ( (q—5) 2 49— p

gdje je F,, zadana rekurzijom (5.14).
Za n =1 imamo

Ar + B A 2 A d
/7‘%+ dx:—/7x+p dx+(B——p)/7x =
x2 4 pr+q 2 ) 22+pxr+q 2 x2 4 pr+q

A1(2+ o)+ 2B — Ap 7 20 +p

= —In(z*+pr+q —F— || -

2 Vg —p? VAq — p?

5.6.3 Integralni oblik ostatka u Taylorovom teoremu
srednje vrijednosti

U ovoj tocki pokazujemo kako je moguce ostatak u Taylorovom teoremu

srednje vrijednosti (teorem 4.12) dobiti u integralnom obliku za razliku od
ostatka u Lagrangeovom obliku (4.24).

Teorem 5.16. Neka je I C R otvoren interval, ¢ € I, n € Ny 1 neka
f I — R ima neprekidnu derivaciju n + 1-vog reda na I. Tada Vo € 1
vrijedi

e, @ plnt1)
f(z) = f(e)+ Z / k'( )(x — )" + / fT(t)(x —t)"dt. (5.21)
k! . !
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Dokaz: Dokaz provodimo matematiékom indukcijom. Pomoc¢u Leibniz-
Newtonove formule imamo f(x) f f/(t)dt sto je totno formula
(5.21) za n = 0. Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za n € Ny i neka
je f*2) neprekidna na I. Parcijalnom integracijom slijedi

/:1: f(n;;l') (t) (r—t)"dt = f(n+1 (t ')<x - t)nJrl

AR ntl g _
CEEY + [ s (a—t)" Tt =

(n+1)!

C 4

(n+1) n+2

_ e (z— )"t + f — )"t
(n+1) (n+ 1

Uvrstavanjem prethodne jednakosti u (5.21) dobijemo (5.21) za n+ 1 umjesto

n. Dakle tvrdnja teorema vrijedi za sve n € Nj. 0

5.7 Primjene u geometriji

5.7.1 Volumen rotacionog tijela

Neka je P(z) povrsina presjeka tijela i rav- v,
nine okomite na os x. Uzmimo subdivi-

ziju segmenta [a,b], a = xy < 13 < ... <

Tno1 < x, = b. Integralne sume su oblika

n

Z P(ty)(zr — xk_1), Sto predstavlja aprok-

k=1
simaciju volumena tijela. Tada je volumen
b

tijela jednak V = / P(z)dz. Specijalno,

ako je tijelo nastalo rgtacijom povrsine ispod , 0
grafa funkcije f oko osi x, onda je P(z) =
7 f(x)?, sto daje
b
V= 7r/ f(z)?dz. (5.22)

Primjer 5.16. Izracunati volumen kugle radijusa r. Funkcija koja opisuje
kruznicu na segmentu [—r, r] je f(z) = V2 —a?pajeV =m [ ( Hdx =

3 3 273 4r3n

Al = (=) = (5 = )] =72 = ] =
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5.7.2 Duljina ravninske krivulje

Problem odredivanja duljine luka (rektifikacija) kruznice i nekih drugih kri-
vulja ve¢ je zaokupljao paznju starih Grka, a bio je i jedan od problema
na kojima se razvijao diferencijalni i integralni racun u 17. stolje¢u. Tom
problemu mozemo pristupiti na slijede¢i nac¢in:

Neka je krivulja dio grafa funkcije f na seg- y
mentu [a, b] kao na slici desno. Nacinimo sub-

diviziju f
Tk
a=x9g<xy < - <Tp1 <z, =0 (523) Lica
Tiof /L

segmenta [a, b] 1 oznacimo s Ty = (zy, f(zx)),
k = 0,1,...,n, pripadne tocke na grafu.
Duljinu krivulje izmedu tocaka T, , =

(.T}kfl, f(l’kfl)) 11y, = (.T}k, f(l’k)) aproksimi— 0 /kal Xk Xkl
ramo duljinom

Ly = d(Ty1,Ti) =/ (z1, — 21-1)2 + (f(2) — f(23-1))% =

_ \/1 n (fm) - f@“))Z(xk " (5.24)

T — Tk-1
Pomocu Lagrangeovog teorema dobivamo

(o) — f(xr-1)

T — Tk—1

= f'(ty), (k=1,...,n). (5.25)

Posto je udaljenost L, = d(T)_1,T;) izmedu tocaka manja ili jednaka
duljini luka izmedu tih tocaka, to je donja aproksimacija L za duljinu krivulje
L dana s

LNy \/1+<f<xk>—f<xk1>)2<xk_xkl) <L ()

T — Tg—
=1 e k k—1

Pomo¢u (5.25) iz (5.24) i (5.26) dobivamo

L= 1+ [f(te)(xx — wx1), (5.27)
k=1

a to je integralna suma za subdiviziju (5.23) funkcije

g(x) =1+ [f"(2)]?, x € la,bl, (5.28)
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Ako je funkcija g integrabilna na [a, b], onda je duljina krivulje dana s

L= / VI (@)Pde. (5.29)

Primjer 5.17. Izracunati opseg kruga radijusa r. Funkcija koja opisuje po-

lukruznicu na segmentu [—r, 7] je f(z) = Vr?2 — 22, a /1 + f'(x)? = ﬁ

Dakle, uz x = rt i dr = rdt imamo L = 4f0r\/% = 47’[()1\/% -
1

4rSin~'t | = 2rm.
0

5.7.3 Povrsina rotacione plohe

Neka je ploha nastala rotacijom oko osi = grafa funkcije f na segmentu [a, b].
Za zadanu subdiviziju segmenta [a,b], a = zg < 1 < ... < T < T, =
b, aproksimacija dijela rotacione povrsine na segmentu [x_1, x| je oblika
27 f(ti)\/1 + [f'(tr)]?(xx — xx_1). Dakle, integralna suma je

27>~ f(t)V/ 1+ [ (8) 2 (k= ),
k=1
Sto daje formulu za racunanje oplosja

O=2n / F@) T+ [P (@)Pde. (5.30)

Primjer 5.18. Izracunati oplosje kugle radijusa r. Funkcija koja opisuje po-
lukruznicu na segmentu [—r, 7] je f(z) = Vr?2 — 22, a /1 + f/(x)? = T
Dakle, O = 2r [* rdx = 2mr(r — (—r)) = 4772

5.7.4 Zakrivljenost ravninske krivulje

Oznac¢imo s a(My, M) kut Sto ga zatvaraju tan-
gente na krivulju I' u tockama My i M. Neka je y
(Mo, M) duljina luka krivulje T izmedu tocaka
My i M. Tada je M

M| (5.31) 4
p(MoM)

T (X)

prosjecna zakrivljenost luka MyM krivulje I'. 0
Ako prosjecna zakrivljenost tezi nekom broju kada
tocka M po krivulji T' tezi k My, onda taj broj
zovemo zakrivljenost krivulje I' u tocki M,.
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Neka je I C R otvoren interval, f : I — R funkcija koja ima neprekidnu
drugu derivaciju na I i neka je I'y graf funkcije f. Tangenta na graf I'y
u tocki M = (z, f(x)) ima koeficijent smjera f’(x) i sa osi apscisa zatvara
kut 7(x) = Tg™! f/(z). Pomoéu Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti
za funkciju 7 = Tg™! f/ imamo a(My, M) = 7(x) — 7(20) = 7'(t)(z — x0)
za neko t izmedu o i x. Zbog 7'(t) = [Tg™* f(t) = [Tg 'V (f ) f"(t) =

MO
e
L+ [f(1))?

"
a(My, M) fiw(x — o) za neko t izmedu z¢ i . (5.32)

IEEROE

Za duljinu luka imamo formulu (5.29):

p(vighn) = [ VIT PP

Pomocu teorema srednje vrijednosti za taj integral dobivamo

n(MoM) = \/T+ [f/(s)P (2 — o), (5.33)

gdje je s € [xo,z|. Iz formula (5.33), (5.32) i (5.31) dobivamo formulu za
prosjecnu zakrivljenost

KON
L+ ()2 1L+ [f'(9)]?

: (5.34)

gdje su t i s izmedu zy i . Kada z — o, onda t — g i s — w0, pa (5.34)
poprima oblik

f”(l’o)
[1+ [ (@o))?]2
Dakle, zakrivljenost krivulje I'; (grafa funkcije f : I — R) u tocki (z, f(z)),
r el je

K(Mo) =

/" (@)

= et

(5.35)

5.8 Nepravi integral

Do sada smo koristili pojam Riemann integrabilne funkcije na segmentu.
Ta je funkcija morala biti ogranicena na segmentu, da bi se uopée mogla
razmatrati njena integrabilnost. Sada ¢emo prosiriti pojam integrabilnosti
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na intervale koji nisu zatvoreni, a ne moraju biti ni ograniceni. Takvi su
intervali [a, b), (a,b], (a,b) s tim da moze biti @ = —oo ili b = oo. Tako

dobiveni integral ¢emo zvati nepravi integral.

Neka je zadana funkcija f(z) = e,

x € R. Za tu funkciju vrijedi lim e™* = 0.
T—r00

Da li je moguce osjencanom dijelu ravnine

S omedenom koordinatnim osima i grafom

funkcije pridruziti broj koji bi imao smi- v\
sao povrsine. Posto je interval [0,00) neo-
granic¢en, to nije moguce upotrijebiti pravo-
kutnike kao aproksimaciju tog dijela ravnine.
No iz slike desno je vidljivo da bi za do-
voljno veliki B povrsina dijela ravnine Spg is-
pod grafa na segmentu [0, B] mogla aproksi-
mirati trazenu povrsinu (ako tako nesto ima

smisla).
B B
Povrsina skupa Sp je dana sa / e %dr = —e | =1—eP paje
B ’ 0
razumno broj lim e *dr = lim (1 — e ?) = 1 proglasiti povrsinom
B—oo /o B—oo
dijela ravnine S. Tada piSsemo
[%S) B
/ e “dr = lim e “dx, (5.36)
0 B—oo 0
i taj limes zovemo nepravi integral.
1
Neka je zadana funkcija f(x) = NG x > 0. Za tu funkciju vrijedi
x
1
lim — = 0. Je li moguce osjencanom dijelu ravnine S omedenom koordi-

z—0+ \/E

natnim osima, pravcem z = 1 i grafom funkcije pridruziti broj koji bi
y

imao smisao povrsine. Posto je na intervalu
(0, 1] funkcija neograni¢ena, to nije mogude
upotrijebiti pravokutnike kao gornju aproksi-
maciju tog dijela ravnine. No iz slike desno je
vidljivo da bi za dovoljno mali € > 0 povrsina
dijela ravnine S, ispod grafa na segmentu
[e,1] mogla aproksimirati trazenu povrsinu
(ako povrsina ima smisla).

0 € 1 X

1 1
Povrsina dijela ravnine S, dobije se kao / de =2z | =2(1—e).
€ T 15




154 5. RIEMANNOV INTEGRAL

Sada pisemo

1 1
/ A 42y (5.37)
0

Definicija 5.7. Neka je funkcija f : [a,b) — R integrabilna na svakom
segmentu [a, B] gdje je B < b < +o00. Ako postoji konac¢an limes

lim / f(x)dx, (5.38)

B—b—

onda se taj limes zove nepravi integral funkcije f na [a,b) i oznacava s

—b

f(z)d. (5.39)

a

Takoder se kaze da integral (5.39) konvergira. Ako limes u (5.38) ne
postoji kazemo da integral (5.39) divergira.
Analogno definiramo integral na (a, ] :

b b
/f(x)dx: lim [ f(z)dz.

A*)G,Jr A

Ako je f integrabilna na svakom segmentu [A, B] C (a, b), onda, uz uvjet da
svi limesi postoje, definiramo

—b c B
f(z)dx = lim Af(x)dx + Bh_)r%l_/c f(z)dx,

e A—a+

gdje je ¢ € (a,b) bilo koja tocka. Moze se pokazati da prethodna definicija
ne ovisi o c.

Napomena Zato sto su i limes funkcije i R-integral monotoni i linearni, ta
svojstva ima i nepravi integral.

Primjer 5.19.

400 d B d B
/ T~ lim / Y~ lim (Tg'z| )= lim Tg'B= s
0 1+ T2 B—+o0 [ 1+ 2 B—+00 0 B— 400 2

Primjer 5.20.

lim (—Sin~'e) = T

‘ dx I O dx
Y = 11m _ =
e V1I—22 e==1+ J. /1 — 22 e——1+
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Primjer 5.21. f0+oo cos xdx divergira jer je fOF cosxdxr = sin B, alimp_,, ,sin B
ne postoji.

Teorem 5.17. Neka je a > 0.

+oo
1. Integral / - konvergira za p > 1 i divergira za p < 1.
e

* dx
2. Integral / - konvergira za 0 < p < 1 i divergira za p > 1.
0« L

tody _
3. Integral - divergira za svako p > 0.
0 T

-
Dokaz: 1. Za p = 1 imamo

B

oo g
/ R T (Inx

)= lim InB—1Ina=+o0,
X B—+o00

B—+oc0

pa integral divergira k +o00. Za p # 1 je

B

B
/ (i) | s
o XP l—par=t)| ~1-—p
Zbog lim z% = too (a>0) imamo
& T—+00 - 0 (Oé < O) ’
/+°°dx_ +oo (1—=p>0)
. | S (1-p<0)
2. Zap=1je
lim — =Ilna— lim lne = +o0.
e—0+ c €x e—0+
Za p # 1 imamo
“d 1 1-p<0
lim o (a'P — lim &77) = 1 Ool,p (1-p<0)
e=0+ J, TP 1— D e—0+ EGJ (1 —p> 0)

3. Slijedi iz 1. i 2. M
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5.8.1 Kiriterij konvergencije nepravog integrala

Teorem 5.18. Neka je a > 0 i neka su funkcije f,¢ : [a,+00) — R takve
da vrijeds

(i) 0 < f(z) < p(x) za svaki x > x9 > a,

B B
(ii) za svako B > a postoje mtegmli/ f(z)dz z/ o(z)dz.

Ako je integral
+00
/ o(x)dx (5.40)
konvergentan, onda je konvergentan i integral

—+00

f(z)dx (5.41)

1 vrigeds
“+oo

f(x)dx < /+°0 o(x)dx. (5.42)

Ako je integral (5.41) divergentan, onda je i integral (5.40) divergentan.

a

Dokaz: Funkcije F(z) = [T f(t)dt i ®(x) = [T ¢(t)dt rastu i vrijedi F(z) <
O (z), za svaki z > a. Za rastuéu funkciju limes u beskonacnosti F'(+o00) =
lim, , 1, F'(x) postoji ako i samo ako je ta funkcija ograni¢ena odozgo. Oda-
tle slijedi tvrdnja teorema.

O

Korolar 5.4. Neka su funkcije f,¢ : [a,+00) — R pozitivne i neka postoji

o flz)
$1—1>I—il:loo o) ¢ (0<c<+00). (5.43)

Ako je ¢ < +00 i ako konvergira integral (5.40) onda konvergira i integral
(5.41), odnosno, ako divergira integral (5.41) onda divergira i integral (5.40).

Ako je ¢ > 0 i ako konvergira integral (5.41) onda konvergira i integral
(5.40), odnosno, ako divergira integral (5.40) onda divergira i integral (5.41).

Ako je 0 < ¢ < 400 onda oba integrala istovremeno konvergiraju ili
divergiraju.

Dokaz: Ako je ¢ < +ooonda Ve > 03 A > 0 takav da (z > A) =

(|90(x) cl<e)=( E )) <c+e) = (f(zr) < (c+¢e)p(x)), pa konvergencija
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(5.40) povlaci konvergenciju (5.41), odnosno divergencija (5.41) povlaci di-
vergenciju (5.40). Analogno, ¢ > 010 < & < ¢ daju postojanje A > 0 tako da
(2>A8)= ({8 <o) = (L8 > c—e) = ((c—e)p(x) < f(x)), pa ko-
nvergencija (5.41) povlaéi konvergenciju (5.40), odnosno divergencija (5.40)

povlaci divergenciju (5.41). U slucaju 0 < ¢ < +o0, zbog lim,_, % =
c & limy o0 % =1, (5.41) i (5.40) istovremeno konvergiraju ili divergi-

raju. U

Ako konvergira integral fa_)b\ f(z)|dz, onda kazemo da integral (5.39)
apsolutno konvergira. Ako integral (5.39) konvergira ali ne konvergira
apsolutno, onda kazemo da uvjetno konvergira

Propozicija 5.2. Neka je [ : [a,+00) — R funkcija koja je za svakib > a in-

+oo
tegrabilna na segmentu [a, b]. Ako je konvergentan nepravi z'ntegml/ |f(x)|dz,
+00 “
tada je konvergentan i nepravi integral (x)dz, tj. ako je integral ap-

a
solutno konvergentan, onda je i konvergentan.

Dokaz: Prisjetimo se da je po teoremu 5.3 i funkcija |f], za svaki b > a,
integrabilna na segmentu [a,b]. Neka su fi, f_ : [a,+00) — R definirane s
fi(z) = max{0, f(x)} za v > a,i f-(z) = max{0, —f(z)} za x > a. Tad je
F(@) = £1(2) = f(2) i | ()] = £+ () + () 72 > a. Funkeije f, i f_ su
takoder, za svaki b > a, integrabilna na segmentu [a, b].

Zbog 0 < fi(z) < |f(x)]10 < f_(z) < |f(x)] za x > a, konvergen-

+oo
cija / |f(x)|dz i teorem 5.18. daju konvergenciju nepravih integrala

~+o00 +00 +oo +oo
fo(x)dx i f-(z)dx. Sada je (x)dz = fi(z)dx —

a a a a
—+00

f-(z)dx. 0
Obratna tvrdnja od tvrdnje u prethodnoj propoziciji nije op¢enito istinita.

Primjer 5.22. Nepravi integrali

+o0 +oo +oo

CoS T CoS T

/ e’m2d:c, / dz, / dr, (a>0,p>1),
0 o 14a? a xP

su konvergentni. To slijedi iz korolara 5.4. i prethodne propozicije:

— 72 _ . . .
zbog e7*" < e™® za x > 1 konvergira prvi, zbog |fj:i§| < 1+1$2 konvergira

drugi, a zbog % < = konvergira treci nepravi interval za p > 1.

xT
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Primjer 5.23. (Gama funkcija) Za o > 1 definiramo nepravi integral
+oo
IN()) :/ e “x* . (5.44)
0

Konvergencija integrala (5.44) vidi se na slijedeéi nacin:

Za o > 1 vrijedi lim,_, o e 2%t = 0 pa za ¢ = 1 postoji A > 0
takav da (z > A) = (e7?2*'2? = e 22T < 1) = (e7"2*7! < %). Sada
konvergencija integrala (5.44) slijedi pomoé¢u teorema 5.17.1. i teorema 5.18.

Funkciju T : [1,+00) — R zovemo gama funkcija. Za gama funkciju
vrijedi rekurzija:
MNa+1)=al(a), (a>1). (5.45)

Naime, parcijalnom integracijom dobivamo:
t

t t
/ e *z%dr = —e 2% | + a/ e T dr.
0 0 0

Odatle zbog limy_, 1o, e~ t* = 0 dobivamo (5.45).

Vrijedi
+oo
1) = / e Pdr =1,
0

pazan € Nimamo I'(n+ 1) = nl'(n) = --- =nn—-1)---1-I'(1) = nl,
tj. Gama funkcija je poopcenje faktorijela. Ta funkcija se javlja u mnogim
matematickim problemima u raznim granama matematike.




6 Redovi

6.1 Definicija reda

Definicija 6.1. Neka je (a,), niz realnih brojeva. Nizu (a,), pridruzujemo
niz (s,), definiran s:

ST = a1
So = aj -+ as
S3 = a1 +tax+as

(6.1)

Sn = artaztta,

Red je uredeni par ((an)n, (Sn)n) nizova (a,), i (Sn)n. Element a,, zovemo
opdi ¢lan reda, a s, je n-ta parcijalna suma reda. Oznake za red su

Zan ili Zan ili Zan ili ian liay+ag+--+a,+- .
n=1

neN N
Primjer 6.1. Pretvaranje racionalnih brojeva u decimalne.

1 110

9 109

B 1+1 +11
—\10 102 9102

B 1+1+ +1 +11
— \10 102 10”

11 1 1 1
Iz prethodnog, zbog lim ——— = 0, dobivamo 9= lim (— + 4+ —

o0 9 107 n—oo \ 10 = 102 | 107
o i 1 i 1 e 1 1 1
a o pl1semo — = — 1 20OVOorimo da je — suma reda _—.
PR g T Zaqgn 1B 9 2 10m

159
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Primjer 6.2. Geometrijski red. Za = # 1 imamo

1 B 1—3:—1—:1:_1+ T
1—z 1—z 1l—=x
x — 2+ 22 x?
1—=x 1—=x

xn

= (1 24 ... n ]
(1+z+a2°+ +x)+1_x

Za |x| < 1je lim z" = 0, a odatle slijedi
n—oo

= lim(1+x+x2+---+x"):2x".
n=0

1—=2x n—o00

Primjer 6.3. Pokusajmo naci funkciju f : R — R koja je rjesenje diferenci-
jalne jednadzbe
fl(x) = f(z), z€R, (6.2)
s pocetnim uvjetom f(0) = 1. Trazimo funkciju u obliku polinoma neodredenog
stupnja
f(x) = ap + a1v + agx® + azx® + - Faa” 4+ - . (6.3)

Derivacija je oblika
f/<55) =a +2a2x+3a3x2+"'+nanx"*1 b

pa kad zbog (6.2) izjednac¢imo koeficijente uz iste potencije dobivamo

a; = Qo a; = Qg
— _ 1
2&2 = a1 Ay = ?ao
3&3 = Q9 as — gao
4(1,4 = das as = iao
1 _ _ 1
(n + )an—I—l = Qn anp+1 = (n+1)!a0
Uvjet f(0) =1 daje

g — 1 1 1 1

Qo = aal—ﬂaa2—§aa3—§>--- =

sto pokazuje da ne postoji polinom koji bi zadovoljavao trazenu diferencijalnu

jednadzbu sa zadanim pocetnim uvjetom. Stoga je razumno ocekivati da za
YV z € R vrijedi

e}

) x oz " x
f@):r}blilo(lJrﬁJFi*"'*H):Zﬁ-

n=0
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S druge strane znamo da je funkcija e® rjesenje diferencijalne jednadzbe (6.2),
pa mozemo ocekivati da V z € R vrijedi

T - xn
e _ZH . (6.4)
n=0

6.2 Definicija konvergencije reda

Definicija 6.2. Za red
> an (6.5)
n=1

realnih ili kompleksnih brojeva kazemo da je konvergentan (sumabilan,
zbrojiv), ako je niz (s,), parcijalnih suma reda (6.5) konvergentan. Ako je
red (6.5) konvergentan onda broj

s= lim s, (6.6)

n—oo

zovemo sumom reda (6.5) i oznacavamo sa

s:Zan:a1+a2+-~-+an+-~-. (6.7)

n=1
Red (6.5) je divergentan ako je niz (s,), divergentan.

Za niz kompleksnih brojeva (a,), = (o, + i5,), mozemo promatrati tri

reda
[oe) o [oe)
E Qn, E Qi § B,
n=1 n=1 n=1

s parcijalnim sumama
Sp=0a1+ tap, Op =01+ "+ Qp, Tn:ﬁ1+"'+6n-

Bududi da je s, = 0,,+1i7, to niz (s,), konvergira ako i samo ako konvergiraju
nizovi (0,,)n 1 (75)n. Tada vrijedi

lim s, = lim o, +1¢ lim 7,,
n—oo

n—00 n—o00
odnosno
o 0 0 e
n=1 n=1 n=1 n=1

Pitanje konvergencije reda, a pogotovo sume reda, moze biti vrlo kompli-
cirano. Za pocetak dajemo primjer u kojem je na oba pitanja moguce lako
odgovoriti
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=~ 1
Primjer 6.4. Pokazimo da red Z ——  konvergira i nadimo njegovu
n(n+1)
- 1 11
sumu. Prvo uo¢imo da za svaki n € N vrijedi —— = — — ——, pa

nn+1) n n+1
= 1 " /1 1 1
° Zk:(k:+1) ;@ k+1) n+1

Sada je jasno da vrijedi hm sn, =1, tj. Z

imamo

n(n + 1)
Teorem 6.1. (NuZan uvjet konvergencije reda)

Ako red Z a, konvergira, onda niz (a,), konvergira k nuli, tj. vrijedi

n=1

(Z a, konvergira ) = (lim a, = 0). (6.8)
! n—00

Dokaz: Ako red (6.5) konvergira k broju s, onda vrijedi

lim a, = lim (s, — s, 1)_11m3n—11msn1—5—s—0
n—oo n—oo n—oo n—oo

O

Obratna implikacija u (6.8) nije opéenito istinita, sto je vidljivo iz sljedeéeg
primjera

Primjer 6.5. Harmonijski red

o0

1 (6.9)

n
=1

divergira k +o0.

.. c 1 1 . ,.
Uoc¢imo da vrijedi $,41 = S, + p—— > s, pa je niz (s,), strogo rastudi.
n

Pokazimo da je podniz (san), odozgo neogranicen. U tu svrhu indukcijom
dokazujemo da V n € N vrijedi nejednakost son > 1 + %n Za n = 1 imamo
sg =1+ % sto daje bazu indukcije. Sada

1 1 1 1 1
n — n > n —
Son+1 S9 +2n_|_1+2n+2+ +2n+2n S9 +2n_|_2n+ +2n+2n
. 1 11 1
= Son + 2 TS 32n+221+2n+§:1+§(n+1).
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Odatle zakljucujemo lim son = 400, a to povlaci lim s, = +o0o. Primije-
n—o00 n—oo

1
timo, red divergira, a vrijedi lim — = 0. Dakle, konvergencija niza op¢ih
n—oo N
clanova k nuli nije dovoljan uvjet za konvergenciju reda.

Primjer 6.6. Alternirajué¢i harmonijski red

1
> (-1 - (6.10)
n=1
. y . L . S no1l
konvergira. Nuzan uvjet konvergencije je ispunjen, tj. lim (—1)"""— = 0.
n—oo n

Nadalje, vrijedi
RV UR A 1
oam = 2 3 1 om—1  2m
sto pokazuje da je podniz (s9,,)m strogo rastuéi. Nadalje,
1 1 1 1 1 1 1 1 <1
S m ey — _ — — —_ —_— — —_— e e e — J— —_ ,
? 2 3 4 5 2m—2 2m—1) 2m

pokazuje da je niz (So;)., odozgo ogranicen. Prema teoremu o rastuéim
nizovima taj niz je konvergentan. Neka je lim sy, = s < 1. Zbog Sop1 =
m—0o0

1 .
8%n'+'§%1f 1maino J

red (6.10) konvergentan.

im So,11 = 8, dakle i lim s, = s, Sto pokazuje da je
—00 n—oo

Konvergencija redova je u skladu s operacijama zbrajanja redova i mnozenja
redova sa skalarima.

Teorem 6.2. Neka su Z ay 1 Z b, konvergentni redovi sa sumama A i B.

n=1 n=1

Za svaki par A\, u € C je red Z(Aan + uby,) konvergentan i vrijedi

n=1

Z()\an+ubn) :)\Zan+qun. (6.11)
n=1 n=1

n=1

Dokaz: Ozna¢imo A, = a1 + -+ an, By = by + -+ by, C, = (Aag +
pby) + - -+ (Aay, + pby). Zbog C,, = (A, +uB,) zasven € N, lim A, = A

n—oo

i lim B, = B imamo lim C,, = A lim A, + p lim B, tj. vrijedi (6.11). 7
n—oo

n—oo n—oo n—oo

Sada ¢emo prouciti konvergenciju geometrijskog reda koji igra vaznu ulogu
u narednim rezultatima o konvergenciji redova.



164 6. REDOVI

Teorem 6.3. Za q € C, |q| < 1, geometrijski red

dg"=1+q+q+- (6.12)

n=0

Za lq| > 1 red (6.12) divergira.

konvergira 1 ima sumu 1

Dokaz: Za |¢q| < 1 imamo
l—q"=(1-q)(I+q+ - +q")
odakle slijedi

ne1 L1—4" 1 1 n

1
odatle zbog lim ¢" = 0 dobivamo lim s, = ——.
n—o00 n—o00 1 —

Ako je |g| > 1, onda je V n € N, |¢"| > 1, pa niz opé¢ih ¢lanova reda (6.12)
ne tezi k nuli, dakle taj red divergira. H

6.3 Usporedivanje redova, apsolutna konver-
gencija redova

Definicija 6.3. Za red > a, kazemo da je red s pozitivnim ¢lanovima ako
jevneN a,>0.

Teorem 6.4. 1. Red > a, s pozitivnim ¢lanovima konvergira ako i samo
ako je njegov niz parcijalnih suma (s,), ogranicen. Tada je Y " | a, =

sup{s,;n € N}.
2. Ako red Y > | ay, s pozitivnim ¢lanovima konvergira, onda njegova suma

ne ovisi o poretku ¢lanova, tj. vrijedi Z ap = Z Uo(n), gdjejeo : N —
n=1 n=1

N bijekcija (permutacija).

Dokaz: 1. Neka je (s,), niz parcijalnih suma reda »_ | a,. Jasno, s,41 =

Sp + Gpi1 pa je niz (s,), rastuéi. Takav niz je konvergentan ako i samo ako
je ogranicen.

2. Oznacimo s (s},), niz parcijalnih suma reda ), a, a;, = Go@m). Za
bilo koji n € N postoje p,q € N takvi da je o(1) < p,0(2) < p,...,0(n) <

oo !/ !/
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p,7(1) < ¢,7(2) < q,...,7(n) < q, gdje je T = o', Odatle je s/, =
o) tUg@2) + .. F o) S a1 +a2+...+a,=8,18, =a;+ax+...+a, =

Uo(r(1)) + Qotr(2)) T - F o) < o(1) + Qo) + ..+ Gofq) = 8, To daje

sup{sl;n € N} = sup{s,,;m € N}, odnosno Zan = lim s, = lim ¢, =
1 n—oo m—0o0

i - 0

m=1

Lema 6.1. (usporedivanje redova) Neka su > an, Y b, redovi s pozitivnim
¢lanovima 1 neka postoji K > 0 tako da je

a, < K b,, ¥YneN. (6.13)

Ako konvergira red Y b, onda konvergira i red Y a,, i vrijedi Y a, < K by,.
Ako red > a,, divergira, onda divergira i red y_ by,.

Dokaz: Neka je s, = Y ,_jap 1 t, = > 1 by Nizovi (s,), 1 (£s)s su
rastudi i zbog (6.13) vrijedi s, < Kt,, ¥n € N. Niz (t¢,), konvergira ako i
samo ako je ograni¢en. Tada je i niz (s,), ogranicen, pa konvergira i vrijedi
lims, < Klimt,. Ako je niz (s,), neogranicen, tada je i niz (t,), neo-
granicen. 0

= 1
Primjer 6.7. Red Z — je konvergentan jer (n + 1)2 > n(n + 1) povlaci
n

(e o]

1 o0
CES) é; <Z{n

1
Primjer 6.8. Red Z — konvergira za p > 2, jer je n? > n? sto povlaci
n

l\’)

RSO

n=1 n=1

3=
IA
|~

=1
Primjer 6.9. Red Z — divergira za p < 1, jer je n” < n, odnosno
n

sto povlaci
o

1

)
np
1

=1
Zgﬁ

n—=

—_

n—

=1
a red E — divergira.
n
n=1
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Teorem 6.5. Neka je (ay), niz u C.

1. Ako konvergira red

> Janl (6.14)

n=1

onda konvergira i red Z ay, 1 vrijedi | Z a,| < Z |an|.

n=1

2. Ako konvergira red (6.14) i ako je o : N — N bijekcija, onda konvergira

1 red Z Ao(n) © vTijeds Z an = Z Ao (n)-
n=1 n=1 n=1

Dokaz: 1. Pretpostavimo da je (a,), niz u R i definirajmo

a+_{an ako je a, >0 _{0 ako je a, > 0

" 10 akojea,<0’ —a, akojea, <0’
Za nizove (a;7), i (a,, ), s pozitivnim ¢lanovima vrijedi
an =at —a,, la,| =a’ +a, (VneN). (6.15)

Buduéi da po pretpostavei red Y |ay| konverglra i da Vn € N vrijedi
ab <layl, a,; < lay|, polemi 6.1. redovi Y 2 a1 > > a; konvergiraju.
Neka su AT i A~ nizove sume. Tada po teoremu 6.2. vrijedi AT — A™ =
Dot Gy = 2 O = 2o (@ —ag) = 3007 an, tj red 3, a, je konver-

gentan. Prema teoremu 6.4. imamo At = En Lalk m 1A= Ezozl Ay 12

cega slijedi D7 1 a, = AT —A” = Zzo:l(aj(n) — a;(n)) =3 Qo).

I1. Neka je (an), niz u C, a, = a, + if,, an, Bn € R. Zbog |ay,| < |a,|,
18] < lan|, Vn € N, slijedi konvergencija redova > >~ |an| 1> o0, |Bal, &
odatle i redova > °  a, 1 Y 2, f,. Odatle opet slijedi konvergencua reda
Zn (o +i6,) = 322 a,. Nadalje, za svaki k& € N imamo | 32F_ a,| <
S an] <322 |an|, pa za k — oo dobivamo | 32°°  a,| < 37, |an|.

Konaénoa 220:1 On = ZO:l an—"i Zn 1 Bn - Zn 1 Xo(n) +i 220:1 60(") =
21 (Qon) + iBon)) = Dony Qo). O

Definicija 6.4. Zared > | a, kazemo da je apsolutno konvergentan ako
jered > > |an| konvergentan. Red >~ 7 | a, je uvjetno konvergentan ako
konvergira, ali red ">, |a,| divergira.
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Teorem 6.6. Neka su ) ap, >, b, redovi u C i neka postoji K > 0 tako da
je
la,| < K |b,|, Vn € N. (6.16)
Ako red " b, apsolutno konvergira, onda apsolutno konvergira i red »_ ay,.
Ako red Y a, ne konvergira apsolutno , onda niti red >, b, ne konvergira
apsolutno.

6.4 Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda

Promotrimo

d (=1 ay, (6.17)

n=1

red u R gdje je a, > 0, ¥n € N (alternirajuéi red)

Teorem 6.7. (Leibnizov kriterij) Ako niz (a,), realnih pozitivnih brojeva
strogo pada i lim, a, = 0, tada red (6.17) konvergira k broju A za koji vrijedi
0< A< aj.

Dokaz: Neka je (s,), niz parcijalnih suma reda (6.17). Vrijedi sa, =
(a1 — az) + (a3 — aq) + -+ + (a2m—1 — Gom), tj. podniz (Som)m je strogo
rastuéi. Nadalje je s, = a1 — (ag — az) — -+ - — (agm—2 — A2m_1) — Gom < a1,
pa je podniz (S, )., ograni¢en odozgo. Dakle, podniz (Sa,)m je konvergen-
tan; neka je A = lim,, So;,. Zbog Somi1 = Som + Aomy1 je limy, Sopy1 = A,
pa je takoder i lim, s, = A. Iz prethodnog slijedi ocjena sg,, < A < Sop_1,
vm € N. 0

Teorem 6.8. (D’Alembertov' kriterij) Neka je (a,), niz u C i a, # 0,
Vn € N.

An41
an

1. Ako postoje m € N i q € (0,1) C R takvi da vrijedi < q,

[e.e]
Vn > m, onda red Z a, apsolutno konvergira.

n=1

an+1

2. Ako postoji m € N takav da vrijedi > 1, Vn > m, onda red

n

0 ]
Z a, divergira.
n=1
1Jean le Rond d’Alembert (Paris, 16. studeni 1717. - Paris, 29. listopad 1783.)
francuski filozof, matematicar i fizicar
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Dokaz: 1. Zan = m+ k, k£ € N, imamo |anik| < qlamir—1| < -+ <
q*|am|, odakle slijedi 3207 | amx| < lam| 3237, ¢° = 1%, pared 307 [am x|
konvergira (jer je majoriziran s konvergentnim geometrijskim redom). Tada
konvergira i red > 7 | |a,]|, tj. > .o, a, apsolutno konvergira.

2. Iz drugog uvjeta imamo |a,| > |a,| > 0, Yn > m, pa niz (a,), ne tez
k nuli, tj. nije ispunjen nuzan uvjet konvergencije reda. M

Teorem 6.9. (Cauchyjev kriterij) Neka je (ay), niz u C.
1. Ako postojem € Niq € (0,1) C R takvi da vrijedi {/|a,| < q, Yn > m,

onda red Z a, apsolutno konvergira.

n=1

2. Ako vrigedi {/|an| > 1 za beskonacno mnogo indeksa n € N, onda red

oo

Z a, divergira.

n=1
Dokaz: 1. Za n > m imamo |a,| < ¢", paje Y > la,| <> ° ¢" = f—:nq.
Tada konvergira red > ° , |a,|, odnosno, >~  a, apsolutno konvergira.

2. Uvjet 2. kaze da za podniz (a,, ), niza (a,), vrijedi {/|a,,| > 1, od-

nosno, |a,,| > 1, ¥n € N. Tada podniz (a,,), ne konvergira k nuli, a onda
niti niz (a,), ne konvergira k nuli. Tako nije ispunjen nuzan uvjet konver-

gencije reda. ]

Korolar 6.1. Neka je (ay,), niz u C ia, # 0, Yn € N. Ako neki od nizova

( ) : (\"/|an|) konvergira kr € Ry, onda za 0 < r < 1 red Zan

n=1
apsolutno konvergira, a za 1 < r red divergira.

Ap+1
G,

Dokaz: Ako je 0 < r < 1, onda postoji ¢ > 0 takav da je r + ¢ <
1. Sada za taj € postoji m € N sa svojstvom Vn € N (n > m) =

<r—|—5:q) ili (n>m) = <'r—5< ‘ Y |an| <'r’+€:q>.
Sada iz desnih nejednakosti i teorema 6.8 ili teorema 6.9. slijedi apsolutna

an+1
an

<T'—-8 <

konvergencija reda Zan. U slucaju 1 < r uzimamo ¢ > 0 takav da je

n=1
r —e > 1. Tada pomocu lijevih nejednakosti i teorema 6.8 ili teorema 6.9.

zakljucujemo divergenciju reda Z Q- ]

n=1
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U sljede¢em primjeru se vidi da korolar 6.1. u slucaju r = 1 ne daje
odluku.

Primjer 6.10. Redovi za koje niti D’Alembertov niti Cauchyjev kriterij ne
daju odluke o konvergenciji ili divergenciji:

=~ 1
. - | ant nn+l) _ n
g 1 7n(n 1) konvergira i = Dy — e 1.
o l d . . an+41 _ n _> 1
g — divergira i | =75 = -4y .
n=1

Z — konvergira i {/ # = (%\/ﬁ) — 1.

n=1

C 1 1 ] ] n 1 1
Zl - divergira i {/ = (n—\/ﬁ) — 1.

Napomena 6.1. Ako D’Alembertov kriterij daje odluku, onda ju daje i
Cauchyjev kriterij. Naime, ako je |amix| < ¢"|am|, V& € N, onda imamo
"R k| < m*’\“/m quJrk oo q. Tadazae >0, ¢ =g+ ¢ < 1, postoji
m € N takav da (kK > m) = "R/|amsr| < ¢. Obratna tvrdnja nije istinita,
sto pokazuje slijedeci primjer.

Primjer 6.11. Dajemo primjer reda ¢ija konvergencija se moze ustanoviti
pomoc¢u Cauchyjevog kriterija, ali D’Alembertov kriterij ne daje odluku o
konvergenciji ili divergenciji. Neka je niz (a,),, definiran s ag, = 4%, Aopi1 =

, tj. niz < ) ne

konvergira, ali ni po teoremu 6.8. nije moguéa odluka. Naprotiv, X/|as,| = %
. _2 n—oo . .
i "R/ |agnys1| = % c2omF1 — %, tj. lim, a, = %

Ap+y1
G,

4n71

2 Yn € N. Tada je 22+l = 2§ %0 — =

4n) azn az2n—1 4n2

0|

oo Zn
Primjer 6.12. Za svako z € C red E —~ apsolutno konvergira. Naime,
n!
n=0

Zn+1

(n+1)!
z"
n!

I
n-+1

Qp+1
ap,

Po korolaru 6.1. red apsolutno konvergira i definira funkciju £ : C — C,

n

B(z)=Y" B@0)=1, E(l)=e

n=0
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Primjer 6.13. Za svaki z € C apsolutno konvergiraju redovi

5(2) = 2%(—1)”—(22":1)!, C(z) = 2%(—1>"(§n7;!.

o
Ti su redovi apsolutno majorizirani s redom E -
n!

n=0

Teorem 6.10. (Integralni Cauchyjev kriterij) Neka je f : [1, +00) — [0, +00)
neprekidna i padajuéa funkcija na [1,400).

[e9) +o0
1. Red Z f(n) konvergira ako i samo ako integral / f(z)dx konver-
n=1 1

gira.

+oo OO
2. Ako red konvergira onda vrijedi flx)dx < Zf(n) < f(1) +

1 —

+00 !

f(x)dx.
1

Dokaz: Neka je s, = f(k) parcijalna suma reda i neka je F(z) =

k=1
/ f(t)dt, Vx € [1,+00).
1
Funkcija f je padajuca, pa Vk € N iVt € [k, k + 1] imamo f(k+ 1) <
k+1

f(t) < f(k). Odatle je f(k+1) < f(t)dt < f(k), Vk € N. Vrijedi
k

N rktl

Py = [ =3 [ s <Y 50 = <

2 3 n
<s)+ [ sodes [ fodee [ g = 1)+ o).
Dakle, Vn € N imamo F(n+1) < s, < f(1) + F(n).
+oo

1. Neka konvergira / f(z)dz, tj. postoji lim, ,, F(x). Posto je F

1
rastuca funkcija, taj limes postoji ako i samo ako je F' ogranicena, tj. dsup F.
Tada vrijedi s, < f(1) + sup F, pa je i rastudi niz (s,), ogranicen, tj. red

Z f(n), konvergentan. Obratno, ako red Z f(n) konvergira, onda je niz
n=1

n=1
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(Sn)n ogranicen, a tada je i niz (F'(n)), ograni¢en. Zbog rasta funkcije F' je
+o0

i ta funkcija ogranic¢ena, pa postoji sup F' = lilf F(z) = flx)dx.
T—1+00 1
Primjer 6.14. Funkcija f(z) = — Je neprekidna i padajuéa na [1,400).
x

+oo
x
Prema teoremu 5.17 / - konvergira za p > 1 i divergira za p < 1. Tada
. T

— 1
ired g - konvergira za p > 1 i divergira za p < 1.
n
n=1

Primjer 6.15. Ispitaj konvergenciju reda Z >— za p > 1. Funkcija
- nlnfn
1
flx) = , T € [2,400) je neprekidna i padajuca. Vrijedi
xln x
Tt y= Int Inz dy
F = _— = R l—
@) /2 tIn”t ‘ dy = dt/t ‘ /m yP
1 o 11 11
== ylip = = 1 + “14q°
p—1 n2 p—1ln" "z p—1In"""2
. 1 1 oo dy =~ 1
pafe tm Fe) = gt = [ Dakle, red 2w
konvergira za p > 1.
6.5 Produkt redova
0 00 Y
Definicija 6.5. Neka su Z Qp 1 Z b,, redovi u R ili ‘
n=0 n=0 ba \\\

C. Definirajmo niz (¢,), sa be NN

n b2 ‘-\\\'\: ‘ \‘\

o= arbup, k=01,2,.... (6.18) ™ >SS
k=0 0 EE ) ;

Red Z ¢, zovemo produktom redova Z an 1 Z b,,.

n=0 n=0 n=0
Teorem 6.11. Ako red Z a, apsolutno konvergira k A i red Z b, konver-
n=0 n=0

gira k B, onda red Z ¢, definiran s (6.18) konvergira k AB.
n=0
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Dokaz: Oznac¢imo A, = Zak, B, = Zb’“ B =B, —B,Vn € Ny i
k=0 k=0

a:Z\an|. Ako je a = 0 onda je a, =0, Vn, a tadaje A=01ic¢, =0, Vn,
n=0
pa je tvrdnja istinita.

o
Neka je sada a > 0, pa za parcijalne sume reda Z ¢, imamo:

n=0

Ch, = agby + (apby + a1by) + - - - + (aoby, + a1bp—1 + - - - + anby) =

=ayB,+a1 B, 1+ +a,By = ag(B+B))+a;(B+B,,_;)+---+a,(B+By),

tj. C, = A, B+ (), gdje je C), = apB,, + a1 B;,_; + - - - + a, B;,.
Pokazimo da vrijedi lim C/, = 0. Bududi da je lim B = lim (B,—B) =
n—00 n—o00 n—o00

0, to postoji M > 0 tako da Vn, |B;| < M. Takoder, za bilo koji € > 0 postoji

p € N takav da (n > p) = (|B,| < 1 = 5.). Zbog konvergencije reda Zan
n=0
vrijedi 11_)121O a, = 0, pa za g9 = m > 0 postoji ¢ € N (¢ > p) takav da

Vn (n > q) = (Ja,| < €2).
Uzmimo sada n. = p +¢q. Za n > n. imamo:

|Gl < (IBollan] + -+ + [Byllan—p|) + (IByiallan—p-a] + - -+ | By l|aol).

Zbog n—p > q vrijedi |C| < eo(|By|+- - - +|By|) +er(laol +- -+ |an—p-1]) <
go(p+ 1)M + e1a = €. Dakle, lim C/, =0, a odatle lim C, = AB. O

n—oo n—oo
Napomena. U prethodnom teoremu nije moguce izostaviti uvjet apsolutne

. , = (=1)"
konvergencije kod oba reda. Naime, red E
— V1i+n

vom kriteriju. Kvadrat toga reda ima op¢i ¢lan

konvergira po Leibnizo-

n ! LI 1 T
en = (1) (1\/1+n+\/ﬁ+ B/ o i +\/1+n>'

Zbog
1

>
k2+n—k) ~ 1+n

, Vke{1,2,...,n+1}

imamo |c,| > 1, Vn, pa kvadrat polaznog reda divergira.
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Primjer 6.16. Pokazimo da za funkciju F iz primjera 6.12 vrijedi F(z)E(y) =
E(z+vy), Yo,y € C. Vrijedi

Dakle, funkcija F je eksponencijalna funkcija.

Primjer 6.17. Pokazimo da za funkciju C' iz primjera 6.13 vrijedi 2C(z)C(y) =
C(x+y)+ C(zr —vy), Vr,y € C. Mnozenjem redova slijedi

2C(2)C(y) =
o z2n X2 . 2m 00 . n.op2k 2(n—k)
2n:0(_1)n(2n)! mzo(_l) (gm)! a ;%(—1) 2 <k20 (2k)! (QZ(Jn - k;))!) -
;(_1)71@ > <2£) (l,kan—k  (=1)2hghy2ik) = ;(_1)71(37 +y) T(L;;)(‘SU -y _

Clx+y)+C(x—vy).
Funkcija C je kosinus funkcija.
Zadatak 6.1. Pokazite da Vz € C vrijedi

Clx) = E(ix) —|—2E(—ia:)’ S(z) =

6.6 Redovi potencija

Neka je (fu)n niz funkcija f, : I — R(ili C), I € R(ili C). Red Y _f,
n=0

zovemo redom funkcija.



174 6. REDOVI

Ako je Vn € Ny, fu(z) = ay(z — )", x € C,

onda se red Imz
> an(z—c) (6.19) PN
n=0

naziva red potencija oko tocke c. Neka je
K = {z € C; red (6.19) konvergira u z}.
Sada definiramo r = sup{|z — ¢|;z € K}

i nazivamo ga radijus konvergencije reda 0

(6.19).

Zbog jednostavnijeg pisanja uzmimo ¢ = 0, tj. imamo red potencija oko
nule

Z anx”. (6.20)
n=0
Red .
Z na,r" . (6.21)
n=1

zovemo derivacijom reda (6.20) ¢lan po ¢lan, a red

3o g (6.22)
n=0

n+1

zovemo antiderivacijom (neodredenim integralom) reda (6.20) ¢lan po ¢lan.
Teorem 6.12. (o radijusu konvergencije)

1. Redowi (6.20), (6.21) i (6.22) imaju jednak radijus konvergencije.

2. Ako je r radijus konvergencije reda (6.20) i r > 0, onda svi redovi
apsolutno konvergiraju za ¥z € C, |z| < r, i divergiraju za Vz € C,
|z| > r.

1

3. Ako je p = limsup,, ¥/|a,|, onda je r = —.

p

Dokaz: Neka je radijus konvergencije reda (6.20) » > 0 i neka je u € C,

0 < |u| < r. Tada postoji zg € K, |u| < |zo| < 7, tj. red >~ a,z}
konvergira. Zbog toga niz (a,z{), konvergira k nuli pa je ogranicen, tj.

M
AM >0, |a,zy| < M, Vn, a odatle je |a,| < ——, ¥n. Sada imamo

| z0[™

|l

la,u”| < Mq", gdje je g =— < 1. (6.23)

|20l



6.6. REDOVI POTENCIJA 175

Odatle slijedi konvergencija reda Y |a,u”|, tj. apsolutna konvergencija
reda > a,u™. Dakle, red (6.20) apsolutno konvergira Vz € K(0,r), tj.
|z] <.
Pokazimo sada konvergenciju redova (6.21) i (6.22) na istom skupu. U tu
|u]

svrhu pomnozimo (6.23) prvo s ﬁ, a zatim s nri b2 imamo:

1
n+1

ntl < cn11q, gdje je  (6.24)

u
n+1

1 1
b1 = | M— g = | M——— .
: ( |u|> ( <n+1>q)

Vrijedi lim,, b, 1 =lim, ¢,;1 = 1. Zag<13de >0takodajeq = (1+¢)g <
1, a takoder postoji n. € Ntako da (n > n.) = (b,_1 < 1+&)A(chy1 < 14¢).
Tada za n > n. iz (6.24) imamo

gL
Ina,u™ "1 < b,_1q, odnosno

/

1
[nanu " < (T+e))g=¢q <1, i <(+e)g=q <1,

pa redovi (6.21) i (6.22) apsolutno konvergiraju po Cauchyjevom kriteriju. Iz
prethodnog slijedi da za radijuse konvergencije ry i r3 redova (6.21) i (6.22)
vrijedi r =1 < rgir; <rs;. Red (6.20) je antiderivacija reda (6.21) ¢lan po
¢lan, pa po prethodnom vrijedi r; > r5. Analogno, red (6.20) je derivacija
reda (6.22) ¢lan po ¢lan, pa je 1y > r3. Dakle r =1 =ry =r3aza|z| > r
redovi divergiraju, jer bismo u suprotnom imali kontradikciju s definicijom
radijusa konvergencije kao supremuma. Tako smo dokazali tvrdnje 1. i 2.

3. Ako je 0 < p < 400 onda su za svaki € > 0 gotovo svi ¢lanovi niza
(%/]an]), manji od p + €, a beskonacno ¢lanova je veée od p — e.

Sada za |z| > % odaberimo ¢ > 0 tako da je (p—¢)|z| > 1. Uzmimo podniz
%/|ap,| > p — €, pa za |z| > % vrijedi %/|ay, 2P| > (p —€)|z| > 1. Dakle,
podniz (a,, 2" ), ne konvergira k nuli, a tada niti niz (a,2"), ne konvergira
k nuli, tj. red divergira u svakoj tocki z € C, |z| > %.

Uzmimo z € C, |z| < % ie >0 tako da je (p+¢)|z| < 1. Sada za gotovo
sve clanove niza ({/|a,z"|), vrijedi {/|a,z"| < (p+¢)|z| = ¢ < 1, tj. red
apsolutno konvergira po Cauchyjevom kriteriju.

Pokazali smo da red apsolutno konvergira Vz € C, |z] < % i divergira
Vz e C, |z| > %, dakle, r = %. 0

Ako je r > 0 radijus konvergencije redova (6.20), (6.21) i (6.22), onda su



176 6. REDOVI

f(z) = ) a2, (6.25)
filz) = Znanznfl, (6.26)

fo(2) = Zn(n—l)anzn_Q, (6.27)

i
[\o}

n(n — 1)|a,||z]" 2 (6.28)

NE

My(z) =

[|
¥

n

definirane funkcije na K(0,7) C C.

Lema 6.2. Neka je r > 0 radijus konvergencije reda (6.25). Za svaki 0 <
r1 <71 i svaki par u,z € C, u # z i |u| < ry, |2| < ry, vrigedi nejednakost

M — fi(u)] <

1
o §M2(T1)|z—u|. (6.29)

Dokaz: Vrijedi

uf—2% = (u—2) (W2 a2 TR = P2 < BT u—z2], Yk €N,

a odatle je
n_.mn
F Yt = |27 = e (2 " (2 u)u P <
Z—u

-1
< |z—u|[(n—=1)r} 2+ (n=2)r} 4 - 4+ 1r] 7% < \z—u\r?’zw

Odatle slijedi

'f(Z)—f(u)

zZ—U

— fi(u)

[e9)
2" —u” n—1

E Ay, — nu
Z—U
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Korolar 6.2. Neka su f: (—r,r) = R i fi : (—r,7) = R definirane s (6.25)
i (6.26). Tada je fi(z) = f'(x), Vo € (—=r,r). Funkcija f ima derivaciju
svakog reda na (—r,ry, tj. f € C°((—r,r)). Takoder za a,b € (—r,r),
a < b, imamo

p oo 0 b ) a
/ E a,rdr = E an/ 2"dr = E nlx"H
n
@ n=0 n=0 a n=0 +

Dokaz: Iz leme 6.2 slijedi je fi = f’ na (—r,r), a onda rekurzivnim za-
kljucivanjem slijedi da je f € C*°({—r,r)).

6.7 Taylorovi redovi

Neka je f: (c—r,c+r) = Rzadanas f(z) =~ a,(z—c)", gdje jer >0
radijus konvergencije reda. Tada je f € C®((c —r,c+r)) i vrijedi

fle) = ao
flle) = a
f'(c) = 2ay
f™(c) = nla,
Formula za koeficijente je
(n)
(%:anX(n:QL“). (6.30)

Definicija 6.6. Neka je funkcija f € C*°((c —r,c+7)). Red

(n

> / nf )(x —c)" (6.31)

n=0

zovemo Taylorov red funkcije f oko tocke c¢. Taylorovi polinomi 7,,(z) =

Y heo %(az — ¢)* su parcijalne sume Taylorovog reda.

Teorem 6.13. Neka je I C R otvoreni interval, c € I 1 f : I — R klase
C>(I).
Ako postojeng € N, 0 >0, M >0 ¢ C >0, takvi da je

1f™)(z)| < CM™nl, Yz € I' = {c—6,c+38)NI, Yn > n, (6.32)

onda red (6.31) konvergira k f(x), Ve € I'N (¢ — 57, ¢+ 7).
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Dokaz: Za svaki x € I, po Taylorovom teoremu srednje vrijednosti, postoji
¢, izmedu c i z tako da vrijedi

f(n+1) (Cm)

1) (z — )"

fx) = To(x) +
Odatle je

(n+1) . Mt 1)
-t = Lo < AU DR cagfo—epys

Zax € I'N{c— 1, c+ 7) je M|z — ¢ <1pajenli_>1rolo|f(:v)—Tn(x)\:O, tj.

> £(n) (e
lim T,(z) = > S )(x—c)" = f(x). 0

n—00
n=0

Teorem 6.14. Neka je I C R otvoreni interval, c € I i f : I — R klase
C>(I). Ako postoje 6 >0, C >0 1 M > 0 takvi da je

If™(z)| < CM", Yo el ={(c—6,c+6)NI, YneN, (6.33)
onda red (6.31) konvergira k f(x), Vo € I'.

Dokaz: Vrijedi

£ e ¢ Ol =)

-1, = — 0,
(@) (@)l (n+1)! (n+1)!
zbog konvergencije reda Y~ %L M

Primjer 6.18. Za funkciju f(z) = e*, x € Ric = 0je f™(0) = 1, pa je
Taylorov red oko nule >°0° (1. Za § > 0 vrijedi (z < §) = (e” < €°), tj.

Vz € (=4,6) je |e®] < €’ = C. Sada, za svaki x € R, postoji § > 0, takav da
je x € (=9, 9), pa red konvergira k funkciji na ¢itavom R.

Primjer 6.19. Za funkcije f(z) = sinz i f(z) = cosx je |f™(z)| < 1,
Vo € R, pa vrijedi

> p2ntl > 2n
sinx = nz%(—l) s 1) i cosT = g(—l) o)’

za sve ¢ € R.
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Primjer 6.20. (Binomnired) Za « € Rik € N definiramo ((g) = W,

s tim da je (C();) = 1. Promatrajmo red potencija Z (Z) z". Po D’Alembertovom
n=0

«Q n+1
QHW* a

_ ozl oy e =,

o " n—+1
“)la

dakle, za |z| < 1 red apsolutno konvergira, a za |x| > 1 divergira. Neka je
f:(=1,1) = R funkcija definirana s f(z) = (1 + z)® Vrijedi f™(2) =
)

kriteriju imamo

An1

G,

(n
ala—=1)---(a=n+1)(1+2z)* ™ paje / '<O> = (z), Vn € N. Pokazimo
n!

. = [« n

da je f(x) :Z (n) a", V€ (—3,3).
n=0

Neka je ng € N, ng > a+ 1. Tada za n > ng imamo n — a > 1,

« o 8] o [} «
o |(2)| = lallL = =21 g w0 my < ()]
| S() - a -
— a—n < a—n
Odatle je - (14+x) "< o — 1 (14 z)* ™.

1+ > 1 pa vrijedi (1 +2)™ < 2", Vn € N.
, =) vrijedi uvjet (6.32) iz teorema 6.13 za C =

U slucaju |z| < 1 je
Stoga na intervalu (—

a 3\a
(n0—1> max{(2) ( )i M =2.

Moguce je dokazati i vise. Lako se provjeri da funkcije f i funkcija de-
finirana sumom binomnog reda na (—1,1) zadovoljavaju diferencijalnu jed-

nadzbu (1 + x)y’ = ay s potetnim uvjetom y(0) = 1. Zbog jedinstvenosti
rjesenja takve zadace, te su funkcije jednake na intervalu (—1,1). Dakle,

(1+2)* = i (Z) 2", V€ (—1,1).

(2

je
1
2
1

n=0
Primjer 6.21. Naé¢i Taylorov red oko ¢ = 0 funkcije f(z) = In(1 + z) i
ispitati njegovu konvergencuu
Vrijedi f'(z) r = Z )"x", za x € (—1,1) (geometrijski red).
Tada po teoremu 6 12. i korolaru leme 6.2. imamo f(z) = In(1 4+ z) =
n+1

>

n=0

_Z zaxE( 1,1).
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Primjer 6.22. Na¢i Taylorov red oko ¢ = 0 funkcije f(x) = Tg™ ' i ispitati
njegovu konvergenciju.

Vrijedi f'(z) = m = Z V'a? za x € (—1,1) (geometrijski

red). Tada po teoremu 6.12. i korolaru leme 6.2. imamo f(z) = Tg™'a =
2n+1 2n—1

Z(— o1 Z "11_1,zax€(—1,1>.

n=0 n=1

Primjer 6.23. Nadéi Taylorov red oko ¢ = 0 funkcije f(z) = Sin™' z i ispitati
njegovu konvergenciju.

Vrijedi f'(z) = (1—1’2)7% = i(—l)" <_%) 2" zax € (—1,1) (binomni

red). No,
(—1)" -3\ 1-3---@2n-1) 1-3.--2n—-1) (2n-D]!
n) 2nn) 242 (2n)0
= (2n — D!l
pa imamo f'(z) = g %x% Odatle je
w1 = (2n =1l g2
f(z)=Sin""z = nZ:O Gl 2n i1 za x € (—1,1).
Teorem 6.15. (Abelov teorem) Ako red Zan konvergira i ima sumu s,
n=0
onda je s
= Zanx", lz] <1, (6.34)
n=0

definirana funkcija f: (—1,1) — R i vrijedi s = mlg{lﬁ f(x).
Dokaz: Trebamo dokazati

(Ve >0)(30 >0)(Vz)(0<1—2<d) = (|f(x) — s| < €)).
Mnozenjem (6.34) s

- ix” (6.35)

n=0
dobivamo

= saa", |z <1, (6.36)
n=0
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n

gdje je s, = Zak parcijalna suma polaznog reda. Pomnozimo (6.35) sa

k=0
s(1 —x) te (6.36) s 1 —x. Oduzimanjem dobivenih rezultata slijedi

flx)—s=(1—=x Z , x| < 1. (6.37)
n=0

Uzmimo sada € > 0 bilo koji. Zbog lim, ... s, = s dn. € N takav da

Ne

-1

(n>n.) = (|sy—s| <5). Nekajed = g (Z |sn — s|> . Desnu stranu od
n=0

(6.37) rastavimo na sumu od 0 do n.iodn.+1dooo. Tadaza0 < 1—x < ¢

1mamo

[fx)—s| < (L—2)> [sn—sla"+ (1 —2) > |s,—sa"<
n=0 n=ns+1
l—x Z|sn—s|+ 1—x)E i <SS
2 = 2 2

i~ —1)yr1
Primjer 6.24. Vrijedi Z i = In2. Naime, funkcija f iz primjera
n
n=1

6.21. i prethodni red zadovoljavaju uvjete Abelovog teorema.

Korolar 6.3. Ako redovi Y an, > by, > ¢, konvergiraju k A, B,C i ako je
= > o arbni, Vn, onda je C = AB.

Dokaz: Oznac¢imo f(x Zan ,g(x Zb " h(z ch x| <

1. Vrijedi h(z) = f(z)g(x ) Vaz € (-1 1) Prema teoremu 6 15 je C =

lim A(x),A = lim f(x),B = lim g(x ), pa po teoremu o jednostranom
z—1— z—1— z—1—

limesu produkta vrijedi

C = lim h(z) = lim (f(z)g(x)) = lim f(x) xlg{l_g(x) = AB.

r—1— r—1— r—1—
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Korolar 6.4. Neka je f : {(e,r) — R, gdje je 0 < ¢ < r, definirana s
f(z) = Z a,x", neka postoji f(r—) i neka red Z a,r" konvergira. Tada je
n=0

n=0

flr—) = anr’".

n=0

o
Dokaz: Red potencija Z a,r"z" zadovoljava uvjete teorema 6.15. na in-
n=0

tervalu (—1,1). ]

6.8 Fourierovi redovi

Neka je f : R — R periodi¢ka funkcija s periodom 2. Zelimo tu funk-
ciju prikazati pomoc¢u jednostavnijih funkcija istog perioda. Takve funkcije
su oblika Asin(wz + ¢), gdje A nazivamo amplitudom, w je kutna frek-

vencija, a ¢ je fazni pomak. Funkciju ZAk sin(kx + @) zovemo trigono-

k=0
metrijski polinom. Trigonometrijski polinom moguée je napisati u obliku
n

Z(ak cos kx + by sin kx). Red oblika

k=0
% + nz::l(an cos nx + by, sin nx) (6.38)
zovemo trigonometrijski red.
Promotrimo vektorski prostor V' svih neprekidnih funkcija f : [-7, 7] —
R snabdjeven sa skalarnim produktom (f|g) = f(x)g(x)dx. Za funkcije

—Tr

sinnz, cosnz, (n € N), vrijedi

[T _cosnazdr =0 ., VneN,
J7_sinnazdr =0 ., VneN,
ffﬂ sin nx cosmxdr = 0 , Vn,m €N,
ffﬂ sinnxsinmrdr = 7, , VYn,m €N,
ffﬂ cosnx cosmzdr = 1dy,m , Vn,m € N.

To pokazuje da je skup funkcija {\/%7’ ﬁ sin nz, ﬁ sinnz;n € N}, ortonor-
miran skup vektora u V. Ako u konac¢no dimenzionalnom unitarnom prostoru
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V' zelimo vektor = prikazati kao linearnu kombinaciju vektora neke ortonor-
mirane baze {ej, ey, ..., e,} onda su koeficijenti u tom prikazu oblika (f|ey),

k=1,...,n. Nekaje f:[-m 7] = R zadana s f(z) = % +Z(ancosn:c+
n=1

b,sinnz). Po analogiji s konaéno dimenzionalnim sluc¢ajem, koeficijenti u
tom prikazu su oblika

1 s

@ = f(z) cosnzdx, ¥Yn € NU{0}, (6.39)
1 [7 )

b, = — f(z)sinnxdx, Vn €N,
™ —T

i nazivaju se Euler!—Fourierovi® koeficijenti.

oo
.. . ap .
Oznac¢imo sumu Fourierovog reda s S(x) = 5 + E (an, cos nx +by, sin nx)
n=1

Teorem 6.16. (Dirichlet)® Neka je f: [—m, 7] — R takva da vrijedi
(1) Funkcija f ima najvise konaéno prekida i to prve vrste na [—m, 7.
(17) Funkcija f je po dijelovima monotona na [—m, 7).

Tada Fourierov red funkcije f konvergira Vr € R. Neka je S : R — R suma
Fourierovog reda.
Ako je f neprekidna v x € (—m,m), onda je S(x) = f(z). Ako f ima

— flz—) ; f(x+). Takoder je S(—m) =

prekid uw x € (—m, ), onda je S(x)
fr=)+ f(=7+)
5 :

Dokaz: Dokazujemo samo konvergenciju reda i to uz jaci uvjet da je f €
CO([-m,7]) i f(rr) = f(—m). Parcijalnom integracijom dobivamo

S(m) =

1 ™ : U 1 s
ay, = —/ f(z) cosnzxdx = Jlw)sinne - f'(z) sinnxdr =
), nm onm .
/ 7" 1 ™
_ [w)cosna |7 —/ 1" (z) cos nxdz,
n2mw U (o oy

Leonhard Paul Euler (Basel, 15. travanj 1707. — St Petersburg [Rusija], 18. rujan
1783.) svicarski matematicar

2Jean Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21. ozujak 1768. — Paris, 16. svibanj 1830.)
francuski matematicar

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Dren, 13. veljaca 1805. — Gottingen, 5.
svibanj 1859.) njemacki matematicar
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Zbog neprekidnosti f” postoji M > 0 tako da je |f"(z)| < M, Vx € [—m, 7.
Odatle je |a,| < 2% Vn € N, gdje je M’ = 77Y(|f'(7)| + | f'(—7)|) + 2M.
Analogno se dobije |b,| < JT‘L”—Q/, Vn € N. Odatle slijedi da je Fourierov red
apsolutno majoriziran s redom 2M’>">° | 2 a potonji je konvergentan. ]

n=1 n2>

.. . | -1 ze[-m0) . . :
Primjer 6.25. Neka je f(z) = 1 zelon) i neka je po peri-
odi¢nosti prosirena na R, tj. f(z + 27) = f(x), Vo € R. Imamo

1 s
a, = — f(z) cosnxdx =0,
™ —T
1 [ 2 [T -2 " 2
b, = —/ f(z)sinnzdx = —/ sinnzdr = — cosnx | = —[1 —(=1)"],
v - T Jo ™m 0 ™
tJ bgn = O, b2n—1 = ﬁ, n € N.
oo . 2 1

Dakle, S(x) = %%, s tim da je S(z) = f(x) za v # nr i

s(nm) = f(—lm+)2—f(k7f—) —0.

6.9 Uniformna konvergencija nizova i redova
funkcija

Neka je (fn)n niz funkcija f, : I — R, I C R, Vn € Ny. Niz funkcija
konvergira (obi¢no ili po tockama) k funkciji f : I :— R, ako Vz € I,
fla) = I f, (@)

Primjer 6.26. Neka je za n € N funkcija
fn :10,1] = R definirana s

—nr+1 ;0<z<

1
'n

—_3 =

Vrijedi f(z) = lim f,(x) = 0, Vo € (0,1]
n—o0
i f(0) = lim f,(0) = 1, tj. funkcija f ima
n—o0
prekid u tocki 0. Dakle, obi¢ni limes niza 0
funkcija ne ¢uva neprekidnost.

Sl
-
x

Cauchyjev oblik definicije limesa niza funkcija po tockama glasi:

(Vo € I)(Ve > 0)(In. € N)(Vn € N)((n > n.) = (|fulz) — f(x)] < €)).
(6.40)
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Definicija 6.7. Za niz funkcija (f,),, Yn € Ny, f, : I = R, I C R, kazemo
da uniformno ili jednoliko konvergira k funkciji f : I — R na I, ako

(Ve >0) (In. e N) (Vz e I) (Vn eN) ((n>n.) = (|fulz) — f(2)] <e)).
(6.41)

Teorem 6.17. Neka suVn € N, f, : I — R, I C R, neprekidne funkcije na
I. Ako niz (fn)n uniformno konvergira na I k funkciji f : I — R, onda je f
neprekidna na I.

Dokaz: Uzmimo bilo koju tocku ¢ € I i dokazimo da je f neprekidna u c,
tj.
(Ve >0) (36> 0)(Vx €l) ((|lx—c| <) = (|f(x) = flc)] < e)).

Neka je ¢ > 0 bilo koji. Iz uniformne konvergencije niza (f,), k f, postoji
n. € N tako da

Vxel) (VneN) ((n>n.)= (|fulx) — f(x)| < g)) (6.42)
Zbog neprekidnosti funkcije f, u ¢ vrijedi
(30n) (Vo € I) ((lz — ¢| < 6n) = (|fulz) = fule)] < %))- (6.43)

Uzmimo sada bilo koji n > n. i stavimo ¢ = ¢, pa imamo

(lz=cl < 6) = (If(@)=f()| < [f (@)= fal@)[+]fn(@) = fule)|+]falc) = f(c)| <e).
Dakle, f je neprekidna u ¢, a onda i na I. H

Neka je Vn € Ny u, : I - R, I C R, i neka je Zun red funkcija, a s, =

n=1

n o0

g uk, n € N, njegove parcijalne sume. Red E u, uniformno konvergira na
k=1 n=1
I, ako niz (s, ), uniformno konvergira na I.

Teorem 6.18. Ako je svaki ¢lan reda funkcija Zun po apsolutnoj vrijed-
n=1
nosti manygi ili jednak od odgovarajuceg clana konvergentnog reda s pozitivnim
clanovima Z G,y 1.
n=1
lun(x)| < ay, Vo € I, Vn € N, (6.44)

oo

onda red E U, uniformno konvergira na I.

n=1
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Dokaz: Zbog (6.44) je red Z u, () apsolutno majoriziran s konvergentnim

n=1

redom Zan, Vr € I. Tada red Zun(x) apsolutno konvergira Vr € [

n=1 n=1
i definira funkciju f : I — R, f(x) = Zun(x) Dokazimo da niz (s,),
n=1

uniformno konvergira k f.
Uzmimo bilo koji ¢ > 0. Tada postoji n. € N takav da Vn € N,

> un(x)

k=n

(n > n.) = (Zak < ¢). Dakle, za n > n., zbog Vx € I, <

k=n
oo oo

Z|uk(a:)\ < Zak < g, vrijedi Vo € I, |s,(x) — f(z)] < &, tj. imamo
k=n k=n
uniformnu konvergenciju. M

Korolar 6.5. Ako red potencija Zanx" konvergira za neko xy € R, onda
on uniformno konvergira na svakg;zosegmentu I C (—|zol,|zol)-

Dokaz: Uzmimo bilo koji segment I C (—|xo/, |zo|). Tada postoji ¢ € [0, 1)
takav da vrijedi |z| < g|xo|, Vo € I. Posto red Zanxg konvergira, njegov

n=0
opéi ¢lan tezi k nuli, pa postoji M > 0 takav da je |a,x3| < M, Vn € N.

: x|"
Sada imamo |a,z"| < |a,z(| ‘| |‘n < Mq", ¥Vn € N, pa po teoremu 6.18. red
Zo
o
Z ayx" uniformno konvergira na I. M
n=0

Korolar 6.6. Ako je za svako n € N, u,, : I — R neprekidna funkcija na

I, te ako red Zun uniformno konvergira na I k f : I — R, onda je f
n=1
neprekidna na I.

Teorem 6.19. Neka je za svakin € N, u, : [ — R neprekidna funkcija na

I = [a,b], te neka red Zun uniformno konvergira na I k f : I — R. Tada

n=1

za svaki x € I red Z/ u(t)dt uniformno konvergira na I k/ f(t)dt, tj.
n=1v% a
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/; <i un(t)> dt = i /gg u, (t)dt. (6.45)

Dokaz: Po prethodnom korolaru je f: 1 — ]R neprekidna na. I, pa za svaki

x € I postoji / f(t)dt. Oznagimo sa s, = Zuk isV, = ZUk, Uk(z) =

k=1

vrijedi

/ u(t)dt. Zbog uniformne konvergencije reda Zun za bilo koji € > 0,

postoji n. € N takav da Vn € N, Vt € I, (n > ne) (1f(t) = sn(t)] < 755).
Tada za F(x / f(t)dt i Vx € I imamo

Vn e N,Vz € I,(n>n.) = |F(z) — V,(2)| =

st [ st ‘ [ 150 = st < 5~

Dakle, red Z U,, uniformno konvergira k F'. 0

n=1
Primjer 6.27. Integral i limes niza funk-
cija opéenito ne komutiraju, ako konvergen-
cija niza nije uniformna. Definirajmo f, :
[0,7] = R, n € N, na slijede¢i nacin:

nsinnr ;0<zx
o) ={ "0

s
)

SEERE]

IA A

Funkcije f, su neprekidne na I, f(z) =

lim f,(z) = 0, Vo € I, / flz)de = 0 i
" 0

o
S

|

x

/ folz)de = /n nsinnzxdr = 2, Yn € N.
0 0

Teorem 6.20. Neka za svaki n € N, funkcija u, : I — R ima neprekidnu

derivaciju na I = [a,b], neka red Zun konvergira k f : I — R na I i neka

n=1

red Zu'n uniformno konvergira k g : I — R na I. Tada je g = ' na I, tj.

n=1

o0 / oo
E up | = E ul,.
n=1 n=1
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o0

Dokaz: Funkcija g = Z u, je suma uniformno konvergentnog reda nepre-
n=1
kidnih funkcija na I, pa je i sama neprekidna na I. Po teoremu 6.19. funkciju

¢ smijemo integrirati ¢lan po ¢lan, tj.

/; g(t)dt = i /j u, (t)dt =

D (@) = un(@)] = un(@) = Y unla) = f(z) = f(a).
Dakle, g = f" na I. 0

Primjer 6.28. Derivacija i limes funkcija opéenito ne komutiraju, ako ko-
nvergencija niza derivacija nije uniformna. Definirajmo f, : [-7, 7] — R,

n €N, sa f,(z) = —sinnz, Vo € [ = [—7,x]. Vrijedi lim f,, = 0 uniformno
n n

na [, ali niz (f)), ne konvergira na I.



A Algebra izjava

A.1 1Izjave i veznici

Mnoga razmatranja u teoriji skupova postaju preglednija ako koristimo logicke
simbole i logicke zakone konstruirane u toj logici. Iz tog razloga navodimo
osnovne pojmove iz matematicke logike na koje ¢emo se pozivati.

Osnovni objekti matematicke logike su izjave koje oznacavamo p, q, r,
...od kojih svaka moze biti ili istinita ili lazna, ali ne i oboje. Od izjava se
pomocu logickih veznika i operatora negacije, uz upotrebu lijevih i desnih
zagrada, slazu druge izjave.

Osnovni veznici su 4, ili, ako...onda, onda i samo onda:

pAq (i) konjunkcija , logicki produkt,
pVq (ili) disjunkcija , logicka suma,
p=q (ako...onda) implikacija,

D& q (onda i samo onda) ekvivalencija.

Operator negacije je =p (ne p).
Ako s 1 oznacimo vrijednost istinite izjave, a s 0 vrijednost neistinite
izjave, logicki veznici i operator negacije definirani su slijede¢om tabelom:

lplalpna|lpve|lpr=q|preq]

00 0 0 1 1 PP
0|1 0 1 1 0 0 1
110 0 1 0 0 1
1)1 1 1 1 1
Logicki zakoni ili tautologije su izjave sastavljene od slova p, ¢, r, ... 1

logickih simbola A, V,=, <, -, takve da kad slova zamijenimo bilo kakvim
izjavama, istinitim ili laznim, uvijek dobijemo istinitu izjavu.
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Ako za neku izjavu zelimo provjeriti da li je tautologija onda, koristec¢i
definicione vrijednosti za logicke operatore iz tabele, uvrstavamo sve moguce
istinosne vrijednosti za ulazna slova. Taj postupak za izjavu

(pAg)=(pVr)
ispisujemo pomocu tabele:
plalr|pAg|pVr|(pAg=(pVr)
01010 0 0 1
0101 0 1 1
01110 0 0 1
0111 0 1 1
11010 0 1 1
1101 0 1 1
11110 1 1 1
11111 1 1 1

U zadnjem stupcu tabele su samo jedinice, Sto znaci da je gornja izjava

tautologija.

Slijedece tautologije su osnovni zakoni algebre logickih izjava:

(pVaq)
(pVaq)Vvr))
(pAq)
(pAq)AT))
(pA(gVvr))
(pV(gnr))
(pVp)=p
(pv1)<1,(pAN0)<0
(p=qg A(g=r))
(pV-p) =1
—=(pVq)

—(p A q)

(p=q)

(p=q)
~(p=4q)
O=pp=0p

T

Uv

SRR R A

komutativnost disjunkcije
asocijativnost disjunkcije
komutativnost konjunkcije
asocijativnost konjunkcije
prvi zakon distribucije
drugi zakon distribucije
idempotentnost
apsorpcija

tranzitivnost implikacije
dvostruka negacija

de Morganovi

zakoni

kontrapozicija

U upotrebi je i veznik V ekskluzivna disjunkcija (ekskluzivni ili) koji se

definira sa p V ¢ p24 (p A =q) V (g A —p). Izjava p V ¢ je istinita ako i samo

ako je istinita tocno jedna od izjava p,q, tj. (p V q)

S (pVa) A

~(pAq).
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A.2 1Izjavne funkcije i kvantifikatori

Promatramo izjave s promjenljivom varijablom ®(x). Ako za objekt x sta-
vimo ime nekog objekta i ako tako dobivena izjava bude istinita onda kazemo
da taj objekt zadovoljava izjavnu funkciju ®. U nekim sluc¢ajevima je varija-
bla te funkcije ogranic¢ena nekim skupom A, a moguce je da nema ogranicenja.
Ta se ¢injenica opisuje pomocu kvantifikatora. Imamo dva kvantifikatora:

YV  univerzalni kvantifikator,
4 kvantifikator egzistencije.

Ako je neka funkcija ogranicena kona¢nim skupom A = {as,...,a,} onda
vrijedi:

Za a € A imamo:
V(x e A)®(z) = P(a) , P(a) = I(xz € A)P(x). (A.1)
Pravila koja daju vezu izmedu kvantifikatora i logickih operacija su:

Ve(P(z) ANV (z)) < (Vad(x) AVaY(z)), (A.2)
Jz(®(z) VVU(z)) & (FzP(z)V IzV(x)). (A.3)

Prethodne relacije govore o distributivnosti univerzalnog kvantifikatora na
produkt i kvantifikatora egzistencije na sumu.

(Vad(z) VvVl (x)) = Va(P(z)V ¥(z)), (A.4)

Jz(P(x) ANVU(2)) = (FaxdP(z) ATz (x)). (A.5)

Za prethodne dvije implikacije ne vrijedi obrat. Vezu kvantifikatora i opera-
tora negacije daju izjave:

—(Vad(z)) & Jx(—P(z)), (A.6)
—(F2®(z)) & Va(-d(x)). (A.7)
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U slucaju kada je izjavna funkcija konstantna u implikacijama (A.1),(A.4), i
(A.5) vrijedi ekvivalencija.

(Vz)p < b, (A.8)

@y & » (A.9)

Ve(pV ®(z)) < pV (Vad(x)), (A.10)

J(pAP(z)) < pA(FBxd(z)). (A.11)

(p=Vad(z)) < Va(p= ¢(x)), (A.12)
(Vz®(z) = p) & Fz(P(z) = p). (A.13)

Izjavne funkcije mogu imati vise argumenata, npr. ¥(z,y), ®(x,y). Za
njih vrijede isti zakoni (A.1) - (A.13), au (A.7) - (A.13) moze se uzeti izjavna
funkcija koja ne zavisi o x.

Imamo slijede¢a pravila:

VaVy®(z,y) < YyVzd(z,y), (A.14)
Iy P(z,y) < JyIzd(z,y). (A.15)

Iz tog razloga umjesto VaVy pisSemo skrac¢eno Vz,y, a umjesto dxdy piSemo
Jx,y. Vrijedi :

(Vaz®(z) VVaU(x)) & VaVy(P(z)V ¥(y)), (A.16)
(Fzx®(z) A 2V (x)) < FaxJy(P(z) A Y(y)). (A.17)

Za slucaj kombinacije kvantifikatora egzistencije i univerzalnog kvantifi-
katora imamo dijagram kao na slici (A.1), gdje je ®(x,y) izjavna funkcija.

VY (z,y) =——> VyTzd(x,y)

S

Ve, y®(z,y) =——=> Vad(z,y) =——> d(x,y) =—=> IJz,yP(x,y)

~ S

IV (r,y) == VaIyd(z,y)

Slika A.1: Dijagram implikacija za kvantifikatore



B Elementarna teorija skupova

U ovom dodatku cilj je definirati osnovne operacije sa skupovima i ispitati
njihova svojstva. Uvodimo i jednostavnu aksiomatiku dostatnu za izgradnju
tzv. Boole-ove algebre skupova.

B.1 Skupovi i operacije sa skupovima

U ovoj tocki uvodimo najjednostavniju aksiomatiku koja nam omogucava
zasnivanje Boole-ove algebre skupova, tj. strukture u kojoj su definirane
samo binarne i unarne operacije sa skupovima. Osnovni ili primitivni poj-
movi su skup i element skupa.

AKSIOMI ELEMENTARNE TEORIJE SKUPOVA

(O) Aksiom obuhvatnosti:

Ako su A i B skupovi sastavljeni od jednih te istih elemenata onda se
oni podudaraju, tj. A = B onda i samo onda ako vrijedi

Ve((r € A) & (x € B)).

(A) Aksiom unije:

Za bilo koje skupove A i B postoji skup kojem su elementi svi elementi
skupa A i svi elementi skupa B i koji ne sadrzi druge elemente, tj.

VAVBIC (Vz((x € C) < ((x € A) V (z € B)))).

(B) Aksiom razlike:

Za bilo koje skupove A i B postoji skup kojem su elementi oni i samo
oni elementi skupa A koji nisu elementi skupa B, tj.

VAVBIC(Vz((x € C) < ((x € A) A (z € B)))).
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(C) Aksiom egzistencije (postojanja):

Postoji barem jedan skup.

Teorem B.1. Skupovi ¢ije postojanje slijedi iz (A) i (B) su jedinstveni.

Dokaz: Pretpostavimo da postoje dva skupa C; i Cy koji zadovoljavaju
uvjete aksioma (A). Tada vrijedi

(zeC) e ((reA)V(xeB))

YT (zeC) e ((we AV (x € B))

} = ((z € Cy) & (z € Co)).

Odatle po aksiomu (O) slijedi C; = Cs.
Analogno pretpostavimo da postoje dva skupa D; i D5 koji zadovoljavaju
uvjete aksioma (B). Tada vrijedi

((z € Dy) & ((x € A) A (2 & B))

YT (z € Dy) & ((x € A) A (z & B))

} = ((ZL’ € Dl) = (ZL’ c Dg))

Odatle po aksiomu (O) slijedi Dy = Ds. 0
Napomena B.1. Kao posljedicu Teorema B.1. imamo mogué¢nost uvodenja
jedinstvenih oznaka za uniju AU B i za razliku A\ B.

Pomocu unije i razlike mozemo definirati dvije nove operacije sa skupo-
vima.

Definicija B.1. Presjek skupova A i B je skup
ANB=A\(A\B).
Napomena B.2. 1z definicije razlike slijedi
reEANB& (zeAAN-(re€A\B) & (xe A)AN(~(x € A)V (r€B)) &

S ((reADN-(reA))V((reAAN(xeB)) < (xre A A(xeB).

Dakle
re ANB & (x € A) A (z € B). (B.1)



B.2. INKLUZIJA I PRAZAN SKUP 195

B.2 Inkluzija i prazan skup
Definicija B.2. Za skupA kazemo da je podskup skupa B ako
Ve((x € A) = (z € B)). (B.2)

Tada pisemo A C Bili B D A.
Ako je AC Bi A # B, skup A zovemo pravim podskupom skupa B.
Ocigledno vrijedi (A C B)A(BC A) = A= B.
Navedimo i dokazimo najvaznija svojstva inkluzije.
Tranzitivnost inkluzije

(ACB)A(BCC)= (ACC), (B.3)

slijedi iz (B.2) i tranzitivnosti implikacije.
Unija skupova sadrzi svaki pojedini skup, a presjek je sadrzan u svakom
pojedinom skupu, tj.

ACAUB,BCAUB, (B.4)
ANBCA,ANBCB. (B.5)

Inkluzije (B.4) slijede iz tautologije p = p V ¢, a inkluzije (B.5) slijede iz

pAqg=p.
Razlika dva skupa je sadrzana u skupu kojeg umanjujemo : A\ B C A.

Propozicija B.1. Relaciju inkluzije moZemo definirati pomocu jednakosti 1
jedne od operacija U ili N.

ACB& (AUB=B)& (ANnB=A). (B.6)

Dokaz: Ako je A C B onda vrijedi Vz((x € A) = (z € B)). Pomocu
tautologije (p = q) = ((p V q) = q) slijedi

(r € A)Vv(zx € B)) = (re€B).

sto dokazuje AU B C B. Zbog (B.4) slijedi prva ekvivalencija u (B.6). Ana-
logno, koriste¢i tautologiju (p = ¢) = (p = (p A¢q)) imamo A C AN B,
odatle zbog (B.5) imamo drugu ekvivalenciju u (B.6). 0

Po aksiomu (B) postoji barem jedan skup A. Tada postoji i skup A\ A.
Zbog (x € A\ A) & (x € A) A —(z € A) & 0 slijedi da taj skup ne
sadrzi niti jedan element. Kada bi postojala dva skupa Z; i Z5 s prethodnim
svojstvom, izjava Vz(x € Z; < = € Zy) bi bila istinita jer su obje strane
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lazne. Odatle po aksiomu (O) slijedi Z; = Z5. Zbog jedinstvenosti skupa s
prethodnim svojstvom koristimo oznaku () za taj skup. Dakle, Va(z & (), tj.
(z €)= 0.

Buduéi je implikacija s laznom premisom uvijek istinita to vrijedi Vz(x €
) = x € A) iz ¢ega zakljucujemo

VA(D C A).

zze(AUD) < (ze A)V(zeld) = (xre A V0= (x € A) zakljutujemo
AUD C A, sto zajedno s (B.4) daje AU = A. Analogno dobijemo AN = (.
Skupovi A i B su disjunktni ako nemaju zajednickih elemenata, tj.

AN B =0.

B.3 Zakoni unije, presjeka i oduzimanja

Slijede¢e zakonitosti za operacije sa skupovima prvi je istrazio John Boole
(1813-1864).
Zakon komutativnosti :

AUB=BUA,ANB=BnA. (B.7)

Ovi zakoni slijede iz zakona komutativnosti za disjunkciju i konjunkciju u
algebri sudova.
Zakon asocijativnosti:

(AU(BUC))=((AUB)UC),(ANn(BNC)=(AnB)NnC). (B.8)

Dokaz slijedi iz zakona asocijativnosti za disjunkciju i konjunkciju u algebri
sudova.
Zakoni distributivnosti:

(Au(BNC)) = (AUB)N(AUC) , (AN(BUC)) = (ANB)U(ANC). (B.9)
Dokaz slijedi iz zakona distribucije disjunkcije prema konjunkciji i obratno.

Napomena B.3. Za konacan broj skupova A;(i = 1,...,n) i Bj(j =
1,...,m) imamo
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Zakoni idempotencije:
AUA=A ANnA=A (B.10)

Jednakosti u (B.10) slijede iz zakona idempotencije za sudove.
Oduzimanje skupova nije obratna operacija uniji sto se vidi iz

AU(B\ A)=AUB. (B.11)

Nadalje vrijedi
A\ B=A\(ANB), (B.12)

sto slijedi iz:
r € (A\(ANB)) & (x € AN(x &€ ANB)) & (z € AN((z € A)V(x € B)) &
(ze ANz gA)Vv(zeA)n(réB) e
SxeAN@x¢gB)sre(A\D).

Zakon distributivnosti mnozZenja prema oduzimanju oblika
AN(B\C)=(ANnB)\C, (B.13)

sto slijedi iz

re AN(B\C)&s (ze AN e (B\C)e (e AN(xeB)AN(z¢C) <

sre(ANB)AN(zgC)exe((ANnB)\O).
Zakoni de Morgana za oduzimanje glase:

A\ (BNC) = (A\B)U(A\O), (B.14)

A\ (BUC) = (A\B)Nn(A\CQ).

Takoder vrijede jednakosti :
(AUB)\C = (A\C)u(B\0O), (B.15)
A\ (BuUC) = (A\B)\C. (B.16)

Vezu izmedu relacije inkluzije i operacija unije, presjeka i razlike daju
jednakosti:

(ACB)A(CCD) = ((AuC)C (BUD)), (B.17)
(ACB)A(CCD) = ((AnC)C(BND)), (B.18)
(ACB)A(CCD) = ((A\D)C(B\C)), (B.19)

(CCD) = ((A\D)C(4\0)). (B.20)
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B.4 Univerzalni skup i komplement

Za neki skup A mozemo promatrati sve objekte koji nisu ¢lanovi tog skupa,
tj. {z|x ¢ A}. Takav objekt opcéenito nije skup, suvise je opsezan. U kon-
kretnim situacijama proucavamo samo one skupove koji su podskupovi nekog
skup zovemo wuniverzalni skup i oznacavamo s U. U tom slucaju ocigledno
vrijedi: VA
ACU ,AnNnU=A,AuUU="U. (B.21)

Skup U\ A = AY = —A zovemo komplement skupa A (u odnosu na
skup U).

Za skupove u idu¢im rezultatima ove tocke pretpostavljamo da su pod-
skupovi univerzalnog skupa U. Vrijede slijede¢e osnovne jednakosti.

Propozicija B.2. Neka su A i B skupovi. Tada je

AN—-A=0,Au-A=T, (B.22)
— (=A4) =4, (B.23)
—(ANnB)=-AU-B, —(AUB)=-ANn-B. (B.24)

Jednakost (B.23) je pravilo dvostrukog komplementa, a (B.24) su de Mor-
ganovi zakoni za komplement.
Iz aksioma (B) je ocigledno

A\B=AN{U\B)=ANn-B=—(-AUB)

Propozicija B.3. Neka su A 1 B skupovi. Vrijede slijedeée ekvivalencije:
ACB& (AN—-B=10), (B.25)
ACB& -BC-A (B.26)
Dokaz: Za dokaz relacije (B.25) koristimo monotonost inkluzije na presjek

ACB=ANn-BCBN-B=0=ANn-B=1.
Obratno, ako je AN —B = () onda
A=ANU=AN(BU-B)=(ANB)U(AN-B)=ANBCB.

Relacija (B.26) slijedi iz logickog zakona o kontrapoziciji. 0
Napominjemo da su formule koje se dobivaju u Booleovoj algebri podsku-
pova ekvivalentne odgovaraju¢im izjavama algebre sudova. Naime, samo je

potrebno shvatiti skupove kao izjave, a simbole N, U, =, C, —, (), U zamijeniti
simbolima A, V, &, =, —,0, 1.
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B.5 Kartezijev produkt

Definicija B.3. (Kolmogorov') Za bilo koja dva a i b definiramo skup
(a,b) = {{a},{a, b}} (B.27)
koji nazivamo uredeni par elemenata a i b.

Teorem B.2. Da bi vrijedilo (a,b) = (c,d) nuzno je i dovoljno da bude
istinita izjava (a = ¢) A (b= d).

Dokaz: Neka je (a,b) = (¢,d). Tada po (B.27) i aksiomu (O) imamo dva
moguca slucaja:

(1) {a} = {c}i{a, b} = {cd},
(i) {a} = {c.d} i {a,b} = {c}.
U slucaju () vrijedi (a = ¢) A (b =d). U slucaju (i) imamo a = b = ¢ = d.
U
Jednostavna posljedica teorema B.2. je (a,b) = (b,a) < a = b.
Definicija B.4. Za bilo koje skupove X i Y oznacimo
XxY ={(z,y)|(zre X)N(yeY)}. (B.28)

Taj skup zovemo Dekartov ili Kartezijev produkt skupova X i Y.
Jasno je da za svaki skup X vrijedi X x 0 =0 i ® x X = (). Navodimo
neka jednostavna svojstva Dekartovog produkta.

Propozicija B.4. Neka su A, B 1 C' skupovi. Vrijedi

(AUB)x C = (AxC)U(BxC), (B.29)
Cx(AUB) = (CxA)U(Cx B), (B.30)
(ANB)xC = (AxC)n(Bx(), (B.31)
Cx(ANB) = (CxA)N(Cx B), (B.32)
(A\B)xC = (AxC)\(BxC0C), (B.33)
Cx(A\B) = (CxA)\(CxB). (B.34)
Nadalje, neka su A, B, C' i D skupovi. Tada je
CxD\AxB=((C\A)xD)U(Cx (D\ B)). (B.35)

Dekartov produkt je monoton na C, tj. za C # 0 vrijeds
ACB& (Ax(C)C(Bx(C)< (CxA) C(CxB). (B.36)

! Andrej Nikolaevi¢ Kolmogorov (Tambov, 25. travanj 1903. — Moskva, 20. listopad
1987.) ruski matematicar
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Dokaz: Za (B.29) imamo
(x,y) € (AUB)XC & (r € AUB)A\y e C <= ((r€ A)V(z € B))AN(y e C) &
(zeA)n(yeC)VvzeB)A(yel)) &

(z,9) € (Ax ONV ((z,y) € (B x C)) < (z,y) € (Ax C)U (B x C).

Jednakosti (B.30), (B.31), (B.32), (B.33) i (B.34) dokazuju se analogno.
Dokazimo (B.35).

(x,y) eCx D\ AXx B& ((z,y) € Cx D)A ((z,y) ¢ Ax B) &
(zeC)AyeD)A(zgA)V(y¢B)) =
(zeC)AyeD)N(x g A)V((zeC)N(yeD)A(y¢B)) &
(e (C\NANyeD)V((xecC)Alye(D\B)) =
((z,y) € (C\A) x D))V ((x,y) € (C x (D\ B))) &
(z,y) € (C\ A) x D)U(C x (D \ B)).
Posljednja tvrdnja slijedi iz

ACBe A\B=0<0=(A\B)xC=AxC\Bx(C& AxCCBxC.

O

B.6 Beskonacne unije i presjeci

Skup ¢iji elementi su skupovi nazivamo familija skupova ili samo familija.

Primjer takve familije je partitivni skup skupa A ciji clanovi su svi pod-
skupovi od A i koji oznacavamo s P(A) ili s 24.

Definicija B.5. Neka je F C P(A) neprazna familija. Unija ¢lanova familije
Fijeskup  JF ={r € A|IS e F, x €S}

Skup |JF je najmanji skup (u smislu inkluzije) koji sadrzi sve ¢lanove
familije F kao podskupove.

Definicija B.6. Neka je F C P(A) neprazna familija. Presjek clanova
familije F je skup NF ={zr € A|VS € F, z €S}

Skup () F je najvedi skup (u smislu inkluzije) koji je podskup svih ¢lanova
familije F.
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B.7 Relacije i funkcije

Definicija B.7. Podskup R kartezijevog produkta X xY nazivamo relacija.
Da su dva elementa a € X i b € Y u relaciji R piSemo

< a,b>€ Rili aRb.

Skup D(R) = {z € X | Jy € Y, xRy} zovemo domena relacije. Kodomena
relacije je L(R) =Y.

Prazan skup 0 je relacija.

Ponekad se ¢injenica da < x,y >¢ R pise = Ry.

Medu najvaznijim relacijama je relacija ekvivalencije. Ona se javlja kod
nastojanja da elemente skupa identificiramo na osnovi nekog njima zajednickog
svojstva. Na taj nacin se skup raspada na podskupove elemenata koji su
identicni u pogledu tog svojstva. Posto usporedujemo elemente istog skupa
A jasno je da za relaciju ekvivalencije ~ vrijedi ~C A x A.

Definicija B.8. Relacija ~C A x A je relacija ekvivalencije ako vrijedi:

(1) ~ je refleksivna na A:
Va(x ~ ).

(17) ~ je simetri¢na:
vz, y((z ~y) = (y ~ x)).
(7i1) ~ je tranzitivna:

Vo, y, 2((x ~ y) Ay ~ 2)) = (x~ 2).

Skup [z] = {y € A | = ~ y} nazivamo klasom ekvivalencije za element
r € A, a x nazivamo reprezentantom klase [z].

Za klase ekvivalencije vrijedi:
(i) o] = )] & = ~ v,
(ii) [a]N[y) = 0 & 2 £y,
(iii) A= 2],

TEA

tj. familija {[z] | * € A} je particija skupa A. Tu familiju oznacavamo s
A/ ~ inazivamo kvocijentni skup od A po relaciji ~.

Takoder, medu najvaznije relacije ubrajamo relacije uredaja ili poretka.
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Definicija B.9. Relacija <C A x A se naziva relacijom poretka ili uredaja
na skupu A ako vrijedi

(1) Vo € A (x < x) refleksivnost,
(2) Ve,y,z € A (((z <y) A (y < 2)) = (z < 2)) tranzitivnost,
(3) Vz,y e A (((z <y) A (y <)) = (zr =y)) antisimetricnost .

Relacija s gornjim svojstvima jo$ se naziva parcijalni uredaj . Antisime-
tricnost se moze ekvivalentno iskazati s

B) Vr,y e A(((z <y) Az #y)) = ~(y < x)).
Uredaj < je linearan ili jednostavan ili totalan ako vrijedi
(4) Vo,y € A ((z <y) Vv (y <))

Ako relacija zadovoljava uvjete (1), (2) (i (4) ) i nije antisimetri¢na, onda
se zove (totalan) poluuredaj.

Kada imamo uredaj na A mozemo definirati strogi ili striktni uredaj
< na A tako da stavimo

Ve e A(r <y) (@ <y) Al #y).

Strogi uredaj je irefleksivan, tj. Vr,y € A =(x < x).
Ako je uredaj < linearan ili totalan onda sriktni uredaj mozemo definirati

o,y € A (z < y) E —(y <)),

Linearnost strogog uredaja je svojstvo s nazivom trihotomija:
Ve,ye A(z=y)V (z<y) V (y <z).

Obratno, ako je zadan sriktni uredaj <, onda mozemo definirati uredaj sa

veye A <y) E ((x<y) Vv (x=y).

Iz svojstva trihotomije za striktni uredaj < slijedi antisimetri¢nost izvedenog
uredaja <, odnosno relacija (3)":

Ve,ye A((x <y)ANx#y) = (r<y)=(y<z)V(r=y)) & ~(y <)

Pojam funkcije svakako je jedan od najvaznijih pojmova u matematici.
Intuitivno, pod tim pojmom podrazumjevamo jednoznaé¢no pridruzivanje ele-
menata jednog skupa elementima drugog skupa. Funkcija je specijalni slucaj
medu relacijama.
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Definicija B.10. Relacija F' C A x B je funkcija ako vrijedi:
(1) Ve € A,y € B(< x,y >€ F)
(2) Ve e A\Vy,z€ B(((< z,y >€e F)AN (< z,2 >€ F)) = (y = 2)).

Zbog jedinstvenosti, umjesto oznake < z,y >€ F ili zFy pisemo y = F(x),
a umjesto F' C A x B pisemo F': A — B.

Za O C A skup F1(C) = {y € Bl3r € Cly = f())} = {f@)]x € O)
zovemo slika skupa C po funkciji f. Jasno, f1(0) = 0.

B.8 Cantor-Bernsteinov teorem

Ovdje dajemo prili¢no jednostavan dokaz Cantor-Bernsteinovog teorema 1.9
(str. 38) koji smo koristili u tocki 1.4 o ekvipotentnim skupovima.

Teorem B.3. Neka su A i B dva skupa i neka je A~ B CBiB~A CA.
Tada vrijedi A ~ B.

Dokaz: Prema pretpostavci teorema postoje bijekcije f: A — B'ig: B —
A’. Zelimo pokazati da postoji bijekcija h: A — B.

Prvo pokazimo da postoji T C A takav da je A\ T = ¢'(B\ fYT)).
Definirajmo funkciju & : P(A) — P(A) tako da za X C A vrijedi k(X) =
A\ g4 (B\ fY(X)). Za funkciju k i bilo koja dva podskupa X,Y C A vrijedi
(X CY) = (k(X) C k(Y)). Naime, (X CVY) = (f1(X) C fi(Y)) =
(B\f1(X) 2 B\f'(Y)) = (¢'(B\fI(X)) 2 ¢'(B\fI(Y)) =
((X) = A\ g (B f1(X)) € A\ g (B /1(Y)) = k(Y)).

Neka je F = {S C A | S C k(5)} familija podskupova od A. Jasno,
F #0 jer je 0 C k(D). Neka je T unija svih elemenata familije F. Pokazimo
da je T C A fiksna tocka preslikavanja k, tj. k(T) = T. Za svaki S € F
vrijedi S C k(S) 1S C T, a odatle je k(S) C k(T), sto daje S C k(T'). Tada
jeiT C k(T), tj. T € F. Odatle imamo k(T') C k(k(T)), pajeik(T) € F.
To povlaci k(T) C T, iz ¢ega slijedi k(T) = T, odnosno T = A\ g*(B\ f1(T))
ili A\ T = ' (B\ /(T))

Sada konstruiramo funkciju h : A — B tako da je

| fz) za x €T
h(x)_{gl(x) za x€A\T

Funkcija h je ocigledno trazena bijekcija. Dakle, A ~ B. 0
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B.9 Konstrukcija potpunog uredenog polja R

Oznaéimo s QN skup svih nizova racionalnih brojeva s operacijama zbrajanja
i mnozenja definiranim na standardan nacin i neka je C C QY skup svih
Cauchyjevih nizova u Q (i € > 0 u definiciji 2.8 moze biti samo iz Q).

Navodimo svojstva racionalnih Cauchyjevih nizova koja su nam potrebna
u narednim konstrukcijama.

Propozicija B.5.
(i.) Svaki niz iz C je ogranicen.

(1i.) Ako niz iz C ima konvergentan podniz, onda i niz ima isti limes kao i
podniz.

(1i1.) Ako niz iz C ne konvergira k nuli, onda su gotovo svi ¢lanovi niza istog
predznaka i strogo razdvojeni od nule, tj. 3 > 0,dm € N,

(Vn € N(amin > €)) V (Yn € N(ayin < —¢)).

(1v.) C je zatvoren na operacije zbrajanja i mnoZenja.

Dokaz: Za dokaze tvrdnji (i.) i (¢4.) vidi dokaz teorama 2.9, a dokaz tvrdnje
(1v.) je analogan dokazu iste tvrdnje za konvergentne nizove u teoremu 2.4.

Za dokaz tvrdnje (i7i.) pretpostavimo da niz (a,), € C ne konvergira k
nuli. Onda niti jedan podniz niza (a,), ne konvergira k nuli, jer bi u suprot-
nom, zbog (i7), vrijedilo lim, a,, = 0. Dakle, 0 nije gomilite niza (a,),, pa
postoji interval oko nule radijusa € > 0 izvan koje su gotovo svi ¢lanovi niza.
Takoder nije moguce da s obije strane intervala bude beskonac¢no ¢lanova niza
jer bi medusobna udaljenost takvih ¢lanova bila > 2¢, a to je u suprotnosti
s definicijom 2.8 Cauchyjevog svojsva za taj €. N

Na skupu C definiramo relaciju ekvivalencije ~ po kojoj su ekvivalentni
oni nizovi (a,), i (by), za koje je lim(a, — b,) = 0. Na kvocijentnom skupu

R = C/~ definiramo operacije zbrajanja i mnozenja klasa [(a,)n] 1 [(bn)n]
pomoc¢u operacija s reprezentantima (a,), 1 (by)n, tj-

[(an)n] + [(bn)n] = [(an + bn)n] 1 [(@n)n][(Bn)n] = [(@ndn)n]-

Lako se vidi da su ove definicije dobre jer operacije ne ovise o izboru repre-
zentanata, tj. za (al), € [(an)n] 1 (0))n € [(bn)n] imamo

hyrln((an +by) — (agm + bgm)) = hin((an - aln) + (bn, — b;)) =0,



B.9. KONSTRUKCIJA POTPUNOG UREDENOG POLJA R 205

dakle (al, + b)), € [(an + by)n]. Analogno je
lim(a,b, — a b)) = lim((a, — a,,)b, + a.,(b, —¥.,)) = 0,

dakle (a),b,)n € [(@nbn)n]-
Teorem B.4. (R, +, ) je polje.

Dokaz: Dokazimo da R s prethodnim operacijama zadovoljava aksiome po-
lja A1.-A9. (str. 29). Asocijativnost, komutativnost i distributivnost tih
operacija su posljedice istih svojstava operacija u polju Q, odnosno izvede-
nih operacija s racionalnim nizovima. Neutralni element za zbrajanje je klasa
koja sadrzi niz (0),, tj. [(0),] je skup svih racionalnih nizova koji konvergiraju
k nuli. Neutralni element za mnozenje je klasa koja sadrzi niz (1),, tj. [(1).]
je skup svih racionalnih nizova koji konvergiraju k 1. Takoder je jasno da je
za klasu [(a,),] suprotni element klasa [(—a,),]. Ako je klasa [(a,)n] # [(0)4],
onda niti jedan podniz niza (a,), ne konvergira k nuli, jer bi u suprotnom
prema propoziciji B.5(ii.) vrijedilo lim, a, = 0, tj. [(an),] = [(0),]. Prema
propoziciji B.5(éii.) postoji okolina nule izvan koje su gotovo svi ¢lanovi niza.
Sada uzmimo niz (a!,),, za kojeg je a!, = a,, ako je a,, izvan prethodne okoline,

ia), =1 ako je a, u toj okolini. Jasno je da vrijedi lim,(a, — a,,) = 0, tj.

[(@n)a] = [(a4)a], & odatle vidimo da je [(a)u] ™ = [(@)a] " = (=) O

ay

Na R definiramo strogi uredaj < medu razli¢itim klasama tako da stavimo
[(@n)n] < [(b)n] € Fe > 0,Im e N,Vn €N, (n > m) = (b, — ap > £ > 0).

U gornjoj definiciji je dovoljno staviti b, — a, > € > 0 za beskonac¢no
n € N. Naime, po propoziciji B.5.(iéi.) niz (b, — a,), ne moze imati be-
skonac¢no c¢lanova s obije strane oko nule, nego su gotovo svi s iste strane
nule i separirani od nule s nekim ¢ > 0. Takoder, ako je [(a)n] < [(bn)n] 1
(@) € [(an)n] 1 (B))n € [(bn)n], onda za gotovo sve clanove vrijede nejed-
nakosti b, — a, > ¢, |a, —a,| < $1|b, —b,| < 5. Odatle je b, — a; =
(bn —an) + (b, = bn) — (@, —an) > € — % - % = %v tj. [(ay,)n] < [(6),)n]. Dakle,
definicija uredaja < ne ovisi o izboru reprezentanata.

Sada na R definiramo uredaj = medu klasama tako da stavimo

[(@n)a] = 1(Bw)a] € ([(an)n] < [Bn)al) ¥ ([(an)a] = [(Ba)a)).

Teorem B.5. (R, +,-, <) je uredeno polje.
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Dokaz: Dokazimo da uredaj < zadovoljava aksiome uredenog polja A10. -
A14. (str. 31). Refleksivnost uredaja < direktno slijedi iz njegove definicije
pomocu striktnog uredaja <, a trihotomija strogog uredaja iz propozicije
B.5.(4ii.). To povlaci linearnost i antisimetri¢nost uredaja <.

Za dokaz tranzitivnosti strogog uredaja < pretpostavimo da je [(a,)n] <
[(bn)n) 1 [(bn)n) < [(cn)n]- To znaci da za gotovo sve ¢lanove nizova vrijedi
b, —a, > e >01ic¢, —b, > ey > 0. Tada za gotovo sve ¢lanove vrijedi
Co — A = (¢ — by) + (by —an) > €1 + €2 > 0, odnosno [(an)n] < [(cn)n-
Uskladenost operacije zbrajanja sa strogim uredajem vrijedi jer za b, — a,, >
e > 0 imamo (b, + ¢,) — (a, + ¢,) = b, — a, > € > 0. Uskladenost mnozenja
i strogog uredaja za ¢, > 0 > 0 slijedi iz b,¢,, — anc, > (b, —ay)e, > €0 > 0.
Odatle odmah slijede tranzitivnost i uskladenost s operacijana uredaja <.

Oznacimo s @ C R skup svih klasa koje sadrze konstantne racionalne
nizove (q), (niz ¢iji su svi clanovi jednaki ¢). To su klase gdje svi nizovi u
klasi konvergiraju k istom racionalnom broju q. Q je izomorfan uredenom
polju (Q, +, -, <). To znaci da postoji bijekcija f : Q — Q tako da Vg, g € Q
vrijedi f(q1 + ¢2) = fla) + f@2), flar- @) = f(a) - fle) 1 (@ < ¢2) =
(f(@) < f(@). Ta bijekcija je zadana s Vg € Q, f(g) = [(q)n]. Stoga je
(Q, +, -, X) takoder uredeno polje koje nije potpuno.

Teorem B.6. (R, +,-, =) potpuno uredeno polje.

Dokaz: Primjetimo da za svako [(a,),] € R postoje [(m),],[(M),] € Q
takvi da je [(m),] < [(an)n] < [(M),]. Naime, prema propoziciji B.5 .(i.)
niz (a,), je ogranicen u Q, tj. Im, M € Q,vn e Ny m+1<a, < M — 1.
Tada vrijedi Vn € N, a,, —m > 11 M — a, > 1, odnosno [(m),] < [(a,),] 1
(an)a] = (M),

Pokazimo da za (R, +, -, =) vrijedi aksiom potpunosti A15.(str. 33).

Neka je S C R bilo koji neprazan odozgo omeden skup, neka je [(M),] €
Q njegova majoranta i neka [(m),] € Q nije njegova majoranta (takva klasa

postoji jer je S meprazan). Stavimo mg = m i My = M i konstruiramo
racionalne nizove (my,), 1 (M,), na slijede¢i nacin:

za svako k € N U {0} oznacimo s;, = . Pretpostavimo da su

za neko k € N U {0} vrijednosti my i My odredene. Ako je [(sk),] € Q
majoranta od S stavimo myg,q, = myg i Miy1 = s, a u suprotnom stavimo
Mpy1 = Sk 1 Mgy = My, Ocito su (my,), 1 (M,), racionalni Cauchyjevi

M, — My, — my, ;

nizovi jer vrijedi 0 < my; —my < Tk, 0 < My — Mgy <

M, — M —
0 < Myy1—mpyq = BT 2k+1m. [z konstrukcije je jasno da Vk € N,

[(My),] € Q je majoranta od S, a [(my),] € Q nije majoranta od S.
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Pokazimo da je [(M,),] € R majoranta od S. U suprotnom bi postojala
klasa [(b,),] € S tako da je [(My)n] < [(bn)n], tj.- za neko € > 0 i za gotovo
sve n € N vrijedi b, — M,, > ¢ > 0. Niz (M,), je nerastué¢i Cauchyjev niz pa
za gotovo sve k € Nisven € Nvrijedi My, — My, < 5. Odatle, za gotovo sve
k € Nisven € Nimamo byyy,— My = gy — My +( My — M) > e—5 = 3,
tj. za gotovo sve k € N je [(Mg)n] < [(bn)n]. To nije moguce jer su za sve
k € N klase [(M),] majorante skupa S.

Uocimo da vrijedi lim(M,, — m,) = 0, pa je [(my),] = [(M,),]. Pretpos-

tavimo da je [(bn)n] < [(M,),]) majoranta skupa S. Tada je [(b,)n] < [(Mn)n],
pa postoji € > 0 takav da za gotovo sve n € N vrijedi m,, — b, > €. No,
(my,), je neopadajuéi Cauchyjev niza pa za gotovo sve k € Nisve n € N
vrijedi My, — my < 5. Odatle, za gotovo sve k € N i sve n € N imamo
My — bgn = Mp — Mg + (Mpgn — bran) > —5 +€ = 5, tj. za gotovo sve
k € Nje [(bn)n] < [(mg)n]. Posto [(myg),] nisu majorante skupa S, to niti

[(by)n] nije majoranta skupa S. Dakle, [(M,),] =sup S € R. 0
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