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1. Skupovi N, Z i Q
Zadatak 1.1. DokaZite da za svaki n € N vrijedi:
a) 2" > n,
b) Zﬁzl(% -1)=
Rjesenje: Koristimo aksiom matematicke indukeije (P3):
a) Baza (n=1): 2! > 1
Korak: pretpostavimo da za n € N vrijedi:
2" > n. (1.1)
Tada iz (1.1) slijedi da je 2"*! =2.2" > 2n=n+n>n+1.
b) Baza (n =1):
1

dRk-1)=21-1=1=1% (1.2)
k=1

Korak: pretpostavimo da za n € N vrijedi:

zn: 2% — 1) = n. (1.3)

k=1
Tada je
n+1 n
D EE-1)=> @k-1)+@2n+1)-1)=n"+2n+1=(n+1) (1.4)
k=1 k=1

O

Zadatak 1.2. DokaZite da svaki neprazan podskup S C N ima najmangi element, tj. ds € S
takav da s < k, Vk € S.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da tvrdnja ne vrijedi. Tada postoji neprazni podskup
S C N koji nema najmanji element. Neka je

R: ={r €N |z <szasvakis € S}. (1.5)

Kako S nema najmanyji element, jasno je da vrijedi RN.S = (). Jasno je da je 1 € R (aksiom
(P1)). Pretpostavimo da je k € R. Tada svaki prirodni broj manji ili jednak k£ mora takoder
biti manji ili jednak s za svaki s € S. Stoga je 1,2,...,k € R. Iz &injenice da RN S = 0,
vidimo da vrijedi 1,2,...,k ¢ S. Daje k+1 € S, tada bi k+ 1 bio najmanji element skupa
S. Ova Cinjenica implicira da k + 1 € R. Stoga, princip matematicke indukcije implicira da
je R = N. Tada je S prazan skup, Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je S neprazan.
Stoga, svaki neprazan skup prirodnih brojeva mora imati najmanji element. ]

Zadatak 1.3. Dokazite da jednadzba ¢> = 2 nema rjesenja u skupu Q.
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Rjesenje: Pretpostavimo da postoji ¢ € Q takav da je ¢ = 2.

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je ¢ = 7%, za m € Z in € N te da su

m 1 n relativno prosti, tj. nemaju zajednickog djeljitelja razli¢itog od —1 1 1 ("razlomak je
maksimalno skrac¢en"). Tada je

L) (1.6)

odakle slijedi
m? = 2n?, (1.7)

pa je m? djeljiv s 2. Tada je i m djeljiv s 2, jer u slu¢aju da nije, postoji k € Z takav da je
m = 2k 4+ 1 pa bi slijedilo da

= (2k +1)? = 4k + 4k +1 = 2(2K* + 2k) + 1, (1.8)
nije djeljiv s 2, $to je kontradikcija. Dakle, postoji k € Z takav da je m = 2k. Tada iz
2n? = m? = (2k)? = 4k, (1.9)

slijedi
n? = 2k?, (1.10)

odakle sli¢no vidimo da je i n djeljiv s 2, tj. postoji [ € N takav da je n = 2[. Time smo
dobili kontradikciju s pretpostavkom da su m i n relativno prosti.
O

Domacéa zadaca

1. Neka su z,y, 2z € N. Dokazite da vrijedi
(x4+y)-z=z-2+y-2
2. Dokazite da za svaka tri prirodna broja x,y i z vrijedi
(z-y)-z=x-(y- 2)

3. Dokazite da su definicije zbrajanja i mnoZenja cijelih i racionalnih borjeva ,dobre”,; tj.
da ne ovise o izboru predstavnika klase.

4. Dokazite asocijativnost zbrajanja u skupu Q.

2. Skup R

Skup realnih brojeva R definiramo pomoc¢u aksioma:
1. Aksiomi zbrajanja (+)

(Al) (Vz,y,z € R) (r+y)+2z=x+ (y+ z) (asocijativnost)
(A2) (30 € R)(Vxz € R) x +0 = 0+ 2 = x (neutralni element)
(A3) (Vz e R)(3(—x) € R) 2+ (—z) = (—z) + = = 0 (inverz)
(A4) (

A4) (Vz,y € R) z +y = y + = (komutativnost)
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(R, +) je abelova grupa.

2. Aksiomi mnoZenja

()

(A5) (Vz,y,z € R) (zy)z = x(yz) (asocijativnost)

(A6) (F1 e R\{0})(Vx € R) 1-2 =z -1 =z (neutralni element)
(A7) (Vo e R\{0})Bz ' eR) 2zl 2 =2 27! =1 (inverz)
(A8) (

(A9) (

Vz,y € R) vy = yx (komutativnost)
Va,y,z € R) x(y + z) = xy + xz (distributivnost - prema +)

(Ra =+, ) je pOIje'

Zadatak 2.1. Neka su x,y,z € R. DokaZite:

o) r+y=c+z=y=z, d) 0-2=0,

b) —(-x) =z,

c) x#0, x-y=x=y=1, e) (—x)-y=—(zy).
Rjesenge:

( _(Al):((—x)—l—x)—l—z:(A?)):O+z:(A2):z,
( —(—z)) = (A3) =0 = (43) = (—z) + = = (koristimo a)) —(—z) = =,

c) 1= (A7) = 27! - 2 = (pretpostavka) = =1 - (zy) = (45) = (z7'-2) -y = (A7)
1- =

d) 0-2=(A2)=(0+0)-2=(A9)=0-2+0-2=2-0z (1-0z =2-0z)

(A3) = ((—x)+z)+y = (A1) = (—x)+(x+y) = (pretpostavka) =

Pretpostavimo da vrijedi 0 -z # 0. Tada iz ¢) slijedi 1 = 2 (1 + 0 = 1 4+ 1), odakle

dobijemo (koristeci dio a)) 0 = 1, §to je kontradikcija s (A6). (1 # 0)

) —(zy) +ay =(43) =0=(d)) =0-y = (43) = ((—2) +z) -y = (A9) = (—z) -y + 2y,
Iz dijela a) imamo (—z) -y = —(zy).

3. Aksiomi uredaja

(R, +, -, <) je totalno uredeno polje.

Zadatak 2.2. DokaZite da za x,y € R vrijedi:
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a) <0=—zx>0, ¢) 2? =y’ =(z—y)(z +y),
b) 0 <1, d) 0<z<y=a?<y>
Rjesenje:

a) Iz x < 0 koristeéi (A13) imamo 0 = (43) = (—x) + 2 < (—z) + 0 = (A2) = —=x, iz
¢ega slijedi 0 < —u.

b) Zbog (A6) imamo 0 # 1 pa vrijedi 0 < 1 ili 1 < 0. Pretpostavimo da vrijedi 1 < 0. Iz
a) imamo —1 > 0 pa iz (A14) dobivamo (—1) - (—1) > 0.
S druge strane, koriste¢i tvrdnje b) i e) iz Zadatka 2.1 imamo (—1)-(—1) = —(1-(—1)) =
—(—=(1-1)) =1, pa vrijedi 1 > 0, §to je u kontradikciji s pretpostavkom 1 < 0.

¢) Koristeci tvrdnju e) iz Zadatka 2.1 dobivamo (z —y)(z +y) = (49) = (z — y)z
(@ —yy = (49) = 2> + (~y)z +ay + (~y)y = 2* —ay + oy —y* = (43) =
224+ 0—y? = (A2) = 2% — o2

d)0<zr<y=2,y>0iy—=x>0paimamo y?> - 2% = (y—2)(y +z) > (A14) >0
(gdjejey—x>0iy+a>y+0>0+0=0), dobivamo y* > 22.

O
Definicija 2.1. Apsolutna vrijednost je funkcija | - |: R — R definirana sa
x, x>0,
|z|: =140, x =0, (2.1)
-z, x<0.
N
y

v

Napomena 2.2. Apsolutna vrijednost ima sljedeca svojstva:
a) |x| >0, Vz € R,
b) x| =02 =0,
¢) |l +yl <lal+yl, Vo,y € R,

d) |lz| = lyll <[z —yl, Yo,y € R.
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Zadatak 2.3. DokaZite da za x1,...,x, € R vrijedi:

n n
‘Za}k) <3 Jal. (2.2)
k=1 k=1
Rjesenje: Tvrdnju dokazujemo matematic¢kom indukcijom.

Baza: (n=1) |z1| < |z1]

Korak: Pretpostavimo da (2.2) vrijedi za neki n € N i sve x1,...,2, € R (x). Neka su
Z1,...,Tnt1 € R. Tada iz Napomene 2.2 ¢) i pretpostavke (x):
n+1 n n n n+1
[ we| = [ Yo wn | < | Y|+ lwaal D7 lul + lanial = Y feel (23)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
O
Zadatak 2.4. Dokazite da za x,y € R vrijedi:
a) min{z, y} = TG b) max{z,y} = “Hutjr=ul
Rjesenje:
a) Graficki:
|x-y|
2
S
X X+y Y

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti x < y. Tada je x —y < 0, iz Cega
slijedi |x — y| = —(z — y), pa je

r+y—lr—yl _zt+y—(=(z—y)
2 2

=z = min{z, y}. (2.4)
b) Sli¢no (domaca zadaca).
O

Definicija 2.3. Skup S C R je omeden odozgo (odozdo) ako postoji M € R (m € R) takav
da Yz € S)xz <M (m<z). KaZemo da je M (m) gornja (donja) meda skupa S.
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Nagmanju gornju medu zovemo supremum, a najvecu donju medu zovemo infimum skupa S.
Pisemo: sup S 7inf S.

Ako je L gornja meda, tada je ona supremum ako i samo ako ne postoji manja gornja
meda, odnosno (Va € R, a < L)3x € S t.d. a < x, odnosno

i) (VzelS)x<L,
ii) (Ve >0)3x € S) L—e<x.

< € Jxes
/—'*%

VN 222 ) /) JJ:/:!I;\.

[-T L

Slicno je donja meda L infimum skupa S ako i samo ako vrijedi (Va € R, a > L)3z € S
t.d. a > x, odnosno

i) VeeS)x>1L,
it) (Ve >0)(3x € S) L+e>x.

XES
< S
W2 I U R 2N N N N R R T
~ 1 T 7
L (s

(R, +,,<)1(Q,+, -, <) zadovoljavaju (A1)-(Al4).
Uvodimo aksiom potpunosti:
(A15) Svaki neprazan i odozgo omeden podskup S C R ima supremum u R (tj. sup S € R).
Napomena 2.4. (Q,+, -, <) ne zadovoljava (A15).
Napomena 2.5. U skupu R vrijedi Arhimedov aksiom:
(AA) (Va,b € R)(a >0, b>0)(3In € N) na > b.

(__,e—»e—ﬁ—-—v

] 1 1 11 )
T 1 1 | ]

0 o ¥ ma

Definicija 2.6. Neka je() #S CR. Akoje L: =supS €S (L: =infS € S), onda sup S
(inf S) zovemo maksimum (minimum) skupa S i piSemo maxS: =L (minS: = L).

Zadatak 2.5. Odredite infimum i supremum skupova:
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I‘Qf
a) A= {z5 |z €R}, b) B={%=] |z €R}.
Rjesenje:
(a) Primijetimo da vrijedi:
1 1
—— < ——=1,VzeR 2.5
P21 o041 0 EES (25)
iz Cega slijedi da je 1 gornja meda skupa A. Nadalje, za x = 0 imamo
1
— =1 2.6
z22+1 7 (2.6)

iz. Gega slijedi da je 1 maksimum skupa A. Dakle, sup A = max A = 1.

Nadalje, primijetimo da vrijedi:

1
—_— R 2.
$2+1>0,Vaje , (2.7)

iz Cega slijedi da je 0 donja meda skupa A.

Dokazimo da je inf A = 0. Neka je € > 0. Trebamo pronaéi z € R takav da je

O <0+e, (2.8)

to jest
1
241> - (2.9)
€

Po Arhimedovom aksiomu za a =€ i b =1 postoji n € N takav da je
ne > 1. (2.10)

Tada jezaxz > n

<= <e. (2.11)
Dakle, inf A = 0.

Primijetimo da vrijedi:

2 2
—4 4—-4—-4

rot_ Tt -5 (2.12)

2 +4 2 +4 2 +4

Nadalje, imamo:
8

1-——x<1 2.13
ara<b (2.13)
jer je ﬁ > 0, pa imamo da je 1 gornja meda skupa B. Tvrdimo da je sup B = 1.

Neka je € > 0. Trazimo x € R takav da je

8
l-———>1l-cse> & (22 +4)e > 8. (2.14)

x2 +4 x2 44

Po Arhimedovom aksiomu sada za a = ¢ i b = 8 imamo da postoji n € N takav da je
n-e > 8, odakle je za x > n: (22 +4)e > 2% > n%e > ne > 8.

Dakle, sup B = 1.
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S druge strane, primijetimo da vrijedi:

8 8
_ > 1 - — =1-92=-1 2.15
2 +4 7~ 0+4 ’ (2.15)
gdje smo iskoristili ¢injenicu da je 2 > 0.

_8
244

1

Sada za x = 0 imamo 1 — =1- % = —1, te imamo inf B = min B = —1.

O

Definicija 2.7. Niz realnih brojeva je funkcija a: N — R. Umjesto a(n) pisemo a,. Niz
oznacavamo (an)nen. KaZemo da je (ap) rastuéi (padajuci) ako (Vn € N)a, < ant1 (an >

an+1). U slucaju stroge nejednakosti (< ili >) kaZemo da je (an) strogo rastucéi (strogo
padajuci).

Zadatak 2.6. Odredite infimum i supremum skupova:

a) S={¥=2n € N}, b) S ={g:L|n e N}.
Rjesenje:

(a) Imamo:

_3n-2 _3(n+3)-33-2 , 1

= = — ) 2.16
A n+3 n+3 (2.16)
Dakle, (an)nen je rastuéi niz, iz ¢ega slijedi:
11 1
infS=minS=a4;=3—- —=-. (2.17)
4 4
Tvrdimo da je sup S = 3. Vrijedi:
g 3 (2.18)
an, =3 — .
n n+ 3 — Y
iz Cega slijedi da je 3 gornja meda skupa S.
Neka je € > 0. Imamo:
11
an>3—€<:>3—73 >3—c
L (2.19)

=Ee>

n 3

Po Arhimedovom aksiomu, postoji ng € N takav da je npe > 11 (a =€, b= 11), pa je
(no + 3)e > 11, odakle slijedi a,, > 3 — . Dakle, sup S = 3.

(b) Imamo niz:

2
n®+1
= —. 2.20
= on2 +n (2:20)
Vrijedi:
n?+41 (n+1)241

< = <
In S+l 50 1y 2(n+1)2+n+1

n?+1 n?+2n+2

2 +n 22 +5n 13 (2.21)
& (2 +1)(2n% +5n 4 3) < (n® +2n + 2)(2n% +n)
< 2nt 4513 4+ 512 4+ 5n + 3 < 2n + 513 + 6n% + 2n
& —n*+3n+3<0.
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Vrijedi:
—3+9+12 3F21
—2?4+32+3=0 112 = _2+ = $;ﬁ©x1:—me2:&m.
(2.22)

F
y
: / fiphplplpbplplybplybplpipiy 9
1% *%N\4 X

Dakle, (2.21) vrijedi za n > x9 < n > 4. Tada je niz rastuéi. Imamo:

ag>as>ag3>ag<as <ag<.... (2.23)
e . .. . . 17
Slijedi da je inf § = min S = a4 = 35.
sup S =?. Imamo:
2+1 2
== _. 2.24
T2t 3 (2.24)
Vrijedi:

241 1nP+1 1n*+2-2+1 1 1%2-1 1 —2 1
an:n—i— _Int41 In'+5-5+1 1 13 _ oo T2 ol >0
2n2+n 20245 2 n? 4 % 2 2n24% 2 4n?+2n " 2

(2.25)
Dakle, sup S = max S =a; = % O
Zadatak 2.7. Neka su A, B C R odozgo omedeni skupovi. DokaZite:
(a) sup(A+ B) = sup A + sup B,
(b) sup(A U B) = max{sup A4, sup B}.
Rjesenje:
(a) Zbog
z+y<supA+supB, Vx € A, ye€ B, (2.26)
je sup A + sup B gornja meda skupa A + B. Neka je ¢ > 0. Tada
(2.27)

(xg € A)(Jyo € B) xg > sup A — g iyo>supB — g

Tada je zo +yo € A+ Bixg+yo >supA—5+supB -5 =supA+supB —e.
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(b) Bez smanjenja opcenitosti imamo sup A < sup B (inace zamijenimo uloge A i B).
Vrijedi:

r€AUB=zcAilize B=x <supA <supBili z <supB. (2.28)

Dakle, imamo:
(Ve e S=AUB) z <supB, (2.29)

pa je sup B gornja meda skupa AU B. DokaZimo da je to i supremum. Neka je € > 0.
Tada

(Jzo e BC AUB=S) 29 >supB —e¢. (2.30)
Dakle, sup B je najmanja gornja meda skup AU B.
Slijedi da je sup B = max{sup A, sup B} supremum skupa A U B.
]

Napomena 2.8. Sli¢no se pokaze (DZ): Ako su A, B C R odozdo omedeni skupovi, onda
vrijeds:

(a) inf(A+ B) = inf A + inf B,
(b) inf(AU B) = min{inf A, inf B}.
Zadatak 2.8. Odredite infimum i supremum skupova:

(a) S = { st | mn € N},

(b) S ={(-1)"%%2 | n € N}.

n2+7
Rjesenje:
(a) Vrijedi:
m—n—1 _ m-n—-1 _—m+3-(Mn+4) 1 1 (2.31)
mn+4m+3n+12 (m+3)(n+4) (m+3)(n+4) n+4 m+3 7
Dakle, S = A + B, gdje je
1
X (2.32)
B {_ |me N}
m+ 3
Vrijedi:
1
supA=maxA=—- (n=1), supB =0,
5 . (2.33)
infA=0, infB=minB = ~1 (m=1).
Dakle, imamo:
1 | .
sup S =sup A +sup B = — + 0 = — (nije maksimum),
5 5 (2.34)

infS=infA+inf B=0+ (—i) = —i (nije minimum).
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(b) Definiramo S := AU B, gdje je

A:_{(—1)2(2k)+2|k N} {4k2+2]k N

(2k)* + a2 (2.35)

o1 (2k —1)2+2 ( 1)2 '

_{ - k .
B {( 1) (2k_1)2+7|k:eN ( 1)2 | eN
Skup A. Definiramo:
4k% 42 5

_ > 2.

T T TR A (2.36)

Niz ay, je rastudi pa vrijedi inf A = min A = a; = 1%.

Uoc¢imo da je 1 je gornja meda skupa A. DokaZzimo da je sup A = 1. Neka je ¢ > 0.

Tada je
ak>1—5©1—i>1—5
- 4k2 4+ 7 (2.37)
@5>4k27+7<:>(4k2+7)5>5.

Po Arhimedovom aksiomu (za a = € 1 b = 5) postoji kg € N takav da je koe > 5, pa

vrijedi:
(4k2 + 7)e > (4kd)e > kde > koe > 5. (2.38)
Dakle, sup A = 1.
Skup B. Definiramo:
(2k—1)2+2 5
bp = —— 7 == ] 2.39
N T Rk—1)2+7 M (2.39)

Niz by, je padajuéi pa vrijedi sup B = max B = b; = f%

Uoc¢imo da je —1 donja meda skupa B. Dokazimo da je inf B = —1. Neka je € > 0.

Tada je
bp<—1l+ee -1+ > <-1+4¢
p < — _ . °
2k —1)2+7 (2.40)
5 .
—_ 2k — 1)? 9.
©6>(2k—1)2+7©(( )Y+ T)e >

Po Arhimedovom aksiomu (za a = ¢ 1 b = 5) postoji kg € N takav da je koe > 5 pa
vrijedi:

((2(ko +1) — 1)? + 7)e > (4kd)e > kde > koe > 5. (2.41)
Dakle, inf B = —1.

Sada imamo

sup S = sup(A U B) = max{sup A,sup B} = max{l Z} 1,
(2.42)

inf S = inf(A U B) = min{inf A, inf B} = min { —1}
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O
Zadatak 2.9. Neka su A, B C [0,00) odozgo omedeni i neprazni. Definiramo:
A-B={zy |z €A, ye B} (2.43)
Dokazite
sup(A - B) =sup A - sup B.
Rjesenje: Ako je sup A =0, onda je A = {0} paje A- B = {0} i tvrdnja slijedi.
Pretpostavimo da je sup A > 0. Vrijedi:
xy <supAsup B, Vx € A, Vx € B, (2.44)
pa slijedi da je sup A sup B gornja meda skupa A - B.
Dokazimo da je supremum.
Prvi na¢in: Neka je 0 < ¢ < sup Asup B. Tada za:
51:2sung>0(E|x€A):v>supA—51, 05
62:QSij>O(3y€B)y>supB—52. .

Sada imamo:
2

xy > (sup A—e1)(sup B—e9) =sup Asup B—e+ > sup Asup B—e. (2.46)

4sup Asup B

Drugi naéin: Stavimo oznaku C = A - B. Veé smo dokazali da je sup Asup B gornja
meda skupa C' = A - B. Kako je skup C odozgo ogranicen, po aksiomu potpunosti, C' ima
supremum u R, a kako je supremum najmanja gornja meda, vrijedi

supC <supAsupB (1)

Dokazimo sada da vrijedi i sup Asup B < supC. Vrijedi ab < supC za sve a € A,b € B.

Buduéi da smo pretpostavili sup A > 0, postoji a’ € A\ {0}. Vrijedi b < sl asve b € B

a/
pa je S“{EC gornja meda skupa B, iz ¢ega slijedi

Ukoliko je sup B = 0, onda je B = {0} pa je C' = {0} i onda tvrdnja o¢ito vrijedi jer je u
ovom sluc¢aju sup C = sup Asup B = 0. Ako je sup B > 0, onda moZzemo zakljuciti da je

4 < sup C
~ supB

za sve a’ € A\ {0}, a zapravo vrijedi i
sup C

a <
~ supB

sup C
sup B

za sve a € A. Stoga je gornja meda skupa A pa je

odnosno
sup Asup B <supC. (2)

Iz (1) i (2) slijedi sup Asup B = sup C. O
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Napomena 2.9. Ako su A, B C [0,00), vrijedi inf(A - B) = inf A -inf B (domaca zadaca,).
Napomena 2.10. Ako su A, B C R neprazni i omedeni, tada je

sup(A - B) = max{sup Asup B, sup Ainf B,inf Asup B, inf A inf B},

2.47
inf(A - B) = min{sup Asup B, sup Ainf B, inf Asup B,inf Ainf B}. (247)
Zadatak 2.10. Odredite infimum i supremum skupova:
(a) S = {%Hﬁm | m,n € N},
(b) S = {n2x+2w+n2+2 | neN, z>0}.
Rjesenje:
(a) Neka je S = A- B, gdje je
2n —1
A:{n nGN}C[O,oo),
(2.48)

Dobivamo da je supA = 2, inf A = min A = 1 (postize se za n = 1) te supB =
max B = 2 (postize se za m = 1) i inf B = 1.

Dakle, imamo

supS =supA-supB=2-2=4,

) ) . (2.49)
infS=infA-infB=1-1=1.
(b) Vrijedi
s_{ @ IneN, z>0=A.8 (2.50)
S n24+2 z+1 " = - ’ '

gdje je

n2
nA=

Lako dobivamo da je sup A =11 inf A = min
Vrijedi

> } C [0, 00). (2.51)

3 (n=1).
T
>
r+1—

pa je 0 donja meda skupa B, a ujedno i minimum skupa B jer se dostize za x = 0.
Stoga je inf B = 0.

Nadalje,

x — —
r+1 T+ 1
za x > 0 pa je 1 gornja meda skupa B. Dokazimo da je sup B = 1. Treba dokazati

<1

1
z+1

(Ve >0)3z >0)(1—e<1— ),
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Sto je ekvivalentno s e(z+1) > 1. Primjenom Arhimedovog aksioma na € i 1, dobivamo
da postoji n € N takav da je en > 1. Sada je

e(n+1)>en>1,
tj.
l—e<l———.
n
Slijedi da je sup B =1 te inf B=min B =0 (z = 0).

Sada vidimo da je supS =supA-supB=1-1=1 te infS:ian-infB:%-O:
0 =min S.

O

Domacéa zadacéa

1. Odredite supremume i infimume sljedeé¢ih skupa (ako postoje):

a)A:{pnwﬁﬁg:neN}

b) B—{% m,neN,nZQ}.

c) C= {(—1)”+m2m7ff;§% :m,n €N, n> 2}.
d)D:{(UWWEM%%%i:mmeN}

e) £ = {2"m +4”;”m2%’:2£? —6mt3 . m,n € N}
f)F:{ME%ﬁ%nerem3§

g) G= {37;2+n(2+cos(m7r)) tn,m € N}

2. Neka su A, B C R odozdo omedeni skupovi. DokaZite:
(a) inf(A+ B) =inf A + inf B,
(b) inf(A U B) = min{inf A, inf B}.
3.* Neka su A, B C [0, +00). Dokazite da je

inf(A- B) =inf A - inf B.

4. Neka su A, B C R neprazni ogranic¢eni skupovi. Vrijedi li nuzno:

a) Ako je A C B, onda je sup A < sup B?

b) Ako je A C B, onda je inf A > inf B?

c) sup(A- B) =sup A -sup B?

d) inf(A ):mfA-me?

e) sup(A — B) =sup(A) —sup(B), gdjeje A—B={a—b:a€ A be B}?
)

f) sup(A — B) = sup(A) — inf(B)?
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Ako neke od tih tvrdnji vrijede opéenito, dokaZite ih, a ako ne vrijede opéenito, nave-
dite kontraprimjer.

5. Neka su a,b € R,a < b. Dokazite:
a) {(a,b) ~[a,b) ~ (a,b] ~ [a,b] ~R.
b) [a,+o0) ~ (—o0,a] ~ R.
6. Dokazite da je skup iracionalnih brojeva neprebrojiv skup.

7.* Dokazite da je skup iracionalnih brojeva gust u R, tj. da za svaki x € R i za svaki
€ > 0 vrijedi
(x—e,x+e)N(R\Q) #0
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