5. PARCIJALNE DERIVACIJE

5.1. Izraunajte parcijalne derivacije sljedecih funkcija:
(@) f(x,y)=x*+y,
(b) f(x.y) =xy +x/2,
X2y —|—y3x
(©) fley) =2
(d) f(x,y) = xcosxcosy,
(e) f(x,y) = e*cos(x +y),
(f) f(x,y) = e¥In(x* +y?),
sin(x + yz
(8) Flxy,z) = M 222)
5.2. lzralunajte matricu parcijalnih derivacija sljede¢ih funkcija:
(a) f(x,y)=(x+y,yx),
(b) f(x,y) = (x*+siny,e +Xy2)
(c) f(x,y,z) = (sinxcosy + 2%, xz),
(d) f(x,y,z) = (xsiny,y?z + In x, arctg z),
(e) f(x,y,z) = (sinxy,yz? +sinx,4x + y?, zcos x),
(f) flx,y,z,u,v) = x>+ ux+3zv? + y3 — y,
(g) f(x)=(x®+2sinx, —x + X, 2x),

DIFERENCIJALNI | INTEGRALNI RACUN 2 2013./2014.



(h) fEx yS z) = (x + €% + y, yx?),

(i) f (e*,sinxy),
(0) flx.y) = (X+y,x—y,xy)
5.3. lzraunajte denvacuu @28 kompozicije sljedeéih funkcija:

(a) f(x,y)=x>+¢, (t) (sint, t),
b) f(x,y) =xcosy, g(t) = (t*,t),
) F(x.y) = xv. g(t) = (¢',cost),
(d) fx,y) =xe™", g(t) = (t, *t)
5.4. lIzralunajte parcijalnu derlvacuu £°€ kompozicije sljedeéih funkcija:
() (o y) =39 + v, 8(0.v) = (&2 4 v, ),
b) f(x,y)=x+siny, g(u,v) = (v* u+v),
c) f(x,y) =x*+y? glu,v)=(e """, ev),
d) f(x,y) =cosxsiny, g(u,v) = (cos(v u),Inv/1+ u?) u (1,0).
5.5. lzralunajte diferencijal kompozicije f o g sljedeéih funkcija:
(a) f(x,y)=(+In(1+x),y), glu,v) =(u—v,v+1)u(0,0),
(b) f(x,y) = (y? sinx), g(u,v) = (v +cosv,u+cosu) u (0,0),
(c) flx.y) = (tg(x — 1) — &, x* = y?), g(u,v) = (e, u—v) u (1,1),
(d) f(x,y,z) = (7, cos(x+y) +sin(x+y + 2)),
g(u,v) = (e",cos(v —u),e ") u(0,0).
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5.6. Odredite jednadZbu tangencijalne ravnine na:
(a) plohu x2 +y — z =0 u togki (1,0,1),
(b) graf funkcije f(x,y) = sinx + xy? koja prolazi to¢kom (0,2, 0),
(c) graf funkcije f(x,y) = xy + Iny koja prolazi to¢tkom (1,1,1),
(d) plohu x? + y3 — z = 0 u togki (3,1, 10),
(e) plohu xyz =1 u totki (1,1,1),
(f) graf funkcije f(x,y) = sin(xy) koja prolazi totkom (1, 7,0).
5.7. Odredite jednadZbu tangencijalne ravnine na nivo skup funkcije
f(x,y,z) = xy + yz + zx kroz (1,1,0) u tocki (1,1,0).
5.8. Odredite jednadZbu tangencijalne ravnine i normale na:
(a) plohu x? +xy? +y® 4+ z+1 =0 u totki (2, —3,4),
(b) graf funkcije f(x,y) = e*siny koja prolazi totkom (In3,3F, —3).
5.9. Odredite presjek tangencijalnih ravnina na plohe xy +z =0
x2 +y? + 22 =9 u totki (2,1, -2).
5.10. lzratunajte kut izmedu ploha x>+ y?> + 22 =3ix - 2> —y?> = -3 u
to¢ki (—1,1,—-1).

(PMF-MO) DIFERENCIJALNI | INTEGRALNI RACUN 2 2013./2014. 3 /11



5.11. Odredite derivaciju funkcije:
(a) f(x,y) = x+2xy —3y? u totki (1,2) duZ vektora (3/5,4/5),
(b) f(x,y,z)=e*+ yz u totki (1,1,1) duZ vektora (1,—1,1).

5.12. Kapetan lvo je u nevolji. Kraj sun¢ane strane Merkura temperatura
trupa broda je dana funkcijom

—x2—2y?—37?

f(x,y,z)=e

Ako se brod trenutno nalazi u to€ki (1,1,1), u kojem smjeru treba
nastaviti da najbrZe smanji temperaturu?

5.13. Mrav se nalazi u ishodistu koordinatnog sustava u toksi¢noj atmosferi.
Koncentracija toksina je dana funkcijom

f(x,y,z) = e > +sin(yz) + e’
U kojem smjeru treba mrav bjeZati da se koncentracija toksina

najbrZe smanji?
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5.14. Odredite u kojim to¢kama parametarski zadana krivulja
c(t) = (2t2,1 — t,3 + t2) sijete ravninu 3x — 14y +z — 10 = 0.
5.15. Napisite parametarsku jednadzbu tangente na parametarski zadanu

krivulju:

(a) c(t) = (cos? t,3t — t3,t) u trenutku to = 0,
(b) c(t) = (cos(4t) sm(4t) t) u trenutku ty = 7/8,
(c) c(t) = (t,2t,t?) u totki (1,2,1),

(d) c(t) = (€%, e73,V/2t) u trenutku ty = 1.

5.16. PokaZite da se krivulje c1(t) = (ef, e?t,1 —e7t) i
c(t) = (1 — t,cost,sin t) sijeku u totki (1,1,0) i izratunajte kut
izmedu njihovih tangenti u toj to&ki.

5.17. lzracunajte kut izmedu tangenti na krivulje ¢ i ¢’ za parametarski
zadanu krivulju c(t) = (In(1 + t?),2arctg t — t, t) u svakoj totki te
krivulje.

5.18. Cestica se krece u ravnini po krivulji c(t) = (et cost, efsint).
Izraunajte kut izmedu vektora brzine i polozaja Cestice u svakom
trenutku ty € R.
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5.19. lzrakunajte duljinu luka krivulje:
(a) c(t) = (cost,sint,t)odt=0dot =1,

(b) c(t) = (t,2t,t>) od t =0do t =1,

(c) c(t) = (e%,e73,3y/2t) od t =0do t = 1/3,
(d) c(t)=(t—sint,1 —cost)od t =0do t =,
(e) c(t)=(t,Int) od t =+/3 do t =2V/2,

(f) c(t)=(t,t%3t%) od t=0dot =1,

(g) c(t) =(t,Incost) od t =0do t =n/4.

(PMF-MO) DIFERENCIJALNI | INTEGRALNI RACUN 2 2013./2014. 6 /11



51. (a) %(X,y) = 2x, %;(va) =1
(b) %(X,_}/) =y +y2, %;(X,y) =X+ 2xy,
3 2 3 2
(c) 8ECey) = 5582 — L
3 2 2 2 3+ 2
B0y = B - 2y
(d) %(X,y) = COSXCOSY — XSinXxCosy,
g—;(x,y) = —xcosxsiny,
(e) %(x,y) = e¥cos(x + y) — e¥sin(x + y),
g—;(x,y) = —eXsin(x +y),
(F) SE(x,y) = ye In(x* + y?) + 2xe¥ 7k,

%%

G0, y) = xe¥ In(x* + y?) + 2ye¥ i,

Of _ cos(x+yz sin(x+yz
(8) §(xy,2) = ==bcre) — =nlpra),

of __ cos(x+yz

Fy(xv Y, Z) - (x ! '

of _ ycos(x+yz) sin(x+yz)

oz (X,_)/, Z) - xz - xz2
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5.2.

Df(x,y) = {1 1]

y X
. 2x cosy
Df(va)* |:ex+y2 2xy]’
__|cosxcosy —sinsiny 2z
Df(X,y,Z)— | z 0 X:|Y
[siny xcosy 0
Df(x,y,z) = % 2yz y2 |,
1
I 0 0 =
ycosxy Xcosxy 0
Cos X z2 2yz
Df(x,y,z) = 4 2y 0
| —Zsinx 0 Cos X
Df(x,y,z,u,v) = [2x+u 3y*—1 3v? x 6zv],

3x2 + 2cos x

Df(x) = e“—1 ,
2
1 1 €
Df(X,y,Z)— |:2Xy X2 0:|
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5.3.

5.4.

5.5.
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eX

Df(x,y) = {

1 1
Df(x,y):[l —1].

y X
2sintcost + ef,
2tcost — t2sint,
etcost — efsint,

2
et

20%v + (P 4 v+ 1)v,
2u + cos(u + v),
2(_ef2uf2v + Ve2uv),
3 cos1cos(Inv/2).

D(f 0 £)(0.0) = |

D(f 0 8)(0,0) = | 0
[0
_2

D(fog)(1,1) =

|

0
-2

0

2

| cos 1 0

J

Y COSXYy X COSXy

1
0

} .
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1 1

(d) D(f < £)(0,0) = cos3 —sin2 cos3|’
56. (@) 2x+y—z—-1=0

(b) 5x —z=0

(c) x+2y—z—2=0

(d) 6x+3y —z—-11=

(e) x+y+z-3=

e
(f) tx+y+z—-2r=0.
57. x+y+2z-2=0.

2 3 z-4
5.8. (a) 13x+15y +z+15=0, Yo _Z

—13 o150 -1
—1In3 _y- l _z+3
(b) 3x+z+3—3In3=02 — o=
x—2 —1 z+2
5.9. = = .
-5 4 -3
5.10. arccos 3\[
5.11. (a) -5,

(b) e.
5.12. 2e7°(1,2,3).
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5.13. (3,0,0).
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