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2.2 Metoda supstitucije i metoda parcijalne integracije

Zadatak 2.11 Izracunajte integrale koriste¢i metodu supstitucije:

In2
(a) / v*(22° +4)dz (b) / \/;ﬁdm.
0
RjeSenje.
ot p = [ T2 [ g o 2P
(a)/x(2x +4)dx_{dt:6x2dx = [ Glt=gy+C=""5+C
In2 5
e [ t=e"4+1 0—e"+1=2 B dt 3_
(®) e 1d$_ dt =e*dr In2+—eh241=3|" —t_zﬂ =2(v/3 -
0 + J 9
va)
JAN

Zadatak 2.12 Izracunajte integrale:

cos? zsin® z dx

(a)/cosﬁdx (b)/gx\/mdx (c)/ Y _dr ()

o\
ISIE]

— x+1
(e)/mdx (f)/sinl%’\/mdx (g)*/ﬂﬁdx'
) -7

Rjesenje.

(a) (a)/cos L dr = [t:ﬁ } :2/costdt:QSint+C:2sin\/E+C

vV dt = 57
; 2_ 4 0 N 1.,.° V125
t=x°— 21—
2 _ = = — :—3/2 = —
(b)/x\/aj 4dx {dt:%dxg 5} 2/\/1_fdt ot =73
2 0

x t=vVz+1 z=-1
(C> dr = _ _dz
Vil dt =

2Vz+1 3
(x =2V +1+C

Wl DN
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1

— t5 t?
cos? zsin® x dr = [t cosx ng } = /t4(1—t2) dt = <— — —>

dt = —sinxz dx §H0 5 7

1

(d)

0

o\
[SIE]

0

35
t=ver—1 z=In(t>+1 t?
(e) /\/69”—161!17:[ ‘ Zx_n2§dt+ )]:2/152 dt =
T4l +1

dt
:2/dt—2/ =2t —2arctgt + C = 2v/e* — 1 — 2arctgvVe* — 1+ C

t2+1

s
2

2
= in2 2
(f) /sin2x\/1—|—sin2zdx: {t L+ sin®z ?T'_)é] :/\/Zdt:§t3/2
1

dt = 2sinz cos x dx 5

2

1

0
2
=(2vV2-1)
3
(2) / % dr = neparna funkcija na simetri¢noj domeni = 0
cos x

—T

Zadatak 2.13 Neka je f: [—a,a] — R Riemann-integrabilna funkcija.

(a) Ako je f neparna, dokazite da je

(b) Ako je f parna, dokazite da je

/af(x) dx:2/af(:):) dz.

Rjesenje.

—dx a— —a

(a) Vrijedi / fx)da = Ht::_x _aHa] = / F(=t)dt = — / £(t) dt, odakle je

2 [ f(z)dx =0 pa slijedi tvrdnja.

—a
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o [ o= [ from- (57, 150 -
/f dt+/f da:—/f dt+/f da:_2/f

A

Zadatak 2.14 Neka je f: R — R neprekidna periodicna funkcija s periodom 7 > 0.
Dokazite da za sve a € R vrijedi

a+T1

/f dx—/f

a
Rjesenje. Neka je m € Z takav da je a < mt < a + 7. Zapravo, m = L—J, jer je
T

a a
mT = {—JT+T§—T+T=CL+T
T T

a a
mr = {—JT+T>(——1)T+7’=G
T T

paje a < mr < a+ 7. Sada racunamo

a-+T1

[rse= [y [ sorie= [ 22 700 ] -
/f M+Aufm+ﬂﬁ(klf®ﬁ=

s=t—m-1)7 (m—1)71—0
:[ds:dt ' m7‘»—>7‘T } / s+ (m—1Dr ds—/f

Zadatak 2.15 * Izracunajte integral:

14107
/ max {|sin x|, | cos x|} dz.
1
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Rjesenje. Funkcija x — max {|sinz|, | cosz|} je periodi¢na s periodom 7/2 pa je
1+107 107
/ max{\sinx\,\cosx\}d:c:/ max {|sinz|, | cos x|} dx =
1 0

:20/2 max {|sinz|, | cosz|} dx = 20 (/4 cosxd:c+/2 sin:cdx) =
0 0 %

Yoo <¥C+¥Cy_m¢§

ENEY

= 20(sinz| —cosz

0

INE]

Vrijede formule parcijalne integracije:

/m@w@mx:m@mw—/w@m@mx

— /bu’(:c)v(x) dr.

Ponekad se gornje formule zapisuju kao

/udv:uv—/vdu
b b

b
/udv:uv —/vdu.

a a

Zadatak 2.16 Izracunajte integrale koriste¢i metodu parcijalne integracije:

(a)/xexdz /ln—xdx

Rjesenje.

(a) /xemdm:{u:xm du:gaj}::ce:”—/emdm:ew(:c—l)vLC

dv=¢e"dx v=c¢e

2 2
dr In2 1

_1—|—ln2
2

2
1 x 2 x|y
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Zadatak 2.17 Izracunajte integrale:

e’ sinx dx (c) / Inxdx (d) / arctg x du.

o —
wlx

/11n 14 2?) (b)

Rjesenje.

1
2xdx

2 [ u=h(1+2? du=E5 ]
(a) /ln(l—kx)dm—[dvzdz v =zIn(1+ 2?)

0

/ 2x2dx
1422
0

1 1

:ln2—2/dx+2/ dx2 =In2 -2+ 2arctgz

1

T
=n2-2+—
. n —|—2

1+z
0 0

us s
f i d d I
. u=sng u = cosx dxr . 2
(b) [ e"sinzdr = - . =esinz| — [ e"coszdr =
dv=¢e*dx v=ce 0
u=cosxr du= —sinxdx
= - - :e“/Q—excosz e’sinxdr =
dv=¢e*dx v=c¢e
0
jus iy
2 2
2
. . e™? 4+ 1
:e”/2+1—/ews1n:vdx = /emsmxda:: 5
0 0

u=Inz du = 4 dx
(c) /lnxdzg_{dv:dxdx v }—zlnx—/x?—zlnx—ijC’

| u=arctgxw du:x;iil B rdr
(d) /arctgxdx— [dv:dxdz v = rarctgx s

1 d(x? 1
:xarctg:c—§/$2(i)1 :xarctgx—§ln(x2+1)+0
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Zadaci za vjezbu

2.18 Izracunajte integrale:

et +1
et 4+ x

()/(31’ 2+ )P — 2+ a—9) d (b)/

(©) / Pt dr (d) /0 VTS

e

2.19 Izracunajte integrale:

Inz T . . o reter T
/—dx /coszxdx (c)/e sin” x dx (d)/mdx

2.20 Izracunajte integrale:

1

a)/2x2\/mdx (b)/x—sdm (c)/esmmdx

204+ 243 41 x
0

dx dx
d d
()/sinx ()/cos:c
2.21 Izracunajte integrale:

(a)/sin?)xsinf):cdx (b)/ <h1_x)2 dx (c)/sinln:cdx (d)/(x4+3x) cosz dx

i

2.22 Izracunajte integrale:

(a)/arcsin2a7d:): (b)/x2mdx (c)/arctg Vadx (d)/a:2 arccos x dx

2.23 Izracunajte integrale:

1
(a) / arcs;n:c + 22 /arctg \/ Vo —1dx (c)/em sin x sin 3z dx
x 1-— x2

2.24 Izracunajte integrale:

V14 22 d dx arctg\/r 1
1+ 22 v zlnzlnlnz

1 14z dx otlng
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2.25 Neka je f: R — R neprekidna funkcija. Dokazite sljede¢e jednakosti:

b b

(a) /f(a+b—x)dx:/f(x)da:

a

(b) 72f(sm) dz = 72f(cosx) dx
(c) /xf(sinx) dz = gjf(sinz) dx

2.26 Izracunajte
rsinx
———dx.
/ 1+ cos?x

2.27 Izracunajte

2.28 Dokazite

Fea
lim =

—F =1.
t—-too T2

b

2.29 Odredite sve neprekidne funkcije f: [a,b] — [0, +00) takve da je /f(z) dr = 0.

a



