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Uvod

e Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

e 1807. poceo s proucavanjem jednadzbe provodenja topline:
ou_ 10t
ot 20x?

e 1811. najavio svoje rezultate.

e 1822. tiskao svoje rezultate u knjizi Analiticka teorija topline. Tvrdio je da se svaka
omedena funkcija f : [—7, 7] — R moZe prikazati pomocu trigonometrijskog reda

1 o
flz) = §ao + Z(ak cos kx + by sin kx).
k=1

Danas znamo da uz takvu tvrdnju treba precizirati i na koji nac¢in se promatra konver-
gencija reda.

e 1829. Dirichlet je dao protuprimjer

2 = 1, zeQn[—m,n],
/(@) {O, z € (R\Q)N[-m, 7]

pa tako nesto ipak ne mozemo ocekivati za sasvim proizvoljnu funkciju. Dirichlet je i prvi
dao dovoljne uvjete na f uz koje gornji prikaz doista ima smisla i vrijedi “po toc¢kama”.

e Fourier je pretezno razmigljao fizikalno, ali je i uo€io ortogonalnost ¢lanova, tj.

/ coskx coslerdr =0 za k # 1,

—T

/ sinkz sinlxdr =0 za k #1,

—Tr
™
/ coskx sinlrdx =0 za svake k, 1
—T
te da se mnoZenjem reda s cos kx ili sin kx i integriranjem mogu dobiti koeficijenti ay,
odnosno by.



Poglavlje 1

Osnovni rezultati

1.1 Kratko o teoriji mjere

Oznatimo s Z(R) najmanju familiju podskupova od R koja sadrzi sve otvorene intervale te je
zatvorena na komplementiranje i prebrojive unije:

(a,b)y € B(R), a,beR, a<b,

Ac BR) = A°=R\ Aec BR),

o0
(Ap)nen niz u BR) = | ] An € B(R).
n=1
Familiju #(R) nazivamo familijom Borelovih skupova. Posebno uo¢imo da se otvoreni i zatvo-
reni skupovi nalaze u A(R).
MoZe se pokazati da postoji to¢no jedna skupovna funkcija A : B(R) — [0, +o0] takva da
je AM({a,b)) = b—a, za svake a,b € R, a < b1 da za svaki niz (A, )neny medusobno disjunktnih

skupova iz Z(R)vrijedi
)\( U An) =3 A4n).
n=1 n=1

Zovemo je Lebesgueova mjera. Uotimo A({a}) = 0 za svaki a € R jer je

AM(a—1,a+ 1)) = A(a —1,a)) +A({a}) + A({a,a+ 1)) = A({a}) =0.
—~ —_———

Dakle,
AL, b)) = Alfa, b)) = A((a,B]) = A({a, b)) = b—a

i osim toga je

A(R):A(U [n,n+1>) =3 A+ 1) =3 1= 400,

nez nez nez
Funkcija f : R — R je izmjeriva ako vrijedi f~1(#(R)) C B(R), t;.
Bec BR) = fYB)c BR).
Prisjetimo se da je funkcija f neprekidna ako vrijedi

U otvoren = f~'(U) otvoren.



Kako je svaki otvoren skup Borelov, moze se pokazati (premda nije sasvim ocigledno) da je
svaka neprekidna funkcija ujedno i izmjeriva. Ukoliko su funkcije f, g i (fn)nen izmjerive, tada
su izmjerive i funkcije

g, cf. L, fg. sup o inf £, tim f,
g neN neN n
kad god su dobro definirane. S druge strane, ako je f : R — [0, +o00) izmjeriva funkcija, tada

je formulom

n2"—1
k

Foi= D gulpad iy L oo
k=0

dan niz izmjerivih funkcija (f,)22; koje poprimaju samo kona¢no mnogo vrijednosti (to su
tzv. jednostavne funkcije) te vrijedi f, 7 f, tj.

(fn)nen je rastudi niz i lim f,,(x) = f(x) za svaki x € R.
n
Ovdje smo preSutno koristili:
B € Z(R) <= njegova karakteristi¢na funkcija 15 je izmjeriva,

8to se vrlo lako provjeri. Ukratko, svaka nenegativna izmjeriva funkcija se moze prikazati kao
rastuéi limes jednostavnih nenegativnih izmjerivih funkcija, pogledajte sliku 1.1.

A

FoooA
A

Fo

/ \/

Slika 1.1: Aproksimacija funkcije jednostavnim funkcijama.

Realnu funkciju f rastavljamo na pozitivni i negativni dio:
f=r=r,
fT:=max{f, 0} f~ :=max{—f, 0}.
Pogledajte sliku 1.2 za ilustraciju.

Oznacimo s ¢ skup svih jednostavnih funkcija f : R — R koje i8Cezavaju izvan skupa
konaéne mjere, tj. A(f1(R\ {0})) < +o0. Pokae se da postoji to¢no jedan linearni funkcional
N———

{f#0}
I°: 7 — R takav da je

I°(14) = M(A) za svaki A € Z(R) konatne mjere.



N/ / ~
SN |

Slika 1.2: Funkcije f, f*, f~ redom.

Taj funkcional interpretiramo kao integral jednostavne funkcije i motivirani smo uobicajenom
vizualizacijom integrala kao “povrSine ispod grafa”, vidjeti sliku 1.3. Tada svakako za pro-

A

Slika 1.3: Mjera skupa kao povrSina ispod grafa karakteristi¢ne funkcije.

izvoljne ¢, € R i skupove Ay konaénih mjera imamo

n n
IO<Z ckIlAk) = Z A (Ag).
k=1 k=1
Oznatimo s £ 1 skup svih nenegativnih izmjerivih funkcija f : R — [0, +00]. Moze se
pokazati da postoji jedinstveno preslikavanje (tj. funkcional, ali nije linearan) IT : &+ —
[0, +00] sa svojstvima:

IT(f)=1f) zafe Fnst, (1.1.1)
I(af + Bg) = ol *(f) + BIT(g) za f,g€ I, a,B € [0,+00), (1.1.2)
0< AL o< . nizu It = IT(limf,) =lUmIT(f,). (1.1.3)

Posljednje svojstvo se ponekad naziva (Lebesgueov) teorem o monotonoj konvergenciji (LTMK).
Reci ¢emo da je funkcija f € £ integrabilna ako je IT(f) < +oo. Uvodimo novu oznaku

/ Fdx il / F(z) d\(z) (1.2)
R R W_’dx

umjesto IT(f). Taj broj nazivamo (Lebesgueovim) integralom od f. Ako je f : R — R
izmjeriva i barem jedan od brojeva I't(f*) i I(f~) je konacan, tada integral (u prosirenom
smislu) funkcije f definiramo

/R Faxi=IH(FY) = IH(f). (1.3)

Uocimo da je taj broj iz [—oo, +0o0]. Kazemo da je takva funkcija f integrabilna ako je Stovise
IT(ff) < +ocoiIT(f7) < 4oo. Kako je |f| = ft + f, lako se vidi:

f je integrabilna Lt fT, f~ suintegrabilne <= |f]| je integrabilna.



Osim toga, vrijedi nejednakost trokuta:

‘/Rfd)\‘g/Rﬂd)\. (1.4)

Jednostavno se pokaZe da je integral linearni funkcional na vektorskom prostoru svih realnih
integrabilnih funkcija, a slijedi i

f<g = /Rfd)\g/Rgd)\, (1.5)

tj. integral je monoton.
Nesto zahtjevnije je dokazati tzv. Lebesgueov teorem o dominiranoj konergencigi (LTDK):
Ako su (fn)nen niz izmjerivih funkcija i g integrabilna funkcija takve da vrijedi:

|fn] < g zasvakin € N, (1.6.1)
postoji f(z) :=lim f,(z) € R za svaki z € R, (1.6.2)
n

tada su f,, i f takoder integrabilne i vrijedi

/fd)\:lim/fnd/\.
R n Jr

Napomenimo kako pretpostavke (1.6) ¢ak niti ne moraju biti ispunjene na nekom skupu mjere
0, tj. dozvoljavamo skup izuzetaka mjere 0.
Ako je A € B(R) i postoji integral funkcije 1 4f, onda pisemo

[ raxi= [ 1aran @)

Pritom ne moramo zahtijevati ¢ak ni da je f definirana izvan skupa A, a ako i jest, stavljamo
njene vrijednosti izvan A na 0. Sljedeca ¢injenica pokazuje kako Lebesgueov integral poopcuje
Riemannov integral na segmentu. Ako je f Riemann-integrabilna na [a, b], tada je f i Lebesgue-
integrabilna na [a, b] te vrijedi

b
/ f(x)d:z::/ fdh. (1.8)
a [a,b]

R-int. L-int.

Pritom ovdje Lebesgue-integrabilnost treba shvatiti kao da se f moZe promijeniti na skupu
mjere 0 tako da postane izmjeriva i integrabilna. (Naime, ne mora svaka Riemann-integrabilna
funkcija biti ba§ Borel-izmjeriva, nego samo Lebesgue-izmjeriva.)

Neka su 1 < p < 400, A € B(R) i f izmjeriva funkcija. Definiramo

1/p
1= ([ 1717 07)" € o, +o0] (19)
Uocimo:
[Fllpa =0 < A({Laf #0}) =0, (110

tj. f =0 gs. na A. Opcenito, kazemo da neko svojstvo vrijedi gotovo svuda na A (g.s. na A)
ako ono vrijedi na A\ N za neki skup N koji ima mjeru 0. Tako npr. pisemo:

f=ggsnaAd <« A{f#g}NA)=0,
f<ggsnad <<= AN{f>g}nA)=0.



Korisno je znati:

f = 0 izmjeriva, / fdA=0 = f=0gs.na A
A
Akojel <p<+o0ig= ]%, tada vrijedi Hélderova nejednakost, tj. za izmjerive f, g je

1fgll1.a <[[fllp.allgllg.a- (1.11)

(Ovo ¢e biti pokazano kao rjeSenje zadatka 1.1.8.) Definiramo

LP(A) :={f: A— R izmjeriva : ||f|pa < +o0}. (1.12)
Ako su f,g € ZP(A) onda je

[f + 9P < (IF1+ 191" < (2max{[f], [g[})" = 2F max{|f|", |g["} < 2°(|f[" + |gI")

— /\f—i—g\pd)\<2p(/]f\pd)\+/g\pd)\)<—|—oo — f+ge.2LP(A)
A A A

Osim toga, o € R, f € ZP(A) implicira
/ lafP d\ = |oz]”/ IfIPdN < +00 = af € ZLP(A).
A A

To znadi da je £P(A) realni vektorski prostor.

Ako jep>11|f+glpa > 0, uzmimo g = ;7 i ra¢unajmo:

/A|f+g|p d\ </A|f+g|p‘1(|f| +[g) dA
=/WﬂU+gW4dA+/§MU+9W4dA
A A

Hélderova nejednakost

< lallf + 97|y + gl [1f + g1l 4
koriste¢i (p —1)g=p

= 1fllp,allf + gl2/% + Ngllp,allf + gll2/% /I +gllPg >0
b, p, p

p,E
= If +4ll, 2" <IIf
N———

p.A+ llgllp,a-
1F + gllp, 4

Preostaje iskoristiti p — g = 1. Slucajevip =11 | f + g|lp.a = 0 su jednostavni. Prethodnim
rac¢unom dobili smo nejednakost Minkovskog:

fr9e ZP(4), 1<p<+too = [|f +9glpa <|flpa+lgllpa- (1.13)
Prema tome, || - [|5,4 ima sljedeca svojsta:
[fllp.a € [0,+00) za f € ZP(A), (1.14.1)
lecfllp,a = [l fllpa za f € LP(A), a €R, (1.14.2)
1+ gllp.a < fllp.a+llgllp.a za f,9 € LP(A), (1.14.3)
|fllpa=0 < f=0 gs.naA. (1.14.4)

Svojstvo (1.14.4) nije dovoljno jako da bismo bismo imali normu. Iz (1.10) se vidi da je

formulom ot
€
f~9g = |lf—gllpa=0 = f=g gsnad



dana relacija ekvivalencije na ZP(A). Kvocijentni skup ZP(A)/~ oznatavamo s LP(A) te klasu
od f umjesto sa [f] obi¢no oznacavamo opet sa f. Uo¢imo da je sada LP(A) vektorski prostor
i da je formulom

1A lp,4 == [1fllp,a

dana norma (koju opet oznacavamo || - ||, 4) na kvocijentnom vektorskom prostoru LP(A).
Ubuduce ne naglaSavamo razliku izmedu funkcije f € ZP(A) i pripadne klase [f] € LP(A),
kojoj je f predstavnik.

U slu¢aju p = 2 imamo ¢ak i skalarni produkt

(fr9)a= /Afg dA (1.15)
i njime inducirana norma je bas || - ||2,4, tj.
1£113,4 = (£, F)a. (1.16)

Kompleksne funkcije rastavljamo na realni i imaginarni dio. Kompleksna funkcija je iz-
mgjeriva ako i samo ako su joj realni i imaginarni dio izmjerive funkcije. Nadalje, kompleksna
funkcija je integrabilna ako i samo ako su joj realni i imaginarni dio integrabilne funkcije. Za
integrabilnu funkciju f : R — C integral se definira

/Rf X = /R(Ref) d)\—i—z'/R(Imf) A\

i sve prethodno receno ostaje vrijediti. Mozda malo mastovitiji dokaz iziskuje jedino nejedna-
kost trokuta, koja se provjeri ovako: Neka je fRfd/\ =rett € Craneker > 0it € [0,2n).
Tada imamo

’/fd)\‘_r—e ”/fd)\ Re /( *”f)dA) /Re (e f)d /|f]d)\

ER

I za kompleksne funkcije imaju smisla prostori ZP(A) i LP(A). Stovise, te oznake ¢e nam obitno
oznacavati upravo kompleksne vektorske prostore. Ako u nekom kontekstu Zelimo naglasiti da
radimo samo s realnim funkcijama, tada ¢emo to oznaciti u indeksu te pisati Z%(A4) i LE (A).

U kasnijim ¢e nam poglavljima ponekad trebati tzv. Tonelli- Fubinijev teorem o zamjeni
integrala. Strogo govoredi, on se ti¢e dvodimenzionalnih funkcija koje su izmjerive obzirom
na dvodimenzionalnu Borelovu o-algebru %(R?), a promatra se integral obzirom na dvodi-
menzionalnu Lebesgueovu mjeru Ao. Sve prethodno receno vrijedi i u viSe dimenzija, a nismo
to zeljeli posebno isticati jer se u kolegiju pretezno bavimo jednodimenzionalnim funkcijama.
Uzmimo proizvoljne A, B € Z(R). Ako je f: R? — [0, +-00] izmjeriva funkcija ili je f: R? — C
integrabilna na A x B obzirom na Ag, tada vrijedi

o f(@,y)dA2 (2, y) / / [z, y)d\(y ))d)\( / /f z,y)dA(z ))d/\( ),

pri ¢emu svi gornji integrali imaju smisla (za g.s. z odnosno za g.s. y). Posebno vidimo da
dva jednostruka integrala mogu zamijeniti mjesta. Obic¢no se ovaj teorem najprije koristi za
|f], kako bi se uopce pokazala integrabilnost kompleksne funkcije f, a potom on omoguéava
racunanje dvostrukog integrala od f.



Zadatak 1.1.1. (a) Navedite primjer neograni¢enog skupa kona¢ne mjere.
(b) Navedite primjer neogranic¢ene funkcije s konaénim integralom.

> 1
Rjesenje. (a) A= U [n,n+ 2—n>
n=1

3 =2(U s 35)) = 2N ([on s ) = =

n=1 n=1

(b) f = Z2n1[n,n+4%>
n=1

N
Definiramo fy = 22”]1[n ni-ly Pa vidimo fy  f. Stoga vrijedi
) 477,
n=1

/RfdALTAAK ]\}iinoo/RfN dA:]\}iinwriZ"A([n,n+;>>

n

2 =1
IS I B
n=1 n=1

Zadatak 1.1.2. (a) Za A, B € #(R) stavimo

W

A~B &L NAAB)=0.
Dokazite da je ~ relacija ekvivalencije na Z(R).

(b) Za A, B € #(R) konac¢ne mjere stavimo d(A, B) := A(A A B). Dokazite da je d metrika

na Borelovim skupovima kona¢ne mjere “kvocijentiranima” po ~.

Rjesenje. (a) Refleksivnost: ANA=0 < A~ A.
Simetricnost: A~ B <= MAAB)=0 <= ANBAA) =0« B~ A

Tranzitivnost:
AANCC(AAB)U(BAC) (1.17)
A~BiB~C = MAAC)KANAAB)+ABAC)
=0 =0

= MAAC)=0 = A~C.

€ [0, +o00),

=0 <= A ~ B (odreduju istu klasu) ,
d(A,C) < d(A,B)+d(B,C).

Zadatak 1.1.3. Ako je f : I — R derivabilna, a I C R otvoren interval, pokaZite da je funkcija
'+ I — R izmjeriva.

RjeSenje. f'(z) = lim flz+h) = f(z)

h—0 h n

' =1lim, f, je limes niza izmjerivih funkcija (f,,)nen-



Zadatak 1.1.4. (a) Pokazite da je Dirichletova funkcija f: R = R, f = 1g izmjeriva.
(b) Pokazite da je Dirichletova funkcija iz (a) dijela dvostruki limes po totkama neprekidnih
funkcija, tj. f(z) = lim lim f; () za svaki x € R, pri ¢emu su f;;: R — R neprekidne
k—o00 j—00
funkcije za j, k € N.
Rjesenje. (a) Svaki prebrojivi skup je ofigledno Borelov pa je Q € £(R), odakle slijedi i

R\Q € #(R). Za svaki Borelov skup B je f~!(B) jednako 0, Q, R\ Q ili R pa izmjerivost
slijedi.
(b) Mozemo uzeti ‘
fik(x) == (cos(k!waz))Qj.

Naime, ako je x racionalan, tada je za dovoljno velike k& € N broj klx cijeli pa je
cos(klrz) = —11ili 1, odakle slijedi

lim lim fjr(z) = lim lim 1=1.
k—o0 j—o00 "’ k—o00 j—00

S druge strane, ako je x iracionalan tada ni za koji & € N broj klz nije cijeli pa je
—1 < cos(k!mz) < 1, odakle je

lim (cos(k:!mc))2j =0,

j—o0
tj.
lim lim f;x(z) = lim 0 =0.
k—o0 j—o0 "7’ k—o0
1 2
1
Zadatak 1.1.5. Izracunajte limes lim ;m; dx.
n—oo Jo (14 22)"
o : 1+ na? . N N .
Rjesenje. Ako stavimo f,(z) = m, lako vidimo da vrijedi (jer eksponencijalna funkcija
x

po n raste brze od polinoma u n):

1, x =0,

f(@) == lim fnm:{o o

n—o0

odnosno f =0 g.s. Nadalje,

1+ nz?
1+n$2+(g)x4—|—...

|fnl = <1=:g(x)

i g je integrabilna na [0, 1] zbog fol 1dr =1 < 400 pa vrijedi:

1
lim [ f,d\ """ / Fdx=0.
noJo,1] 0

Zadatak 1.1.6. (a) A€ B(R), I C R otvoreni interval, tg € I.
Neka je f: A x I — R funkcija takva da vrijedi

e A— R,z f(x,t) je izmjeriva za svaki t € I,

o ] - R, t— f(z,t) ima limes u ¢y za svaki z € A.

10



Ako postoji g € L1(A) takva da je | f(x,t)] < g(x) za x € A, t € I, dokaZite:

lim / f(z,t) d\(z / hm f(z, t d)\(:r).
A

t—to

(b) A€ AB(R), I CR otvoreni interval.
Neka je f: A x I — R funkcija takva da vrijedi

e AR 2z f(z,t) jeu LYA) zasvaki t € I,
e | 5 R, t— f(x,t) je derivabilna na I za svaki x € A.

Ako postoji g € Z1(A) takva da je |%f(m,t)| < g(z)zax € A, t €I, dokaZite:

5 [ feaxe) = [ (5rw0) ar

Rjesenje. (a) Uzmimo proizvoljni niz (t,)nen u I koji konvergira prema t.
h(z) = tliglo flz,t),  hp(x):= f(z,t,).
Trebamo dokazati da je lim, [, hn dX = [, h dA, ali to je upravo primjena LTDK, kojeg
smijemo iskoristiti zbog |h,(x)| < g(x).

(b) Uzmimo proizvoljni niz (t,)nen u I\ {to} koji konvergira prema t.

0 fz,tn) — f(x,to)
h = —‘ t hoy, = .
@ = 2| s, ) =0T
Dakle, imamo h(z) = lims, 7}”(1,2:{0(1@) = lim, hy(z) i trebamo pokazati

lim,, [hy, dX\ = [h d\. Po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti je |h,(z)| =

W SUPscr |8t (z,t)] < g(z) pa opet mozemo iskoristiti LTDK.

Zadatak 1.1.7. Za koje parametre o > 0 se funkcije:
o f(z) = 5 1p 1oo)(2),
e g(z):= 9;%1(0,1}(95)

nalaze u prostoru L%(R)?

Rjesenje. Za a # % mozemo rafunati

1
mb—/v?u A [+@<mxm
LTMK h,gﬂ/ L)) dA() _hm/ L
R ﬁ,_/

Riemannov int.

1,1—204 n 1
= lim = lim (n'=2% —1) .
n 1—2a | n 1— 2«
——
£0

<+oo <= 1-2a<0 <= a>3

Osim toga, za o = 1 imamo
n
d
1513 =i [ =t~ 0 1) = oo
n J1 X n

11



Dakle, f € L? <= a > 1.
Sasvim analogno se pokazuje g € 1.2 «—= a <
aproksimiramo funkcijama oblika gIL[ 1)

1

5, bri ¢emu u racunu ovog puta g

Zadatak 1.1.8. Dokazite Hélderovu nejednakost i diskutirajte kada se postize jednakost.

11— 1. Zelimo pokazati || fgll1.a < || fllp.allg

/A!fgldm </A|f|pd)\);</A|g|qd)\>;.

Najprije pokazimo da za a,b € [0, +00) vrijedi ab < %p + %.

Rjesenje. 1 < p,q < +00, ¢ = Z%, 0.As b

b /
P, 7 y=xpd

a
Slika 1.4: Skica nejednakosti P < P; + Ps.

Krivulja na slici 1.4 je dana jednadzbom
1

y=al"! <= z=yr1 =y jerje (p—1)(¢g—1)=1 <+ pg—p—q=0.

Oznacene povrsine iznose

a zPla gP b b
Plz/fl'p_ldx: - PQZ/yq_ldyza
0 plo p 0 q

dok je povrgina pravokutnika [0, a] x [0,0] jednaka P = ab. Sada traZzena nejednakost slijedi iz
P < P; + P, pogledajte sliku 1.4. Jednakost se postize ako i samo ako se to¢ka (a,b) nalazi
na krivulji, tj. b = a?~! <= b = a9 = g

Vratimo se na dokaz Hélderove nejednakosti. Mozemo prepostaviti da je || f|l, # 0, [|gllq #

0, jer bi u suprotnom obje strane bile jednake 0. Za fiksni € A uzmemo a = ‘ﬁt}ﬁi‘, b= ‘ﬁ;ﬁi‘

i iskoristimo netom dokazanu nejednakost:

S@e@ . [ W@P @l
A dlgly

i
a lflpllglls ™ = Ja pllfIp
—_——

15 _
pllflp

1
q

3=
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Mnozenjem s || f|,||g|lq dobivamo

/ [f(@)g(x)da < [ fllpllglq:
A

[f@)P _ |g(@)]?
I1£11 llgllg

§to smo i trebali. Ako gore stoji jednakost, tada mora vrijediti za g.8. x € A,

§to upravo znaci da su |f|P i |g|? proporcionalne g.s., tj.

(e > 0)(gl? = clI” g5.).

Uz ovu treba dozvoliti i moguénost da je neka od funkcija f i g g.s. jednaka 0.

1.2 Prostori L*([a,b])

Prisjetimo se da je:

L?([a,D]) := {f [a,b] = C | f]? d)\<—|—oo}

[a,b]

vektorski prostor nad C klasa izmjerivih funkcija obzirom na relaciju jednakosti g.s. i normu
|- ll2 = - ll2,ja,)- HOlderova nejednakost u slucaju p = 2 postaje Schwarzova nejednakost:

fr9 € L2(a, b)) = (£, Dap] < Ifl2llg]l2- (1.18)
Mozemo govoriti o kutu izmedu vektora f # 01 g # 0 iz L%([a,b]) kao broju 6 € [0, 7]

odredenom sa
Re(f, 9)(a,p)
cosf) = ————=,
I £1l2llgll2

Takoder ¢emo reéi da su f i g iz L2([a,b]) ortogonalne (ili okomite) ako je (f, 9 ap = 0, Sto
piSemo f 1 g. U tom slucaju vrijedi Pitagorin poucak:

(1.19)

Hf +g||% = <f +gvf +g>[a,b] = <f7 f>[a,b] + <f7 g>[a,b] + <f7g>[a,b] +<gag>[a7b} = ”f”% + ”gH%

Reéi ¢emo da je skup E C L%([a, b]) ortogonalan ako vrijedi

(Vg€ E, f#9)(fLg)
Za ortogonalan skup razli¢itih funkcija f1,..., f, indukcijom poopcéujemo Pitagorin poucak:

Ifi+ fo o Full3 = 1LANE + -+ L full3. (1.20)

Skupovi E, F C L?([a, b]) su medusobno ortogonalni (pisemo E L F) ako vrijedi:

(Vee E)(Vf e F)elf).
Re¢i éemo da je E C L?([a, b)) normiran ako vrijedi

(Ve € E)([le]l2 = 1).

Skup E C L?([a, b]) koji je ortogonalan i normiran nazivamo ortonormiran skup.
Posebnu ulogu ¢e igrati skup

B = {e, : n € Z} CL*([a,b)),
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kojeg ¢ine funkcije
en : |a,b] = C,

en(z) = 1_@62“"@—&)/(1’—“), (1.21)

S

tj. koristedi e = cost + isint,

(z) 1 (cos 2mn(z — a) Lis 2mn(r — a))

en(x) = ———= +isin ——— ).

" vb—a b—a b—a

Primijetimo da je e,, prirodno promatrati i kao (b — a)-periodi¢nu funkciju na R, jer je
1 2mwin

en(IE + (b _ CL)) — = aeb 2 (z—a)+2min _ 627rin€n(l,) _ en(!E)

Iz (1.21) direktno slijedi

len ()] = bl_ s w € o0 (1.22)

te potom ||e, |3 = f[aﬂ len(z)]? d\ = f[a,b} ﬁ d\ = ﬁ)\([a,b]) =1, odakle je |enll2 = 1.

Lema 1.2.1. Skup B je ortonormairan.

Dokaz. Normiranost smo veé vidjeli. Ako su m,n € Z,m # n onda je

en(2)em(@) = ———en (@) (1.23)

=
IS

pa je dovoljno dokazati f[a b en(z)d\(z) = 0zan € Z\ {0}. Funkcija e, je neprekidna pa
integral mozemo shvatiti kao Riemannov:

b
2mn(x — a) 2mn(x — a)
en(x) dr = cosidx+ smidx
/a n( ) m /7_ a —a
1 b—a . 277:1:—(1)17 —z' b—a 27r(a:—a)b 0
sin 08 =0.
\/ b—a 2mn b—a la \/ —a27m b—a la
Dakle, B je ortonormiran. Q.E.D.
Napomena 1.2.2. U daljnjem ¢emo kratko pisati (-, ) za (-, )[40, potom || - [| za || - [|2 (a5 te

L? za L%([a, b)), jer interval [a, b] ili nece biti vazan ili ¢e se podrazumijevati. Sluc¢aj opcenitog
segmenta se lako svodi npr. na [0, 1] ili [—m, 7].
Nadalje, funkcije e, (z) = €™ moZemo shvacati na tri nacina:
n:]0,1] = C,
e ¢, : R — C koja je 1-periodi¢na,

e ¢, :S!' = C, pri ¢emu je S* = {z € C : |z| = 1} moguée poistovietiti s [0, 1) preko
[0,1) — St s 27,

Na prostoru L? se uvode topologija i konvergencija na prirodan na¢in. Ako je f € L% i
r > 0, onda skup

K(fr)=={g9eLl?®:|lg—fl<r}

nazivamo otvorena kugla oko f radijusa r. Skup U C L? je otvoren ako vrijedi
(Vfeu)(3r>0)(K(f,r) CU).
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Pokazuje se da je neki skup otvoren ako i samo ako je unija otvorenih kugala. Niz (f,)nen
konvergira prema f u L? ako

(Ve > 0)(3no € N)(Vn € Nyn = ng) (|| fn — fIl <e).

Sli¢no se definira i Cauchyjev niz u L%
(Ve > 0)(3ng € N) (Ym,n € N,m,n = no) (|| fm — full <€).

Prostor L? je potpun, tj. svaki Cauchyjev niz u L? je i konvergentan s nekim limesom f € L2
Potpun unitaran prostor naziva se Hilbertov prostor. Dakle, L2 je Hilbertov prostor.

Ako je (fu)nen niz u L?, onda kazemo da red > n fn konvergira u L2 ako postoji f € L?
takva da je limpy_ oo Z _1 fn = fu L% Niz (en)nen u L? je baza od L? ako za svaki f € L2
postoje jedinstveni skalari oy, = ap(f), n € Ntakvidaje f =Y 7 apen u L2. (Ova definicija
ima smisla i u opéenitom normiranom prostoru, no obi¢no zahtijevamo i potpunost.) Ako je
baza ortonormiran skup, zovemo je ortonormirana baza (ONB). Ako je (e,)neny ONB od 12 i
f € L2 tada je

an(f) = (f,en) za svaki n € N. (1.24)

Doista, skalarni produkt je neprekidna funkcija sa L? u C po prvoj varijabli pa imamo

m m
(f,en) = < E @k€k7€n> = <11nrln E Oékek,en> = %n< § ak€k7€n> = ap.
=1 k=1

=Qn, Za m2=2n

Lema 1.2.3. Neka je (fu)nen ortonormiran niz u L2, Tada je (fn)neny ONB ako i samo ako
vrigedi || |2 = 3200 [, fa)|? 2a svaki f € L2,

Dokaz. Stavimo g, := Y p_(f, fx) [k 1 racunajmo:
Hf gnH2 <f Gn, | — gn> = Hf”2 <f, gn> - <gn, > + ”gn”2

DI = 2 BT Fe + S 1 i) 2 LAkl = NP = SR 1 i
[{f:fr)|? —1

Dakle, dokazali smo da vrijedi

1F = gall® = 11F1% = D 1L fid P (1.25)

k=1
Ako je (fn)nen ONB, onda po definiciji i (1.24) slijedi

lim 1 = gall = 0.
sto preko (1.25) daje
I1£11* = hmZ [, fi) P Z| fo £l

Obratno, ako znamo

1P = D1 )P =1im Y [(F, S,
k=1 k=1

tada preko (1.25) imamo lim, ||f — gn|| = 0, tj.
limg, = f u L2,
n

Sto upravo znadi » oo (f, fu)fr = u L? za svaku funkciju f € L? pa je (fu)neny ONB. Q.E.D.
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Navedimo jos neke posljedice jednakosti (1.25).

Korolar 1.2.4 (Besselova nejednakost). Ako je (fn)nen ortonormiran skup u L%, tada za
f € L2 vrijedi

Z (s Fa) 2 < IIFI2

Dokaz. Slijedi iz ||f — gn||* > 0 i pustanjem limesa po n u (1.25). Q.E.D.

Korolar 1.2.5 (Parsevalov identitet). Ako je (fn)neny ONB u L2, tada za f, g € L? vrijedi

=> " {f fadg. Fu).
n=1

Dokaz. Za f = g tvrdnja slijedi iz leme 1.2.3. Opcenito, koristimo “trik polarizacije”, tj. prikaz
skalarnog produkta pomocéu norme:

_1 2 1 2 { - 12 1 .2
(F.0) = 517+l = 17 = gl + E0f + gl = 17 il

te jednakost

o5 a ) = ST+ 0. 5 = 510 = 00 F)P o S g, F) P = ST — g, £

Primijetimo usput da red

> U ) (gs f)

n

apsolutno konvergira po Cauchyjevoj nejednakosti

Z|an6n \(Z|an|> (im?)m s n, o € C
n=1

i prethodnom korolaru:

> s £a) (g
n=1

ST

(Z\ffn 1) (ijjrgfn P QED.

<400 <400

Korolar 1.2.6. Neka je (fu)nen ortonormiran skup u L2, Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(a) (fa)nen je ONB u L?,

(0) (#f € L)(F = S01 0 fad )

(¢) (v €L (IFI? = S0 (. Fu)l?),

(d) (Vf € LQ)( FLl{fa:neN = f= o) (tzv. maksimalnost ili totalnost).

Dokaz. Ve¢ smo pokazali (a) <= (b) i (a) < (c).
(b) = (d): Ako je f € L? ortogonalna na sve ¢lanove od (f,)nen, tada za nju vrijedi

= Ezoﬂ <f7 fn) fn =0.
H/_/

=0
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(d) = (b): Uzmimo neku f € L? te promatrajmo opet g, := St Af, fu) o Za
m, k € N imamo

m—+k 9 m+k
lgmer = gnl® = || S (FSadful| = D0 1F S
n=m+1 n=m-+1

pa je zbog Besselove nejednakosti (g, )men Cauchyjev niz u L2, a zbog potpunosti postoji
limyy, g = > ooy (f, fn) fn. Sada gledamo vektor

F=1=Y_{f fa)fn.

n=1

Primijetimo da za svaki n € N vrijedi

(F. fu) = Fo fu) = Him Y (F, fid(for Fu) = (Fo fo) = (£, fa) =0
k=1

(f,fn)-1 za mzn
pa po pretpostavci (d) mora biti f =0, §to je upravo (b). Q.E.D.

Napomena 1.2.7. Opcenito je poredak ¢lanova baze znacajan. Korolar 1.2.6 (a) <= (d)
pokazuje da kod ONB poredak ipak ne igra ulogu.

Definicija 1.2.8. Neka je opcéenito (f,)nen ortonormirani niz u L2, Skalare (f, f,) nazivamo

(apstraktnim) Fourierovim koeficijentima funkcije f, a red >, (f, fn)fn nazivamo Fourierov
red funkcije f.

Napomena 1.2.9. (a) Za svaki f € L? Fourierovi koeficijenti ¢ine niz iz
2= {(an)neN lan €C, Y agl? < +oo}.
n

To slijedi iz Besselove nejednakosti.

(b) Iz korolara 1.2.6 slijedi da Fourierov red konvergira u L? prema pocetnoj funkciji (iz koje
je nastao) za svaku f € L2 ako i samo ako je (fy)nen bas ONB.

Po napomeni 1.2.7 Fourierove koeficijente mozemo indeksirati i npr. po Z (ili po nekom
drugom prebrojivom skupu). Ako je ONB indeksirana po Z, tj. ako je dana sa (fy)nez, tada
je npr. moZemo urediti:

fo, fi. f=1, fo, f=2, - ..

Vratimo se na sistem funkcija B. Za f € L? i n € N piSemo

f(n) := (f,en).

Osim B moZemo promatrati i sistem realnih funkcija dan sa

Tri 1 cosx Sinx cos2x sin2x
rig = , , , , el g
g Vor ml o mom V&S

To je svakako ortonormirani niz u L ([—, 71]), &to je znao provijeriti jos i Fourier.
Napomenimo kako jos nismo pokazali da B i Trig doista jesu ortonormirane baze; to ce
biti sadrZaj idué¢eg odjeljka. Oni su zasad samo ortonormirani sistemi funkcija.
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* *

Napomena 1.2.10. Za linearni operator A: X — Y, gdje su X i Y normirani prostori,
kazemo da je ogranicen ako postoji konstanta C € [0, 4+00) takva da je

(Vz € X)(|lAz]ly < Cllzllx),

§to je ekvivalentno s neprekidnoséu od A u odgovaraju¢im normama;
(Vo € X)(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X)<Ha: —wollx <6 = [Az — Axo|ly < E)
i 8 uniformnom neprekidnoscéu:
(Ve > 0)(36 > 0)(Var1, 22 € X)(||x1 |y <8 = ||Az1 — Azolly < g).

Zadatak 1.2.1. Neka je (e,)neny baza u Banachovom prostoru (tj. potpunom normiranom
prostoru) X, odnosno vrijedi

(Vf e X) (EI‘(an neN ( Zanen)

Dokazite da su koeficijentni funkcionali
X —=C, frwa,=ay(f)
ograniceni, tj. neprekidni.

RjeSenje. Definiramo novu normu ||| - ||| na X

N
11511 = sup | > (e

PokazZe se da to doista jest norma te o¢igledno imamo |||f||| = || f|| zbog

N N
171= Jim_| S an(ren| < sup | 32 an(real| = 171
n=1 n=1
Zelimo vidjeti da je i norma ||| - ||| potpuna. Naime, neka je (f;)32; Cauchyjev niz u prostoru
(X, - 1Il)- Fiksirajmo € > 0 i uzmimo jo € N takav da za svake i j > jo isvaki N € N vrijedi
Hzan fz €n Zan f] €n —Hzan [ f] enH<H|fl_fj|”<€ (126)

Za svakin € N iz
—~—

nlf) = ()] Jlenl) = Nan(fi = fi)eall = | 3wl = £) ek—Zak - f)e
k=1

+Hzak — Fer]| <201 = £l

< H Oék( f] €n
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i (1.26) vidimo da je («

n(fj))521 Cauchyjev niz skalara pa on konvergira prema nekom broju
Bn. Pustajuéi j — oo u (1

.26) za svaki N € N i svaki ¢ > jo dobivamo

Hzan fi)en Z/Bnen

te, posljedi¢no, za svake prirodne brojeve M < N,

N
Z Qn fz €n Z Bnén

n=M+1 n=M+1

< (1.27)

< 2. (1.28)

Nadalje, radi konvergencije od Y o7 | an(fj,)en postoji Ny € N takav da za prirodne brojeve

N > M > Ny vrijedi
N
H Z an(fjo)en

<e. (1.29)
n=M+1
Iz (1.28) i (1.29) za N > M > Ny dobivamo
N
n=M+1
pa vidimo da su parcijalne sume reda Y o>, e, Cauchyjeve, tj. taj red konvergira u (X, || -||)

prema nekom vektoru f € X. Zbog jedinstvenosti prikaza vektora f pomocu baze zapravo
mozemo pisati o, (f) = B,. Konatno uzimanjem supycy u (1.27) dobivamo da za i > jo
vrijedi

\ 7

I1fi - fm—supHZan, Jen

—sup HZan fi)en Zﬁnen

tj. niz (f;)?2, konvergira po normi ||| - ||| prema f.

U daljnjem koristimo teorem o inverznom operatoru: Ako je A: X — Y ogranieni bijek-
tivni linearni operator, a X i Y su Banachovi prostori, tada je njegov inverz A=1: Y — X
takoder ogranicen. Promatramo identitetu I: (X, ||| -]]|) = (X,] - ||)- Ona je ograni¢ena, ¢ak
s konstantom 1, jer smo veé bili zakljucili ||f]] < [||f]||. Obzirom da je njezin inverz takoder
ograni¢en, postoji konstanta C € [0,+o0) takva da je ||[f||| < C|f|| za svaki f € X. Sada

lmamo .
lan ()] len]] = llan(fenll = ar(flex — D aw(f)e
lol [Seutria- St

< | authen
k=1

Naime, primijetimo e, # 0, jer inace prikaz ne bi bio jedinstven. Tako smo dobili:

+ |5 eutrren] <2511 <2001
k=1

<l

’an(f)‘ ~ H6nH

pa je apn: X — C ogranicen s konstantom 2C/||e,||.
Radi ovog svojstva se baza u Banachovom prostoru jo§ naziva i Schauderova baza.

Zadatak 1.2.2. (a) Dokazite da su jednostavne funkcije guste u LP([a, b]), p € [1, 00).
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(b) Dokazite da su step-funkcije guste u L?([a, b]), p € [1, 00).

(c) Dokazite da su (b — a)-periodi¢ne C* funkcije guste u LP([a,b]), p € [1, 00).

Napomena 1.2.11. Kazemo da je skup S gust u normiranom prostoru (X, || -||) ako za
svaki z € X isvaki € > 0, postoji y € S takav da je ||z — y|| < e. Ekvivalentno, za svaki
x € X postoji niz (yn)nen u S koji konvergira prema z. Step-funkcija na [a,b] je funkcija
f :]a,b] = C za koju postoji razdioba segmenta [a,b], a = x9 < 1 < 23 < -+ < x,, = b takva
da je f konstantna na svakom intervalu (x;_1,z;), i =1,2,...,n.

Rjesenje. (a) Kako kompleksne funkcije mozemo rastaviti na realni i imaginarni dio, dovoljno

je za svaku realnu funkciju f € LP([a, b]) nadi niz jednostavnih izmjerivih funkcija (f)nen
(iz LP([a, b])) koji konvergira prema f u normi || - ||, 4. Sjetimo se rastava f = f*— f~.
Na predavanju smo komentirali da se svaka nenegativna izmjeriva funkcija moZze prikazati
kao rastuéi limes po toc¢kama nenegativnih jednostavnih izmjerivih funkcija. Zato postoje
nizovi (gn)nen 1 (hn)nen takvih funkcija za koje vrijedi

0 lirrlngn(x) =fH(x)i 1 1i7rlnhn(x) = [ (x) za svaki x € [a,b].

Stavimo fp, := gn — hp. Imamo |fn| < gn + hn < [T+ f7 =|f|, pa je niz (|fr — f|P)nen
dominiran integrabilnom funkcijom 2P| fP:

A;Mﬂ“ﬂzHN;@m<+w-

Koristeél LTDK racunamo:

i o = 710, oy =l [ 1fa= P ax= [ Gimlfa— 7P ax=0
" Y " Jlab] lab] 2
=0
Dovoljno je za svaku jednostavnu funkciju f = Z;Zl ajlp, meN, a; € C, B; € #([a,b])
i za svaki € > 0 nadi step-funkciju g takvu da je ||f — gllp, 0y < € Stovise, mozemo

pretpostaviti da je f ba§ jednaka 1p za neki proizvoljni B € %([a,b]). Zbog regularnosti
Lebesgueove mjere A\ postoji otvoreni skup U C R takav da je:

UDB i MU)—\B) <

| ™

Svaki otvoreni skup U C R je najviSe prebrojiva unija disjunktnih otvorenih intervala, tj.
U = U, (an,bn). Zbog disjunktnosti je

Uzmimo

g = HU7L§N<an:bn> = ]1<an:bn>'
n<

=

To je step-funkcija. Ocijenimo:
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”f - gH; [a,b] = /[ . |lB - :H‘UngN<CLn,bn>|p dA

)

(¢) Kako je step-funkcija linearna kombinacija karakteristi¢nih funkcija intervala, dovoljno je
za svaki interval (c,d) C [a,b] i € > 0 nac¢i funkciju g € C* takvu da vrijedi
19— Ticayllp, [a,p) < € pogledajte sliku 1.5.

& c c;ef2 d-§f2 d b

Slika 1.5: Funkcija g sa svojstvom iz (c) dijela prethodnog zadatka.

Napomena 1.2.12. Jedna posljedica prethodnog zadatka je ¢injenica da je LP([a, b]) upotpu-
njenje prostora C([a, b]) u odnosu na normu || - ||, a5, 1 < p < o0, tj. C([a, b]) se moze “uloziti”
u LP([a, b]) kao njegov gusti potprostor.

Cinjenica da C([a,b]) nije potpun vidi se iz sljedeceg primjera. Uzmimo 0 < § < b_?a ifn
definirajmo grafom kao na slici 1.6. Tvrdimo

1 fn = Lags,0—5)llp, [ap) = O

tj. niz (fn)nen konvergira prema L4 s5—5. To slijedi iz || f, — ]l[aJr(;’b,(;]Hg’ ] S 1. Kako su
fn € C(la,b]), vidimo da je (fn)nen Cauchyjev niz u (C([a,b]), || - [, (a,5)), ali on ne konvergira
prema nekoj f € C([a,b]) jer bismo tada imali f = T{q4s5p—5 &S., 5to nije moguce. Naime,
skup {z € [a,b] | 0 < f(z) < 1} bi bio otvoren i neprazan pa bi imao pozitivou mjeru.

Napomena 1.2.13. Iz (b) dijela prethodnog zadatka slijedi da je prostor L”([a, b]) separabilan
za svaki p € [1,00), tj. ima prebrojivi gusti podskup. (Npr. C" je separabilan jer je (Q +iQ)"
njegov gusti podskup.) Naime, jedan prebrojivi gusti podskup od LP([a, b]) je

{Zaj]l@jabj) :neN, q; € Q +:Q, aj,bj eQn [a,b}}.
7=1
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I 1 1 I

a C+s a +5+1/(2n) b-8+|1/(2n) b-5 b

Slika 1.6: Funkcija fp.

Zadatak 1.2.3 (Rieszov teorem reprezentacije). Neka je H separabilni Hilbertov prostor.
Dokazite da za svaki ograniceni linearni funkcional ¢ : H — C postoji jedinstveni h € H takav
da je p(x) = (x, h) za svaki x € H.

RjeSenje. Zapravo nam ne treba separabilnost, no prakti¢no ju je pretpostaviti. Svaki sepa-
rabilan Hilbertov prostor ima prebrojivu ortonormiranu bazu (e,)nen. Neka je au, := ¢(ey).
Primijetimo da zbog ogranicenosti od ¢ postoji M € [0, +o0) takav da je |p(z)| < M||z| za
svaki € H. Uzimajuéi x = Y\, aje; dobivamo:

(Gl Hl o] = [l <Gy

n 1 oo 1
= (SlaiP)? <M = (SleyP)* <,
j=1 ‘
tj. (an)neny € 2. Sada moZemo definirati h := > 21 ajej. (Pokaze se da parcijalne sume

¢ine Cauchyjev niz u H pa taj red konvergira.) Uzmimo proizvoljan z € H i zapi§imo ga kao
o0
L= Zj:l Bje; za 3; € C. Imamo:

h) = <Zﬁjej,2ajej> = 117{H<Zﬁj6j7zaj€j> = _Bia;.
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

Z;‘l: 1 Bjag

S druge strane,

(hmZﬁ]e]) (nepr.) —hmgo(ZB]e])

=lim) _Bjple;) =lim)  fjaz =) fiaj.
j=1 j=1 j=1
Dakle, p(x) = (z, h).

Napomena 1.2.14. Prisjetimo se mogu¢ih na¢ina konvergencije niza (reda) funkcija.

22



e Kazemo da (f)nen konvergira g.s. (gotovo svuda) na E prema f ako postoji N C
E, \(N) =0 takav da za svaki x € E'\ N vrijedi

hin fa(z) = f(2).

e Kazemo da (fy)nen konvergira uniformno na E prema f ako vrijedi

tim sup | () — f(2)| = 0.
" xeE

e Kazemo da (fy)nen konvergira v LP na E prema f ako vrijedi
lim | fo = fllp 5 = 0.

(Ovdje promatramo fiksirani p € [1,00).)

Moze se pokazati da ako niz konvergira na dva razli¢ita nacina prema g i h, tada nuzno mora
vrijediti g = h g.s.

Zadatak 1.2.4. Ispitajte za koje vrijednosti parametra o € R niz funkcija (f,,)nen zadan sa
Jn R =R, fr = 1[a gne) konvergira

(a) gotovo svuda, (b) uniformno, (c) u LY(R).

Rjesenje. (a)

0 zax €R, a >0,
lim fp(z) =lim  1ja gpe(z) =1y g(z) zareR, a=0,
n n )
—_————
1zan*<z<2n®, 0 inade 0 zax €R, a<0.

Dakle, niz funkcija uvijek konvergira i to ¢ak u svakoj tocki pa je odgovor a € R. Limes
niza je 1y 9 za @ = 0 te 0 za o # 0. Odgovor: uvijek.

Zaa=0: sup|fu(z)— 1y 9(z)] =sup0 270

zeR zeR
Zaa#0: sup|fu(x) 0] = sup L oe)(x) = 150,
z€R z€R
Odgovor: za a = 0.
Zaa=0: |fo—1pgll,r=0—=0.

Zaa#0: |fn—0Lr= / Ljpe, 2pe(z) do = A([n%, 2n%]) = n® —>TH2) 0.
R za o
Odgovor: za a < 0.

Zadatak 1.2.5. Ispitajte za koje vrijednosti parametra o € R red funkcija ), f, zadanih sa
In R =R, fr = Iz, 2p0) konvergira:

(a) gotovo svuda, (b) uniformno, (c) u LY(R).

RjesSenje. Zapravo ispitujemo konvergenciju niza parcijalnih suma: gy := 25:1 fn
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hm gN Z fn Z ]]-[no‘,QTLO‘] (:E)
n=1

a #0 = za svaki z je samo kona¢no mnogo pribrojnika u redu razli¢ito od 0.
oo
a=0 = Z Ij1,9)(z) = +o0 za sve z € [1, 2].

Odgovor: za o # 0.
(b) U slu¢aju uniformne konvergencije morali bismo imati:

M, N—oco
sup gy — gu| ——— 0.

zeR

Naime, ako je limes g, tada prema nejednakosti trokuta vrijedi
lgn (@) — gu (@) < lgn(2) — g(2)| + [gm(2) — ().
Posebno dobivamo nuzni uvjet uniformne konvergencije:

sup | gn(x) — gn-1(x) | = 0,
z€eR

]l[na,Qna](m)
ali on o€igledno nije ispunjen. Odgovor: nikada.
(c) Oznacimo limes sa g, tj. g := Y .~ fn (po tockama).

g — gnHlR/ Z fa )d)\f ((an?\i??nglozo )LTMK

n=N+1 X5 >0 M=N+1

oo o
Z A([n%, 2n%]) = Z n® Yo% 0 e Zn konvergira.

n=N+1 n=N+1
Odgovor: a < —1.

Zadatak 1.2.6. Ispitajte konvergira li niz funkcija (f,)52; zadan sa
In: [_7T77T] — R, fn(x) = (sinx)”
(a) g.s. na [—m, 7], (b) uniformno na [0, 7], (c) u L2([~m, 7).

Rjesenje. (a) DA. Primijetimo da je

0 za ¢ € [—m,w|\ {—7/2,7/2},
lim (sinz)” =<1 za x =1/2,
n—o0

ne postoji za x = —m/2.

Vidimo da niz konvergira u g.s. tocki prema funkciji f(z) = 0.

(b) NE. Kako su funkcije f,, neprekidne i limes po totkama im je funkcija koja ima prekid u
x = 7/2, vidimo da konvergencija ne moze biti uniformna.
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(c) DA. Iz (a) zadatka znamo da je kandidat nul-funkcija. Kako je |f,|> <11 f[,,, - lda <
400, koristenjem LTDK dobivamo

lim || f, — 0|2 = lim/ |fn(x)|2deT2K/ 0dz = 0.
n—oo n—o0 [_Wvﬂ} [

—,7]

Alternativno, mozemo Koristiti formulu
/2 /2
/ sin?*z dx = / cos®z dx =
0 0

ako je znamo izvesti: Parcijalnom integracijom dobijemo rekurzivnu relaciju

m—1
Im: m—2
m

za 1zZraz

w/2 w/2
I, ::/ sinmtdt:/ cos™ t dt,
0 0
1

cije iteriranje daje gornju formulu. Sada koristeci 1+ < ¢! za t € R dobivamo 2+ =

_1 . o
1-— % < e 2 pa mozemo ocijeniti

2 /2 2 —isw 1
an‘|2—4/ sin“"r dr < 2me 2 49=17,
0

odakle, zbog divergencije harmonijskog reda, koriStenjem teorema o sendvicu opet slijedi
Tim [ ful} = 0.

1.3 Baze B i Trig

Najprije promatramo ortonormirani skup Trig u prostoru L ([—m, n]). Po njegovoj definiciji
iz. prethodnog poglavlja znamo da je za funkciju f : [-7, 7] — R pripadni (trigonometrijski)
Fourierov red dan sa:

a | .
5 + Z_:l(an cos nx + by, sinnz), (1.30)
pri ¢emu su:
1 s
ap == — f(z)dx, (1.31.1)
7T —T
1 T
ap == — f(z)cosnxdx, neN, (1.31.2)
™ —T
1 (" .
by, == / f(z)sinnzxdr, neN (1.31.3)
m —T

(Integrale shva¢amo kao Lebesgueove.) Nadalje, red (1.30) s koeficijentima (1.31) moZemo pro-
matrati i za kompleksne funkcije f, ali rastavljanjem f na realni i imaginarni dio i korigtenjem

an(f) = an(Ref) +ian(Imf), by(f) = bn(Ref)+iby,(Imf)
—_—r = —_— =
€R €R €R €R

moze ga se svesti na proucavanje dvaju realnih redova. Zato ¢emo, u vezi sa sistemom T'rig,
obi¢no raditi samo s realnim funkcijama f.
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Uocimo da (1.30) kao formalni red (bez razmatranja konvergencije) ima smisla ¢im imaju
smisla koeficijenti (1.31), §to je slu¢aj kad god je f € Lk ([—m, 7). To vidimo iz

/[ ] |f(z) cosnz|dA(x) < /[ } |f(z)|d\(z) < 400

za f € Lg([—m,7]) pa postoji a, te slitno postoji i b,. To jof ne znadi da u (1.30) imamo
ikakvu konvergenciju pa ponekad piSemo

oo
f(@) ~ % + Z(an cosnx + by, sinnx),

n=1
pri ¢emu (iz spomenutog razloga) namjerno izbjegavamo pisati znak jednakosti.

Primijetimo da vrijedi 1.2([a,b]) C L!([a, b]) kao posljedica Hélderove nejednakosti:

f€1¥(a,b]) = [ b}\f|2d/\<+oo

1 1
— f\d)\:/ \f|-1d/\<(/ WdA)"’(/ 12d/\)2<+oo
fa.t] fa.t] 0.t 0.6

= f e LY([a,0)]).

Kona¢nu sumu oblika
N
T(x) = Ao+ Y _(Aycosnz + By, sinnz) (1.32)
n=1

zovemo trigonometrijski polinom.

Lema 1.3.1. Za svaki 0 > 0 i svaki n > 0 postoji trigonometrijski polinom T = Ty, takav da
vrijedi:

(a) T(z) 20,

(b) ffﬁT(w) dr =1,

(¢) T(x)<nzad<|z| <.

Dokaz. Uzmimo

(14 cosx)” (cos Z)2n

X
_ 2
ST (1 +cosz)rdx  [" (cos )" dx

Th(z) :=

Uo¢imo da su svojstva (a) i (b) ispunjena. Za dokaz svojstva (c¢) primijetimo da je T,, parna
funkcija i da za 6 < x < 7 imamo

2n
To(z) < —2 " sy 2<Cosg )
= p6/2 - )

Jo!“(cos §)2ndx b $(cos2)2n 0\ cos$

<1

a posljednji izraz tezi u 0 kada n — oco. Za dovoljno veliki n on je manji od 7. Konacno,
primijetimo da je T}, doista trigonometrijski polinom, jer su to i sve potencije cos® z koje se
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Slika 1.7: Skica polinoma s traZenim svojstvom.

dobiju iz raspisa (1+ cosx)™ po binomnom teoremu. Posljednja ¢injenica se vidi iz formula za
pretvaranje produkta trigonometrijskih funkcija u zbroj. Naprimjer,

9 1+ cos2x
cos“x = ———,

2
cos® & = ECOSl' + 1cosQ:L'cos:L' = lcosm + 1(1 cos T + 1Cos33r;>
2 2 2 2\2 2
i dalje induktivno koristeéi
1 1
cosacos 3 = 3 cos(a + ) + 3 cos(a — f3). Q.E.D.
Propozicija 1.3.2. Neka je f : [—7, 7] — R neprekidna funkcija ¢iji su svi Fourierovi koefi-

cijenti dani u (1.31) jednaki 0. Tada je f =0, tj. f(z) =0 za svaki x € [—m, 7.

Dokaz. Periodi¢no progirimo f sa [—m, ) na cijeli R. (To nam je korisno radi fleksibilnijeg
pisanja, ali je neprekidnost zadrzana samo na (—m, 7).) Uoc¢imo da je svaki trigonometrijski
polinom takoder 2m-periodi¢na funkcija. Zato za svaki trigonometrijski polinom T mozemo
pisati

y+7

[ ferpr@dn= [

)T —y)de = [ f(z) T(z—y) dz = (po pretp.) = 0.
y— - ———

trig. polinom

Pretpostavimo da f nije identicki jednaka 0, tj. postoji £ € (—m, 7) takav da je f(§) = ¢ # 0.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo ¢ > 0. (Slu¢aj ¢ < 0 je analogan.) Zbog neprekidnosti
postoji 0 > 0 takav da je (=0, +0) C (—m, ) ida za svaki z € ({—9,{+06) vrijedi f(z) > §.

Iz neprekidnosti slijedi i da je f ograni¢ena na [—m, 7], tj. postoji M > 0 takav da je
|f| < M. Za proizvoljan 1 > 0 uzmimo T = T, iz leme 1.3.1 te stavimo y = £ u prethodnom
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g—ls i &48

Slika 1.8: f(x) > § za x € ({ — 0, +6).

rac¢unu:
0= / Flo+ T (@) da = / F@ +OT(z) dz + / F@ +OT(z) dz
—T (—6,0) [=m,7]\(—9,0)
20/ T(x)dx — M T(x)dac:c—<c+M)/ T(x)dx
2 )54 (=] \ (—6.,6) 2 2 {5<|z|<n}
C C
> - (= .n - 2.

§to nas dovodi do kontradikcije.

Posljednji broj je pozitivan ako odaberemo 1 < %,
Q.E.D.

Napomena 1.3.3. Prisjetimo se da je (kompleksni eksponencijalni) Fourierov red funkcije

g: 10,1] — C dan sa:
Z g(n)ezmm’

nez
pri Cemu su

1
i(n) = / g2, n e N.
0

Oni takoder imaju smisla za svaku g € L([0, 1]).

Uocimo da se moze uspostaviti veza izmedu prostora L!([—m,x]) i L1([0,1]) te izmedu
sistema Trig i B. Ako je f: R — C 27-periodiéna funkcija takva da je f|_r . € LY([-7, 7)),
onda je formulom

g(t) = f(2mt),
tj. supstitucijom x = 27t u formuli f(z), definirana 1-periodi¢na funkcija g: R — C takva da
je gl € L1([0,1]). Na taj na¢in smo opisali pridruzivanje f — g. Invertiranje tog postupka
je pridruzivanje g — f dano sa
_ (x
f@ =9(5=)

i ono se provodi supstitucijom ¢ = 5= u formuli g(). Zanima nas veza Fourierovih koeficijenata
an, by funkcije f i Fourierovih koeficijenata g(n) funkcije g. Za n > 0 imamo:

. —omi t= z/27 1 —
— t 2mint dt = |: :| _ / inT g
i = [ o i dnjn] = 3, e
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i

1
— f(x)cosnzdr — / f(z)sinnx dx) = =(a, — iby)
< /[—7r,7r] T J—mn] > 2
te sli¢no )
g(—n) = §(an + iby).

Osim toga je g(0) = 5. Obratno,

= a, =g(n)+g(—n) zan €Ny, b, =1g(n)—1ig(—n) zan € N.
Posljedica ovih formula je ekvivalentnost od:
e za f € LY([—m, 7]) je an =0, b, = 0 za sve n,
e za g € L1([0,1]) je g(n) = 0 za sve n.
Iz propozicije 1.3.2, napomene 1.3.3 i rastavljanja kompleksne funkcije f na realni i imagi-
narni dio slijedi:
Korolar 1.3.4. Ako je g: [0,1] — C neprekidna i ako je g(n) = 0 za svaki n € Z, tada mora
biti g = 0.
Zelimo ovaj rezultat progiriti na sve funkcije iz L' ([—m, #1]), tj. L1([0, 1]).
Teorem 1.3.5 (Teorem jedinstvenosti). Ako je f € Li([—m, 7)) i svi Fourierovi koeficijenti
Gp, by od [ su jednaki 0, tada je f =0 g.s.
Dokaz. Definiramo funkciju F': [—7, 7] — R formulom
x
F(z):= ft)dt, ze|—m,n].
—Tr
Tada je
z+h
Fla+h) — F(z) / F(t)dt
T

te

’F(x—i-h)—F(x)\é/[mHh] ]fd/\:/ IFI T (ain dA
i1i [o+hoa] [~,7] ili [z-+h,z]

Kako je limes kada h — 0 podintegralne funkcije g.s. jednak 01 |f| je integrabilna, po LTDK
imamo

%%A[T7ﬁh}]|f]dA—O — lim F(z +h) = F(z),

tj. F' je neprekidna na [—m, 7).
Oznacimo Fourierove koeficijente od F' slovima A,, B,. Za n € N racunamo:

T 1 ™ T
An — / F(.’E) cosnx dxr = / ( f(t) cos nx dt) dx
™ -7

T J—z -

1 s ™
= ( Tonelli-Fubinijev teorem ) = — / ( / f(t) cosnx daz) dt
™J—x t
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T=m 1
dt = —— f(t)sinntdt = 0.
=t nm [—m,m]

:71r/7r f(t)<sinnnx)

—T

=by,

Sliéno zakljuéujemo i da je B,, = 0 za svaki n € N. Primijetimo jos:

1/7r (F(ac)—éo)dac—l/7r F(z)der — Ay =0

™ J_rx T™J -z

pa smo oduzimanjem konstante Ap/2 od F postigli da je i nulti Fourierov koeficijent od F' — %
jednak 0. Dakle, funkcija F' — % je neprekidna i ima sve Fourierove koeficijente jednake 0, tj.
. . Lo e i . A
ona zadovoljava uvjete propozicije 1.3.2 pa mora biti identicki jednaka 0, tj. F' = 5.
Ovime smo pokazali

/b F(#)dt = F(b) — Fla) = 0

za svake —m < a < b < w. Sada nam treba malo znanja kolegija Mjera 1 integral kako
bismo odavde zakljuéili da je f = 0 g.s. Gledamo kolekciju svih C' € B((—m,n]) za koje
vrijedi [, fd\ = 0. Ona sadrzi intervale (a,b] € (=, 7] i ¢ni tzv. Dynkinovu klasu pa (po
tzv. Dynkinovom teoremu) mora sadrzavati sve Borelove podskupove od (—m, 7). Uzimanjem

C={z: f(z) > 0} dobivamo

0= / fle d\ >0
[_Trvﬂ—] \>6-/

pa mora biti A(C') = 0, tj. f < 0 g.s. Primjenom istog rasudivanja na — f konac¢no zaklju¢ujemo
da je doista f =0 g.s. Q.E.D.

Posebno, pridruzivanje
Li([-m, 7)) = RN, f s (ag,a1,b1,a2,bs,...)
je linearno i ima trivijalnu jezgru pa je injektivno.
Pomoc¢u napomene 1.3.3 sada dobivamo:

Korolar 1.3.6 (Teorem jedinstvenosti, kompleksni eksponencijalni slucaj). Ako je g € LX([0,1])
i g(n) =0 za svakin € Z, tada je g =0 g.s.

Znamo otprije da su B i Trig ortonormirani skupovi. Tvrdimo da su oni zapravo ONB
za L2([0,1]) i L([~,7]). Npr. promotrimo B. Po korolaru 1.2.6 (d) dovoljno je provjeriti
sljedece:

(Vf e L2([o, 1])) ((vn L) ({fren) =0) = f=0 g.s.),

ali to je upravo posljedica prethodnog korolara,

L*([0,1) S L!([0,1]) i f(n) = - (2)e™>™® dz = (f, en).

Korolar 1.3.7. (a) Trig je ortonormirana baza u L% ([—m, 7).
(b) B je ortonormirana baza u L2([0,1]).

Sada mozemo sve re¢eno za opéenite ortonormirane baze primijeniti na B.
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Korolar 1.3.8 (Riesz-Fischerov teorem). Ako je f € L%([0,1]), tada Fourierovred Y, ., f(n)en
konvergira prema f u L2 normi. Nadalje, preslikavanje * : 1L2([0,1]) — (*(Z) definirano sa
f = (f(n))nez je izometricki izomorfizam prostora L2([0, 1]) i 12(Z).

Napomena 1.3.9. Ovdje je

22) = {(anlner + an €C, 3 Janf < o0},

ne”

a norma na £2(7Z) je dana sa
1/2
(an)nEZ = H(O‘n)nEZHp = (Z ‘an‘Q) :

Napomena 1.3.10. Poredak sumiranja nije vazan za konvergenciju u L2 normi, ali mozemo
se odluditi npr. za

N
I ‘ - i
Ngnoo f Z f<n)en 2
n=—N
Posebno, vrijedi Parsevalov identitet:

g9) =Y _f(n)g(n) zasvake f,g€L2([0,1])

neZ

te tzv. Plancherelova formula:

IF13 =D If(m)?  zasvaku f e L*([0,1]).

neZ

Za trigonometrijsku bazu T'rig posljednja jednakost postaje:

1 1 T 2 0
I =3 [ If@P =P SO ) ek S € L)

—T

Naime, skalarni produkti od f sa ¢lanovima baze Trig su:

(o) = [ @=L [ e = [

<f, co\s/;x>[iﬂ . = \/1%/_7r f(x)cosnx dr = \/7ay,,

<f,Slil/;x>[ ] \f/ f(z)sinnz dr = /by,

Sada koristimo apstraktni Parsevalov identitet kako bismo dobili:

1713, 1 = (I ]\/127)2 +§;1 ((s )C‘”fff +{f Si%’”f) S 3 (a2 +82).

iz Cega dijeljenjem s 7 slijedi spomenuta formula.

*
* *
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Zadatak 1.3.1. Kako izgleda trigonometrijski Fourierov red parne, a kako neparne funkcije
f € Ly([-m,7])?

Rjesenje. Ako je f parna:

1 ™
by, = — f(z)sinnx de =0 zasvakinéeN
T ) g N——
neparna

oo
= f(x) ~ % + Zancosm:.
n=1

Ako je f neparna:
a, =0 zasvakin € Ny

= f(z) ~ an sin nx.
n=1

Zadatak 1.3.2. (a) Kako izgleda Fourierov red trigonometrijskog polinoma

A n
= 70 +) (Ajcoskx + Bysinkx) ?

k=1

/()

(b) Sto mozete re¢i o funkciji f € Lg([—m,7]) koja ima samo konaéno mnogo Fourierovih
koeficijenata razli¢itih od 07

Rjesenje. (a) Zbog ortogonalnosti lako dobijemo
ap, =Apzak=0,1,2,...,n, ar =0 za k > n,
bp=Brzak=1,2,...,n, by =0za k> n.
Dakle, Fourierov red trigonometrijskog polinoma je on sam.

(b) Ako za funkciju f postoji n € N takav da za svaki k > n vrijedi ar = 0 = by, tada (prema
(a) dijelu zadatka) f i trigonometrijski polinom

n
% + kzl(ak cos kx + ay sin kx)

imaju iste Fourierove koeficijente pa prema teoremu jedinstvenosti moraju biti jednaki g.s.
Dakle, f je g.s. jednaka nekom trigonometrijskom polinomu.

Zadatak 1.3.3. (a) Dokazite da se svaka funkcija f € L& ([—m,7]) moZe na jedinstveni nacin
7r

rastaviti kao f = fpar + fnep, Pri ¢emu su fpar, frep € L%&( —m,7]), fpar j€ Parna, a fnep je
neparna.

(b) Dokazite da vrijedi:

/W |f(x)\2d:c:/j \fpar(:v)IQd:r—l—/_w [ faon ()2 da

—T
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Rjesenje. (a) Jedinstvenost slijedi iz rac¢una:

f(x) = fpar(x) + fnep(x) = f(—.l’) = fpar(x) - fnep(x)

f(z) + f(=2) f(z) — f(=2)
T el =T

Obratno se vidi da ovako definirane funkcije fpar i fuep doista zadovoljavaju jednadzbu
f = fpar+ faep te se nalaze u L& ([—m, 7). Naime, koristec¢i nejednakost (a+b)? < 2a?+2b2
dobivamo:

— fpar(x) =

[ ttwpar= [THEIED g < 0 g + 1oy =
:2-;/_7;f(:v)]2dx<+oo

pa je fpar € LE([—m,7]), a slitno se vidi i foep € LE([—, 7).
(b) Primijetimo
(fpar fnep>[f7r,7r] = foar () frep(z) dz = 0.
o —————

neparna
Pitagorin poucak daje
| fpar + faep ||2 [—m7] =
—_——
f

a to je upravo trazena jednakost.

2
[—7,7] + ||fnep||2,[—7r,71']’

Zadatak 1.3.4. Ako je f : R — C 1-periodi¢na funkcija klase C! i ako su nam poznati
Fourierovi koeficijenti od f, kako izgledaju Fourierovi koeficijenti od f’?

RjesSenje. Za n € Z racunamo:

Fi(n) / f'(z)e™ ™" g = (parcijalna integracija) =

—_ f((L') —2mina |*

/ f(z)(—2min)e 2" dg = 27rm/ f(z)e 2™ dy,

Dakle, R
f'(n) = 2min f(n) za svaki n € Z.
U ovom smo zadatku iskoristili formulu za parcijalnu integraciju za Riemannov integral,
b b z=b
/ u’(az)v(az)dw—i—/ w(z)v' (z)dr = u(z)v(z) ,
a a

r=a

dakle onu poznatu s prve godine studija. Mala varijanta je §to su podintegralne funkcije u i
v kompleksne, ali za njih se gornja formula lako dobiva rastavljanjem na realne i imaginarne
dijelove; primijenimo “realnu” formulu 4 puta.

Zadatak 1.3.5 (Wirtingerova nejednakost). Neka je [a, b] ograni¢eni zatvoreni interval u R te
neka je f € C!([a,b]) takva da je f(a) = f(b) = 0. Dokazite nejednakost:

[s@res (20 [irwpa

Nadalje, pokazite primjerom da se jednakost moze posti¢i za neku ne-nul funkciju pa je kons-
tanta (b;“)2 najbolja moguda.
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RjeSenje. Supstitucijom y = ﬁ tj. © = 2(b — a)y + a svodimo op¢u tvrdnju na poseban

slutaja=01b= % Naime, definiramo g(y) := f(2(b—a)y+a) zay € [O, %], tako da imamo:
b _ 1/2
9, |lz= 200—a)y+a| _ 9 B
[r@rae= |57 2 = [0 -yt aP2o - o
1/2
=200-a) [ Lol ds

(b—a)Q/ab’f/(xﬂda;: (b;a)z /01/2|f/(2(b_a)y+a)22(b—a)dy

™

—a (12
o [ 1720wy 020 - a) Py,
0

272

g'(y)
Nejednakost postaje
1/2 ) 1 vz )
/ 9W)I"dy < 1= 19" ()|” dy.
0 ™ Jo

Zato mozemo odmah pretpostaviti a =0, b = % i pisati f umjesto g. Najprije progirimo f na
[—%, %] po neparnosti, a potom na cijeli R po 1-periodi¢nosti. Prisjetimo se: f(0) =0 = f(%)
Dobivamo funkciju klase C! na R:

li%l f'(z) = (derivacija neparne funkcije je parna)
z—0—

= lim f'(—2)=[y=—2] = lim f'(y),

z—0— y—0+
lim f’(z) = (1-periodi¢nost) = lim f/(x) = (derivacija neparne funkcije je parna)
x%%+ $ﬁ—%+
= lim f(-2)=[y=—a]= lim f(y);
z——14 y—i-

pogledajte sliku 1.9. Nadalje

Slika 1.9: Progirenje funkcije po neparnosti i 1-periodi¢nosti.

Koristimo Plancherelov identitet za f i f’ te prethodni zadatak.

1 o~ A = A
/0 (@) Pdz = [IF3 72 ST 1P S an? f )2 s S an?|f(n)?

nez nez 0#n€Z
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f(@=0 917, y2 Plan. | ap o 4 o [ 2
= Z47T |[f(n)]* =" 4r7||f[|3 = 47 ; |f ()] dz.

neL

Primijetimo da su oba integrala fol 7apravo fi{% = 2f01/2 jer su podintegralne funkcije |f|? i
|f'|? 1-periodi¢ne i parne. Dijeljenjem s 472 slijedi trazena nejednakost.
Jednakost se postize ako i samo ako je f(n) =0 za sve n € Z, |n| > 2. Npr. za

eQm’x _ 67271'1'1
f(x) = = sin(27z).
Zadatak 1.3.6. Nadite Fourierove koeficijente i Fourierove redove sljede¢ih funkcija iz prostora
Ly ([, 7)).

-1 zaze[-m0)
1 zaxze|0,n]

1 zaxel0,7]

{ 0 zaxe€|[-m0)

(c) h(z) =2 za x € [, 7]

Rjesenje. (a) Funkcija f je neparna pa je stoga ar = 0 za k € Nj.

=T

Slika 1.10: Graf funkcije pod (a).

I 2 [T 2 (7
by = — f(m)sinkxd:z:/ f(a:)sinkxdiz/ sin kz dx
T J)_ ™ Jo ™ Jo
2 coskxy|® 2 k 21— (=DM
e G b= (U R LS

Ovaj razvoj mozemo zapisati jo§ malo elegantnije ako primijetimo:

b 0  za k paran,
k =
% za k neparan.
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o0

4 4 , 4 Xsin(20 — 1)z

keN neparan =1 =1

(b) Uo¢imo da je g = % + %f pa je

ap(g) =1+ %ag(f), an(g) = %an(f) zan>1, by(g) = %bn(f) zan > 1.

Dakle, koeficijenti funkcije pod (b) su:

0 za k paran,

ap=1, a,=0zak=>1 by=4, pa imamo razvoj
7= za k neparan

1 2 sin(2l— 1)z
§+WZ 20—1

Primijetimo da ga se formalno mozZe izvesti naprosto kao:

1 1
razvoj od g = 3 + i(razvoj od f).

(¢) Primijetimo da zbog parnosti vrijedi by = 0 za k > 1.

1 [T 1 23w
aoz/ 2lder =~ 2
T T 3

—T

4(=D*
k2

™ ™
ap = / 2? cos ka da = / 2% cos kx dr = (parc. int.) =
™ Jo

—Tr

=

2 0 (_1)k
h(z) ~ 3 +4; 12 cos k.
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Napomena 1.3.11. Fourierov red funkcije f € Lﬂg([—%7 5]) (profirene po periodic¢nosti s

periodom 1) glasi

o
21k 21k
C;O—i-;(akcos WTx—i-bksin ﬂ;_x),

pri ¢emu su koeficijenti dani sa

Yz, keN,

2 [T/ ok
:/ f(x)sin T xda:, ke N.
T 77_/2 T

Plancherelov identitet za f € LL([—7/2,7/2]) glasi

) /2 2 e
T/ P dr =2+ 36} + 1)
—7/2 e1

Zadatak 1.3.7. Razvijte funkciju definiranu sljede¢im grafom i pro§irenu po periodi¢nosti s
periodom 7 = 12 u trigonometrijski Fourierov red.

Slika 1.12: Graf funkcije iz zadatka 1.3.7.

Rjesenje. Primijetimo da je funkcija neparna pa stoga vrijedi ag = 0 za k € Ny.

/f _27rk:1: /f Smidx

3 ka 1 ka
= / x sin e dr + = / (6 — x)sin Ty dx
3 /s 6 s 6

Kraéi rac¢un daje



t.
(@) 24(_ mx 1 . 37r1:+1 . omx )
x) ~ sin— — —ssin—— + —sin— — ... ).
m 6 32 6 52 6
Zadatak 1.3.8. Funkciju f(z) = z razvijte na intervalu [0, 7]

(a) po funkcijama kosinus, (b) po funkcijama sinus.

RjeSenje. (a) Funkciju f prosirimo po parnosti na [—m, 7], kao na slici 1.13.

-

Slika 1.13: Funkcija f iz zadatka 1.3.8 proSirena po parnosti.

2 s
aoz/ rdr=m
m™Jo

2 [T 2((=1)F -1
ak:/ gvcos/’cavdzz,‘:M
0

T k2

Zbog parnosti ovako profirene funkcije f slijedi by = 0. Stoga vrijedi

T cos(2l — 1)z
(2) ~ = — —
T2 ™ 21 —1)2
(b) Funkciju prosirimo po neparnosti na [—m,n]. Dakle, f(z) = x za sve x € [—m, 7], a

prosirenje po 2m-periodi¢nosti izgleda kao na slici 1.14. Lagani rac¢un ovog puta daje:

Zadatak 1.3.9. Koristeé¢i Plancherelovu formulu i ra¢un iz zadatka 1.3.6, izra¢unajte:

Zni ) >

nd

38



Slika 1.14: Funkcija f iz zadatka 1.3.8 profirena po neparnosti i 2m-periodi¢nosti.

Napomena 1.3.12. Funkcija zadana sa:

o0

¢(s) ::Z%, za s> 1

n=1

naziva se Riemannova zeta funkcija. Postoje formule za sve ((2k), k € N; znao ih je jo§ Euler.
S druge strane, za ostale vrijednosti od ((s) za s > 1 ne olekuju se elementarne formule.
Npr. tek 1978. je Apéry pokazao iracionalnost od ((3), ali je i dalje nepoznato je li taj broj
transcendentan. Zanimljivo je napomenuti kako se zna samo da je barem jedan od brojeva
¢(5), ¢(7), €(9), ¢(11) iracionalan, premda se o¢ekuje da su to svi.

Rjesenje. (a) Koristimo da su Fourierovi koeficijenti od

f() = {—1 za x € [—7,0),

1 zazel0n]

0 za k paran

4
%= za k neparan.

dani sa, akIO,kGNQ, bk:{

Imamo
1 (™ 1
- fAx)de =— 27 =
T ) T
= 2 e 0 9 0
Qg 2 2y < 4 ) 16 1
— b)) = - ) == -
k=1 k=1 =1
o
1 2
:> —
lz_; (21 —1)2 8
1 1 1
Oznac¢imo: S = Z = = Z PIE = ES
k=1 =1
Rastavimo: Z— Z + Z = 5—15’_’_12 :>S_7Lz
e B T4 8 ~ 6
n n paran  n neparan
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(b) Koristimo da su Fourierovi koeficijenti od f(z) = 22, 2 € [, 7] dani sa:

272 4(—1)F
ag = ?7 ap = k2

bp=0 zakeN

te Plancherelovu formulu:

1 [ 1 [" 27t
— f2(x)dx:/ x4dx:i o
B 7r T . 5 Zl 7t
= a —4:—
O—i-g (af +b}) = 165 kQ k=1

k=1

Zadatak 1.3.10. Razvijte funkciju

)1 zaz€]0,1/2],
f(x)_{o za € (1/2,1]

u kompleksni eksponencijalni Fourierov red

Rjesenje.
1/2
n) = /1 f(m.)efZWinx dr = /1/2 e—Qﬂ-mx dr nio ;672771'77,1
0 0 —2min
0
1 —Tin 1- e—Trz'n 1-— (-1)” i i .
= -5 —-1)= = i _ 1
2min (e ) 2min omin Jer Je e
; 0 ,n#0 paran . 1
fn) = {_i £(0) = / f(z)de = -
— N neparan 0
f(x) ~ 1 + je2winm _1 . 00 <_7Z.627r7j(2l—1)x n T —27ri(2l—1)x)
2 Ea™ 2 e \m(2-1) —m(2l —1)

1 i _627ri(21—1)7r_|_€—27ri(21—1)x

2+7r - 20—-1

Zadatak 1.3.11. Nadite sve 1-periodi¢ne neprekidne funkcije f: R — C koje zadovoljavaju
funkcijsku jednadzbu

1
f(z)+ f(x + §> = sin 27z
za svaki x € R.

Rjesenje. Odgovor: f(x) = % sin 2w — @ cos 2mx = sin (277:5 — 7T/3).

Svaka takva funkcija f se nalazi u L(T). Nadalje, funkcija na lijevoj strani jednadzbe
se takoder nalazi u L!(T) te je njezin n-ti Fourierov koeficijent jednak f(n)(l + 62””/3). S
druge strane, ako ozna¢imo g(x) = sin 27z, tada pretvaranjem sin 27z = (2™ — ¢~ 27%) /2j
dobivamo ; ;

D=5 G =7 G =0mneZ)\{-1,1}

1z jednakosti R '
Fn)(1+e*3) = g(n) zaneZ

40



sada slijedi

p oy V34

F(-1) T — ﬁ

f() = T . fn)=0zaneZ\{-1,1},

tj., kako Fourierovi koeficijenti g.s. jednoznacno odreduju funkciju (teorem jedinstvenosti),

_ —\/34’@'6727”@ n —V3 - L amia

fla) == :

—V3 1
= ——cos 2z + — sin 27x.
2 2
Alternativno, zadatak je mogudée rijegiti i bez koristenja Fourierove analize. UvrStavanjem
x+1/31x+2/3 na mjesto z i koristenjem 1-periodi¢nosti dobivamo sustav od tri jednazbe:

f@)+ f(z+ %) = sin 27z,
flz+3)+ f(z+3) =sin(2rz+ %),
f(a:—f—%)—i—f(a:) :Sin(27ra:+4%).

Iz njega mozemo izraziti f(x) tako da zbrojimo prvu i trecu jednadzbu, oduzmemo im drugu
te podijelimo sve sa 2:

flz) = %sin 2rx + %sin (2mz + 4?”) — Lgin (2rz + %ﬂ)

2
= % sin 27wz — @ cos 27z,

Ovog puta treba direktnim uvrstavanjem provjeriti da dobiveno rjeSenje doista zadovoljava
polaznu jednadzbu, ali to je lako.

1.4 Fourierovi koeficijenti L' funkcija

Sjetimo se da smo za f € L1(]0, 1]) bili definirali

f(n) = / f(2)e ™" dx. zan € Z.
[0,1]

Prisjetimo se i da smo bili poistovjetili [0,1] sa S! na nacin da smo 1-periodi¢ne funkcije na R
shvacali kao funkcije na S'. Kad god govorimo o funkciji f na [0, 1] za koju vrijedi f(0) = f(1),
zapravo je prirodnije promatrati I-periodi¢nu funkeiju na R. Ako pak imamo f € C¥([0, 1]),
tada nam je jo§ razumno pretpostaviti f0)(0) = fU)(1) za j = 1,2,...,k, jer je tada prosirenje
po 1-periodi¢nosti takoder klase C*(R). Obi¢no je prakti¢no iéi jos korak dalje i re¢i da zapravo
radimo Fourierovu analizu na jednodimenzionalnom torusu.

Definicija 1.4.1. Prirodno nam je promatrati takozvani 1-dimenzionalni torus T, koji je, u
smislu grupovne strukture, definiran kao kvocijentna grupa R/7Z. Najéesée umgjesto elemenata
od R/7Z naprosto uzimamo njihove predstavnike iz [0,1) ili [—1/2,1/2) (ovisno Sto je praktic-
nije). Tada zbrajanje u R/Z postaje “zbrajanje modulo 1”. Npr. umgjesto (§+Z)+(%+Z) = %—I—Z
pisemo % + % = %(mod 1). U smislu prostora mjere, T identificiramo sa [0,1) uz Lebesgueovu
mjeru.

Dakle, za pitanja je li funkcija f : T — C klase C¥ ili parna/neparna shvacamo da je f
prosirena po l-periodi¢nosti na R, dok za pitanja integrabilnosti ili f € LP(T) shva¢amo da je
f definirana na [0, 1). Veé smo bili pokazali da je C(T) (skup neprekidnih fukcija na T) gusti
potprostor od L(T).

Topoloski je 1-dimenzionalni torus T isto §to i kruznica S!, ali analogna tvrdnja ne vrijedi
u viSim dimenzijama; pogledajte sliku 1.4.
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Slika 1.15: T = S, ali T? = S! x S! £ §2.

Propozicija 1.4.2. Neka su f,g € LY(T), a, 8 € C. Tada vrijedi:
(a) (af + Bg)ln) = af(n) + Bg(n); n € Z,
(b) F(n) = f(—=n); n e 2.

Dokaz. (a) Slijedi direktno po linearnosti integrala.

(b)

I
=
|
S

?(n) — /]Tf(x)e—Zm'nx dr = /Ef(m)e%rinx dr = /Ef(w)e—%ri(—n)a: dx

Zay € Ti f e LYT) definiramo funkeiju f,: T — C formulom
fy(@) = [z —y).

(Opet napomenimo da se oduzimanje vrs$i modulo 1.) Zovemo je je translat od f za y. Lako
se vidi da je f, € L}(T) i
fy(n) = e 2™ f(n). (1.33)

A\fy|dA:/Tr|f|dA<+m

fy(n) = /Tf(a: —y)e"2mine gy — [Zdji ;xy}

Naime,

te

_ / f(z)e—Qm'n(y-I-Z) dz = e—27riny/ f(z)e—QWinz dz .
T T

f(n)
Lema 1.4.3. Za svaku f € LY(T) vrijedi
li - =0.
T [1fy = flla =0

Napomena 1.4.4. To je zapravo neprekidnost funkcije y — f, u tocki 0 obzirom na udaljenost
na T danu sa

11
7| = {— 7,7>
|z +Z| == |z| zax € 53
i L' normu na kodomeni L(T).
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Dokaz. Uzmimo najprije g € C(T). Ona je ¢ak uniformno neprekidna pa vrijedi

y—0

Hgy—glhz/ l9(x —y) — g(z)|dz < sup |g(z —y) —g(z)] — 0.

[0,1] z€0,1]

Naime, prigjetimo se definicije uniformne neprekidnosti:

(Ve > 0)(30 > 0)(va,y € T)(Iyl <6 = lg(w —y) - gla)| < ).
Pritom kod definicije od |y| za y € T opet shvatimo da je T identificiran s [—%, %)
Zbog gustoce postoji niz (gj)jeny u C(T) koji konvergira u L' danoj funkciji f € L(T).
Za dani ¢ > 0 moZemo naci jo € N takav da za j € N, j > jo vrijedi |lg; — fl1 < §.
Stavimo g := gj,. Po prethodnom dijelu dokaza postoji § > 0 takav da za y € T, |y| < 0
vrijedi [lgy — gl < 5. Osim toga je gy — fyllL = [I(g = flyllr = llg — fl < 5. Konacno, za
y € T, |y| < 6 moZzemo ocijeniti:

Ify = fllL < W fy —gylls +llgy —glli +lg — fllL <e.
—_—— — — N—

<3 <3 <3
Q.E.D.
Zelimo re¢i nesto o “veli¢ini” Fourierovih koeficijenata. Trivijalna opservacija je:
wl =| [ f@emeda] < [ (e do = . (131
T T S———
If ()]
Teorem 1.4.5 (Riemann-Lebesgueova lema). Ako je f € LY(T), tada vrijedi
lim f( ) =
[n]—o0
Dokaz. Koristeéi e™ = —1 mozemo pisati
n) _ / f(x)e—%rinx dr = _/ f(x)e—%rin(a:—i) dr
T T
_|u=7 = —27rinu
[ du =dzx ] / f du
foa(u)
2n
/f —27rmx da — /f —27rinr dx

— 1fo)l <5 [ 15@) = F_y @lde=51f = F_y s

Po lemi 1.4.3 znamo da vrijedi
hm If=f_pl=0,

odakle slijedi trazena tvrdnja. Q.E.D.

Uoc¢imo da ve¢é iz trivijalne ocjene (1.34) direktno dobijemo:
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Korolar 1.4.6. Neka su (fj)jen i f € LY(T). Ako f; EmiN f u LY, tada fi(n) EimiaN f(n)
uniformno po n € 7.

Dokaz.

sup| f;(n) = f(n)] = sup|(f; = f) (W) < [If; = fllk ==

nez nez
Q.ED.

Neka su f, g € LY(T). Promatrajmo funkciju F : T x T — C definiranu sa

F(x,y) = f(x —y)g(y)-

Uo¢imo da je za fiksni y funkcija

x = F(x,y) = f(x —y)gy) = 9(y) fy(x)

integrabilna i za svaki y € T vrijedi:
AIF(x,y)!dw = lg@fyll = lg@Wfllx < +oe.

Stovise, imamo

L(fir@uias) = [ 1o 15ds = 1711 gl <+ (1.3
T T T

Zamjenom integrala (po Tonelli-Fubinijevom teoremu za nenegativne funkcije) iz ocjene (1.35)

dobivamo
L ([ @ ldy)de =11l gl < +o
T T

Posebno, za g.s. x € T vrijedi

/ F(z,y)|dy < +o0
T

/F(x,y) dy

T

T / flz—y)g(y) dy
' F(z,y)

oznatavamo s f x g i zovemo konvolucijo funkcija f i g. Dakle, f g je u tocki z € T definirana

Sa
(f*g)(x /fx— dy_[dz——dy] /f g(x — 2)dz

= (neprecizno) = / f(z1)g(x2) dxy dxa.
z1,x2€ T

T1t+ro =2

pa za g.s. ¢ € T postoji

(kao neki kompleksni broj).
Funkciju

Pritom dozvoljavamo moguénost da (f * g)(x) nije definirano za svaki, ve¢ samo za gotovo
svaki z € T.

Teorem 1.4.7. Ako su f,g € LY(T), tada je f x g € LY(T) te vrijedi:
(a) |If *glls < £l lgll,
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(b) (f*xg)(n)= f(n)ﬁ(n) zan € 7.
Dokaz. (a) Direktno slijedi iz prethodnog ra¢una.

(b)
(fxg)(n) = / /f(ﬂf - y)9(y) dy) e~ 2T gy

/ /f T — —2min(z—y) (y)6727riny dy) dr

(Tonelli-Fubinijev teorem za kompleksne funkcije)

/ /f T — 27rzn(x Y) dﬁ]) (y)e—27riny dy

f(I) 727rznz dx

/f p—2minz da;) (/ gly)e=2miny dy)

fn) g(n)

Napomenimo da smo Tonelli-Fubinijev teorem teorem smjeli iskoristiti, jer veé otprije
znamo da je

/E (/T | (@ — y)e 2@ g (y)e 2T dw) dy = /T (/T |F(z,y)] dx) dy < +oo.
Q.E.D.

Propozicija 1.4.8. Konvolucija je binarna operacijo na Ll(T) koja je bilinearna, komula-
tivna, asocijativna i distributivna u odnosu na zbrajanje. Dakle, L' (T) je uz operaciju % kao
“mnoZenje” komutativna asocijativna algebra.

Dokaz. Netrivijalna je jedino asocijativnost:

(Fx)sh)@ = [+ —phdy= [ ([ 10—y =2)dz)nto) dy
(Tonelli-Fubinijev teorem za kompleksne funkcije)

= [16)( [ate =y =2t dn) dz = [ 1)ax e = 2)ds = ( (g <)o),

koja vrijedi za g.s. z € T. Napomenimo da smo za g.s. ¢ € T smjeli iskoristiti Tonelli-Fubinijev

teorem jer je
/Jl‘ (/Tx’]l‘ [f(2)9(z —y —2)h(y)| dy dz) dx

(Tonelli-Fubinijev teorem za nenegativne funkcije)

= /T (/T (/T9<w—y—z>ld:r)h(y)!dy)f(zndz — Al llglli Rl < +oo

=llgllx

pa za g.s. z € T imamo integrabilnost na produktnom prostoru T x T:

[ 1@t~y = ] dydz < oo
TxT
Alternativni nacin provjere asocijativnosti je koristenjem (b) dijela prethodnog teorema,

usporedivanjem Fourierovih koeficijenata funkcija (f*g)«h i f*(g*h) te upotrebom teorema
jedinstvenosti. Q.E.D.
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Korolar 1.4.9. Ako je f € LY(T) i ¢ = Zg:_N anén, tada vrijedi:
(a) (en* f)(x) = f(n)emine,
() (o f)(@) = X3__y anf(n)e?™ne,
Dokaz. (a) Slijedi iz (1.33) i
(en* )z / F(a + )en(—y) dy = / Foa(ye 2 dy = Ty (n) = e~ 27n(=2) f ().

(b) Slijedi iz prvog dijela zadatka i bilinearnosti konvolucije.
Q.E.D.

Vratimo se na Fourierov red funkcije f € L'(T) obzirom na sistem B. Ima smisla govoriti

o redu R
Z f(n)en,

neL

ali za slozenije rezultate od konvergencije u L? moramo fiksirati najprirodniji poredak sumacije.
Za f € Ll(’]l‘) i N € Ny definiramo N-tu simetriénu parcijalnu sumu Fourierovog reda funkcije
f kao funkciju Sy f : T — C danu sa

N
(Snf)(z):= Z f(n)e?™* za x eT. (1.36)
n=—N
1z korolara 1.4.9 uz a, = 1 slijedi

pri ¢emu je Dy 1-periodi¢ni kompleksni trigonometrijski polinom zadan sa

N
= Y e e
n=—N

Zapravo, iz gornjeg slijedi da jednakost (1.37) vrijedi samo g.s. (kada je f neki konkretni
predstavnik g.s.—klase). Direktnijim ra¢unom

Sxn@ = 30 @ [ pwemmay = [ ) Z ) dy = (Dy + f)(a)

vidimo da (1.37) vrijedi kao jednakost funkcija u bag svakoj tocki.
Napomena 1.4.10. (a) Funkciju Dy nazivamo Dirichletova jezgra. Vrijedi formula:

Dy(a) = SRENE DTz 11 g0y,

SN wx
Dy(0) = 2N + 1.

Naime,
al 2i 2rizy—N X 27i 21N (G%ix)m\[“ —1
_ TIT\N __ LT\ — miz\n __ ,—2miNz _
Dy(z) = Y (270)" = (¢27in) =N 3 (e2miryr = =
n=—N n=0
e7ri(2N+1)x _ e—ﬂi(2N+1)z 67ri(2N—s—1)z o iNa %51H(2N + 1)7.(.1,
emiT _ o= miw ' emiz ¢ a 2 sinzx

=1

Ovaj racun je ispravan ¢im je e2™® = 1, tj. npr. za x € [—1/2, 1/2) \ {0}.
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(b) Vrijedi:
e Dy(z) € R,
e Dy(—z) = Dn(z),

o

Makar je “ve¢ina mase” od Dy koncentrirana oko 0, ipak Dy nema sasvim dobra svojstva
§to se tice integrabilnosti. Tako npr. za fiksan 0 < § < %

/5< i |Dn(x)|dx

2

ne konvergira prema 0 kada N teZi u oo, 8to je bilo korisno svojstvo trigonometrijskih
polinoma 7, iz dokaza leme 1.3.1. Nadalje, vrijedi

hm /DN )| dz = 400,

§to ée biti pokazano u zadatku 1.4.9.

Slika 1.16: Dy za N = 4.

*
* *

Zadatak 1.4.1. Pokazite da u L'(T) ne postoji neutralni element obzirom na operaciju kon-
volucije.

RjeSenje. Pretpostavimo da postoji e € LY(T) takav da bi za svaku f € LY(T) vrijedilo
ex f = f. Tada bismo imali é(n)f(n) = f(n); n € Z. Odabirom f = e, bismo zbog
f(n) = én(n) =1 dobili

én)-1=1 = é(n)=1.

To bi vrijedilo za svaki n € Z, sto je u kontradikciji s Riemann-Lebesgueovom lemom, koja
kaze lim|n|ﬁoo é(n) = 0.
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Zadatak 1.4.2. Ako f € L'(T) ima samo kona¢no mnogo Fourierovih koeficijenata razli¢itih
od 0, pokazite da tada f mora biti (1-periodi¢ni kompleksni) trigonometrijski polinom.

RjeSenje. Pretpostavimo da je N € Ny dovoljno velik kako bi vrijedilo f(n) =0zasvene€Z
takve da je |n| > N. Definiramo

N A
9= Z f(n)en
n=—N

Veé smo komentirali da su Fourierovi koeficijenti trigonometrijskog polinoma zapravo njegovi
vlastiti koeficijenti (Sto se i u kompleksnom sluc¢aju lako vidi mnozenjem i integriranjem) pa
vrijedi g(n) = f(n) za sve n € Z. Po injektivnosti operatora * (teorem jedinstvenosti) slijedi
f =g, tj. f je trigonometrijski polinom.

Zadatak 1.4.3. Ako funkcija f € LY(T) zadovoljava f * f = f, dokazite da ona mora biti tri-
gonometrijski polinom. (Ne zadovoljavaju svi trigonometrijski polinomi spomenutu jednakost;
ovakvi ze zovu idempotentni.)

Rjesenje.
frf=f = f)?=fn)ineZ = f(n)e{0,1}; nez
7Zbog
lnﬁgnoof( n) =

zakljuCujemo da samo konafno mnogo koeficijenata f(n) moZze biti razli¢ito od 0. Koristeéi
prethodni zadatak slijedi traZena tvrdnja.

Zadatak 1.4.4. Dokazite da je L%(T) ideal u L*(T) obzirom na operaciju konvolucije.

RjeSenje. Zapravo trebamo pokazati:

feLXNT), ge L*(T) = fxgeL*T).

Il = [ @ Pde< [ ([ 17@=nlstldy) da
(1t lay) ( [ 156 - wliot)? ) ds

/112

)Ig(y)\zdy =11 llgll3 < +oo = f+g € L*(T).

Racunamo:

Tonelli-Fubini £ /T (

/Ifx— )| da
[¥all

Zadatak 1.4.5. Za funkciju f € LY(T) i svaki n € N stavimo

fai= fxfoxf
—_—

n putase pojavljuje f

(a) Ako niz (f,)°%; konvergira u normi ||- ||; prema nekoj funkciji iz L!(T), dokazite da mora
vrijediti sup,,cz |f(m)| < 1.

(b) Ako niz (f,)22, konvergira u normi || - ||y prema nekoj funkciji g € L}(T), dokazite da g
mora biti 1-periodi¢ni kompleksni trigonometrijski polinom.
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(c) Ako je ||f]l1 < 1, dokazite da niz (f,)52; konvergira u normi || - ||; prema nul-funkciji.

RjeSenje. (a) Ako niz (f,)52; konvergira u normi || - ||; prema nekoj funkciji g, tada za
svaki m € Z zbog ocjene

[fu(m) = §(m)| < | fn = glh

zaklju¢ujemo da niz brojeva (fn( ))n 1
f(m)™, zaklju¢ujemo da mora biti ]f( )|

konvergira prema §(m). Kako je fn(m) =
<1

(b) Iz rezoniranja u (a) dijelu znamo da je broj g(m) jednak limesu li_>m f(m)™, ali zbog
n—oo

lim f(m)" = lim f(m)2” = ( lim f(m)")2

n—o0 n—o0 n—oo

svaki kona¢ni limes tog oblika mora biti 0 ili 1. Dakle, za svaki m € Z vrijedi g(m) €
{0,1}, a radi Riemann-Lebesgueove leme je samo kona¢no mnogo Fourierovih koeficije-
nata §g(m) razli¢ito od 0. Po teoremu jedinstvenosti slijedi da g mora biti trigonometrijski
polinom.

(c) Koristeéi ocjenu s predavanja za 1-normu konvolucije dobivamo ||f,|1 < ||f||T- Ako je
IIf1l1 < 1, odavde po teoremu o sendvicu slijedi li_>m Il fnll1 = 0.
n—oo

Zadatak 1.4.6. Definiramo operaciju ® tako da za f, g € L}(R) stavimo

(fog)(z) = f(x) / g(t)dt + g(z /f t)dt za svaki z € R.

(—o00,z] (—o00,z]

(a) Dokazite da za svake f,g € L}(R) vrijedi f ® g € LY(R) te || f ©® g1 <

(b) Dokazite da je ® asocijativna binarna operacija na L!(R).

Rjesenje. (a) Imamo

(Fo9@)] < /@) / lg(®)ldt + [g(2) / o

(—o00,z] (—o00,z]
pa je
If @ gl =/|f®g )| do < // 2)lg(t)] dedt + // )llg(x)| dida
{(z,t):x>t} {(z,t):x>t}
= // x)||g(t)| dzedt + // x)||g(t)| dzdt
{(z,t):x>t} {(z,t):x<t}
// F(@)llg(t)] dadt = /|f )ldz) /|g ) = [ Fl1lglz.

<+oo
Dakle, posebno imamo f ® g € L1(R) i vrijedi trazena nejednakost.

(b) Vrlo sli¢an ra¢un kao u (a) dijelu daje

Joeoma-( [ [

(—o00,z] (—o00,7] (—o00,z]
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pa dvostrukom primjenom definicije dobivamo:

(fog o)) = (fog@) / W(t)dt + h(x) / (f © g)(t)dt

(—00,x] (—00,x]

s )yl J Nl (S0}

(—o00,z] (—o00,z] (—o00,z] (—o00,z] (—o00,z] (—o00,z]

Na sasvim isti na¢in se pokazuje da je (f ® (g ® h))(z) takoder jednako gornjem izrazu.

N
Zadatak 1.4.7. Ako je N € Ni Dy(x) = Z e?™"% Dirichletova jezgra, izratunajte:
n=—N

1 1
(a) / Dy (x)*dz, (b) / Doy (z)Dy(2x)dx.
0 0
Rjesenje. (a) Obzirom da je Dy zapravo realna funkcija, Plancherelov identitet daje
1 1 R N
/ D (2)2dz = / Dy(@)fdz = [DxlE =3 Py = 3 12=2N+1.
0 0 nez n=—N

(b) Ovog puta je rije¢ o skalarnom produktu funkcija

D2N (SU) — Z e27rz'nx

—2N<n<2N
i . .
DN(2$) — Z e47rznz — Z eanm.
—N<n<N —2N<n<2N
n paran
Parsevalov identitet daje
(Dan(-), Dn(2)) = > Don(n)Dy(2)(n) = Y 1=2N+1.
nez —2N<n<2N
n paran
Zadatak 1.4.8. Ako Dy(z) := ZnszN e2mnT oznacava 1-periodi¢nu Dirichletovu jezgru,

izracunajte ||f % g x h||2, pri ¢emu je f(x) = D15(2x), g(x) = D19(3x), h(z) = Ds(5z).

Rjesenje. Odgovor: /3.
Primijetimo da je
flx) =Dis22) =1 20 — [m=2n] =Y ez ¥
—30<m<30
. m je djeljiv s 2 '
g((l}) = Dlo(gx) = Z%LO:—lo e2min(3z) — [m = 3’TL] — Z mer, e27rzm:n7
—30<m<30
; . m je djeljivs 3
h(:c) = D6(5x) = 22:_6 e2min(5z) — [m = Sn] = Z meZ e2mima
—30<m<30
m je djeljivs 5

Dakle,

A 1 ako je =30 < m < 30 i m je djeljiv s 2,
Fo) ={ 5 e Jo ey
. 1 ako je =30 < m < 30 i m je djeljiv s 3,
) ={ g Je e

30 < < ) e e
hm) = { 1 fakovje 30 <m < 301m je djeljiv s 5,

0 inace
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pa radi formule (f % g% hY(m) = f(m)j(m)h(m) imamo

o+ [ 1 akojem e {-30,0,30},
(f =g hjim) = { 0 inace

te Plancherelov identitet daje
1f g5 hlls = 1(F % g% Wl = (12 +1241%) % = V3.
Zadatak 1.4.9. Dokazite:
1
lim ||Dy|1 = lim / |Dn(z)|dz = +oo.
N—o0 N—oo [

Rjesenje. Prisjetimo se formule za Dy, koja daje

121 6in(2N + 1 2 (Y2 |gin(2N +1
D1 22/ [Sn@N + Dre] - / [$in@N + Dzl |
0 0

T

. =
S 7Tx s

radi sint < t za t € (0,7/2]. Kako imamo

(ktglr _ _ (k+g)r

: 1

za neki k € Z,

slijedi
N-1 N
[l = % 2 (k+ 5)1//(§N+1) 2]\27/-?;1 327r k+1 332%
k=0 6 k=1
Preostaje pustiti N — oo i iskoristiti divergenciju harmonijskog reda.
Zadatak 1.4.10. Ako je f € C*°(T), dokazite da za svaki k € N vrijedi:
f(n) =o(|n|™) kada n — o0,
ti- lim_|n|*|f(n)] =0.
Rjesenje. U zadatku 1.3.4 smo parcijalnom integracijom izveli
f’(n) = 2min f(n) za svaki n € Z.
Primjenjujuéi tu formulu na derivacije funkcije f indukcijom lako dobijemo:
J?(’“\)(n) = (2min)* f(n) za svakin € Z isvaki k € N,
Posebno za k € N imamo
FED () = @rin) 1 f(n) = 2an]f(n)] = 76D ()] < |l7ED],y
= 1) < G 11

Sada pustimo limes n — 00 i koristimo teorem o sendvicu.
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Zadatak 1.4.11. Neka je f € L*(T). Dokazite da vrijedi

hm Zf a:—i— / f(z

pri Cemu konvergenciju gornjeg niza funkcija shva¢amo kao konvergenciju u L? normi.

Rjesenje. Oznacimo g, : T — C

1 n—1
n = - ) = d )
9a (@) n;)f(w W) ), f@de
odnosno
1 n—1 )
gm="—> fr—f0)
k=0

n—oo

Zelimo pokazati da ||g, ||z —— 0.
Ratunamo Fourierove koeficijente od g,. Najprije pretpostavimo m # 0. Ako m nije
visekratnik od n, imamo:

1 n—1 1 n—1 ' 1 n—1 ) k
Galm) = =37 F am) = = 3" fm) = —f(m) Y ()
k=0 k=0 k=0
1 ( 2mim 1 1
~ e n — A~
nf(m) 627T7’1Lm . 1 n f(m) ’

jer je e 1 # 0. Kada m jest visekratnik od n vrijedi:
. 1 kE_ o}
Gulm) = —f(m) 1% = f(m).

Kona¢no, za m = 0 dobivamo:

Po Plancherelovoj formuli imamo:

lgnll3 =D [gn(m)> =D [F(m)> =D _(1f(kn)* +|f(~k < (Fm)P+1F(=m)P).
meZ meZ k=1 m=n
m#0
nlm

Posljednji izraz (tzv. rep reda) konvergira u 0 kada n — oo zbog konvergencije redova

Zadatak 1.4.12. Dokazite
n 2
Z n . 2n
() - C)
k=0
(Inace se ta] identitet lako dobije dvostrukim prebrojavanjem broja izbora n djece iz razreda
od n djevojcica i n djetaka.)
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RjesSenje. Promatramo trigonometrijski polinom:

n

f(z) = go <Z> o2mike _ Z <Z> 1k (e2miz)k — (1 4 e2rmizyn

k=0

Ra¢unamo

1 1
I1f15 = / |1+ e2™2" dg = / |1 + cos 2z + i sin 27z |*" dx
0 0

1
:/ |2 cos® mx + i2sin 7z cos wx|*" dx
0

1
—/ 22”|cos7rx|2"\coswx+isin7rx|2” dz
0 ~

elTT

1

1/2 _
= 92l / cos?” mx dr = b= mr
0 dt = wdzx

/2 dt 92n+1 /2
0 0

T 7r
Sada pogledajte zadatak 1.2.6, gdje smo za n € N izveli formulu

w/2 i
/ COSQntdt:M.E.
0 )l 2
Dakle,
o 2 @ro w20 n)lw (om)! (2
2T el 2 7 (202 2 @2 \n)
|
2nn!

Alternativno, koristenjem binomne formule:

22n+1 /2 22n—1 2
1713 = / cos?" t dt / cos™ ¢
v 0 0

™

92n—1  r2m it —it | 2p 1 22 /9 _ A
_ - /O (6 —i—26 ) dt — % 0 Z < k”) (ezt)k (e—zt)Qn—k dt
— —m—m————
k=0

e(2k—2n)it
1 /2 2
= (preostane samo ¢lan za k =n) = < n> O = < n)
2\ n n

S druge strane imamo f(k) = (}) za k=0, 1, 2,...,n. Po Plancherelovoj formuli je:

@2 = kZO FBE = 1713 = (2:)

n

k=0
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1.5 Teoremi o tockovnoj konvergenciji

Prigjetimo se da je N-ta parcijalna suma Fourierovog reda funkcije f zapravo oblika

SNf = DN * f7
pri ¢emu je
N .
DN(w) — Z eQﬂ’mz
n=—N

Dirichletova jezgra obzirom na sistem B. (Kasnije ¢emo raditi i s Dirichletovom jezgrom
obzirom na sistem Trig.) U ovom odjeljku zapo€injemo proucavanje tockovne konvergencije,
tj. postojanja limesa A}im (SN f)(z) za svaku tocku z.

—00

e Fourierov originalni rad bio je odbijen najvise zbog problema konvergencije po tockama.
e 1826. A.-L. Cauchy objavljuje rad s pogresnim dokazom konvergencije.

e 1829. P. G. L. Dirichlet popravlja Cauchyjevu gresku. U sklopu tih razmatranja uocava
da Fourierov red ne mora u svakoj tocki konvergirati prema polaznoj funkciji; jednostavni
primjer je 1-periodi¢na funkcija 1g. Dakle, treba naci korisne dovoljne uvjete.

Lema 1.5.1. Neka je f € LY(R) kompleksna funkcija. Ako je h: R — C omedena izmjeriva

funkcija za koju vrijedi
1 &
lim / h(t) dt =0,
0

c—Foo ¢
tada je
lim f(t)h(nt)dt = 0.
R

n—oo

Napomena 1.5.2. Primjetimo da je ova lema svojevrsna generalizacija Riemann-Lebesgueove
leme, koja govori:

o lim [T f(t)cosntdt =0,

n—o0

o lim [T f(t)sinntdt =0,

n—oo

¢im je f € LY([—m, n]). Naime,

1 [€ 1-—
/ sintdt‘:’ﬂ
0

C C

< g c—+oo 0

el

te sli¢no vrijedi za cos. Osim toga, funkciju f na [—7, 7] moZemo progiriti nulom na cijeli R.

Dokaz. Neka je najprije f = 1,3 za neke 0 < a < b. Tada je radi pretpostavke

1 nb 1 na
/f(t)h(nt) dt:/ h(nt) dt = [z = nt] :/ h() d;v—/ h(z) da
R [a,b] nJo nJo
nb na
N S T R
ndb Jo na Jo
~——
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Sli¢no se rijese i ostali slu¢ajevi obzirom na predznake od a i b. Ako je pak f step-funkcija,
rezultat slijedi po linearnosti. Neka je sada f € L!(R) proizvoljna kompleksna funkcija i neka
je
K :=sup |h(x)|.
zeR
Uzmemo li € > 0, mozemo nadi step-funkciju g takvu da je

17 =gl < 5

Po netom dokazanom postoji ng € N takav da za n > ng vrijedi

’/Rg(t)h(nt) dt‘ < g

]/f ntdt‘ /f Ih(nt |dt+}/ h(nt) dt K||f—g|\1+%<g.

<K <

Konacno, za n > ng imamo:

[SIL)

Q.E.D.

N-ta parcijalna suma Fourierovog reda realne funkcije f obzirom na trigonometrijski sistem
Trig je

+ ) (a,cosnt + by, sinnt)

(SKHE) =T

M=

n=1

_ % fx)dx + ii (cosnt(/[mr] f(z) cosm;dx) —i—sinnt(/{

[—m,7] n—1 —7,7]

() sinnz dm))

adicijska formula: cosnt cosnz + sinntsinnz = cosn(t — x)

1

=5 D (t - z) f(x) dx,

[771-’ ﬂ}
pri ¢emu je
N N N
DY (x) ::1+ZZcosnw:Re( Z mm) Z e
n=1 n=—
Dirichletova jezgra obzirom na Trig. Opet se moze izvesti formula
DR (z) — sin(].\/' +1/2)x
sin(z/2)
DX(0)= 2N +1

zax € [—m,m) \ {0},

te je posebno D}% parna funkcija. MoZemo pisati,

1 1
SFNO =5 [ Se-apk@dr=5_ [ furapds
— (Sk)(t) = 21/ (f(t+a) + f(t — ) D§ (o) de, (1.38)
" [0,7] parna

jer je dobivena podintegralna funkcija parna u z pa joj je f[,,r =2 f[o .
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Lema 1.5.3. Neka su f € Ly([0,7]) realna funkcija i 0 < a < w. Ako postoji jedan od limesa

sin(n + 1/2)t

i
% oo T sy

i i 1/2)t
lim f(t)w dt,
=20 J1o, q] t/2

tada postoji 1 drugi © oni moraju biti jednaki.

Dokaz. Promotrimo funkciju

. rl(ltm — t/% zat € (0, al,
0 zat =20

te uo¢imo da je ona neprekidna na (0, a] i

1 1 — si
lim( . B 7) ~ im t/2 .sm(t/Q)
t—0 \sin(¢/2) t/2 t—0 t/2sin(t/2)
dvostruki L’Ho6pital
(1/4)sin(t/2)

- %E}(l) (1/2) cos(t/2) — (1/8)tsin(t/2) ’

pa je ona neprekidna na [0, a] i posebno je omedena. Zato se funkcija

b f0) (sin(lt/2) - t/12>

nalazi u L([0, a]), ¢ak i kad se jo§ pomno#i s cos(t/2) ili sin(¢/2). Primijenimo lemu 1.5.1 na
h(t) =sint i h(t) = cost, iz koje dobijemo

lim f(t) (ﬁ ! ) sin (n + }>t dt =0,
—_—

=20 J0.a (t/2) t/2 2
sin(nt) cos(t/2)+cos(nt) sin(t/2)

§to daje trazenu tvrdnju. Q.E.D.

Teorem 1.5.4. Neka je f: R — R 2m-periodicna funkcija takva da je f|_r ) € Li([~m, 7))
uzmimo t € [—m,w|. Limes
lim (Sxf)(#)
N—o0
postoji ako i samo ako za neki 0 < a < w postoji limes
sin(N +1/2)z
x

1
Iim — t+x t—x dx
/[O’G] (F(t +2) + f(t - )

te su u tom slucaju ta dva limesa jednaka.

Dokaz. Vidjeli smo da je prvi limes zapravo

. 1
Jm /[O )+ @) DR
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Fiksirajmo 0 < a < m. Uo¢imo da za z € [a, 7] vrijedi sin § > sin § > 0 pa su

o f(t + )
sin(z/2)
funkcije iz L ([a, 7]). Po lemi 1.5.1 slijedi
: R o fltxz) 1 _
A}gnoo . f(t £x)Dy(x)dx = A}gnoo wr) SN2 sin <N + 2)CL‘dSU =0.

Time smo “apsolvirali” dio integrala po [a,w]. Dakle, Fourierov red kovergira u tocki ¢ ako i
samo ako za neki 0 < @ < 7 postoji limes

1
lim / (F(t +2) + f(t — 2)) D% (x) da
[0,a]
te mu je u tom slu¢aju suma upravo jednaka spomenutom limesu. Buduéi da je
z— f(t+z)+ f(t—2)
funkcija u L([0, 71]), rezultat slijedi primjenom leme 1.5.3. Q.E.D.

Korolar 1.5.5. Neka je f: R — R 2m-periodicna funkcija takva da je f|_r r € Li([-7, 7))
i uzmimo t € [—m,w|. Fourierov red od f konvergira u tocki t prema broju A € R ako i samo
ako postoji 0 < a < 7w takav da vrijeds

lim (f(t+x)+f(t—x)—2A)de:0.

N—oo [0,a] T

Dokaz. Promatramo funkciju g(z) := f(x) — A koja je takoder iz L!([—x, 7)) i sjetimo se da,
su Fourierovi koeficijenti linearni. Tvrdnja slijedi primjenom teorema 1.5.4:

(SENB =4 = lim (Ska)(®)=0
— lim 1/ (g(t + )+ g(t — z)) sin((V + 1/2)x
[0,a] z

— Jim 1/ (F(t+ )+ f(t —a) —24) S0 T 1/2)
0 x

lim
N—o0

dr =0

dzr = 0.

Q.E.D.

Zanima nas utjece li na konvergenciju/limes Fourierovog reda u toc¢ki ¢ ako funkciju f
promijenimo “daleko” od t. Slijedeéi rezultat govori da je odgovor negativan, Sto je mnogo
drugacije nego kod redova potencija.

Teorem 1.5.6 (Riemannov princip lokalizacije). Neka su f,g: R — R 2w-periodicne funkcije
takve da su f|[_x 1), gl[—rx € Li([—m,7]). Neka su jost € R ia > 0. Ako vrijedi f = g g.s.
na intervalu (t —a, t+a), tada Fourierovi redovi za f 1 g ili oba konvergiraju ili oba divergiraju
u tocki t. Ako oba konvergiraju, tada oni konvergiraju prema istoj vrijednosti.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti promatramo 0 < ¢ < w. Uzmimo h = f — g pa je po
pretpostavci h = 0 g.s. na (t — a,t + a). Po teoremu 1.5.4 dobijemo da Fourierov red od h u ¢
konvergira u 0. Iz linearnosti Fourierovih koeficijenata proizlazi

(SKA)(E) — (SKe)(t) = (SER)(1) 50

pa slijedi trazena tvrdnja. Q.E.D.
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Teorem 1.5.7 (Dinijev kriterij). Neka je f: R — R 2mw-periodicna funkcija takva da je
fli=rm € Li([—m,7]). Ako jet € R i postoji a > 0 takav da je funkcija

flt+z)+ f{t—x) - 2f(t)

X

T —

u L ([0, a]), tada Fourierov red od f u tocki t konvergira prema f(t).
Dokaz. Primjenom leme 1.5.1 na navedenu funkciju iz L'([0, a]) dobivamo

sin(N +1/2)x

Nhinoo o (ft+z)+ f(t—=z)—2f(t)) " dr =0
pa tvrdnja slijedi primjenom korolara 1.5.5 uz A = f(t). Q.E.D.

Definicija 1.5.8. Reéi éemo da funkcija [ zadovoljava Holderov uvjet reda v > 0 u tockit € R
ako postoje C >0 i a > 0 takvi da za svaki h € R, |h| < a vrijedi:

|f(t+h) = f(t)] < Clnl".
U posebnom slucaju v =1 taj uvjet se zove Lipschitzov uvijet u tocki t € R.

Napomena 1.5.9. Funkcije iz gornje definicije jo§ nazivamo Hdélder-neprekidnim (odnosno
Lipschitz-neprekidnim) funkcijama u tocki ¢t. O¢ito je svaka takva funkcija ujedno i neprekidna
u t (pa je naziv opravdan).

Teorem 1.5.10 (Lipschitzov kriterij). Neka je f: R — R 2w-periodiéna funkcija takva da je
fli—ra] € L ([—m, 7). Ako u tockit € R funkcija f zadovoljava Holderov wujet (nekog reda),
tada Fourierov red funkcije [ konvergira u tocki t prema f(t).

Dokaz. Neka je v > 0 red Hoélderovog uvjeta i neka je 0 < a < 7 kao iz definicije. Tada za
x € [0, a] vrijedi:

[f(t+a) + f{t =) =2fO] < |f(t+2) = FO)] + [[(t = z) = f(B)] < 2C]z["

pa imamo
t t—x)—2f(t @ 202" @ 2Ca"
/ flt+a)+ f(t—2) f()’dacg/ * d:nzZC/ 2 lde = =L < foo,
[0,a] Zz 0 T 0 v
Rezultat slijedi primjenom Dinijevog kriterija. Q.E.D.

Korolar 1.5.11. Ako je f: R — R derivabilna 27-periodicna funkcija, tada njezin Fourierov
red po tockama konvergira prema f.

Dokaz. U zadatku 1.5.1(a) bit ¢ée pokazano da derivabilna funkcija zadovoljava Lipschitzov
uvjet (tj. Holderov uvjet reda v = 1) u svakoj tocki pa tvrdnja slijedi iz Lipschitzovog kriterija.
Q.E.D.

Prethodne rezultate lako prevodimo u odgovarajuce rezultate za Fourierov red obzirom na
sistem B.

Korolar 1.5.12 (Riemannov princip lokalizacije, kompleksni eksponencijalni slu¢aj). Neka su
f.g € LYT) i neka je f = g g.s. u okolini tocke xo € T. Tada Fourierovi redovi od f i g
istovremeno konvergiraju ili divergiraju u tocki xg te u slucaju konvergencije imaju istu sumu.
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Korolar 1.5.13. Ako je f: R — C derivabilna 1-periodicna funkcija, tada za svaki z € R
vrijeds
(Snf)(x) = f(x).

lim
N—oo

*
* *

Zadatak 1.5.1. Neka je I C R otvoreni interval i f: I — R funkcija.

(a) Ako je f derivabilna u tocki t € I, tada f zadovoljava Lipschitzov uvjet (tj. Holderov uvjet
reda v = 1) u tocki ¢.

(b) Ako f zadovoljava Holderov uvjet reda v > 1 u tocki ¢, tada je f derivabilna u tocki ¢ i
vrijedi f/(t) = 0.

(c) Ako f zadovoljava Holderov uvjet reda v > 1 u svakoj tocki od I, tada je f konstanta.
Rjesenje. (a) Znamo da postoji limes

i JE O R~ £
Tt Tz —t h—0 h

Posebno postoje a > 0, R > 0 takvi da za svaki h € R, |h| < a, h # 0 vrijedi

f(Hh,,)L_f(t)) <R

Dakle,
|f(t+h) = f(t)| < R|R]

za sve h € R, |h| < a.

(b) Pretpostavimo da postoje a > 0, C > 0 takvi da za svaki h € R, |h| < a vrijedi

t+h)— f(t
7+ h) — F(1)] < ClhP |f(2f“<aM”a
¢im je h # 0. Po teoremu o sendvi¢u iz
lim [h|"~' =0
h—0
slijedi
lim w -0
h—0 h

tj. f'(t) postojii f'(t) = 0.
(c) Iz (b) dijela slijedi da je f derivabilna na I te da je f/ = 0. Stoga f mora biti konstanta.

Napomena 1.5.14. Iz definicija i prethodnog zadatka slijede sljedeée inkluzije za svojstva
funkcije f u tocki t:
derivabilnost | C ’Lipschitzov uvjet‘ C ’Hélderov uvjet reda 0 < v < 1‘ - ’neprekidnost .

Zadatak 1.5.2. Pokazite da su sve gornje inkluzije stroge.
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Rjesenje. Funkcija f: R — R, f(t) = |¢| nije derivabilna u to¢ki ¢ = 0, ali zadovoljava
Lipschitzov uvjet u toj toc¢ki, naprosto jer za svaki h € R vrijedi

£ (h) = f(0)] = [A].
Za bilo koji fiksirani 0 < v < 1 funkcija f: R — R, f(¢) = |[t|* ne zadovoljava Lipschitzov

uvjet u t = 0 zbog
1o L) = FO)

= lim |b|""! =
h—0 || hf%)' | +oo,

ali svakako zadovoljava Holderov uvjet reda 0 < v < 1 u u tocki ¢t = 0, naprosto jer za svaki
h € R imamo

[f(h) = FQO)] = |h]”.
Funkcija f: (—1,1) — R,

eVl za ¢ £0,
f(t)_{o zat =0

ne zadovoljava Hélderov uvjet nikojeg reda u t = 0 jer za bilo koji ¥ > 0 imamo

lim [#(h) = 1(0)] = lim ¢~V lAl=vInil — [1: = \/—ln|h|} =

—z4vz?
m e = +00
h—0 | h ’ v h—0 ’

li
r—r+00
ali je neprekidna u tocki ¢t = 0 zbog

lim f(t) = lime V-0t = [SL‘: 71n|t|} = lim e ¥ =0= f(0).

t—0 t—0 T——+00

1.6 Dirichletov teorem

Dirichletova ideja je da D% za velike N aproksimira “d-funkciju”, tj.
2 [T sin (N 4+ 1)u
/ f(U)Mdu ~ f(0+),
m™Jo u
pri ¢emu je
= i h
flat) hgélJrf(aJr )
8to je desni limes od f u a. Sli¢no se definira i lijevi limes od f u a.

Napomena 1.6.1. Jednostrane limese ¢emo promatrati i za derivaciju f’. Uo¢imo suptilnu
razliku izmedu:

L desnog limesa, derivacije
! +):= 1 ! +h
f (CL ) W 1161 f (CL ),

e desne derivacije

fg_(a) = lim flath) - f(a)'

h—0+ h

Napomenimo sljedece.

e Kada kazemo da postoji f’(a+), implicitno podrazumijevamo derivabilnost od f na in-
tervalu (a, b) za neki b > a; naprosto kako bi limes imao smisla.
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e Broj f’(a+) moze postojati, a da f(a) uopée nije definirano pa nema smisla ni f/ (a).

e S druge strane, postoje primjeri, poput

flx) = a=0,

0 zax =0,

2 i 1
{x sin > zax #0,

za koje postoji f! (a), ali ne postoji f’(a+).

e Ako postoji f'(a+), tada postoji f(a+) i viijedi f'(a+) = lim Hadh)—at). yidjeti
—0+
zadatak 1.6.1.

Lema 1.6.2. Ako je f: (0,7] — R integrabilna funkcija i ako postoji f'(0+), tada za svaki
0 <a <7 orieds:
1 in (N + 3
im L[ S )

N—oo T [0,a] u

du = % £(04).

Dokaz. Prema napomeni 1.6.1 desna strana ima smisla. Bududéi da je

1 sin (N + %)u B f(0+) sin (N + %)u
/[o,a} f(u) " du = /[O,a} —= du

s s u

+l —f(u) — f(0+) sin (N + l)u du
s [O,a] u 2

i zadatak 1.6.2(a) daje

lim sin(N—i—%)udu_ [t :(N—l—é)u]
- _au= 1
N—00 [0,a] u dt = (N+ g)du
~ lim sint gt — /+°° sint d zad. 1.:6.2(a) E7
N—oo Ji0, (N+1/2)a] T 0 2
vidimo da je dovoljno pokazati da vrijedi
— 1
lim fw) = 104 (N +5)udu=o0. (1.39)
N—o00 [0,a] u 2

Po napomeni 1.6.1 (tj. zadatku 1.6.1) postoji f(0+) i postoji r € (0,a) takav da je
f(u) = f(0+)

u

U —

omedena na (0,r) te je posebno i integrabilna na [0,7]. Osim toga, ta funkcija je integrabilna
i na [r,a], naprosto zbog 1/|u| < 1/r. Zato po lemi 1.5.1 doista slijedi (1.39). Q.E.D.

Teorem 1.6.3 (Dirichletov teorem o toc¢kovnoj konvergenciji). Neka je f: R — R 2w-periodicna
funkcija takva da je f||_ n € L& ([—m, 7]). Ako za svakit € R postoje f'(t—) i f'(t+), tada za
svaki t € R vrijedi

]\}iinm(S}%f)(t) = %(f(t—) + f(t+))-

Napomena 1.6.4. Uvjeti na f iz teorema 1.6.3 nazivaju se Dirichletovi uvjeti.
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Dokaz. Neka je t fiksan i stavimo g(u) := f(t + u). Funkcija g zadovoljava pretpostavke
leme 1.6.2 pa slijedi:

; 1
" sin (N—l— 2)u

1 1 ) 1
S () = Sg(0+) = Jim /M 9(u) du =

u

Sasvim analogno, kori§tenjem leme 1.6.2 za g(u) := f(t — u), dobivamo:

. 1
%f(t—) — dm 2 [ f —u)w du

N—oco T [0,7]
Zbrojimo dva dobivena izraza:

sin (N + %)x

1 1
U0+ £ = im () - a) T
Sada tvrdnja slijedi po teoremu 1.5.4. Q.E.D.

Korolar 1.6.5. Neka je f: R — R neprekidna 2m-periodiéna funkcija. Ako za svaki t € R
postoje f'(t—), f'(t+), tada za svaki t € R vrijedi

Jim (SEN(0) = (2),

—00

Dokaz. Zbog neprekidnosti funkcije je f(t—) = f(t+) = f(t) pa naprosto iskoristimo teorem
1.6.3. Q.E.D.

Isti rezultat za 1-periodi¢ne funkcije glasi:

Korolar 1.6.6. Neka je f : R — C neprekidna 1-periodicna funkcija. Ako za svaki x € R
postoje f'(z—), f'(x+), tada za svaki x € R vrijedi
lim (Syf)(z) = f(=). (1.40)
N—o00
Napomena 1.6.7. Prirodno je zapitati se je li za tockovnu konvergenciju (1.40) u svakoj
to¢ki dovoljno pretpostaviti samo neprekidnost od f. (Naime, sjetimo se da je derivabilnost
dovoljna.) Dirichlet je iznio tu hipotezu, a jo§ 40 godina kasnije tako su mislili i mnogi drugi
ugledni matematicari (Riemann, Weierstrass, Dedekind). Ipak, to nije to¢no!

Teorem 1.6.8. Postoji f € C(T) takva da je niz ((Snf)(0))
Fourierov red od f w tocki 0 ne konvergira prema f(0).

(o] . ‘e
N_o neomeden pa, posljedicno,

Dokaz. Nas dokaz nece biti konstruktivan. Koristit ¢emo princip uniformne ogranicenosti: Ako
je (X, |- |lx) Banachov prostor, (Y, || - ||y) normirani prostor, {T; : i € I'} kolekcija ograni¢enih
linearnih operatora T;: X — Y i ako za svaki x € X vrijedi sup,c; || Tizlly < +oo, tada
imamo sup,¢; || T3] < +oc. Pritom je ||T|| operatorska norma linearnog operatora T': X — Y,

definirana sa ||T'|| :=  sup || Tx]|y.
zeX, ||z||x <1
Poznata je ¢injenica da je normirani prostor C(T) uz normu || - ||c definiranu s || f|co :=

ma%\f(x)\ potpun, tj. Banachov. Dokaz te tvrdnje zapravo mozete na¢i u sklopu dokaza
re

teorema 1.6.9 ispod.
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Promotrimo niz linearnih funkcionala:
Tn: C(T) - C, Tn: f+ (Svf)(0); zasvaki N € Ny.

Svaki od njih je ogranien jer za f € C(T) imamo

771 = (S 1)0)| = (D + H(0)| = | [ Darwyds| = | [ Do )y

<1/ llso /T Dy (9)ldy = | DIl ]| 1] oe-

Usput je [|[Tn]| < ||[Dnl1, a tvrdimo da zapravo vrijedi jednakost. Za N € Ny i € > 0 neka je
N € C(T) definirana na sljedec¢i nacin:

e Kako Dy ima samo kona¢no mnogo nultocaka, odaberimo otvorene intervale I;V’E oko
tih nulto¢aka ¢ija ukupna duljina je najvise m
e Zasvaki v & UjI]N’6 stavimo Yy () = sgn Dy (z).

e Funkciju ¢y profirimo afinim funkcijama (tj. polinomima stupnja najvise 1) na inter-
valima IJN"E tako da bude neprekidna na cijelom T.

Ocigledno je [|¥nclloo < 1. Nadalje,

Tl > [Tiowe| = |(Swen o) 0)] = | /T Div () (v)ds]

‘/IF\ INEDN 'QZJNE dy)_‘/ INE ¢N5 dy‘
Uj U

=|Dn ()l

> / D (w)ldy — 2| Dllao A(U; I¥%) > Dy — ¢
T —_——

<2N+1 < £
N2(2N+1)

pa, kako je € > 0 mogao biti proizvoljan, doista dobivamo ||Tn|| = ||Dn||1-
Kada tvrdnja iz iskaza teorema ne bi vrijedila, tada bi za svaku f € C(T) bilo

sup [Ty f| = sup |(Sn[f)(0)] < 400
NeNy N€eNy

pa bi princip uniformne ogranic¢enosti dao

sup ||[Tn|| < 400, tj.  sup |[|[Dn|1 < 4o0.
NeNg NeNg

S druge strane, u zadatku 1.4.9 je pokazano ||[Dy|i — 400 kada N — oo, $to dovodi do
kontradikcije. Q.E.D.

Napomenimo jos:

e P. du Bois-Reymond je 1876. dao primjer neprekidne funkcije ¢ji Fourierov red divergira
na gustom podskupu domene (T ili [—7,7]).

e A. Kolmogorov je 1922. dao primjer L' funkcije ¢iji Fourierov red divergira u gotovo
svakoj tocki. Kasnije je modificirao tu konstrukciju tako da Fourierov red divergira u
bas svakoj tocki!
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Drugo zanimljivo pitanje je: sto se dogada s konvergencijom ako pojacamo uvjete na f7
Naprimjer, ako pretpostavimo da je f klase C!.

Teorem 1.6.9. Ako je f : R — C 1-periodicna i neprekidna te ako je
> 1f(n)] < 4o,
neL

tada Fourierov red uniformno konvergira prema f.

Dokaz. Oznacimo:

l9lloo := sup |g(=)],
z€(0,1]

tako da zapravo pokazujemo konvergenciju u normi || ||oo. Za M, N € N, M < N promatramo

< Y mi< Y 1w

ISnf—Suflloe = H Z F(n)e2mine

nez o nez neEL
M<n|<N M<|n|<N |n|>M
Zbog
hm Z |f(n (rep reda)
ne”Z
[n|>M
vidimo da je (Snf)R—; Cauchyjev niz u normi | - ||. Sada bi se mogla iskoristiti potpunost
prostora (C(T), || - |loc), ali mi ¢emo radije u sustini ponoviti dokaz te ¢injenice. Posebno iz
(Snh)@) = (Su@) < Y |fn (1.41)
neL
In|>M

slijedi da je za svaki z € [0, 1] niz brojeva ((SNf)(:r))NeN Cauchyjev pa je i konvergentan.
Oznacdimo mu limes sa g(z). Uzimanjem limesa po N u (1.41) dobivamo

lg(x) = (Suf)(@) < D |f(n

nez
[n|>M

a potom uzimanjem supremuma po z slijedi

lg—Sufle< 3 1fn)

neEL
[n|>M

Odavde pak vidimo
lim ||Saf — glleo = 0.
M—o0

Dakle, (S N f) , konvergira uniformno prema g, a kako je rije¢ o nizu neprekidnih funkcija,

tako i g mora b1t1 neprekidna. Nadalje, o¢igledno je f € L2([0,1]) pa iz Riesz-Fischerovog
teorema slijedi da (SNf)ZO:1 konvergira u L2-normi prema f. Odavde slijedi f = ¢ g.s. ali
zbog neprekidnosti imamo bas f = g. Q.E.D.

Korolar 1.6.10. Ako je f : R — C 1-periodicna funkcija klase Ct, tada Fourierov red unifor-
mno konvergira prema f.
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Dokaz. Parcijalnom integracijom smo veé¢ dokazali formulu:

f’(n):2m'nf(n) = f( )= Lf’(n)7 n #0.

2min

Koristeci |ab| < 1]a|? + 1|b|? za a, b € C, dobivamo

S fols Y (g + 5l F0P).

neZ\{0} neZ\{0}

Ocigledno je
1
> 3 <t
n
n€eZ\{0}
a kako je f’ € L?(T), po Plancherelovoj formuli imamo
SO = 11f15 < +oe.
nez

Dakle,

S IF(n)] < +oo

ne’

pa tvrdnja slijedi po teoremu 1.6.9. Q.E.D.

Napomena 1.6.11. Ako je f klase C!, dokazi teorema 1.6.9 i korolara 1.6.10 ¢ak daju i ocjenu
“brzine konvergencije” od Sy f prema f.

ISNf = flloo = H Z f(n)e?mm® Z f(n)eQTrina:

| 5 dov

neZ neZ nez
[n|<N [n|>N
R 1/2 1/2
< - Wl (X o) (ZIF0F)
S fol= X Pl < (X ) (S0
nez nez nezZ nezZ
[n|>N [n|>N [n|>N
V2 > 1 1/2 1
<EW( Y =) =0
2 n=N+1 \n(n — 1), N
1 1
-1 n

pri ¢emu je Cy € [0, +00) neka konstanta koja ovisi o f.

*
* *

Zadatak 1.6.1. Ako je f derivabilna na intervalu (a,b) C R i ako postoji f’(a+), dokazite da
postoji i f(a+) te da vrijedi

o flath) — f(at)
h—0+ h

= f'(a+).

Rjesenje. Uzmimo proizvoljan niz (¢,),en u (a,b) koji konvergira prema a. Prema pretpos-
tavei postoji

li ! h) € R.

g, St h)
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Posebno postoje C' > 01§ > 0 takvi da za svaki h € (0,9) vrijedi |f'(a + h)| < C. Za svake
x,y € (a,a+ 0) vrijedi
f@) = fly) = f(O-y)

za neki & izmedu x i y, Sto implicira

[f(x) = f(y)] < Clz —yl.

Zbog konvergencije niza (t,)nen prema a postoji ng € N takav da za n > ng imamo t, €
(a,a + 0). Za bilo koje m,n € N takve da je m,n > ng sada vrijedi

[f(tm) = f(tn)] < Cltm — tnl.

Kako je (tn)nen Cauchyjev niz, vidimo da je niz (f(t,)) takoder Cauchyjev pa i on konver-

gira prema nekom realnom broju. Dakle, postoji

neN
lim f(t,) € R.
n—oo

Jos§ zelimo pokazati da taj limes ne ovisi o izboru pocetnog niza (t,)nen. Uzmemo drugi niz
(Sn)nen u {a,b) koji konvergira prema a. Primijenimo li netom dokazano na niz

S1, tla 52, t27 53, t37

zakljucit ¢emo da postoji limes niza

f(s1), f(t1), f(s2), f(t2), f(s3), f(t3), ...

pa posebno postoje limesi podnizova neparnih i parnih ¢lanova,

g o) 1t FEn)
te oni moraju biti jednaki. Dakle, po nizovnoj karakterizaciji limesa funkcije postoji f(a+) i
zapravo je odreden bilo kojim takvim nizom.
Za drugu tvrdnju sada moZzemo iskoristiti L’Hospitalovo pravilo:
_ flat+h)— flat) 10 R
1 _ H — h),
T o) — Sl h)

koje precizno formuliramo: ako postoji limes
li ! h
B0+ flath),
tada postoji i

L fat ) fa)
h—0+ h

i oni su jednaki. Pritom nam treba pretpostavljena derivabilnost od f na (a,b) te ¢injenica
hliI(I)l (f(a+h) = f(a+)) =0, ofigledna po definiciji desnog limesa.
—0+

Zadatak 1.6.2. DokaZite formule:

(a)
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Slika 1.17: Graf funkcije %

(b)

/°° | sin z| dr — 400
0

x

Integral pod (a) shva¢amo kao nepravi Riemannov integral, tj.

/000 f(z)dx := lim af(m) dx.

a—0o0 0

Rjesenje. (a) Na dva nacina ra¢unamo
[ swdsdy s f(o.y) = sina,
D

D:{(:p,y)ER’O<x<a,y>0}.

/‘f(x,y)dxdy—// e~ ™| sinx| dy dx
D 0 Jo

= sin x e Wdy )dx = |sinz| dz
Yy
0 0 0 €T
N—

| —
1/z <400

Lako se vidi

pa smijemo primijeniti Tonelli-Fubinijev teorem, tj. ra¢unati

/ f(z,y) dzdy
D

integrirajuéi u bilo kojem poretku. S jedne strane je

/ f(x,y)da:dy:/ sin:c(/ e dy) dx :/ ST .
D 0 0 o T
S

1/x
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S druge strane dva puta koristimo parcijalnu integraciju i dobijemo

/a T gin o — 1 — ysina + cosa
0 1+y? 1492
pa je
* dy * __wysina + cosa
/f(:z:,y)da:dy:/ 12—/ € ayﬁdy‘
D o 1ty 0 +y

jus
2
Izjednacavajudéi ta dva izraza slijedi:

‘/“sinmdx_ﬂ’</°°eay |y sina + cos al ay
oz 217 Jo
—_————

1+ y?
(e 9]
<2/ e Ydy =
0

<2

/Oosinx| LTMK Oo/ ]smm\ OO/ | sin z|
s >

0 Z =1 ” ((k=1)7, k]

X

a—+0o0 0.

ISHE

dx
k—1)m, k] km

1T 2 = 1
:Zlm/o |sm:c|dx:;zg = 400
k=10 k=1
=2
Zadatak 1.6.3. Koristeéi razvoj funkcije f(z) = 2 u Fourierov red na [, ] dajte jo§ jedan
dokaz formule
o0 2
1
SE-T

Rjesenje. Fourierov red od f je glasio

% i kcos kx .

Zeljeli bismo uvrstiti neku konkretnu vrijednost za z pa moramo opravdati konvergenciju po

totkama. Primijetimo da funkcija f (prosirena po 2m-periodi¢nosti sa [—m, 7) na R) zadovoljava
Dirichletove uvjete (pogledajte sliku 1.11):

2x azxr € |—m,m), 2¢ zax € (—m, 7|,
f/(.fC+) — z [ > f/(ﬂf—) — Z < ]
—27 zax =T, 2w zaxr = —m.

Osim toga je f neprekidna. Uvrstimo x = 7 te primijetimo cos kr = (—1)*. Iz konvergencije

Jim (S f)(m) = £(7)

dobivamo
3+ kzl ik Z =i

™
6 .
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Zadatak 1.6.4. Prisjetimo se Fourierovog razvoja (iz zadatka 1.3.6(a)):

4 i sin(21 — 1)z

S~ T 20— 1

na intervalu [—m, 7]. Dokazite formulu

1 1 1
l—g—l—g—?—i----:% (J. Gregory),
tj.
20 —
=1
Rjesenje. Funkcija f = sgn‘ prosurena po 2m-periodi¢nosti zadovoljava Dirichletove
uvjete uz f'(z+) = f'(z—) = () Mozemo uvrstiti 2 = § u Fourierov red, a kako vrijedi

sin(2l — 1)Z = (—=1)"7, sgn(3) = 1, imamo
4 oo

B Z 2z
=1

Zadatak 1.6.5. Funkciju f(z) = x razvijte u trigonometrijski Fourierov red na intervalu [0, 1].
Odredite u kojim to¢kama on konvergira prema polaznoj funkciji i dokazite

(o.9] .
(2k 1
Zsm mz) 7T(§—a:> zaz € (0,1).
k=1

Rjesenje Funkciju f proSirujemo po 1-periodi¢nosti sa [0,1) na cijeli R i potom razvijamo
na [—3 3.3), gdje glasi
x+1 zazel-1/2,0),
flz) =
x za x € [0,1/2).

Period je 7 = 1 i moZemo koristiti formule iz napomene 1.3.11.

9 [7/2 1/2
apg = — flx)dx =2 flx)dx =
T J-1/2 —1/2
2 /2
ap = — f(z) cos2kmz =0 zak>1
—7/2

9 T/2 1/2 0
b = — / f(x) sin2krz de = / rsin2krx dr + / (x + 1) sin 2k dx
0

—1/2
1
—cos 2kmx 12 cos 2kma
r— 2 ———dzx
0 Qkﬂ'

2km
0
—cos 2kmx 0 cos2kmx 1
2 1) ——— —_—dr = ——.
+2(z+1) 2km 12 + /1/2 2km v km
Fourierov red je dakle

1 =1 . o

- — g — sin 2k7zx.

2 — km
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Funkcija f zadovoljava Dirichletove uvjete:

fl(z+)=1zasvexz €[0,1), f'(z—)=1zasvexe]l01).

Osim toga je

flz+) =2 zasvex €[0,1), f(z—)= {IE za z € (0,1),
1 zaz=0.

Po Dirichletovom teoremu Fourierov red od f konvergira prema (f(z—) + f(z+)), &to je

jednako f(z) upravo za x € R\ Z. Nadalje, za = € (0, 1) vrijedi formula

1

O |

=1
—g —sin 2kmx =z,
km
k=1

koja se lako transformira u trazenu.

Zadatak 1.6.6. Ako su f,g € L?(T), dokazite da Fourierov red funkcije f * g konvergira
uniformno prema toj funkciji.

RjeSenje. Fourierovi koeficijenti od f * g su

(fxg)(n)=f(n)g(n) za svakin € Z.

Cauchy-Schwarzova nejednakost i Plancherelov identitet daju:

1 gl = Y 1 maml < (1) (S lamr) " = 171l < +oo.
nez nez nez

neL

Prema teoremu 1.6.9 jo§ treba provjeriti da je funkcija f * g neprekidna na T. Za x,z € T uz
oznaku f.(z) := f(x — z) imamo:

(F*)a=2) = (Fra)@I = | [ (1o ===2) = fla = )atw)as]

< / £z —y) — F(z —9)|l9()Idy
HbldeTr

([0 = s - lay) ([ latPay) "
= ||f: — fll2llgll2 — 0 kada z — 0.

U posljednjem retku smo koristili lim, g || f» — f||2 = 0, $to se dokazuje kao i lema 1.4.3, gdje
je odgovarajuéa tvrdnja pokazana za f € L(T) i po normi || - ||1, umjesto za f € L%(T) i po
normi || - ||2. Ukratko, za f € C(T) tvrdnja slijedi iz uniformne neprekidnosti od f, dok za
opéenitu f € L2(T) koristimo gustoéu od C(T) u prostoru (L2(T), || - ||2)-

Zadatak 1.6.7. (a) Razvijte funkciju f(z) = |cosz| u trigonometrijski Fourierov red na
intervalu [—7, 7].

(b) Provjerite da ta funkcija zadovoljava Dirichletove uvjete pa koristeéi razvoj iz (a) zadatka

izratunajte Y oo, ﬁ'

e 2
(c) Dokazite jednakost » oo, (4k2+1)2 =18
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Rjesenje. (a) Fourierovi koeficijenti su:
4 —4 cos

apg = —, a1:07 an =

. mZ&ﬂ)Q, bn:()zan}l

pa Fourierov red glasi

3w
SEFS

E 5 COS 2kx.
— 4k 1

(b) Funkcija f zadovoljava Dirichletove uvjete jer je

'y _ J—sinz zax € [-7/2,7/2),
Jat) sin z za x € [—m,—m/2) U[r/2,7],
Flam) = —sinz zax € E:T{'/Q,T{'/Q],

sin za x € [—m,—m/2] U (7/2,7].

Osim toga je neprekidna, tj. f(z+) = f(z—) = f(z). Zato mozemo uvrstiti z = 7/2 u

razvoj iz (a) i dobiti
o0

2 4 1 T
“- ) gy = leosgl =0,
k=1
odakle slijedi
o1
4k2 -1 2
k=1

(c¢) Plancherelova formula daje

odakle proizlazi trazena jednakost.

Hr—1z za0<z<1,

Zadatak 1.6.8. Funkcija f je zadana formulom f(z) = { | prosi-

s(r—x) zal<z<m,

rena je po neparnosti na interval [—m, 7], a potom po 2m-periodi¢nosti na cijeli R.
(a) Izracunajte trigonometrijski Fourierov red funkcije f.
(b) Zadovoljava li funkcija f Dirichletove uvjete?

(c) Konvergira li Fourierov red od f uniformno prema samoj funkeiji f7

sinn>2
- .

o
(d) Izracunajte Z(
n=1

oo .
simmn

Rjesenje. (a) Odgovor: f(:z:)wz 3 sinnx.

n=1
Zbog neparnosti je a, = 0 za svaki n, dok koeficijente b, racunamo koristenjem parcijalne

integracije:

2 [T _ r—1 (b I .
b, =— f(x)sinnx dx = xsinnxdr + — [ (7w — x)sinnzdz
T Jo 0 1

™ ™
m—1 —ncosn+sinn 1 (m—1)ncosn+sinn sinn

T n? T n? 2

n
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(b) Funkcija f zadovoljava Dirichletove uvjete jer je

—3 zaz € [-m —1],
flla=) =4 T3+ raze(-11]
—1 zaz€(l,m),

—3 zaz € [-m —1),
flla+) =< =t zaxe[-1,1),
—1 zaz€[l,m).

(¢) Funkcija f je neprekidna, a Fourierovi koeficijenti su joj apsolutno sumabilni:

n2

IS
n=1 n=1

sinn

=1
< — < +o0.

Prema teoremu s predavanja Fourierov red od f uniformno konvergira prema f.

m—1

Odgovor: *5=.

Zbog (b) dijela zadatka na funkciju f mozemo primijeniti Dirichletov teorem. Uvrgtava-

nje x = 1 u Fourierov razvoj daje

L /sinny2 f(1-) + f(1+ m—1
n 2 2
n=1
. . . .- _% VAIES [_71-7_1>U<177T]7 .
Napomenimo kako je razvojem funkcije g(z) = 3 i
= zaze€|[-1,1]

sinn
n

y

uvrstavanjem x = 0 lako izvesti > °°

n=1
titet
o
> (

n=1

sinn

n
kojeg je otkrio R. Baillie.

Zadatak 1.6.9. Pretpostavimo da je 1-periodic¢

2
odakle dobivamo zanimljivi iden-

na funkcija f: R — C uniformno Holder-

neprekidna reda v > 1/2, tj. postoji konstanta C' > 0 takva da je

[f(t+h) = ()] < Clnl”

Dokazite da Fourierov red od f uniformno konvergira prema f.

za svake t,h € T.

(Ovo je poopcenje koro-

lara 1.6.10 koje se ponekad naziva Bernsteinov teorem.)

1

Rjesenje. Fiksirajmo m € Niuzmimo h = 555

su

Fourierovi koeficijenti od ¢t — f(t+h)— f(t)

/ (f(t + h) o f(t))e_%mtdt _ / f(t)e_an(t_h)dt - / f(t)€_2mntdt _ (627rmh - 1)f(n)
T T T

Plancherelov identitet i pretpostavka na f daju

£ 2| 2minh _ 112 _
S 1Fm) ek — 1] /Tlf(t

neEL

Ako je 2™ < |n| < 2™ F! ) tada vrijedi
4
—; < |2mnh| < 7; =
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pa posebno imamo

neL
2mg|n|<2m !

te je potom po Cauchy-Schwarz nejednakosti:

~ m—+1 ]_ C
f)l <272 —=——rs
> L
2m<|n|<2m+l
Sumiranje po m konac¢no daje
o0

Yo IF ) < 1F(0)] + C2/237 2N 7 am ) < oo

nezZ m=0
(jer je 2= (*=1/2) < 1) pa po teoremu 1.6.9 znamo da Fourierov red od f uniformno konvergira
prema f.
1.7 Jos o konvergenciji po tockama
Neka je f: R — C 2m-periodi¢na funkcija. Vidjeli smo:

funkcija f je klase C! = Fourierov red konvergira prema f uniformno. (1.42)

Na temelju razmatranja iz prethodnog odjeljka sasvim analogno se dobije i malo opcenitija
tvrdnja:

je po dijelovima kl ! : : :
] e Do dijelovima iase ¢ — Fourierov red konvergira prema f uniformno. (1.43)
i f je neprekidna
Prirodno se postavlja sljedece pitanje. Ako je f po dijelovima klase C!, ali ima tocke
prekida, sto se dogada s Fourierovim redom oko tih tocaka prekida? Uz nasSe pretpostavke f
zadovoljava i Dirichletove uvjete pa u tocki prekida c vrijedi

(SR F)(e) X225 Z(fe=) + flet),

N =

ali zanima nas mozemo li govoriti o bilo kakvom nadomjestku uniformnosti kod te konvergen-
cije. Odgovor je donekle zacudujud!

Napomena 1.7.1. (a) Intuicija bi nam mogla sugerirati da parcijalne sume Fourierovog reda
sve manje “prebacuju” vrijednosti limesa f(c—) 1 f(c+). Ipak, to je prebacivanje uvijek za
oko 9% skoka funkcije za dovoljno velike N. Pogledajte sliku 1.18.

(b) e Ovaj fenomen je prvi uocio H. Wilbraham 1848.

e Neznajudi za taj rezultat J. W. Gibbs je opisao ovu pojavu u Casopisu Nature 1899.
e Opdi dokaz te pojave je dao M. Bocher 1906.

e [grom slucaja ova pojava ostaje poznata kao Gibbsov fenomen.

Promotrimo najjednostavniji slucaj funkcije kod koje se uocava spomenuti fenomen.
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AR vuuv

Slika 1.18: Prikaz preskoka Fourierovog reda.

Teorem 1.7.2. Neka sua,b € R, a<b i f: R — R 2w-periodicna funkcija takva da je
f‘[—w,w) = alx o) + bl x)-

Tada vrijedi:

(a)
My = max (SRS = (SK)(55) 7 N €N,

ltI<zx

m :—Itr‘r\uilv(sﬁ%f)() (SNf)(_ﬁ) 2a N € N.

(b)
Jim My = f(0+) +e(£(0+) — f(0-)),
Jim my = f(0=) = e(f(0+) = f(0-)),

za neku konstantu ¢ ~ 0.089.

Dokaz. Mnozenjem odgovarajuc¢om konstantom i dodavanjem konstante tvrdnju svodimo na
sluaj a = —1, b =1, odnosno f(0—) = —1, f(0+) = 1; dakle skok je f(0+) — f(0—) = 2. Za
taj slucaj smo veé bili izra¢unali Fourierov red of f (u zadatku 1.3.6(a)), ¢ija parcijalna suma
glasi

N
4 sin(2n — 1)t
(S =
Nf us nZ:l 2n—1
(a) Trazimo maksimum i minimum od S¥ f na [—5%, 7|
d tgﬂz 4 sin 2Nt
S
dt [( A ZCOS m sint

Primijetimo da je ta derivacija nenegativna na cijelom spomenutom intervalu pa je S% f
rastuca funkcija te posljedi¢no poprima maksimum na desnom, a minimum na lijevom
kraju intervala.
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N .
2 sin(2n — 1)5%
py = 2y - gy m
s oyt (2n — 1)W N
Ovo su Riemannove sume funkcije
sint

na intervalu [0, 7] uz dijametar razdiobe §. Kako je ta funkcija R-integrabilna, one ko-

2 [T sint
/ SIE gt~ 1.179.
0 t

™

nvergiraju prema

Dakle,

Q.E.D.

Ranije smo rekli da Fourierov red neprekidne funkcije uopcée ne mora konvergirati po toc-
kama. Ako je f € C(T), §to mozemo reci o takozvanom skupu divergencije:

{peT : lm (Syf)@)# [()}?

Odgovor na ovo pitanje pokazao se vrlo slozenim. Mnogi su matematicari dali primjere ne-
prekidnih funkcija sa “zanimljivim” skupovima divergencije. Tek sredinom 20. stoljec¢a dan je
konacan odgovor na to pitanje.

Teorem 1.7.3 (J.-P. Kahane, Y. Katznelson, 1966.). Za svaki izmjerivi skup E C T takav da
je M(E) =0 postoji f € C(T) takva da je skup divergencije od f upravo jednak E.

Obrnuto, jo§ 1915. godine N. N. Luzin iznio je slutnju da skup divergencije neprekidne
funkcije mora biti mjere 0. StoviSe, on je naslutio da isto vrijedi ¢ak za svaku funkciju iz
L%(T).

Teorem 1.7.4 (L. Carleson, 1966.). Ako je f € L*(T), tada

Snf Eﬁ%f g.s.

Kako je C(T) C L2(T), posebno vidimo da je skup divergencije mjere 0 za svaku neprekidnu
funkciju f.

Teorem 1.7.5 (R. A. Hunt, 1967.). Ako je f € LP(T) za neki p > 1, tada
Snf X722 f o,

Dokazi gornjih teorema uvelike nadilaze ovaj kolegij i bili su ispiracija za Citave teorije
unutar grane matematicke analize.
Prisjetimo se da za 1 < p < 2 vrijedi

LY(T) 2 LP(T) 2 LX(T) 2 C(T)
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i napomenimo jo§ jednom da je A. N. Kolmogorov dao primjer funkcije iz L'(T) &ji Fourierov
red divergira u svakoj tocki. Do danas nije razjasnjeno koji je najveci podskup prostora L(T)
za Cije funkcije Fourierov red konvergira u gotovo svakoj toc¢ki prema f.

Prokomentirajmo prvu (i odavno poznatu) redukciju u dokazu Carlesonovog teorema. Oz-
nac¢imo

(Svf)(z Z f)e?me, (M f)(x) = sup |(Sn f)()]-

NeN

Uvedimo veli¢inu (nije norma; ni ne zadovoljava nejednakost Al):

lgllez,, oy = swp (o A({w € 0,1] 5 |g(@)] > a})'"?).

a€e(0,00)
Napomena 1.7.6. Opéenito vrijedi
lgllz, . o)) < lgllrzo,)-
Dokaz. Zapravo trebamo dokazati da za svaku g € L2([0,1]) i svaki a > 0 vrijedi
A({x €10,1] >a}) <a?|gliem
To je tzv. Cebisevljeva nejednakost. Za njen dokaz oznadimo A, := {z €[0,1] : [g(z)] > a}.

91122 0.1 = / l9(o)|2de = / 9(@)]? de + / 9(@)2de
[0,1] Ap [0,1\ Aq

>a?

>0

> a2/ ldz = o \(Ay) Q.ED.

«

Lema 1.7.7. Ako znamo da postoji konstanta C € (0,+o0) takva da za svaku f € L2([0,1])
1mamo

M flLz

slabi

(0.1 < CllfllLzqo,1)
tada da za svaku f € L2([0,1]) vrijedi

lim (Syf)(z) = f(z) zags. ze€l0,1].
N—o00
Dokaz. Uzmimo proizvoljnu f € L%([0,1]) te neke brojeve §,& > 0. Oznacimo

Es :={z €[0,1] : limsup|(Sy f)(z) — f(z)| = 6}.

N—oo

Zbog gustoce postoji trigonometrijski polinom g takav da je ||f — gll2qoa) < & Ako u
nejednakosti

(SN (@) = f(@)| <|(Sn(f = 9)(@)| + |(Sng)(2) — g(2)| + |(g = F) (@)

pustimo lim supy_, ., i iskoristimo da za dovoljno velike N vrijedi Syg = g, dobit ¢emo

limsup |(Sn f)(z) — f(z)| < limsup [(Sy (f — 9))(@)| + [(g — f)(2)]

N—oo N—oo

te pogotovo

limsup [(Sn f)(z) — f(2)| < (M(f = g))(z) + [(f — 9)(@)]

N—oo
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Sada mozZemo iskoristiti pretpostavljenu ocjenu za funkciju h = f — g:
A({z €[0.1): (M(f - 9))(x) > 6/2})
< 45_2||M(f - Q)Higlabi(ﬂg) < 4025_2||f - 9”%%]}{)-

(Ovo nije éebiéevljeva nejednakost nego pretpostavka leme!) Nadalje, éebiéevljeva nejednakost
daje
A{z € 10,12 [(f = 9)(@)| = 6/2}) <4672(If = gl
Sve u svemu, dobili smo:
AEs) S 4UC°+ )57 f = gllfam),
tj.
M Fs) < 4(C* +1)6 2%

Sjetimo se da je € > 0 bio proizvoljan pa puStanjem lim._,o dobivamo A(Es) = 0 za svaki
0 > 0. Zbog o-subaditivnosti je ¢ak

/\<6L>JOE5) — A(ngNEl/m> —0,

a s druge strane za svaki x € [0,1] \ Ussq Es vrijedi

limsup [(Sy f)(z) — f(z)| =0,

N—o00
tj. imy 00 (SN f)(2) = f(2). Q.E.D.

Moze se pokazati da vrijedi i obrat leme 1.7.7: tvrdnja o g.s. konvergenciji implicira danu
“slabu” ocjenu za maksimalne parcijalne sume. Sve to su ljudi znali prije nego je Carleson
1966. konac¢no dokazao spomenutu slabu maksimalnu ocjenu.

Iz Huntovih rezultata slijedi da zapravo vrijedi i “jaka” maksimalna ocjena:

IM flir2o,)) < Cllf 2o
ali ona nije potrebna za dokaz Carlesonovog teorema.

*
* *

Napomena 1.7.8. (a) Ako je (fn)nen niz neprekidnih funkcija na segmentu [a,b] C R koji
konvergira uniformno na [a,b], tada je z — lim f,(x) takoder neprekidna funkcija na
n—oo

[a, b] i vrijedi
lim f,(z))dx = lim fn(zx)dx.
/[(Z,b] (n—><x> ( )) n—oo [a,b] ( )
(Ovo je poseban slu¢aj LTDK, koji se moze dokazati i bez teorije mjere.)

(b) Ako je I C R ograniceni interval i ako je (f,)nen niz derivabilnih funkcija na I takav da:

e niz derivacija (f] )nen konvergira uniformno prema nekoj funkciji g,

e niz brojeva (f,(zo))nen konvergira za barem jednu toc¢ku zg € I,

7



tada niz (f,,)nen konvergira uniformno na I prema nekoj funkciji f takvoj da vrijedi f' = g.
Slikovito mozemo pisati:

i( lim fn(:r)) = lim ifn(ac)

dx * n—oo n—oo dx

Specijalno, ako su fy = ZTJLI hy parcijalne sume nekog reda funkcija Y o7 | hy,, tada uz
gornje pretpostavke imamo:

d & < d
dr nz:l hn(x) = ; %hn(-x) (deriviramo “Clan-po-¢lan”),

tj. za primjenu gornje formule treba provjeriti uniformnu konvergenciju na I reda derivacija
i barem u jednoj tocki zg € I konvergenciju reda funkcija.

(¢) Weierstrassov kriterij:
Ako postoji niz brojeva (M, )nen takav da je

M, >0, ZMn < 400
neN

i (fn)nen je niz funkcija na intervalu I C R takav da je | f,| < M, za svaki n € N, tada red

> fa

neN

uniformno konvergira na I.

4

Zadatak 1.7.1. Neka su (ap)nen realni brojevi takvi da je |ay,| < n™* za svaki n € N,

Dokazite da je tada formulom

f(z) = i Qy, COSNT
n=1

definirana 2m-periodi¢na funkcija f klase C? i izracunajte Fourierove koeficijente funkcija f,
f/ fl/.
RjeSenje. Red derivacija je

Z(—ann) sin nz,

n

dok je red drugih derivacija

Z(—annz) COS NT.

n

Sva tri reda konvergiraju uniformno na R po Weierstrassovom kriteriju zbog

o0

> 1
|y, cosnz| < |am, Z || < Z 1 < 100,
n=1 n=1 "

oo o 1
|(—ann) sinnz| < |ay|n, Z lan|n < Z 3 < +o00,
n=1 n=1
[e.e] oo 1
|(—ann?) cosnz| < |ay|n?, o |n? < Z 3 < +00.
1

n= n=1
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Prema (b) dijelu prethodne napomene je f € C2, jer su sume svih triju redova neprekidne
funkcije i imamo:

b o0
fl(x) = dz E Qy, COSNT ® E —apn) sinnz,

n=1 =

ann cosnx.

//
ra g Qp, COS n:v =

HM8

Fourierovi koeficijenti funkcija f, f/, f” se mogu oditati iz gornjih razvoja, tj. (sasvim rigorozno)
zbog uniforme konvergencije oni se mogu dobiti mnozenjem s cosmax, sinma i integriranjem
po [—m, 7] ¢lan-po-¢lan, koristenjem (a) dijela prethodne napomene. Oni glase:

koeficijenti od f: an(f) =a, zan >1, ostali su0,
koeficijenti od f':  b,(f') = —na, zan > 1, ostali su0,
koeficijenti od f”:  an(f") = —n’a, zan > 1, ostali su 0.
Zadatak 1.7.2. (a) Dokazite da za svaki x € R konvergira red
o 2ming
i da njegova suma definira funkciju klase C! na cijelom R.
(b) Dokazite da funkcija iz (a) dijela zadatka nije klase C? na R.
Rjesenje. (a) Uoc¢imo da i polazni red i red derivacija
2. 2mieTine
konvergiraju uniformno po Weierstrassovom kriteriju jer je

2minx

2m
n(lnn)?

2mie
n(lnn)?

627rimv 1 ’

< ;
’(nlnn)2’ n?(lnn)?

i jer jednostavna primjena integralnog kriterija konvergencije reda daje

[e.9]

1 1
— < - )
nz_; n?(lnn)? Z n(lnn)? < Heo

n=2
Sada znamo da su formulama

> e27rmx - 2minT

= 2mie
f(z) :ZW, g9(z) ::ZTL(T”)Q
n=2 n=2

definirane neprekidne funkcije takve da je f’ = g, odakle zakljuéujemo da je f klase C!.

(b) Pretpostavimo da f ipak jest klase C3. Tada je tre¢a derivacija f () neprekidna (i posebno
integrabilna) te trostruka primjena parcijalne integracije daje

—

f®(n) = 2rin)®f(n) zan e Z.
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Kako je red iz (a) dijela zadatka zapravo Fourierov red funkcije f (8to opet slijedi iz
uniformne konvergencije), mozemo eksplicitno o¢itati njezine Fourierove koeficijente:

Za n > 2 slijedi

pa je

—_— t
' B (n)| = (2m)3 i = (2n)° li
Jm [fO )] = 2m)° lim sy = @m)° lm s

L’H ;Eavilo

$to je u kontradikciji s Riemann-Lebesgueovom lemom primijenjenom na funkeiju f©).

1

Zadatak 1.7.3. Funkcija f: T — C zadana je formulom f(z) = Stz 1
e2miz _

(a) Izratunajte njezine Fourierove koeficijente f(n) za n € Z.
1
(b) Izracunajte / |f(2)|*d.
0
2" zan < -1,

0 zan=0.

Bilo bi komplicirano direktno ra¢unati Fourierove koeficijente. Zato najprije zapisimo

Rjesenje. (a) Odgovor: f(n):{

—2mix
1 e - —2mix 1

9e2miz _ | 9 _ g-2miz 9 1— Je2mie’

Sada koristimo poznatu formulu za sumu geometrijskog reda,

- 1
sz: za |z] < 1,

s 1—2z
koja nam daje
1 _ 1 —2mix = 1 —2mimx

e ek LD DL T

m=0 )

00 _

= Z 2*m716727ﬂ'(m4r1)1? = [TL = —m — 1] — Z 2n€27rin:1:.
m=0 n=—o00

Odavde se “oCitaju” Fourierovi koeficijenti. Naime, zbog 2_1 2" =1 < 400, We-

n=—00
ierstrassovog kriterija i uniformne konvergencije gornji red pomnozen s e~2™* smijemo

integrirati ¢lan-po-¢lan i dobiti f(m).
(b) Odgovor: 1/3.
Iz Plancherelovog identiteta dobivamo

-1

1 ) 00 1
[ @k = 18 = 1P = 30 =Y amt o i

1
neZ n—=—o00 m=0 4
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Zadatak 1.7.4. Ako je Y c,e?™® kompleksni Fourierov red neke 1-periodi¢ne funkcije
neZ
f: R — C koja je klase C?, napisite Fourierov red funkcije

g:R—=C, g(z):=erf"(x).
Obrazlozite svoj odgovor ili ga potkrijepite rac¢unom.

Rjesenje. Kako je funkcija g neprekidna, ona je posebno i integrabilna pa ima smisla pro-
matrati njezin Fourierov red. Fourierove koeficijente od g ra¢unamo dvostrukom primjenom
formule za parcijalnu integraciju

/ f// 727rzn 1xd$—/ f 72mn 1)z (_2771-(”_1))2dx
= —4n2(n—1)2f(n—1) = —4n2(n — 1)%¢,_1

pa Fourierov red od g glasi
—47? Z(n —1)%¢,_ €™,
nez

Zadatak 1.7.5. Neka je f: [a, 8] — R klase C'. Dokazite da za sve a,b takve da je o < a <
b < B vrijedi

lim ‘/bf(:c)sinna:d:v} =0

n—+oo

uniformno po a i b.
Rjesenje.

0 — COosnx

b b
I, ::/ f(z)sinnx dx "z f(zx) —/ f’(x)ﬂdm’

n

1 1
= |l < Sl flloo - 24 (1 flloc - (8 = @)
n

Kako smo ocijenili |I,,| sa %, pri ¢emu konstanta C' ne ovisi o @ i b, doista imamo uniformnu
konvergenciju u 0.

Zadatak 1.7.6. Prisjetimo se identiteta (iz zadatka 1.6.5):

ismkkm::ﬂ(;_x) zaz € (0,1).
k=1

Dokazite da konvergencija gornjeg reda nije uniformna na (0, 1), ali jest uniformna na svakom
segmentu sadrzanom u (0, 1).

RjeSenje. Trivijalno imamo konvergenciju reda na lijevoj strani za = 0: > ;2,0 = 0. Kada
bi taj red konvergirao uniformno na (0, 1), tada bi on konvergirao uniformno i na [0,1), a
kako su mu ¢lanovi 1-periodi¢ne funkcije, konvergirao bi na cijelom R. Zbog neprekidnosti od
T W bi mu suma takoder bila neprekidna funkcija. S druge strane, 77(% —x) se ne moze
prosiriti sa (0, 1) do neprekidne 1-periodi¢ne funkcije na R. Zato red ne konvergira uniformno.

Uzmemo li sada segement [c,d] C (0,1) takav da je ¢ < 3 < d, moZemo na sljede¢i nacin
ocijeniti parcijalnu sumu.

N T
Z w = 27TZ/ cos 2kmt dt = 27 Re(z:/l/2 e2kmit dt)

k=1 k=1
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o (X ey a [ ()

\ﬂ,_/
Dy (t)

T sin(2N + 1)wt 1 ™ sin(2N + 1 1
:W/ Mdt—w(x—):/ sin( : + )udu—Hr(f—x)
1/2 sin 7t 2 /2 sinu 2

u=mt

Iskoristimo prethodni zadatak za funkciju f(u) = Zi— na intervalu [a, 8] = [re, wd] C (0, 7):

sinu

‘f:sm?lmr_ 7_$ _’/ sin(2N + 1)u d’N—moO

k=1
uniformno po z € [¢, d], obzirom da je [7/2, wz| ili [7z, 7/2] C [re, wd].

Zadatak 1.7.7. Dokazite

i cos2kmr 2 (:1:2 vt 1)
— = — b
P k 6

za svaki x € (0,1). Smijemo li uvrstiti x = 07

RjeSenje. Red iz prethodnog zadatka je uniformno konvergentan na [1/2,z] ili [z,1/2] za
fiksirani = € (0,1). Zato ga smijemo integrirati ¢lan po ¢lan:

z 1 r sin 2k7rt sin 2k7rt
/1/27r<2—t>dt://2<z d—Z/

z i — cos 2kt |
12 f 2k

2 2 P 1/2
. <1 1 2) m 1 cos2kmr 1 o= (—1)F1
Tl —=-2°) — == —— - —
2 2 8 21 & k2 2T o k2
= —
A
1 1 2 1 72 72
Z 2 Z 2 6 4 6 12
neN ne2N

™
— —_1r — — —_ — - = -
7T<2I 2“3) st~ Tox 2
k=1
Oocos?kﬂmc_ T T o ™\ of 2
= Y g = (gt o) = (e et g)
k=1

Primijetimo da zbog

cos 2kmx
‘ 2 ’ Zﬁ<+°o

red na lijevoj strani konvergira uniformno na cijelom R. Suma mu je neprekidna funkcija na
R, koja se na (0, 1) podudara s 72 (332 —x+ %) Zato u sumi mozemo pustiti x — 0 i dobiti

>, cos 2k70 . 9/ 9 1
ST _ i (2ot )
1 k2 r—04+ 6
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i : 772

k2 6’
k=1

$to smo ionako ve¢ bili izra¢unali.

Zadatak 1.7.8. Pronadite 1-periodi¢nu funkciju f: R — C klase C! &iji Fourierovi koeficijenti
zadovoljavaju:

f(n)=0 zan<-—1,

j(0) =5

#1) =2,

6f(n)—5f(n—1)+f(n—2)=0 zan>2.

Rjesenje. Iz uvjeta na glatko¢u funkcije f znamo da njen Fourierov red konvergira (Cak
uniformno) prema njoj samoj. Dakle,

oo o -
= Z f(n)e%'inl“ =54 Z f(n)e%rin:ﬂ =54+ 9p2miT + Z fA(n)€27rin:p.
n=0 n=1

n=2

MnoZenjem posljednje jednakosti u zadatku s €2™"® i sumiranjem po n > 2 dobivamo

6(f(z) — 5 —2e™) — 5™ (f(x) — 5) + ™™ f(x) = 0.
1z ove jednadzbe lako izrazimo f(z):

—13e?™ 1 30
flz) = Aniz _ fe2miz 1 G’

Ocigledno je ova funkcija klase C!.
Alternativni pristup je najprije rijesiti rekurziju za niz (f(n))22,. Rjesenje koje se dobije
(a moguce ga je i pogoditi te dokazati indukcijom) je
p 1

1

Zato sumiranje dvaju geometrijskih redova daje:

oo 1 1 ) e2miT e2mix
_ TINT
=3 (4 ) =23 (50) 42 ()
=
2 3 =13 430
= 1_ 6272ria: 1— 62;1' T edmiz _ ge2mix 16

Iz uniformne konvergencije gornjeg reda slijedi da funkcija f doista ima navedene Fourierove
koeficijente.

1.8 Tehnike usrednjenja
Promotrimored 1—1+4+1—-141—1+..., koji divergira. Njegove parcijalne sume su:
s1=1,8=0,s3=1, 8 =0, ..., t].

Sop—1 =1, 89 =0, zakeéeN.
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Niz parcijalnih suma ne konvergira, ali moZemo ocekivati da ¢e se “bolje ponaSati” prosjeci

parcijalnih suma
s1+s2+ -+ 5sn

Op =
n
Naime, lako se vidi
k 1
1= = -  keN
02k—1 Qk—l, 02k 25 za €
pa vrijedi
n—00 1
Op — 5

Ideju usrednjivanja parcijalnih suma razvio je oko 1890. godine E. Cesaro. Na Fourierove
redove je tu ideju primjenio L. Fejér pocetkom 20. stoljeca.

Definicija 1.8.1. Neka je Y a, red realnih ili kompleksnih brojeva i oznacimo sa s, njegovu
n-tu parcijalnu sumu. KaZemo da je

1 n
Op = — g Sk
n
k=1

n-ta Cesarova suma reda »  a,. Reéi éemo da red ) ay, konvergira u smislu Cesara ako postoji
broj o takav da je
lim o, = o.
n

U tom slucaju pisemo:

Lema 1.8.2. Ako red kompleksnih brojeva konvergira u uobicajenom smislu, tada on konvergira
1w smislu Cesara i to prema istoj vrigednosti. Dakle, ako je

e}

a = E Ay,

n=1
tada je
a=(C) Z -
n=1

Dokaz. Zadajmo € > 0. Zbog lim s, = a postoji ng € N takav da
n—o0

n=>ng = |s, —al<§.

Neka je M := max |sg|ineka je n; € N dovoljno velik da vrijedi
<k<no

Tada za n € N, n > max{ng,n;} dobivamo

1
on—al=| L3 (e —a)+ - Y (sx )
k=1 k=no+1
1 1 ¢
<D sl la)+— Y7 |se—al
k=1 k=ng+1

M — 2

<M tla)  (n—no)(e/2) e e Q.E.D.
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Bududi da je
(o0} - 1
©3 (-1 =5,
n=1

a klasi¢no taj red ne konvergira, vidimo da Cesarova konvergencija strogo poopcuje klasi¢nu
konvergenciju. Nadalje, Cesarove sume postuju linearnost:

O)Y an=4, (€)Y bp=B, a,8eC = (C)) (aa,+ Bby) = A+ BB. (1.44)
n=1 n=1

n=1

Prijedimo sada na parcijalne sume Fourierovog reda. Sjetimo se formule za Dirichletovu
jezgru,

R N N sin (N + l)x
Dy(x)=1+2 E cosnr = E emx:.—ﬁ za z € [—m,m) \ {0},
sin £
n=1 n=—N 2

te da je
(S% 1)) = 21/ (F(t+2)+ f(t — 2)) D% (x) da.
T [0

]

Uzmemo li Cesarovo usrednjenje niza (S}% f)oo dobivamo

N=0’
oS = g (6 SEE 4 S, (1.45)
§to daje
@O =5 [ (4 o)+ - 0)FiGe) da, (1.46)
™ Jiom
pri ¢emu je
1 & .
FR(x) = N1 %Dn (z). (1.47)

Posljednja funkcija F}% naziva se Fejérova jezgra (za sistem Trig). Uotimo Fr =
Propozicija 1.8.3. Fejérova jezgra ima sljedeca svojstva:

(a) Fejérova jezgra FJH\{“} je 2mw-periodicna i zadovoljava:

N+1 za x =0,
F]ﬂ\{;(x): 1 sin Yrla\ 2
v (Ber) sel-mm )\ {0k

(b) Za svaki N wvrijedi Fx > 0.
(¢) Za svakir € (0,7) vrijedi Fy(z) Ao uniformno po x za koje vrijedi v < |x| < 7, .
uniformno na [—m,—r] U [r, 7).

(d) Vrijedi:
/ FX(x)dx = 2.
[777777]
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(N+1);2N+2) Nl

Dokaz. (a) Ratunamo:
al 1

1
DR0)=2n+1 FRO)= —— 2
(0)=2n+1 = Fy(0) NH;}(?H) N1

Ostatak formule slijedi iz
N .
1 sin (n + )
FR(p) = _ hd
S nzzo sin 2 N +1 sm2 @ sin g

S (1)

z
2

! i( cosnw—lcos(n—i—l))

2 n=0
1 1 1—cos(N+ 1)z 1 1 s (N+1)z
sin
N+lsm% 2 N—l—lsin2% 2
(b) Otigledno iz (a) dijela.
(c¢) Za r < |z| < m zahvaljujuéi formuli iz (a) dijela imamo
FR( ) = 1 (Sin(N;l)z 2< 1 ( 1 )2
N =N sin § S N+1\sing/ "’
sto konvergira u 0 kada N — oo.
(d) Imamo:
. N
FX(z)de = / —_— (1 + » 2cos km) 2m = 2m.
[ Rwes] SRy - ¥
Q.E.D.

Teorem 1.8.4 (Fejérov teorem o totkovnoj konvergenciji). Neka je f: R — R 2w-periodicna
funkcija takva da je f|_ - € Lg(] ). Za svaku tocku t € R za koju postoje f(t—) i f(t+)
Fourierov red konvergira u smisluy Cesara prema %(f(t—) + f(t+)), t7.
1
=S (f(t=) + f(t+)).

Jim (o3 £)(®)

Dokaz. Neka je t € R kao u iskazu. Po (1.46) imamo
1 R
F(t - ) F¥(2) da

1
f(t+ FR dr + —
( r)Fy(x)dr 9 0]
—) i %f(t‘*'% tj.,

O'R =
(onf) () 27 o

pa je dovoljno pokazati da odgovarajuci pribrojnici konvergiraju prema 5 f
(1.48)

radi propozicije 1.8.3(d),
/[0 () = S ) do =0

lim —
N—o0 4T
(1 analognu tvrdnju za lijevi limes). Neka je ¢ > 0. Postoji r = r(t,¢) > 0 takav da
O<z<r = |f(t+x)— f(t+)] < 5§
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i xXr) — R.CL'$
o UG RNCLICE

prop. 1.8.3(d)
<€/ FX(z)dx < £ oop=%,
47 [0,7] 4 2

Po proporziciji 1.8.3(c) postoji No = No(t,e,r) € N takav da

wE
N >Ny, r<|z|< = |[Fy(2)| < :
o rslelsT NN S T S a1

Za N > Ny imamo

‘;ﬂ/[m] (F(t+2) — f(t+)) FE(x) dx‘

1 e / €
< o= |f(t+ @)+ |f(t+)]) do < =.
2m Hf”l,[—ﬂ',ﬂ'] + W‘f(t+)‘ +1 [r,m] ( ) 2
Dakle, izraz pod limesom na lijevoj strani od (1.48) je za N > Ny po apsolutnoj vrijednosti
manji od €. Q.E.D.

Napomena 1.8.5. Usporedimo li ovaj teorem s Dirichletovim teoremom, vidimo da su sve
pretpostavke za jedan red diferencijabilnosti slabije.

Korolar 1.8.6 (Fejérov teorem o uniformnoj konvergenciji). Ako je f : R — R neprekidna

2m-periodicna funkcija, tada niz (O‘%f) uniformno konvergira prema f.

NeN

Dokaz. Iskoristimo dokaz teorema 1.8.4. Ako je funkcija f neprekidna, tada je ona uniformno
neprekidna na segmentu [—m, 7] pa u prvom dijelu dokaza moZzemo naci r koji ovisi samo o &
(ali ne i o t) takav da vrijedi

O<z<r = |f(t+z)— f(t)] < 5.

U drugom dijelu dokaza koristimo omedenost od f pa nalazimo Ny koji ovisi samo o € i r (ali
ne i o t) takav da vrijedi

e
1l =) + 7l lloo + 17

N>Ny, r<lz|<n = |FR(@)| <

Limes (1.48) iz dokaza teorema 1.8.4 je sada uniforman po ¢. Na kraju iskoristimo

1
S (FE=) + [(t4) = F(O). QED.
Posljedica leme 1.8.2 i teorema 1.8.4 je sljedeéi korolar.

Korolar 1.8.7. Neka je f: R — R 2m-periodicna funkcija takva da je f|_r ) € L ([—7, 7).
Neka je t € R takav da postoje f(t—) i f(t+). Ako Fourierov red konvergira u tocki t, tada

njeqova suma mora biti
1

5 (F(t=) + f(t+)).

Dokaz. Ako Fourierov red konvergira klasi¢no, tada on konvergira i u smislu Cesara prema
istoj vrijednosti pa Fejérov teorem o tockovnoj konvergenciji daje tvrdnju. Q.E.D.

Ideja usrednjivanja se moZe vezati i uz druge jezgre, tj. nafine sumiranja. Naprimjer,
moZemo promatrati tzv. Abelovu konvergenciju. Za r € [0,1) definiramo

o0
(P )(t) := ?0 Z an cosnt + by, sinnt) r"
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pri ¢emu su a.,, b, Fourierovi koeficijenti funkcije f. Naime, faktor r" doprinosti eksponencijal-

nim padom pa je ve¢ sama ogranienost Fourierovih koeficijenata ay, b, dovoljna kako bi gornji

red apsolutno (i uniformno) konvergirao. MoZemo promatrati limes lir{1 (P, f)(t) i nadati se
r—1—

da on postoji ¢ak i kada sam Fourierov red ne konvergira.

Sasvim opcenito, piSemo
o
(A) Z an = a
n=0
ukoliko vrijedi

i tada kazemo da red konvergira u smislu Abela. Najprije pokazimo da Abelova konvergencija
poopéuje Cesarovu.

Lema 1.8.8. Ako red kompleksnih brojeva konvergira u smislu Cesara, tada on konvergira i u
smislu Abela i to prema istoj vrijednosti. Dakle, ako je

a=(C) Z s
n=0
tada je

a=(A) Z n.
n=0

Nakon zadatka 1.8.1 vidjet ¢e se da je to poopéenje strogo, tj. da postoji red koji konvergira
u smislu Abela, ali ne konvergira u smislu Cesara.

Dokaz. Oznafimo parcijalne sume
n
Sp 1= g a,
k=0

te stavimo

tn ::kz_osk, Op = n—i—ltn: n+1kz_()sk.

Prije svega primijetimo da za svaki r € [0,1) red > "7 ; a,r" apsolutno konvergira. Naime, iz
nase pretpostavke da je niz ()52, konvergentan slijedi da je taj niz i ogranicen pa je

M := sup |o,| < +o0.
n€Ng

Nadalje, iz
ap = Sp — Sp—1 =tn — 2tp—1 +tp—o=(n+1)o, —2nop—1+ (n — 1)op_2

proizlazi
lanr™| < M((n + 1) 4+ 20" 4 (n — 1)7’”_2>,
odakle odmah slijedi konvergencija od Y >, |a,r™|. Dakle, posebno je uopce dobro definirana
suma y o> a,r" za svaki r € [0,1).
Zadajmo € > 0. Zbog lim o, = a postoji ng € N takav da
n— o0

n>nyg = |o, —al <§.
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Neka je 6 > 0 dovoljno mali da vrijedi
1-5<r<1 = nj(M+a))(1-7)*<5.

Za bilo koji 0 < r < 1 mnozenje apsolutno konvergentnih redova daje
Yol g anr” 2
Do (5 0)(350)
o0
= () () = S ter” = S
n=0 n=0

n=0
a imamo 1
a o0
a=r? = Z(n + 1)ar
n=0

Iz te dvije jednakosti oduzimanjem i mnozenjem s (1 —r)? dobivamo

Zanr —a=(1- r)ZZ(n+ 1)(opn —a)r™.

n=0

Sada za r takav da je 1 —§ < r < 1 ocjenjujemo

no—1 0o
‘ Zanr - a‘ < (1—r)? Oz: (n+1)(lon] + |a))r™ + (1 —7)? Z (n+1)|oy — a|r™
n=0 n=ng
€ > € €
<n3(M + |a))(1 —7)* + 3 (1- 7«)2n;0(n + 1)r" < 3 + 5= ¢ Q.E.D.
<1

Iz i teorema 1.8.4 i leme 1.8.8 odmah proizlazi sljedeé¢a posljedica.

Korolar 1.8.9. Neka je f: R — R 2w-periodicna funkcija takva da je fl_r r € L ([~ 7).
Za svaku tocku t € R za koju postoje f(t—) i f(t+) Fourierov red konvergira u smislu Abela
prema 5 (f(t—) + f(t+)), t.

lim (P, f)(t) = ;(f(t_)+f(t+))'

r—1—

Nadalje, moze se pokazati da za r € [0, 1) vrijedi

1+§: " L 1o (1.49)
— r'*cosna = — ) )
2 21 —2rcosa + 1?2

Naime, naprosto se uzme realni dio geometrijskog reda

1
i\ T
§ :Tn o __ ;0: (Teza) _ : Teia .

1z (1.49) uz o = t — x slijedi

1 1—r?
(P 1)) = 2 /[—mr} 1) 1—2rcos(t —x) + r? de. (1.50)
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U (1.50) je opet “skrivena” jedna jezgra:

1—r?
1 —2rcos(t — ) +r?’

(t,z) —

koja se naziva Poissonova jezgra. Funkcija (t,7) — (P, f)(t) se pak zove Poissonov integral od
f, 8to obrazlaze slovo P u notaciji.

*
% *

Zadatak 1.8.1. Izracunajte sume sljedeceg reda u smislu Cesara i Abela:

[e.9] o0

(a) (€)Y (~1)"(n+1), (b) (A)) (=1)"(n+1).

n=0 n=0

Rjesenje. (a) Zbrajanjem po dva ¢lana (¢iji zbroj je —1) dobivamo

- ol (1) = —nfl za n neparan
Sn = Z(il)k(k‘ + 1) = n2 > n+2 ’
P 5-(=1)+(n+1)="3% zan paran,
te na isti nadin (uz broj uzastopnih parova jednak 2’2—” — % = 0) proizlazi
Sog+ S+ -+ sy 0 za N neparan,
g == =
N N+1 % za N paran,

odakle slijedi
K—o0
ooak—1 — 0,

Kooo 1
Oof —— 3
Dakle, red ne konvergira u smislu Cesara.
(b) Vrijedi:
= 1 1
D" (n+1)r" = = , T €10,1),
2 U= G = e T

jer je
1" = — n _
P DI

(ili postupamo kao u dokazu leme 1.8.8). Zato imamo:

> N , 1 1
(A) nz:%(—l) (n+1) = lim (s
Zadatak 1.8.2. Oznadimo w = e2™/3 = —% + z@

[e.e]
(a) Izracunajte sumu reda u smislu Cesara: (C) Zw”_l.
n=1

(b) Izracunajte sumu reda u smislu Abela: (A) Z w".
n=0
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Rjesenje. (a) Parcijalne sume reda su

N N—-1 1— LL)N
S ey nil ey n = .
N=D W=D Wt
n=1 n=0
Odavde slijedi:
1—w 1—w! 1—w?
3k = T »PBkHL T T voOBk2 T T - tw

za k € Ny. Sada se (uz ponovno diskutiranje ostatka pri dijeljenju s 3) lako dobije

. Si+Se4+Sy 24w 1 V3
hm — :7+7f .

(b) Za svaki r € [0,1) sumiramo konvergentni geometrijski red:

Zw Zwr)"zl_wr,

a pustanjem r — 1~ dobivamo rezultat

—
(@)}
S

li = = - 45—
r—lglfl—wr 1—w 2+Z

Naravno, radi leme 1.8.8 znamo da smo morali dobiti isti rezultat.

Zadatak 1.8.3. IzraCunajte sume redova u smislu Abela:
A 2" b) (A :
DS ®) WY
Rjesenje. (a) Odgovor: +oo.

Za svaki r € [0,1) najprije racunamo Y > 2"r"™ = 3" (2r)", ali taj geometrijski red
divergira u +oo ¢im je 2r > 1, tj. r > 1/2. Zato moZemo pisati

Z 2" = lim (+o00) = +o0.

r—1-

Napomenimo kako bismo naivnom primjenom formule za sumu geometrijskog reda,

S0 o 2" = 1=, dobili besmislicu:
G 1
A 2" = 1i (2r)" = 1 =—1
)7;) rol- Z = tim =L

ali tu formulu nismo smjeli ni primijeniti jer ona vrijedi samo za z € C, |z| < 1.

(b) Odgovor: In2.
Integriranjem “Clan-po-¢lan” reda potencija > 7 2" = l—iz dobiva se formula

E : =—In(l-2)
n+1
n=0



za z € C, |7 < 1, pri ¢emu Ln ozna¢ava glavnu granu kompleksnog logaritma. Mi

1 oy
trebamo Y > nlf

za r € [0,1) pa ra¢unamo

> n+1 (1—|—7’)
nz:() :_72 n—i—l B ro

n=0
odakle je
= (—1)" . In(1+7)
A = lim ———= =1n2.
( )7;) n+1 r—lglf r .

Napomenimo kako je obi¢na suma reda takoder jednaka In2 pa nas ovaj rezultat ne
iznenaduje.

Zadatak 1.8.4. Ako je Dy Dirichletova jezgra, tada je Fejérovu jezgru za sistem B prikladno
definirati formulom

(Primijetite da smo ovdje pomaknuli granicu sumacije s N na N —1, iz isto estetskih razloga.)
Dokazite da za x € R vrijedi

N
FN(.T) — Z (1 - |]7\7’7|)627rinz?
n=—N
dok za svaki x € R\ Z imamo
1 /sin Nmwa\?2
Fy(e) = L (N
N (@) N\ sinmx

Rjesenje. Prva formula slijedi iz

n

1 Z Z 62771kr - Z 62m'kz
- N N

n=0 k=—n k,n
|k|<n<N-1
N-1 N-1
Z ( Z ) 2miks _ 3 N — |k| arika
N
N+ n—lk| k=—N+1

Gornjoj sumi jos mozemo prikljuciti pribrojnike za k = + NN, jer su oni ionako jednaki 0.
Za drugu formulu rac¢unamo

N— N-1
1 n(2n +1 1 9]
_ _ I ( 1\ 2n+ )
N E:: sin Tx ~ Nsinmz o 7;)(6 )
_ .1 - (eﬂ'ix €2N7fiz _ 1) _ ‘1 . e?Nﬂ"L‘QJ _ 1
Nsin7z e2miz _ 1 Nsinwx — eFie — e—miz
_ .1 Imsin 2Nmx + i.(l —cos2Nx) _ .1 . sin? Nz
Nsinrmx 2sinx 2N sin® x

Drugi dokaz je dan na predavanjima; samo treba promijeniti normalizaciju iz D}l% na Dy.
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Poglavlje 2

Primjene osnovnih rezultata

Na nekoliko primjera ilustrirat ¢emo raznolikost primjena Fourierove metode.

2.1 Weierstrassov teorem aproksimacije

1z Fejérovog teorema o uniformnoj konvergenciji moze se izvesti poznati Weiestrassov rezultat o
gustodi polinoma u prostoru (C([a, b]), || ||cc). Bez smanjenja opéenitosti promatrajmo interval
[a,b] = [—1, 1]; opceniti slucaj se potom lako dobije skaliranjem i translacijom.

Teorem 2.1.1 (Weiestrassov teorem). Za svaku f € C([—1,1]) i svaki ¢ > 0 postoji polinom
p takav da je

nax, |f(t) —p()] <e.

Dokaz. Dovoljno je promatrati sluc¢aj realne funkcije f, jer se inace tvrdnja primijeni na njezin
realni i imaginarni dio. Definirajmo ¢(¢) := f(cost), tako da je g neprekidna 2m-periodi¢na
funkcija. Osim toga, g je parna pa joj je Fourierov red oblika

(0.0
ao
> + ; ag cos kt,

a pripadna n-ta Fejérova suma je

1 n n

St =2+ (1-

=0 k=1

(U}ff)(t) = >ak cos kt.

n+1

Po Fejérovom teoremu o uniformnoj konvergenciji niz (o £)°°_; uniformno konvergira prema
f pa postoji n € N takav da je ||g — 0% f|leo < €. Uz supstituciju ¢ = arccos z dobijemo

’f(x)_(cg)+zn:<l_ni1

)ak cos(k arccos x)) ’ <e

za svaki z € [—1,1].
Za zavrSetak dokaza je jo§ dovoljno vidjeti da je cos(karccosx) polinom u varijabli z.
Dakle, pokazat ¢emo matematickom indukcijom po k € Ny da postoji polinom py takav da je

pr(cosy) = cos ky

za svaki y € R. Mozemo uzeti po(z) = 11 p1(x) = z, a potom rekurzivno definiramo

pr(z) = 2xpr—1(x) — pr—o(x) za k > 2.

93



Baza indukcije za £k = 01 k = 1 je trivijalna. U koraku uzmimo k& > 2 i pretpostavimo da
vrijedi pg_o(cosy) = cos(k — 2)y i pr_1(cosy) = cos(k — 1)y. Sada imamo

pr(cosy) = 2(cosy)pr—1(cosy) — pr—a(cosy) = 2(cosy) cos(k — 1)y — cos(k — 2)y

= cos ((k -1y + y) + cos ((k -1y — y) —cos(k —2)y = cos ky.
Time je teorem dokazan. Q.E.D.

Polinomi pj opisani gornjom rekurzijom poznati su kao C’ebi§evljem’ polinomi prve vrste, a
u literaturi se pojavljuju u raznim normalizacijama.
2.2 Izoperimetrijski problem

Pitanje: Ako promatramo sve jednostavne zatvorene krivulje u ravnini iste duljine L, koja od
njih omeduje lik najveée povrsine?

Odgovor: Kruznica.

e Naziv se javlja u opisu problema ve¢ kod Proklusa iz Atene.

e Zenodorus nudi rjeSenje ve¢ 100. pr.n.e.; usporediti s Didoninim problemom (tj. legendom
o osnivanju Kartage).

e J. Steiner je 1838. predlozio rjeSenje u kojem je Dirichlet otkrio gresku.
e K. Weierstrass daje potpuno rjesenje.

e A. Hurwitz 1902. daje rjeSenje pomocu Fourierovih redova koje izlazemo.
Promatrat ¢emo ravninske krivulje
C ={(z(t),y(t)) - t €[0,1]}
koje su:
(i) zatvorene, tj. x(0) = z(1), y(0) = y(1),

(ii) po dijelovima glatke, tj. moZze se particionirati [0, 1] na konatno mnogo intervala tako da
na svakom od njih z,y budu klase C!,

(iii) jednostavne, tj. ako su s,t € [0,1], s # t, {s,t} # {0,1}, onda je (z(s),y(s)) #
(x(t), y (1)),

(iv) duljine 1, tj. 1= [} (@(t)2 +§(t)%) "

dt.

Zadatak 2.2.1. (a) Dokazite da je povrsina P lika omedenog krivuljom C' dana formulom
1
P= 2/ (z(0)y(t) — &(t)y(t))de.
0

(b) Ako su (z;,v5); ¢ = 1,2,...,n vrhovi mnogokuta u ravnini, dokazite da je njegova povrsina
dana tzv. formulom vezica (A. L. F. Meister 1769.):

1
P = 5(9511/2 — T2Y1 + T2Y3 — T3Y2 + -+ Tuy1 — xlyn).
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Rjesenje. (a) Koristit cemo Greenovu formulu

/(Fdx—i—Gdy // a—G—a—F dxdy
dy

za jednostavno povezano podru¢je D omedeno krivuljom C. Uzmemo F(z,y) = —y,
G(z,y) = z 1 koristimo parametrizaciju t — (z(t),y(t)). Lijeva strana je

1
/0 (—y@®)a(t) + z(t)y(t))dt,

// 2dxdy = 2P.
D

(b) Stranice mnogokuta se parametriziraju linearno u parametru ¢ € [(: — 1)/n,i/n]; ¢ =

dok je desna

1,2,...,n pa se primijeni (a) dio. Dobije se (uz zbrajanje indeksa modulo n):
Ti + Tit1 Yi + Yi+1
P= Z ( T (i — i) — (@i — )%)
1 n
= 72 (@iYit1 — T + B T — Tie1Yi — T — ToderT + 2+ Tilig),
i=1
tj.
1 n
P = 5 z; ($iyz‘+1 - xi—&—lyi)'

Zbog jednostavnosti ¢emo normalizirati L = 1. Ako je opseg kruZnice 1, radijus joj je

_ 1 : oy : 2 _ 1
R = 5- pa je povrina pripadnog kruga R*m = -.

Teorem 2.2.1. Powrsina P lika omedenog krivuljom C duljine 1 zadovoljava P < f Jedna-
kost se postize ako i samo ako je C kruznica.

Ovaj rezultat je poznat kao izoperimetrijska nejednakost. Iskoristit ¢emo Cinjenicu da je
moguce izabrati parametrizaciju (z(t),y(t)) tako da je duljina luka C; := {(z(s),y(s)) : s €
[0,t]} jednaka t za svaki t. Kazemo da smo krivulju parametrizirali duljinom luka i u ovom
slu¢aju vrijedi

B(t)? + (1) =1
za svaki t € [0, 1].

Dokaz. Funkcije x,y, £,y su neprekidne i 1-periodi¢ne pa im moZemo promatrati Fourierove
koeficijente Z(n) = fol x(t)e” 2™t dt, itd. Prema zadatku 2.2.1(a) je

1 [t . . ;
p:2/0 (2()5(0) — 2 (@) dt = 5 ((@,9) — (. 3)),

_

a po pretpostavei @(t)% + §(t)? = 1 imamo i

1
1= [ @0F i)t = i1 + 1315
Zato Parsevalov i Plancherelov identitet te zadatak 1.3.4 daju:

P =22 (@m)i(n) = g(n)i(n) = (—min)(#(n)j(n

neZ ne”Z

\_/
Qﬁ>
S
~—
=
S
~—
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1= (Fm)P +50)) = S 4ntn? (e + g(n) ).

neL nez

Iz posljednje dvije jednakosti dobivamo

(= P) =3 (2P + )P + in (@(0)Gn) — F)in) ).

47
neL _
—2i Tm(#(n)j ()

Uz &(n) = an + ifn, §(n) = Yn + i0n, Qn, B, Yn,0n € R posljednji se izraz pojednostavljuje
kao

(- P)= X (n03+ 8242+ 82) + 2n(andn — Bum)
nezZ\{0}
= 3 (0 + 822+ (0B — )+ (02 = D32 +62)) 20,
neZ\{0}

iz Cega doista slijedi P < 41
Jednakost se postize samo ako je

ap =Ppn =7 =0, =0za|n| >2

ar+6=0, a1-01=0, fr—m=0, B1+7-1=0.
Odavde se laganim ra¢unom dobiva

2

+ (y(t) — 9(0))

= ((a1 +iBr)er(t) + (a1 +if-1)e—1 () + ((m +id1)ea(t) + (-1 + wfoefl(t))?
= (a1 +iB1)er(t) + (a1 +iB1)e1(1)* + ((—iar + Br)es (t) + (i1 — (1))
= (a1 +iB)ex(t) + (a1 +iB1)e 1()* = (o +iB)er(t) — (a1 +iB-1)e- (t))2
= 4(cy + 1) (a1 +if_1) = const.

pa vidimo da doista mora biti rije¢ o kruznici. Q.E.D.

2.3 Poploc¢avanje pravokutnika
Sljededi problem je simpati¢an i opée poznat.

Ako je pravokuinik sa stranicama duljina a i b razrezan na konacéno mnogo pravokutnika
koji imaju barem po jednu cjelobrojnu stranicu, pokaZite da barem jedan od brojeva a 1 b
mora biti cijeli.

Nakon kraceg razmisljanja uvjerit éemo se da problem nije trivijalan, jer postoji obilje
raznolikih podjela pravokutnika na kona¢no mnogo manjih pravokutnika. Ipak, on ima vrlo
elegantno rjesenje koje koristi Fourierove koeficijente.

U napomeni 1.3.11 bili smo rekli kako izgledaju Fourierovi koeficijenti funkcije
f € L&([-7/2,7/2]) progirene po periodi¢nosti s periodom 7. Zapravo trebamo samo ko-
eficijente by, = bi(f) za k € N, a oni su dani sa

br(f) = 2 / f(x)sin 2mka dx.
T [_7/277—/2] T
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Fourierovi koeficijenti imaju smisla i za dvodimenzionalne funkcije F' € L ([~7/2,7/2]?). Tako
su naprimjer njezini “sinusni” koeficijenti dani dvostrukim integralom

Bu(r) = 3 | F(z,y)sin
’ [~7/2,7/2]?

72

27k 2wl
il xsinﬂ—ydxdy
T

za svake k,l € N. Ocigledno By, ;(F') linearno ovise o F'.
Pretpostavimo da je 7 prirodan broj. Nadalje, uzmimo neki interval [o, ] C [—7/2,7/2] i
racunajmo bas koeficijent b, karakteristicne funkcije tog intervala:

cos2mff —cos2ma  2sinm(f — «)sinw(a + )

9 B
br(Ln.8) = — in 27z dr = — = .
( [,75]) 7_/a sin 27z dx — —

Ako je sada [o, 8] x [,8] C [~7/2,7/2]? neki pravokutnik, tada je

4 . . .
Br (Lo, g1x[1,0]) = br(Lja,8))br (L}y,5) = —32 0 (B —a)sinm(a+ B)sinm(d — ) sinw(y+9).
Posebno primijetimo
f-—acZilid—yeZ = sinn(f—a)=01ilisinn(d—v)=0

— BT,T(]]-[Q,B]X[%é]) =0.

Neka je sada veliki pravokutnik smjesten u koordinatni sustav tako da postane [0, a] x [0, b]
za neke a,b > 0. Uzmimo prirodni broj 7 veci od 2a i 2b. Pretpostavimo da je [0, a] x [0, D]
poplo¢an pravokutnicima I X Ji, k = 1,...,n, te da, za svaki k, barem jedan od intervala Iy,
Ji ima stranicu ¢ija duljina je cijeli broj. Po prethodnom znamo da vrijedi

BT,T(]]-IkXJk) =0 zak= 1,. .o, n,

a aditivnost Fourierovih koeficijenata i

n
Lio,a]x[0,6] = Z L7, xJ, &S
k=1

potom daju
Br +(1j0,q1x[0,) = O

Iz prethodnog racuna slijedi

2

sin?rasin?rb=0 = sinma=0ili sinwh=0,

§to je moguce jedino ako je neki od brojeva a, b cijeli.
Napomenimo, kao zanimljivost, da je u ¢lanku

Stan Wagon, Fourteen Proofs of a Result About Tiling a Rectangle, The American Mat-
hematical Monthly, Vol. 94, No. 7, (Aug. - Sep., 1987), pp. 601-617.

dano ¢ak 14 razli¢itih dokaza navedenog rezultata.
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2.4 Ekvidistribuiranost nizova

Pisat ¢emo xmod 1 za x — |z| € [0,1), tj. za “ostatak” od x nakon oduzimanja prvog lijevog
cijelog broja. Prirodno pitanje je sljedece.

Koji nizovi realnih brojeva (x,)0%, izracunati modulo 1 “ravnomgerno” obilaze T = [0,1) ¢

Pokazuje se da gornje pitanje ima vrlo netrivijalan odgovor, no prije svega treba definirati
“ravnomjernost”. Na§ glavni rezultat pokazuje da je nekoliko vrlo prirodnih definicija medu-
sobno ekvivalentno.

Teorem 2.4.1 (Weylov kriterij). Za niz realnih brojeva (x,)°, ekvivalentne su sljedeée tord-
nje.

(a) Za svaku neprekidnu 1-periodicnu funkciju f: R — C vrijeds
T};ngo*Zf w= [ e

(b) Za svaki interval [a,b) C [0,1) vrijedi
lim card{k € {0,1,...,n— 1} : 2y mod 1 € [a,b)}

n—00 n

=b—a.

(c) Za svaku 1 -periodicnu funkciju f: R — C Riemann-integrabilnu na [0, 1] vrijedi

,};nganka = [ o

(d) Za svaki m € N vrijedi lim — Z mimay — (),

n—oo N

U tom slucaju kaZemo da je niz (x,)5, ekvidistribuiran modulo 1.

Dokaz. Dokazat ¢emo
(a) = (b) = (¢) = (d) = (a).

(a) = (b): Ako uzmemo f = 1, i proirimo ju po periodi¢nosti na cijeli R, tada imamo

n—1 n—1
Zf Zﬂ[ab (zgmodl) =card{0 < k<n—1:zymodl € [a,b)}
k=0 k=0

/01 f(z)dx = /01 Ly (r)dz =b—a

pa bi tvrdnja slijedila kada bismo pretpostavku (a) mogli primijeniti na funkciju f. Ipak, ta
funkcija nije neprekidna ¢im je [a, b) # [0, 1).

Zato uzmimo € > 0 i neke neprekldne 1-periodi¢ne funkcije g i h takve da je 0 < g < f <
h <11 da vrijedi fo x)dx — fo x)dx < e. Primjenom pretpostavke (a) na g i h dobivamo

1 1n—1
)dx = lim — g(zr) < liminf — fxg
| o) Z mint 3 )

n—oo n

< limsup — Zf xp) < h_>m EZh xr) / h(z)dz,

n—00
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a imamo 1

/Olg(:v)d:x < /01 F2)dz < /01 h(z)da.

Slijedi da se svaka dva od brojeva

lmgf—Zf T), hmsup Zf T), / f(x

razlikuju za manje od €. Kako je € > 0 bio proizvoljan, odavde slijedi
1 n—1 1 n—1 1
liminf — =1 — = d
im n nkzof(l’k) lgsogpnkzof(wk) /0 f(x)dz

pa postoji odgovarajuéi limes i on je jednak fol f(x)dx.
(b) = (c): Uzmimo proizvoljnu subdiviziju 0 = ¢g < ¢1 < -+ < cj_1 < ¢yg = 1, za
7 =1,2,...,J oznacimo

mj = inf{f(z) : x € [¢j_1,¢j]},  Mj:=sup{f(z): z € [¢j_1,¢]}

te kona¢no definirajmo funkcije

7 J
g:= ijﬂ[cj,l,cjw h = ZMJIL[CJA’W

=1

i prosirimo ih na R po 1-periodi¢nosti. Prema pretpostavci (b) primijenjenoj na svaki interval
[a,b) = [¢j—1,¢;) imamo

-1
1 n
nh—>Holo E Z ]l[cj-,hc]-)(xk mod 1) =Cj —Cj—1
k=0
pa je
n—1 J
TLILH;O o Zh(wk) = ZM](C] ¢j-1)
k=0 j=1
te potom
n—1 1 n—1 J
lim sup — Z flag) < Jim o Z h(zy) = Z Mj(ej —¢j-1)
oo k=0 k=0 j=1
Sasvim analogno dobivamo
1 n—1 J
hgggfnkzof(xk z;m] —¢j1)
= J:

Zbog Riemann-integrabilnosti od f za svaki € > 0 smo mogli odabrati subdiviziju takvu da je
razlika gornje i donje Darbouxove sume manja od &:

J
ZM]' —Cj— 1 Z —Cj— 1 < E.



Tada se brojevi

I%Hi)gf—Zf xg), limsup— Zf T), / f(x

n—o0

svi medusobno razlikuju za manje od € pa tvrdnja slijedi iz proizvoljnosti od € > 0.

(¢) = (d): Trivijalno uzimajuéi f(r) = €™« Primijetimo da je integral te funkcije
jednak 0.

(d) = (a): Najprije pretpostavimo da je f trigonometrijski polinom,

M
[ = Z CmE€m
m=—M
za neke M € Ni ¢, € C. U tom slucaju je
L = 3 en( 3 )
k=0 m=—M k=0
M 1 n—1 M 1 n—1
_ - 2mima - 27
SRS W) WD ED oL s
m=1 k=0 m=1 k=0
Dakle, po pretpostavci (d) imamo
n—1 1
Jim kz_:o flax) =co=f(0) = [ f(a)da

Neka je sada f proizvoljna neprekidna 1-periodi¢na funkcija i uzmimo € > 0. Jednostavnom
primjenom Fejérovog teorema o uniformnoj konvergenciji slijedi da postoji trigonometrijski
polinom g takav da je ||f — g||co < €. Imamo

1
lim sup fo Tk) /0 f(x)dx lim sup — Z|f rr) — g(Tk)|

n—00 n—oo 1N
<e
+ lim sup —Zg Tg) / dw‘+/ lg(z x)| dr < 2e.
n—oo
=0 po prethodnom
Kako je € > 0 bio proizvoljan, slijedi
1
limsup |— T / T dm‘ =0
a3 o - [0

pa i limes tog niza postoji i jednak je 0. Q.E.D.

Dokazani kriterij je najkorisniji upravo zato §to provjeru ekvidistribuiranosti svodi na ocje-
njivanje tzv. eksponencijalnih suma > ;" L g2mima

Zadatak 2.4.1. Za svake € R\ Qi # € R dokazite da je niz (an + 5)32, ekvidistribuiran
modulo 1.
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Rjesenje. Provjeravamo svojstvo (d) iz Weylovog kriterija. Ako je zx = ak+ 3, tada za svaki
m € N imamo

1 n—1 1 n—1 e27r7lmno¢ -1
- § :e2m'mack _ 627rim,87 § :(627rima)k — 62m’m6
n & n &~ n(e2mimae — 1)

Ovdje smo koristili da je e2™™® £ 1, jer ma ne moze biti cijeli broj obzirom da je « iracionalan.
Kako je
1 n—1
’E Z 627rim:rk <
k=0

po teoremu o sendvicu zaklju¢ujemo

2

n|627rima _ 1| )

lim — g ezmmw" =0

n—oo N

za svaki m € N. Dakle, niz (z,)5%, = (an + 5)72, je ekvidistribuiran modulo 1.

Kada imamo velike koli¢ine podataka s vrijednostima u skupu (0, +0o0) kod kojih nema
restrikcije obzirom na red veli¢ine (dobar primjer su veli¢ine datoteka na tvrdom disku), tada
je uoCena sljedeca pravilnost, nazvana Benfordov zakon: Otprilike 30% podataka pocinje zna-
menkom 1. Kako objasniti taj fenomen? On, naravno, ovisi o nizu podataka koje gledamo.
Usredotocimo se recimo samo na potencije broja 2:

1,2,4,8,16,32, 64,128,256, .. ..
Broj 2* (k € Ny) po¢inje znamenkom 1 ako i samo ako je
100 <2 <2.10" zanekileZ

<= [ <klogg2<i+logn2 zanekilecZ
<= (klogip2)mod1 € [0,logy2).
Kako je o =log;g2 € R\ Q, zadatak 2.4.1 i svojstvo (b) iz Weylovog kriterija daju

card {k‘ € {0,1,...,n — 1} : 2¥ pocinje znamenkom 1}

lim

n—00 n

i card {k € {0,1,...,n — 1} : (klog;p2) mod 1 € [0,log;(2) }
= lim
n— 00 n

Zadatak 2.4.2. Za svaki a € R\ Q dokazite da je niz (an?)22, ekvidistribuiran modulo 1.

Rjesenje. Opet provjeravamo svojstvo (d) iz Weylovog kriterija. Uzimimo prirodne brojeve
m, h,n takve da je h < n.

1 n—1 1 n—1 1 h
- 2mimak? L - 2mima(k+1)?
z S

k=0 I=1
1 h n—1 n—1
_ 4t Z (Z 2rimak? _ Z e2mma(k+l)2)
n|h
=1 k=0 k=0

101



1 -1 n+l—1 2%
2 2
< = max (’ E : 2mimak +‘ § : eQmmak ) <
n 1<i<h o n

<l <l

U daljnjem radimo s dvostrukom sumom.

h
2 :62mma k+l

k=0 I=1

n—1

L Z ‘ Z 2mimo(k+1)2
h
"= i

koriétenje |22 = 2z

1 . "2 2
_ 1+ Re Z e2mmo¢((k+l) —(k+1)?)
h2 Z h2
0<k<n—1 0<k<n—1
1<i<h 1<I<l/'<h

-1

3

Cauchy Schwarz

SR

S|

— 1_’_ 2 Re E 627rima(l’—l)(2k+l’+l)
h  h2n
0<k<n—1
1<I<'<h

Zamjenom indeksa sumacije (d =1 — I, ¢ = k + 1) posljednji izraz prelazi u sljedeci.

1 —i—lRe Z (2rimad(2g-+d)

h ~ h2n
Ld>1, I+d<h
I<g<n+1-1
h
1 2 27rzmad(2q+d) 2
S h + hQnRe Z T e h2n Z(h — )2
Ld>1, I+d<h =1
0<gsn—1 ———
<2h3
1 h n—1
— E + i + R Z h d 2mimad? 2647r7,m04dq
d= q=0
1 h 47rzmadn
<ut Z \W

h
1 4h 4 1
<-4 AN 0
h + n + hndzg |1 — edmimad|

Vidimo da je limes gornjeg izraza kada n — oo jednak 1/h pa smo dobili

E 27rzmozk2

Kona¢no, pustanjem h — oo zaklju¢ujemo

-0 lim — Z e?ﬂ'zmakz
- )

limsup |—
n—oo

-

n—1

1 . 2
- § : eQWzmak
n

k=0

lim sup
n—oo

za svaki m € N.

Trik “snizavanja stupnja polinoma” iz prethodnog rjeSenja se nekad zove van der Corputov
trik i njime se opéenitije moze pokazati ekvidistribuiranost polinomijalnih nizova s iracionalnim
vodecim koeficijentom. Zapravo, ekvidistribuirani modulo 1 su svi nizovi (P(n))5, pri ¢emu
je P polinom s barem jednim iracionalnim nekonstantnim koeficijentom.
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2.5 Provodenje topline po kruznoj Zici

Ovaj primjer je povijesno zanimljiv jer je motivirao i samog Fouriera. Uzmimo kruznu Zicu
po kojoj promatramo Sirenje topline. U pocetnom trenutku ¢ = 0 temperatura je opisana
funkcijom x — f(z). Raspodjela topline u trenutku ¢ > 0 ¢e biti oznacena z — u(x,t). Zicu
mozemo poistovjetiti s kruznicom S' na koju je opet jo§ prakti¢nije gledati kao na torus T.
Dakle, postavlja se sljede¢i problem: za danu realnu funkciju f € C(T) treba naci funkciju

u: T x (0,4+00) = R, (x,t) — u(x,t)
takvu da vrijedi
(i) u e C®(T x (0, +00)),
ou 1 0%u

(ii) a(:ﬁ, )= 292 2(3: t) za svake x € T, t € (0,+00) (jednadzba provodenja),
(iii) tgr& max]u(x t) — f(xz)] =0 (pocetni uvjet).

(Fizikalno su nam dovoljne realne funkcije, ali sve ¢e vrijediti i za kompleksne f i u.)
Najprije pretpostavimo da takva funkcija u postoji i pokusajmo doéi do njene formule.
Ideja je da za svaki t > 0 uzmemo Fourierov razvoj funkcije x +— u(z,t), tj.

+00
u(,t) = Y cn(t)en(),
n=-—oo
pri ¢emu je ¢, (t fT u(z, t)en(x dx podrazumijevamo da :fﬁoo znadi A}im zngzva a
—00

konvergencija se shvaca po tockama (8to je u redu, jer je funkcija klase C! pa za fiksirani t > 0
vrijedi ¢ak uniformna konvergencija po x € T). Sada zan € Z i t > 0 ratunamo (uz pomoc
parcijalne integracije):

d zad. 1.1.6 (b) /1 0 —27rinx 1 /1 o —2minx

1 1 82 ‘ 1 .
parc. int / u(z,t) (—26_27”7“)(133 = —27-r2n2/ u(x,t)e_%mxdl‘ = —21%n Cn(t>
2 0 ox 0

Napomenimo da smo u prvoj jednakosti smjeli zamijeniti derivaciju i integral jer za svaki
segment [a, b] C (0, +00) zbog neprekidnosti parcijalne derivacije imamo

0
sup |—u(x, t)‘ < 400
zeT ot

te(a,b]

pa se na intervalu I = (a,b) moZe iskoristiti zadatak 1.1.6(b). RjeSavanjem gornje obi¢ne
diferencijalne jednadzbe dobivamo

cn(t) = Cre 2™t ya svaki t > 0,

pri ¢emu je C, € C neka konstanta. Zbog
len(t) n)| = ‘/ u(z,t) en(x)dsv’ < / lu(z,t) — f(z)|de < ma%‘u(x,t) — f(@)]
T Te

i pocetnog uvjeta (iii) imamo

f(n) tl—l>%l+ Cn(t) =C,
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pa slijedi

+oo
Z f —27r n? (SE) — Z —2m2n? /f en
n=-—00 n=-—00
LTDK =
92,2
D6 [ (X e e - ) f)dy.
T n=—oo
Pritom smo smjeli zamijeniti sumu reda i integral, jer je
+00
_on2p2 922
/ S e e - )l = Il 3 e < o
n=—oo n=—oo

pa su sve parcijalne sume ogranicene integrabilnom funkcijom. Korisno je oznaciti

G: T x (0,400) - R,
G(z,t) = Z 6_2”2”2t6n(9&),

neZ
jer tada vrijedi
u(,t) = G(,t) = f. (2.1)
(Red koji definira G(x,t) konvergira apsolutno pa poredak sumacije nije vazan, a realne vri-
jednosti poprima radi simetrije koeficijenata i e,(x) + e_p(z) = 2cos(2mnz) € R.) Funkciju
G nazivamo Greenova funkcija za problem (i)—(iii). Provjerit ¢emo da i ona sama zadovoljava
uvjete (i) 1 (ii) pa ju nazivamo fundamentalnim rjeSenjem. MoZemo ju interpretirati kao raspo-

djelu topline ako je pocetna raspodjela bila dana Diracovom mjerom koncentriranom u tocki
0.

Zadatak 2.5.1. Dokazite da za svaki ¢ > 0 vrijedi [; G(z,t)dx = 1. Nadalje, dokaZite da je
G € C(T x (0,400)) i da zadovoljava jednadzbu provodenja (ii).
RjeSenje. Fiksirajmo segment [a,b] C (0, +00). Zbog Weierstrassovog kriterija uz

_ 92,2 92,2
Mn:maXGQﬂ'nt:eQﬂ*na
t€la,b]

vidimo da red koji definira G(z,t) konvergira uniformno po (z,t) € T X [a,b] pa ga radi
napomene 1.7.8(a) za fiksni ¢ € [a, b] moZemo integrirati ¢lan-po-¢lan:

/G x,t)dx = 2672” n? /en(ac)dx =1.
nez \_\T —
=1zan=0; =0 inale

Kako je (M) niz koji “trne” brze od bilo kojeg polinoma, opet po Weierstrassovom kriteriju
vidimo da za svake k,l € Ny uniformno konvergiraju redovi

l
Z 8tk axl —27’r2n2ten(x) — Z(_27r2n2)k2(2,].(_Zn)l€—27r2n2ten(x>

ne”L

Napomena 1.7.8(b) kaze da je tada G funkcija klase C* i da se njene parcijalne derivacije
mogu racunati deriviranjem definirajuc¢eg reda ¢lan-po-¢lan. Obzirom da za svaki fiksirani n
funkcija (z,t) — 6*2“2”2"/6”(36) zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu iz (ii):

0 _o5.2,2 ; _9.2.2 ; 1 . _9.2.2 ; 1 02 _9r2,2 ;
&6 2ren*t+2mine _ —27T2n26 2rent+2mine _ *(271'271)26 2rent+2mine _ 56 se 2men t+27rzna:’
T

deriviranjem ¢lan-po-¢lan slijedi da isto vrijedi i za G.
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Sljedeéi teorem konacno govori o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja naseg problema. U
sklopu njegovog dokaza usput ¢emo pokazati i da je G nenegativna, tj. da za svake x € T,
t > 0 vrijedi G(z,t) > 0.

Teorem 2.5.1. Ako je f € C(T), tada problem (i)—(iii) ima jedinstveno rjesenje i ono je dano
formulom (2.1).

Dokaz. Izvod kojeg smo proveli na pocetku odjeljka pokazuje da, ako imamo rjeSenje, tada
ono mora biti oblika (2.1). Preostaje dokazati da je formulom (2.1) doista dano rjeSenje
problema. Vigestrukim koristenjem zadatka 1.1.6(b) proizlazi da je u klase C*° (kojoj se
parcijalne derivacije ra¢unaju deriviranjem podintegralne funkcije) i da takoder zadovoljava
jednadzbu provodenja:

ou 0
G0 =5 [ 6le=v0iwiy = [ 5605w
zad£.5.1 1 [ 9 _ 16%u
= (%gG( )f(y)dy—iw(l'at)

Preostaje jo§ jedino provjeriti pocetni uvjet (iii). Ukoliko je f € C*(T), to slijedi iz

+00 too
max [u(z,1) — f(2)| = max| HZ_OO fn)e > e, (z) — HZ_OO fmen()|
= 2,2 2,2
R —2m4n?t 7271' nt
< 8 o= 8 [hpTe|n- ey
n=-—00 neZ\{0}

‘ 1— 67271'2n2t ‘

(2mn)?

<M Y

nez\{0}

176727T2n2t

@ 0 kada t — 0+ zbog uniformne konvergencije

Naime, primijetimo da ZnGZ\{O}

tog reda funkcija po ¢ € [0, +00).
Sada provjerimo G > 0. Najprije tvrdimo da, ako je f € C*(T) i f > 0, tada mora biti

u > 0. Naime, pretpostavimo u(xo,tp) < 0 za neke xg € T, typ > 0. Prema netom dokazanom

funkcija

u(z,t) zat>0,

. = _t'
v: Tx[0,+00) =+ R, v(,t):=e {f(x) zat=0

je neprekidna na T x [0,4o00) i klase C*° na T x (0,400). Njezin minimum na T x [0,%o] se
postize u nekoj toc¢ki (z1,t1), 0 < t; < to i oznadimo « := v(z1,t1) < 0. Promatrajuéi lijevu
derivaciju u t; i drugu derivaciju u 21 (nuzni uvjet za lokalni minimum) te koristeéi jednadzbu
(ii) zakljutujemo

0
0> g;)(ml,tl) —eftlu(xhtl) +e tlafzz(xl,tl)
102
= v(xl,tl) + eftliax;t(a}l,tl)
1 0?
= —a -+ U(xl,tl)Z—Oé>0
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To nas je dovelo do kontradikcije pa mora biti v > 0. Sada uzimajuéi za f trigonometrijske
polinome Ty, iz leme 1.3.1 istim dokazom kao od propozicije 1.3.2 (samo $to je f zamijenjena
s G(-,t) za fiksirani ¢t > 0) dobivamo G > 0.

Konaéno, uzmimo f € C(T) i neki niz (f,,)_, iz C*(T) takav da

rgg%\fm(w) — f(x)| = 0.

(Mozemo uzeti ¢ak i trigonometrijske polinome; ovdje opet dobro dode Fejérov teorem o uni-
formnoj konvergenciji.) Pripadna rjesenja problema (i)-(iii) oznadimo (u,,)5_;. Imamo:

max |u(z,t) — f(z)] < max|u(z,t) — up(z,t)| + max |uy,(z,t) — fin(2)] + max | fr(z) — f(2)].
zeT z€T zeT z€T

Treéi pribrojnik ide u 0 po odabiru niza (f,,)5°_;. Drugi pribrojnik ide u 0 po dijelu dokaza
za funkcije klase C2. Prvi pribrojnik ide u 0 radi

max |u(x,t) — uy(x,t)| = max ‘ / Gz —y,t)f(y)dy — /TG(ac -y, t) fm(y)dy

zeT

max/ G — .1 () — Fmw))dy

<(max|fm() max/G;v—y,
€T zeT
jerje >0
zad.2.5.1
22 e | (o) — f(@)]

Q.E.D.

2.6 Fourierova transformacija

Zelimo analogone Fourierovih koeficijenata za funkcije f: R — C koje nisu nuzno periodi¢ne.

Tada viSe ne mozemo oc¢ekivati da imamo razvoj pomocu 1-periodi¢nih eksponencijala e, (x) =
2minx
e .

Neka je f € LY(R), tj. integrabilna funkcija na R. Uo¢imo da je

+oo>/\f d:r—Z/ dm—Z/ u+k|du—/ (S 17+ k)] ).

kez ” [k:k+1) kez kez

g.8. <400

8to pokazuje da je tzv. 1-pertodizacija od f,

= fla+k),

keZ

funkcija koja pripada L'(T). Naime, za g.s. u € [0, 1) red 3,5, f(u+ k) apsolutno konvergira
pa je h dobro definirana u tim to¢kama. Dakle, ima smisla promatrati Fourierove koeficijente

funkcije h:
h(n) = / h(x)e 2™ dy = / e 2mine ( Z [z + k))dac
[071> [0’]‘> keZ
_ / (Z —27rm(x+k)f(l, + /€ LTDK Z/ —27rin(x+k)f(x + k‘)dl‘
0,1) ez keZ
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=ly=atk=) / e f(y)dy 2" / fly)e*rmvdy.
kez ” [kk+1) R

Pritom smo smjeli zamijeniti sumu i integral (tj. iskoristiti LTDK) jer iz prethodnog rac¢una

7Znamo
/[0,1> (Z |f (@ + k)|)dm < 4oo.

kEZ

Uo¢imo da se izraz na desnoj strani moZe izracunati i za brojeve n koji nisu nuZno cijeli.
Zato za f € LY(R) i £ € R definiramo

f(6) = /R f(@)e 2o g

Na taj na¢in smo dobili funkciju ]?: R — C, koju nazivamo Fourierovom transformacijom
od f. Naprije ¢emo prouciti svojstva ove transformacije f — f, a potom ilustrirati njezinu
upotrebljivost.

Zadatak 2.6.1. Dokazite sljedeca svojstva Fourierove transformacije funkcija f, g € L'(R).
) Linearna je, tj. (af + Bg) = af + 8§ za a, 8 € C.

) Ako je g(z) = f(z —¢) za c € R, tada je §(€) = e 2™ f(¢).

) Ako je g(z) = €2 f(z) za ¢ € R, tada je §(&) = f(€ —¢).

)

Ako je g(z) = %f(%) za a # 0, tada je g(§) = f(ag).

(e) Ako je g(z) = f(x), tada je §(§) = f(=¢).
(f) Akojek € N, f € CE¥(R), f9) e LY(R) za j =0,1,....,k, f9) € Co(R)zaj =0,1,...,k—1
te g(z) = fW(x) = (L) f(2), tada je §(€) = (2mi€)* f(€).

(g) Ako je h = f x g, tada je E:fg.

Ovdje Co(IR) oznacava prostor svih neprekidnih funkcija f: R — C takvih da je lim |, o f(2) =
0.

Rjesenje. (a) Ocigledno po linearnosti integrala.

(b
36) = [ o= e ko [y = o = = [ flp)e Sy = )
(© A
9O = [ = pa)e ioida = [ pla)e O = fe—o)
(@
36 = [ 1(5)e ™ —ly=afal = [ sy = flag
(©

a(e) = /R F@)e 2mint s = /R f(@)e-2min-9d = F(—¢)
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(f) Najprije je
_ , —omizg 5 _ parcij@lna integracija
/f (-T)e dx |: u = 6—27”:(:&’ dv = f/(ZL‘)dl'
= 271'2'{/ f(z)e 2™ gy = 2m§f(§)
R
Sada opcenita tvrdnja slijedi indukcijom po k € N.

(g) Ovo je laka posljedica Fubinijevog teorema.
Zadatak 2.6.2. Izracunajte Fourierovu transformaciju funkcije f = 1;_y ;.
Rjesenje.

o 2mizé g1 2™ _ e=2mi  gin(27¢)

1
~ _ —2mize _ —2mix€ — = =
f(€) /R]l[—m](fﬁ)e dz /_16 dr —27i€ lo=—1 2mig S

Zadatak 2.6.3. (a) Dokazite da za svake o > 01 & € R vrijedi

2 ; 2
/e—waw —27rzm§d‘r _ a—1/2€—7r§ /a‘
R

(b) Dokazite da za f(z) = e~™" vrijedi f(€) = e~™, tj. ta funkcija je sama svoja Fourierova
transformacija.

Rjesenje. (a) Oznacimo lijevu stranu s I,(€). Najprije izracunajmo I,(0) trikom prelaska na
polarne koordinate:

2
I,(0)? = (/ e_WO‘IQd:U) = /2 ™0 =TV oy
R R

27
_ —ma(z?+y?) — T =TC0oS¢Q —mar?
/R2 e dxdy { y — rsin ¢ ] / / rdrd¢o

— :2:2/ —ﬂ'an iy
[s =17 7T0€ 5 -

Zato je Io(0) = a~'/2. Nadalje, koristeci parcijalnu integraciju dobivamo:

d zadatak 1.1.6(b) / d _ 2 orize / _ 2 _omixt .
—=1a(§ = —e T AL gy = [ TN gAML (o) di

— i/em‘xQ(—Qﬂ'om) —2mixg o — Z/ ( d eiﬁaﬂ)e*zm’mgdx
a Jr dx

parc:.int. _i/ e—TrOzajZ (ie—%riac{)dl, — _1 / €—7ra$2€—2ﬂ'il’§(_2ﬂ.l’£)d$ — —%Ia(ﬁ)-
R R [0}

o dr «

Dakle, imamo diferencijalnu jednadzbu s poletnim uvjetom, ¢ije rjesavanje daje I, (&) =
a~1/2e-7€%/a

(b)
f(&) = / o= 2mint g @ o€ _ f(&)
R

Zadatak 2.6.4. IzracunaJte Fourierovu transformaciju funkcije f: R — R dane formulom

f(z) = (4ma® — 1) e
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Rjesenje. Sli¢an ratun kao gore daje f(£) = (—4n&2 + 1) e ™ tj. f = —f.

Teorem 2.6.1. Neka je f € CY(R) takva da su 2%f(z) i 2>f'(x) omedene na R. Tada f
zadovoljava Poissonovu formulu sumacije, #.

> ) =) fn).

neZ neL

Primijetimo da su pretpostavke teorema svakako ispunjene ¢im je f klase C! i ima kom-
paktan nosac.

Dokaz. 1z pretpostavke da je 22 f(x) omedena slijedi da je periodizacija h od f dobro definirana
i neprekidna. Naime, radi

C

f@) < = [flut k)] < zau€[0,1), keZ, |kl =2

v
(k[ = 1)?

red Y,z f(u+ k) uniformno konvergira. Sliéno iz pretpostavke da je 22 f’(x) omedena slijedi
da je i periodizacija h od f’ takoder dobro definirana i neprekidna.

/0 R(t)dt = Z/O F(t+n)dt = Z/n (w)du =" (F(n+2) — £(n)) = h(x) — h(0)

neL neL ne’l

n+x
f

Odavde slijedi da je h klase C! i njena derivacija je upravo h. Dakle, Fourierov red od h
konvergira uniformno prema h pa ta konvergencija posebno vrijedi i u tocki 0:

3 fn) = h(0) = 3 hn)en(0) = Y ufn) PO BN fi), Q.E.D.
nez nez nez nez

Zadatak 2.6.5. (a) Theta funkcija 6: (0,400) — R je definirana sumom

0(t) := Z e~ ™,

ne’

Dokazite tzv. Jacobijevu formulu:
o(t) = t=120(1/t)
za svaki t > 0.

(b) Zeta funkcija ¢: (1,400) — R je definirana redom

Dokazite
P/2

C(p) = T (p)2) /000 /271 (0(t) — 1) dt,

I'(z) ::/ s te™ds
0

pri ¢emu jJe

tzv. gama funkcija.
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Rjesenje. (a) Stavimo f(z) = e ™7 i iskoristimo zadatak 2.6.3(a): f(&) = t—1/2¢ "/t
Teorem 2.6.1 daje

0(t) = f(n) =) f(n)=t""20(1/t).

nez neL

T2 =Y /Ooo () ==
n=1

[e's] [e's)

S oS

n=1 0 t 0 n=1 t
~——

Pokazuje se da i ovdje imamo Plancherelov teorem:
e ako je f € L'(R) NT*(R), tada je f € L*(R) i vrijedi || flo.r = || fll2e,
e ako su f,g € LY(R) N L?(R), tada vrijedi (f,§)r = (f, ¢)r.

Zbog navedenog se Fourierova transformacija f +— f jedinstveno progiruje s LY(R) N L?(R) do
ograni¢enog linearnog operatora na Hilbertovom prostoru L%(R). Stoviée, to profirenje ¢ini
unitarni operator na L%(R), &ji je inverz g — § (tzv. inverzna Fourierova transformacija) na
gustom potprostoru L'(R) N L?*(R) dan formulom

§(z) = /R 9(6) T e,

U visim dimenzijama stvari su analogne. Fourierova transformacija funkcije f € L1(R?) je
funkcija f: R? — C definirana formulom

f():= | fajewan,

pri Gemu x - € oznacava standardni skalarni produkt vektora z, ¢ € R%. Recimo formula iz (d)
dijela zadatka 2.6.1 glasi:

1 1 . p
o@) = f(Cx). 2 eRL macR\(0) = (&) = f(at). (22)
Nadalje, konvolucija funkeija f,g € LY(R?) je f * g € L}(R?) definirana formulom
(fro)@) = | fle—y)g)dy zags zeR

i tada vrijedi )
(f % 9y = /3. (2.3)

Ako je pak funkcija f: R? — C klase C! i s kompaktnim nosacem, tada za nju opet vrijedi

Poissonova formula sumacije:
Yo fy=Y" fn).

nezd nezd
U RY ¢éemo sa | - | oznacavati euklidsku normu, tj. za = = (z1,...,z4) € R? definiramo
x| = /2 + -+ 22
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2.7 Gaussov kruzni problem

U daljnjem tekstu ée nam Kg oznacavati zatvoreni krug oko ishodista radijusa R > 0. Koliko
cjelobrojnih to¢aka on sadrzi, tj. koliki je

card(Z* N Kr)?

Jednostavnim prebrajanjem moguce je dobiti formulu izrazenu pomocu sume i funkcije “najvece
cijelo™

LR]
card(Z’ NKg) =1+4|R] +4> |VR? -],
=1

ali nas zanima asimptotsko ponaSanje tog izraza kada R — 4o00. Ocekujemo da je taj broj
za velike R priblizno jednak povrsini kruga Kpg, ali postavlja se pitanje kojeg reda veli¢ine je
greska.

Problem procjenjivanja kardinaliteta presjeka Z2 N Kr kada R — +oo zove se Gaussov
kruzni problem. Slavna slutnja tvrdi da za svaki € > 0 imamo

card(Z* N Kg) = R*r + O(RY?*%), kada R — +oo0.

Mi ovdje dokazujemo skromniju, a jo§ uvijek netrivijalnu ocjenu, da je “greska aproksimacije”
O(R?/?), dok je trenutni “rekord” O(R%62981) (M. N. Huxley 2003.). Moze se pokazati da
greska nije O(R'/?); radi toga je slutnja formulirana s e-om.

Teorem 2.7.1. Vrgedi sljedeca ocjena za brojy cjelobrognih tocaka iz Kg:
card(Z? N Kg) = R*m + O(RY?), kada R — +oo,
p(R)

R2/3

pri cemu O(R2/3) stoji umgjesto nekog izraza p(R) takvog da je lim sup < +o0.

R—+oc0

Ostatak odjeljka posvecen je dokazu tog rezultata. U dokazu ¢emo trebati ocjenu za Fo-
urierovu transformaciju karakteristi¢ne funkcije jedini¢nog kruga.

Zadatak 2.7.1. Ako K; := {z € R?: |z| < 1} oznadava standardni jedini¢ni krug, dokazite
T (O] < CO+1g)™2 (2.4)
za neku konstantu C' € (0, +00) i za svaki £ € R2.

Iz rjeSenja ¢emo vidjeti da mozemo uzeti npr. C' = 40. Nadalje, moZe se pokazati da iKl
nije elementarna funkcija, no dovoljna ¢e biti ve¢ samo njezina ocjena (2.4).

RjeSenje. Koristeéi definiciju Fourierove transformacije na R? pa prelazak na polarne koordi-
nate,
x =r(cosp,sing), & =|{|(cosh,sinbh),

radi 2m-periodi¢nosti i parnosti funkcije kosinus dobivamo

1 2
iKl (é’) = /0 /0 " e—27ri7“|§\(coscpcos€+sin<psin9) dordr

1 2T
_ / / 6—27rir\£|cos(go—6) d(pTdT
0 0

1 pm
_ / / 6—27rz'r\§\cos<p ngTdT
0 J-m
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1 ™
_ 2/ / e—27ri7“|£|cos<p d(p?"d?".
0 0

t=2ml€lcospy = = arccos

Sada supstituiramo
—dt

e S
2nle]” T aER —
2mlgl dt
—2// - e rdr
27r|£| VAr2[ER — 2

1 p2rfel dt 2m (¢ dt
= 2/ / cos(rt) ——— / / sin(rt) ——— = rdr
0 J-2rlg| VATEE - 2rlg] \/47r2\€ 2 -

pa je

dr

2r(¢] dt
= 4/ / cos(rt) ———oorr
o Jo VA2 €)% — t?
2] 1 dt
:4/ (/ cos(rt)rdr)—,
0 0 VAr2[€)? — t?

pri ¢emu smo opet koristili parnost kosinusa te neparnost sinusa. Unutra$nji integral, po r, se
moze izratunati, $to nas vodi na

~ 2m€] —1+cost+tsint dt
T, (€) = 4 / | (2.5)
0

2 VAP — 2

Kona¢no pocinjemo s ocjenjivanjem. Pretpostavimo [£] > 2
Nakon §to primijetimo

—1 4+ cost +tsint _ d (1—cost>

12 Tt t

gl ) :
dt 7T2|€|2 _ tQ - (4m2(€|? — t2)3/2
dio integrala (2.5) po 0 <t < 2

zapisati

(€| — 1) koristenjem formule za parcijalnu integraciju mozemo

/27r(|€1) —1 +cost+tsint dt
0

NV E

1 —cos2n(|¢] — 1) ( I 1- cost) 1 /27r(|§|—1) (1 —cost)dt
= - 1m — .
Am?(|€] — )y/2[5) -1 M0kt 2rlel Jo (472[€]> — 12)3/2

=0

Posljednji integral se moze ocijeniti

2r(€l=1) (1 — cost)dt 2m(I€1-1) 2dt
<
L weeeml<) G

¢ t=2m(|{|-1) €l -1

T 222 /ATRER — £ |y NG

Koristenjem €] — 1 > |£]/2, 2|¢| — 1 > |¢| sada lako dobivamo

’ /27r(|f|_1) —1+cost +tsint dt < |£|—3/2 (2.6)
0

2 Am?|E[? — 12
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Dio integrala (2.5) po 27(|¢| — 1) <t < 27[€] ocijenimo

/2’”5' —1+cost +tsint tdt 2m|€| + 2 /2"|5 tdt
2 (J¢-1) 3 An2e2 — 2] 8m3(€] = 1)® Jar(g-1) /Am2[E[2 — 12

L Vo ]

1 2m[¢] tdt 1
8 v
2

S IR Jongen VArZER -2 3¢ t=2n(l¢-1) e
odakle je
2rlel 1 4 cost + tsint dt _
/ 2 | <4¢|7 (2.7)
2m(|€[-1) t Am2(E[> —t

Kombiniranje (2.5), (2.6) i (2.7) daje
[Tk, ()] < 20[]72 < 40(1 + J¢]) /2
za || > 2. S druge strane, za || < 2 imamo trivijalnu ocjenu
[Tk, ()] < ML) = m < 40(1 + [¢)~?
pa tvrdnja slijedi.

Vratimo se na glavni rezultat. Najprije ¢emo nekorektno i pomalo naivno primijeniti dvo-
dimenzionalnu Poissonovu formulu sumacije na 1x, kako bismo vidjeli $to se dobiva i Sto ce
trebati izmijeniti.

card ZZHKR Z L1gg(n Z iKR(n)
nez? nez?
22) Z R*1g,(Rn) = R?n + R? Z 1k, (Rn)
nez? nez?
n#(0,0)

Gore smo upotrijebili 1, (z) = 1g, (#/R), akod posljednje jednakosti smo koristili 1, (0,0) =
Jg2 Lk, = 7. Pomocu ocjene (2.4) drugi pribrojnik (tj. greska) se ocjenjuje sa

C
R? —.
2 T IR

nezZ?
n#(0,0)

Osim §to smo Poissonovu formulu primijenili na funkciju koja nije ¢ak ni neprekidna, problem
ovog pristupa je §to posljednja suma divergira.

Postupimo sada malo pazljivije. Ubuduée éemo pisati A < B ako je A < CB za neku
(nevaznu) konstantu C' € (0,+00). Neka je ¢ nenegativna funkcija klase C* koja isCezava
izvan kruga K iima integral jednak 1. Imamo |p(§)| < ||¢l/1,r = 1, a parcijalnom integracijom
se dobiva i \(ﬁ( N < €7 paje [(6)] < (14 €))7t Uzmimo R > 2,0 < § < 1 i stavimo
ws(x) == 52(,0( x) te primijetimo da g i8¢ezava izvan Ky i da jo§ uvijek ima integral jednak
1. Primijenimo Poissonovu formulu sumacije na funkciju 1, * ¢s, za koju se moze vidjeti da
je ¢ak klase C°.

" 2.3),(2.2 ~ .
F(RS) = 3 (L x95)(n) = 3 (Licg # 0s)(n) 227 B2 1 37 R, (Rn)@(om)
nez?2 nez?2 nez?
n#(0,0)
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Pritom smo koristili g, (0,0) = 7 i $(0,0) = Jg2 ¢ = 1. Drugi pribrojnik je greska koju za
pocetak kontroliramo koriStenjem ocjene (2.4) sa:

2
<Y d .
2, (1+|Rn])>2(1 + [on])
n#(0,0)

Dio te sume kada n € Z? ima jednu koordinatu jednaku 0 je

<4 i R? < RY?.
1 Rm)3/2 ~

Preostali dio sume se moze shvatiti kao Riemannova suma po kvadratima s duljinom stranice
R i radi radijalne monotonosti dade ocijeniti integralom

/ dx 27r/+°° rdr
r2 (14 ]z) 3/2(1+5|96|/R) o (147321 +6ér/R)
RIS gy oo dp RN\1/2
d < (= .
/T H’/ YR 5 rys T2 O (5)
~—_——

R/é)l/2 <(R/8)V/2

Dakle, dobili smo
N R\ 1/2
F(Rr.0) - R 5 (5)

Sada primijetimo da za svaki z € R? vrijedi

1 za |x| < R — 4,

(L, * 05) (@) = / o5 — y)dy = / csy)dy =1 €[0,1] 7 R—6<|z|<R+0,
Kr =Kp =0 zal|r|>R+0.

Odavde slijedi
F(R—6,6) < card(Z* N Kg) < F(R+6,0).

Kako je
(R +0)*r — R?x| < R,
kona¢no imamo RA1/2
|card(2% 1 K) = Ron| S RO+ (5)

Najpametnije je odabrati 6 = R™'/3 jer je tada desna strana < R2?/3 sto smo i trebali.

2.8 Princip neodredenosti

Neka su x i & dvije fizikalno dualne veli¢ine, poput pozicije i momenta kvantne Cestice. W. K.
Heisenberg je 1927. uocio da obje te veli¢ine ne mogu istovremeno biti po volji dobro lokalizi-
rane. Jedan od modela kvantne fizike pretpostavlja da su pozicija i moment zapravo sluc¢ajne
varijable pa to zna¢i da ne mogu obje te varijable biti “vrlo koncentrirane” oko svojih o¢ekiva-
nja, tj. imati po volji male standardne devijacije. Tu kvantitativnu i rigoroznu formulaciju su
dali E. H. Kennard 1927. i H. Weyl 1928.

Nama ¢e princip neodredenosti biti Cisto matematicki rezultat. Radit ¢emo samo s tzv.
Schwartzovim funkcijama, tj. funkcijama f € C*°(R) takvima da za svake m,n € Ny vrijedi

lim 2™ f™(z) = 0.

r—+oo
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Teorem 2.8.1. Za Schwartzovu funkciju f takvu da je || fllor = 1 @ za svake xo, &y € R vrijedi

( /R@ - a0l f@)Pdz) /R (€~ eolf©ra) > L

Dokaz. Promotrimo novu funkciju
g(z) = e 280 f (2 4 xp),

za koju svojstva Fourierove transformacije iz zadatka 2.6.1 daju

§(¢) = 62m$0(<+§0)f(c + &).
Supstituiranjem
z=xz—x0, (=&—&

zeljena nejednakost postaje

([ aera)"( [ aorac)™ > -

Dakle, zapravo smo odmah mogli pretpostaviti da je xg = & = 0.
Definirajmo sljedeé¢a dva linearna operatora:

L pw),

211

(Xf) (@) :==af(x), (Df)(z):=

definirana na Schwartzovim funkcijama. Parcijalna integracija daje

DN = [ gt @e e == [ oo o) (e do

27 R 271

A~

¢ / f(@)e 2 dr = £f(¢) = (XF)(©),
R

tj. (Df)y= X f. Osim toga vrijedi

Sto slijedi iz ;
2mi(DX — XD)f(x) = = (af(x)) — 2f'(x) = f(z).

Konac¢no primijetimo da je

(Xf,9r = (f,Xg)r, (Df,g)r = (f, Dg)r,

pri ¢emu je druga od tih dviju formula opet samo primjena parcijalne integracije.
U ovoj notaciji traZena nejednakost postaje

X fllorl| X fllog > —

§to je zbog Plancherelovog teorema zapravo
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Raspis§imo za a € R

[(@X +iD)f|5r = o*(X f, X f)r + ci(f,(DX — XD)f)r + (Df,Df)r

2 2 @ 2 2
= a7 X flzr = o Ifl2r +IDfli2 g
T e —
=1
Obzirom da je to nenegativna kvadratna funkcija po «, njena diskriminanta je Dis < 0, a lako
oCitamo
Dis = 5 — 4 X fIB&IDf e
472 : :

Time dobivamo upravo Zeljenu nejednakost. Q.E.D.

Primijetimo da uz pretpostavke teorema zapravo imamo
[P =1, [ 1@ =1
R R

pa su |f|? i |f]2 gustode dviju vjerojatnosnih razdioba. Uzmemo li za brojeve xg i { upravo

oCekivanja tih razdioba, teorem daje donju ogradu za produkt njihovih standardnih devijacija:

A 1

2 2

a([fF)a(IfI7) =
T

U fizikalnoj formulaciji se na desnoj strani pojavljuje tzv. (reducirana) Planckova konstanta.

Zadatak 2.8.1. Dokazite da u nejednakosti teorema 2.8.1 vrijedi jednakost ako i samo ako je
funkcija f oblika
f(l’) — IB(QQ)1/46—7ra(m—20)2+2m'27§0

zanekea>0ip3eC, B =1.

Rjesenje. Supstitucijom kao u dokazu teorema lako opet svodimo na sluc¢aj zg = & = 0. Iz
dokaza vidimo da jednakost vrijedi ako i samo ako je diskriminanta D = 0, tj. ako i samo ako
pripadna kvadratna funkcija ima jednu dvostruku realnu nulto¢ku, §to znaéi da postoji a € R
takav da je (aX 4+iD)f =0, tj.

1
azf(zr)+ %f'(m) =0.
Rijesimo tu diferencijalnu jednadzbu. PomnoZimo i je s 27e™®* dobit ¢emo
2raze™ f(z) + €™ f'(x) =0,
t].

d

(e f ) =0,

pa postoji konstanta ¢ € C takva da je

flz) = ce T

Da bi ova funkcija trnula u oo odigledno mora biti o > 0, a po zadatku 2.6.3 imamo

/1

— 7'('0(332 —
2, = /R f(@) 2 = [of? /R 29 g = |¢[2(20) V2

pa radi uvijeta || f|log = 1 mora biti |¢| = (2a)/4, &to nas vodi na trazeni oblik.
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Poglavlje 3

Fourierova analiza na opc¢enitijim
grupama

3.1 Fourierova analiza na kona¢nim abelovim grupama

Neka je (A, +) konana abelova (tj. komutativna) grupa. Poznata je ¢injenica da je svaka takva
grupa izomorfna direktnoj sumi kona¢no mnogo konac¢nih ciklickih grupa pa ¢emo ubuduée
pretpostavljati da je bas

A=Z4 ©Z4y, & DLy,

za neki n € N i neke di,...,d, € N\ {1}. Pritom nam Z,, oznatava grupu ostataka modulo
m, tj. Ly = Z/mZ. Elementi od A su n-torke x = (z1,29,...,2,) koje se zbrajaju po
koordinatama.

Definicija 3.1.1. Karakter grupe A je svaki homomorfizam
g: (Av +) - (817 ')7
pri cemu je (S',-) grupa kompleksnih brojeva modula 1 uz uobicajeno mnoZengje.

Drugim rije¢ima, karakter je funkcija £: A — S! koja zadovoljava

E(x+y)=¢&x)E(y) zasvake z,y € A.

Svi karakteri od A Cine grupu uz operaciju zbrajanja definiranu kao mnozenje funkcija po
tockama, tj.
€+ Q) (x) :=&(x)((x) zasvaki z € A.

Tu novu grupu oznacavamo A i zovemo dualna grupa od A.

Teorem 3.1.2. Svi karakteri grupe A definirane kao gore su oblika
ga(m) — (eQﬂi/dl)alxl (627Ti/d2)(l2$2 . (62ﬂi/dn)anfbn; r — (xl’ . 751371);

za neki a = (ay,...,a,) € A. Posebno, grupe AiA su 1zomorfne.

Dokaz. 1deja dokaza je uzeti & € A i primijetiti da za svaki j = 1,2, ..., n broj £(bj) mora biti
d;-ti korijen iz jedinice, pri ¢emu su



“kanonski” generatori grupe A. Doista,
E(by) % = €(djby) = €(0) = 1.

Trazeni prikaz sada slijedi iz

n

E(x1, 22, .. xn) = £<iijj> = Hg(bj)xj.
j=1

j=1
Obratno, funkcije dane formulom iz iskaza su o¢igledno homomorfizmi. Q.E.D.

Zbog ovog teorema Cesto poistovje¢ujemo dualnu grupu s polaznom, tj. &, identificiramo s
a. Svi karakteri su pregledno “upakirani” u preslikavanje (ponekad zvano bi-karakter)

e: AxA—SY e(x,&):=¢€(x) el €A,

koje pak zbog prethodnog teorema i spomenutog poistovje¢ivanja mozemo radije shvatiti kao
preslikavanje
E:AxA—Sh

E(z,&) := (ezm‘/dl)mél (627ri/d2)$2§2 . (62m-/dn)xn§n

za x = (1, T2, ..., %), €= (£1,&2,...,&,) iz A

§to ¢emo ubuduce i ¢initi. Na ovajili onaj nadin (po apstraktnoj definiciji od e ili po eksplicitnoj
formuli za F) su ocigledna sljedec¢a svojstva.

Propozicija 3.1.3.

E(z+y,§) = E(x,)E(y,§), E(x,§+() = E(x,§)E(x, ),

E(va) =1, E(x,O)zl, E(—{L’,f) :E(x7§)a E(x7_f) :E(a:,f),

[ |A] akoje&=0 [ |A] akojex =0
ZE(JE’&)_{ 0 akojel#0 7 ZE(x’g)_{ 0 akojex#0

TEA eA
Dokaz. Naprimjer, posljednja formula slijedi za = = (z1,22,...,2y), & = (&1,82,...,&n) 12
jednakosti
dizl dn—1
ZE(:L‘,g) — < Z (6271'1':(:1/611)51) o ( Z (627T’i$n/dn)€n>'

§€A 61 =0 gn:()

Preostaje primijetiti da za x; # 0 vrijedi e2miri/di £ 1 pa formula za parcijalnu sumu geome-

trijskog reda daje

dj—1

2mix
Z (627F7:$j/dj)§.7' _ 1—e 47r7,x] _ 1 —1 _ O’
= 1— e27rzxj/dj 1— emej/dj

=

dok za x; = 0 imamo

dj—1 dj—1
Z (62m’zj/dj)§j — Z 1 =dj.
§=0 ;=0
Produkt “prezivi” samo kada je 1 = --- = x,, = 01 tada je jednak d; - - - d,, = |A|. Q.E.D.
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Definicija 3.1.4. Fourierova transformacija funkcije f: A — C je nova funkcija f: A—C
definirana formulom

]2(5) = Z f(@)E(x,€)  za svaki & € A.

€A

Zapravo bi bilo prirodnije Fourierovu transformaciju definirati kao funkciju na A, ali zbog
spomenute identifikacije nema potrebe za tom komplikacijom. Na ovaj nacin je definicija od f
sasvim elementarna i moze se iskazati bez veéine prethodnog uvoda, koji ipak ostaje koristan
kao motivacija. Osim toga, prethodna diskusija je na tragu konstrukcija na opéenitijim (ne
nuzno kona¢nim) abelovim grupama.

Primjer 3.1.1. (a) Ako je A = Z4 i ako funkcije na A pisemo kao uredene cetvorke

= (fo, f1, f2, f3),

tada je
f=(fo+fi+fatfa fotifi—fo—ifs, fo— fi+ fo—fs fo—ifi — fo+ifs).

(b) Ako je A = Zo @ Zso i ako funkcije na A piSemo kao uredene Getvorke

f = (fUvaO].)flOafll)v

tada je

f= (foo+ for+ fro+ fi1, foo— for+ fio— fi1, foo+ for — fio— fi1s foo— for — fio+ fi1)-

Neka svojstva Fourierove transformacije su dana u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.1.5. (a) Vrijedi sljedeéa formula inverzije:

Zf(ﬁ)E(x,f) = |A|f(z) za svakix € A.

£eA

Njom se polazna funkcija f moZe rekonstruirati iz svoje Fourierove transformacije.
Posebno, Fourierova transformacija je injektivna, tj. f = g implicira f = g.

(b) Vrijedi Plancherelov identitet:

YIFEF = 1A If ()
£€A

€A

1 opcenitije:

= |A]) f(z)g(2).

€A

> (9§
£EA
(c) Ako je funkcija h definirana kao tzv. konvolucija od f i g,

h(zx) := Z flx—y)gly) =za svakiz € A,
yeA

Sto pisemo h = f x g, tada vrijedi

h(E) = F(©)4(€) 2a suaki € € A.

Drugim rijecima, Fourierova transformacija prevodi konvoluciju u obiéni produkt.
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(d) Za funkciju f: A — C tey,¢ € A definiramo nove funkcije Tyf i M¢f formulama
(Tyf)(@) = flx—y),  (Mcf)(@) = E(z,0)f(x).
Njihove Fourierove transformacije su dane sa
(Ty)(E) = Ew,Of(©),  (Mcf)(€) = f(E+0).
(Slova T i M dolaze od rijeci “translacije” i “modulacije”.)

(e) Fourierova transformacija je linearna, tj.

of +Bg = af + 8.

Dokaz. Ostavit ¢emo dokaz teorema kao zadatak za domacu zadac¢u. Naravno da se samo
koriste svojstva od E iz propozicije 3.1.3. Q.E.D.

Zadact za vjezbu
Zadatak 3.1.1. DokaZite sve formule iz teorema 3.1.5.

Rjesenje. (a)

D FOE@€
EeA
=> > fWEY, E(x,0)
EeA yeA
=2 fW) ) Ely -8 =|Alf(x)
yeA EeA
(b) o
> F(©3(9)
geA
=> > fl= 6 E(y,€)
E€A xyeA
=N f@)9W) Y E(@—y.6) =AY f(2)g(z)
z,yeA €A TEA
(c)
Z (Zf T — ) (z,€)
r€A  yeA
=Y fle—yE@ -y, gw)Ey,E)
z,y€A
=Y fz (y)E(y, )
ERIISIN
= (X 1B 9) (X 9w Ew.9) = F©a(6)
z€A yeA
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= fle—yE& =Y fl@)Bx+y,¢

T€EA x€EA
=> f(= E(y,&) = E(y,€)f(¢)
x€EA
M )(E) =D fla z,6)
T€EA
=Y f@)E(z,¢+&) =f(C+¢
rEA
(e) -
(af +B9)(€) = (af(x) + By(x)) E(x,€)
rEA
=a) f@)E&+B>  gl@)Ex,&) =af(&)+ B4
zeA zEA

Zadatak 3.1.2. Nadite sve funkcije f: A — C za koje vrijedi
9 2
Sl n@)° =141 1f@)P)
€A reA
(Napomena: f x f je konvolucija funkcije f sa samom sobom.)
Rjesenje. Lijeva strana je po Plancherelovom identitetu jednaka
] LS PR A LS
§EA E€A

dok je desna strana

|A\<Z|f )

EeA
Zaklju¢ujemo )
OGHIEG
A £eA
tj.
> IFOPIf(C
§,CEA
§#¢

Posljednja jednakost vrijedi to¢no onda kada je najvise jedan od brojeva f((); ¢ € A razlicit

od 0. Formula inverzije daje
1

Wf(C)E(%—C)

fz) =

pa su sve trazene funkcije oblika

za neki a € C1ineki € € A.

Zadatak 3.1.3. Neka je w 1= 2™/3 = —% + z@



(a) Dokazite da za svake a, b, c € C vrijedi nejednakost
la+b+c]’ + |at+wb+w?e)’ + a+w?b+wel’ = 3(la]* + b +[c]?).
(b) Dokazite da postoji € > 0 takav da za svake a, b, c € C vrijedi nejednakost
la+b+ c‘g + |a+wb + w20’3 + |a+ w?b + wc‘3 > 3(lal® + [b]> + |c[*) + elabel.
Rjesenje. (a) Plancherelov identitet za funkciju f = (a, b, c) na grupi Zs daje
la+b+c| + |a+wb+w?e|* + |a+w?b+we|’ = 3(|a® + [b] + [¢?),

premda se ta jednakost lako vidi i direktnim mnozenjem. Koristit éemo poznate ¢injenice
da potencijalne sredine rastu, a ¢P-(kvazi-)norme padaju, tj. za fiksirane 21, z9,...,2, € C
vrijedi:

1< 1/p
funkcij = — p j tud 0, ,
unkcija p <n ; |2k | > je rastuca na (0, 4+00)

- 1/p
funkcija p — (Z \zk]p) je padajuca na (0, +00).
k=1

Mozemo ocjenjivati:

1/3
(;(’a-ﬁ- b+ ¢’ + |a+wb+wle|’ + \a+w2b+wc\3)>

1 1/2
P <3<‘a + b+ 6‘2 + ’a +wb+w2c’2 + ‘a +w2b+wc‘2)>
= (laf + bI* +1c)""* > (lal® + [bf* + [e[*)
pa kubiranje i mnozenje s 3 daju trazenu nejednakost.

(b) Za dokaz ove nejednakosti treba jo§ malo pojacati posljednji korak u (a) dijelu i dokazati
1
(Il + bl + 1e2)*" = (lal® + bl + |ef*) > T5label,

tako da ¢e se mo¢i uzeti npr. ¢ = 3/10. Zbog apsolutnih vrijednosti, simetrije i homoge-
nosti mozemo jo§ pretpostaviti 0 < a <b<c<1ia?+b%+c?=1. Zapidimo:
l-a® - - =1-a>-10—(1-a®>-b*)c
=(1—c¢)+d%(c—a)+b*(c—b).
Razlikujemo dva sluc¢aja.

(1°) Ako je ¢ < 1%, ondajel—c> %0 pa imamo

1
1 (e - le=b)>—>—
(1—c¢)+a“*(c—a)+b*(c—0b) 10 1Oabc
(2°) Akojepakc>%,tadajeaébé%pazbogc—a}c—b}%imamo
2 4 4
(1—c¢)+a*(c—a)+b*(c—b) > 3(a2 +b?) > gab > —abc
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Sada ¢emo dati neke simpati¢ne primjene Fourierove analize u algebri.

Primjer 3.1.2. Neka je v = (vg, v1, ..., Um—1) € C™ vektor kojeg moZemo shvatiti kao funkciju
na Zp, i pretpostavimo da tada vrijedi v(§) # 0 za svaki £ = 0,1,...,m — 1. Dokazite da je
sistem cikli¢kih permutacija od v linearno nezavisan.

(Napomena: Ciklicke permutacije od v su vektori

(Uj,’l)j_H,. . .,vm_l,vo,vl,...,vj_l)
zaj=0,1,...,m—1)

RjeSenje. Uocimo da je gornji ciklicki permutirani vektor upravo T_;v, pri ¢emu koristimo
notaciju iz teorema 3.1.5. Prema tome, trebamo pokazati da su funkcije

T()’l), Tlv, ey Tm_lv

linearno nezavisne. Pretpostavimo da su aq, a1, ..., an—1 € C skalari takvi da je

—_

m—
OijjU =0.

§=0

Zbog linearnosti Fourierove transformacije i teorema 3.1.5 (d) za svaki £ = 0,1,...,m — 1

vrijedi

—_
—_

m— m—

0= ay(T)(&) = (X 0BG 9)ile)

j= j=
pa po pretpostavci mora biti

[y

m—

o E(j,€) = 0.
j=
Vektori E(j,-); 7 = 0,1,...,m — 1, koji predstavljaju funkcije & — FE(j,£), su u parovima
ortogonalni zbog propozicije 3.1.3:
m—1

m—1
(E(j,), B(k,)) =Y E(G,)EMF =Y E(i—k& =0 akojej#k
£=0 £=0

Kao posljedica, oni su i linearno nezavisni pa je g = a1 = -+ - = qyp—1 = 0, ¢ime je dokazana
trazena tvrdnja.

Primjer 3.1.3. Promotrite sve matrice tipa 2" x 2™ (gdje je n prirodni broj) s elementima iz
skupa {—1,1}. Pronadite najveéu mogucu vrijednost determinante jedne od takvih matrica.

Rjesenje. Za gornju ogradu ¢e nam biti korisna sljedeca opcenita tvrdnja iz linearne algebre.

Lema 3.1.6 (Hadamardova nejednakost). Ako je A kompleksna matrica tipa N x N ¢iji vektori-
stupci su vy, va, ..., vy € CV, tada vrijedi

|det A| < [lorll2flvall2 - - [low ]2
Pritom || - ||2 oznacava euklidsku normu, {j.
Joll2 := (for? + ol + -+ Jow )%, 200 = (1,09, 0w).
Jednakost se postize ako 1 samo ako su vektori vi,va,...,vN medusobno ortogonalni ili je neki

od njih nul-vektor.
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Dokaz. Zbog homogenosti determinante moZzemo pretpostaviti

[oillz = llvallz = - -~ = flowll2 = 1,

tako da treba dokazati |det A| < 1. Matrica A*A je pozitivno-semidefinitna i njene svojstvene
vrijednosti ozna¢imo Ay, Ao, ..., Axy = 0. Kako je

det(A*A) = MAg---An,  tr(A%A) = A+ X+ -+ An,

primjena geometrijsko-aritmeticke nejednakosti daje

At )

2 _ * AN <
| det A2 = det(A* A) = M\ AN\( ~

_ (tr(A*A)>N _ (!vl\|3+ lvall +- - + H?M%)N _1
N N N N -

Preostaje ispitati kada vrijedi jednakost. MoZemo pretpostaviti da niti jedan stupac od

A nije nul-vektor i da smo ih opet normalizirali kao na pocetku dokaza. Jednakost u G-A

nejednakosti vrijedi akko je Ay = Ay = .-+ = Ay, a to je, zbog dijagonalizabilnosti od A*A,

ekvivalentno s A*A = AI za neki A > 0. Kako su elementi od A*A upravo skalarni produkti

stupaca od A, zaklju¢ujemo da su ti stupci u parovima ortogonalni. Q.E.D.

Napomena. Ova lema ima lijepu geometrijsku interpretaciju ako je A regularna realna
matrica. Broj det A je upravo volumem paralelotopa s jednih vrhom u ishodistu i bridovima
odredenim vektorima v1,vs,...,vy. “Evidentno” je (barem u dimenzijama N =2 i N = 3) da
je njegov volumen manji ili jednak produktu duljina bridova, dok se jednakost postize upravo
kada je on N-dimenzionalni pravokutnik/kvadar.

Vratimo se naSem zadatku. Ako sada uzmemo matricu A € My ({—1,1}), tada Hadamar-
dova nejednakost daje
|det A] < NV/2,

a kako u zadatku imamo N = 2", zapravo smo dobili gornju ocjenu

2n71

|det A < 2™ .

Treba primjerom pokazati da se ograda 272" ! doista postize i za to ¢e nam koristiti Fo-
urierova analiza uz odabir grupe A = Z% = Zo & - - - @ Zo. Pretpostavimo da su elementi od A
—_——
n
na neki naéin pobrojani s 1,2,3,..., N te uzmimo bas matricu A = [E(x,{)}xEA, pri ¢emu x
€A

indeksira retke, a £ stupce. U definiciji od F se pojavljuju samo potencije od —1 pa je A doista
{—1, 1}-matrica. Iz propozicije 3.1.3 se odmah vidi da su vektori E(-,£); £ € A ortogonalni:

€A €A

pa u prethodnoj lemi vrijedi jednakost i doista se dostize gornja ograda NN/2 = on2"

Napomena. Analogni problem je uvelike otvoren za matrice reda N koji nije potencija od
2 i zove se Hadamardov problem.
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Zadatak 3.1.4. Faktorizirajte polinom 5 varijabli P € Clzg, x1, 2, x3, 4],

5 2
P($07I1,$2,1’3,:134) = E x; +5 E xj_lxjxj+1(a:j_1xj+1 — xj)
Jj=0 J=0
4
2
+5 E Tj2T;iTjt2(Tj—2Tj42 — azj) — 5ror1202324,
Jj=0
27ri/5]

nad prstenom Ze , tj. na faktore s koeficijentima iz

4
Zle 27”/5 {Za 25 g, e, g, 0 € Z}
7=0
(Napomena: Zbrajanje i oduzimanje indeksa u formuli za P se shvacaju modulo 5.)
2mi/5

Rjesenje. Oznacimo kratko e = e . Shvatimo vektor varijabli

T = (CL’O, X1, T2,T3, ‘T4>

kao funkciju na Zs. Koristenje formule inverzije i nekog softvera za simboli¢ko ra¢unanje (poput
programskih paketa Mathematica, Maple, Sage) daje

4 4
P(xo, 1,22, 23,24) = Hw ' H (zo + &y 4+ ¥ ag + a3 + e¥ay).
7=0 7=0

Naravno da takav softver moZe i direknije rijeSiti problem, faktorizacijom u unaprijed odrede-
nom progirenju polja Q.

Zadatak 3.1.5. Neka je f: A — C funkcija na kona¢noj abelovoj grupi A koja nije jednaka
konstanti 0. Oznacimo

supp(f) :={z € A: f(x) # 0},
supp(f) == { € A : f(€) # 0}.
Dokazite konac¢nu varijantu principa neodredenosti:
| supp(f)| | supp(f)| > |A].

(Kratica “supp” dolazi od engleske rije¢i “support” koja se na hrvatski prevodi kao “nosac”
funkcije.)

Rjesenje. Korigtenjem nejednakosti trokuta, Cauchy-Schwarz nejednakosti i Plancherelovog
identiteta dobivamo

sup|F(©)] = sup | > S@)E@. O < Y17 = > 1)

= TEA TEA z€supp(f)

<< Z 12>1/2( Z \f(a:)]2> :|SuPp(f)|1/2(ZIf(x)\Q)l/z

zesupp(f) x€supp(f) zeA
2) 1/2

1/2

— [supp(1) V2 (1417 S 1F©F) " = 1A 2 sump(O12( YD 179

geA ¢esupp(f)

< A7V | supp(f >|1/21supp<f>|1/2§u§\f<§>\-
(S

Ako f nije identi¢ki jednaka 0, tada ni f nije identicki jednaka 0 pa je SUDgep 17(6)] > 0.
Dijeljenjem s tim faktorom dobivamo trazenu nejednakost.
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Zadatak 3.1.6. (Jaca varijanta principa neodredenosti)

(a) Uzmimo sada posebno A = Z, za prost broj p, uzmimo funkciju f na Z, koja nije

identicki jednaka 0 i neka su skupovi supp(f), supp(f) definirani kao u prethodnom
zadatku. Dokazite da mora vrijediti

|supp(f)| + | supp(f)| = p + L.

(b) Obratno, pokazite da za A, B C Z, koji zadovoljavaju |A| + |B| > p + 1 postoji funkcija

A

f:Zy, — C takva da je supp(f) = A i supp(f) = B.

Uputa: U rjeSenju ovog zadatka je potreban Teorem Cebotareva o korijenima iz jedinice, koji
glasi: Ako su p prost broj, 1 < m < p te x1,...,x,, razli¢iti elementi od Z, i jos &1,...,&m
takoder razliciti elementi od Z,, tada je

det [627rim]-§k/p] j=1,..m 75 0.
k

77777

RjesSenje. Naredno rjeSenje je prilagodeno iz ¢lanka: T. Tao, An uncertainty principle for
cyclic groups of prime order, Math. Res. Letters 12 (2005), 121-127.

(a) Pretpostavimo da postoji funkcija f: A — C koja nije identi¢ki jednaka 0 i koja zadovo-
ljava R
|supp(f)| + [supp(f)| < p.
Neka je m = |supp(f)|, supp(f) = {z1,22,..., 2} i uzmimo razlicite &,&a,...,&n €
Zyp \ supp( f ). Promotrimo linearni operator 7': C™ — C™ &ja matrica u paru kanonskih
baza je transponirana matrica [emeJfk/p]jzl m. Prema éebotarevljevom teoremu je

-----

k=1,...m
T regularan, a po definiciji Fourierove transformacije

f(f) _ Z eQwiazf/pf(m)

TELyp

T(f(x1), f(x2),- - flam)) = (F(&), F(&), - f(&m)).

Po konstrukciji je

f&)=Ff&) == f&m)=0
pa iz injektivnosti od T slijedi
f(x1) = f(ze) =+ = flzm) =0,

sto je kontradikcija.

(b) Pretpostavimo najprije da je bas |A|+ |B| = p+11istavimo A = {z1,...,zn}. Uzmimo
neki & € B i definirajmo C := (Z, \ B) U {&1}. Neka je C = {&1,...,&n}. Linearni
operator T iz (a) dijela zadatka je regularan pa postoji funkcija f na A takva da je
supp(f) C A i

(f(§1)7f(§2)77f(€m)) = T(f(l‘l),f(l’g), . vf(xm)) = (1707’0)

Posebno vidimo da je supp(f) C (Z, \ C) U {1} = B i da f nije konstantno jednaka 0.
Iz (a) dijela zadatka slijedi

A~

p+ 1< [supp(f)| + [supp(f)| < |A|+ B[ =p+1
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N

pa mora biti supp(f) = A i supp(f) = B.

Za opceniti slucaj ¢emo koristiti sljede¢u jednostavnu tvrdnju: Neka je V konacno-
dimenzionalni vektorski prostor nad R ili C i neka su ¢, po,... netrivijalni linearni
funkcionali na V' (njih kona¢no ili prebrojivo mnogo). Tada postoji v € V takav da je
@;(v) # 0 za svaki j. (Za elegantni dokaz te tvrdnje se moze koristiti ili subaditivnost
Lebesgueove mjere ili potpunost i Baireov teorem. U oba pristupa se promatraju jezgre
funkcionala ¢;, koje su potprostori od V' dimenzije dim V' — 1.)

Iskoristimo tu pomo¢nu tvrdnju na vektorski prostor

Vi={f: A— C : supp(f) C A, supp(f) C B}
i linearne funkcionale

V—=C, f— f(x) za svaki fiksirani z € A,

V= C, f— f(6) za, svaki fiksirani £ € B.

Treba vidjeti da su svi oni netrivijalni. Kad bi npr. za neki x € A za svaki f € V
vrijedilo f (x) =0, dobili bismo kontradikciju s prvim slucajem dokaza uz izbor skupova
A, B takvih dajex € AC A, BC B, |A|+ |B| =p+ 1. Iz pomo¢ne tvrdnje konacno

slijedi postojanje funkcije f takve da je supp(f) = A i supp(f) = B.

Zadatak 3.1.7. Neka je p prost broj i neka je S := {w € C: wP = 1} skup p-tih korijena iz
jedinice. Promotrimo polinom oblika

k
P(z) = Z c;z"
j=0

za neke koeficijente cg,c1,...,cp € C\ {0} i za neke razli¢ite eksponente ng,nq,...,n; €
{0,1,...,p— 1}. Dokazite da polinom P moZe imati najvise k razli¢itih nulto¢aka u skupu S.

Rjesenje. Promotrimo funkciju
fiZ,—C,  f(x):=Pe?™/p),

Broj nulto¢aka polinoma P u skupu S je upravo broj nulto¢aka funkcije f, tj. p — | supp(f)|
pa trebamo dokazati |supp(f)| = p — k.
Opéenito, za polinom

p—1
Qz) = Z amz"
m=0
i funkciju
p—1
g: Zy — C, g(z) == Q(e—%iw/p) _ Z ame—Qﬂ'imx/p
m=0
vrijedi

§(&) = Z Z (e~ 2T/ P 2miTE /D Z an, Z PTEMP _ g

T ELyp MELy meZLyp TE€Lp
Zato u je nasem slutaju | supp(f)| = k+1 pa iz jate varijante principa neodredenosti dobivamo:
|supp(f)| = p+ 1 —|supp(f)| =p — k.
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* *

Nastavljamo s nekim neocekivanim primjenama u geometriji.

Primjer 3.1.4. Nekajen € N, n > 3. Definiramo niz n-terokuta (M*)52 . M* = AkAY .. AF_
u ravnini na sljedeéi na¢in. Neka je M° proizvoljan. Vrhovi

k pk k
Ak AR AR AR
mnogokuta MP* su rekurzivno definirani kao polovista stranica
hel gh=1  gh=1 gk—T E—1 gk—1 pk—1 gk—1
Ag AT, AT A » Ao A1 A1 A

mnogokuta M*~1. Dokazite da se mnogokuti (]\4’“)2":0 “stig¢u” prema tocki, tj. preciznije, da
vrijedi
lim A? = teziste od M°
k—o00
za 3 =0,1,...,n—1.
Rjesenje. Uvedimo kompleksni koordinatni sustav u ravnini s ishodistem u tocki T' = teziste

od MO i neka je zj(-k) koordinata tocke A}“. Shvatimo vektor

k k k k
fk:(z((] )725 )7"'7 7(1)2727(1)1)

kao funkciju na grupi A = Z,. Rekurzivnu relaciju mozemo zapisati

k) _ L -1 L k-

J 57 23+1 za 5 =0,1,...,n—1,

pri ¢emu indekse zbrajamo modulo n, $to se jos kompaktnije zapisuje
1 1
=—fe1+ =T 1fr_1.
Jo= S fer 4 5T Sk

Koristenjem teorema 3.1.5 (d) dobivamo relaciju izmedu Fourierovih transformacija:

i) = %fkfl(é) + %E(_l’é)ﬁfl({) B %(1 +e ()
= %(1 + cos% — 4 s8in ?) fkfl(g)
= cos%ﬁ (COS %ﬁ —¢sin %) fk—l(f)a

odakle je
~ T ~
74 = [ cos S [17ia @)
Iteriranjem dobivamo
. LI
7€)1 = |os =] 1fo(©)1
Po konstrukciji je
fo(0 )—Zo)+Z§O)+"'+Z7(zOf)2+Z£91 =0

pa slijedi i fk(O) = 0 za svaki k. S druge strane, za £ = 1,2,...,n — 1 imamo ‘cos %5‘ <1 pa
je limg_ oo ]fk(f)\ = 0. Kona¢no, Plancherelov identitet daje

klggo Z ‘Z k)‘ nk—> Z F&)P =0,

J€ZLn E€Ln

Sto znaci llmk%ooz()—Ozaj—O,l,..., — 1.
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Napomena: Autor problema je M. Roseman, a navedeno elegantno rjeSenje koristenjem
Fourierove analize na grupi Z, je predlozio 1. J. Schoenberg.

Zadatak 3.1.8. Neka je p > 3 prost i pretpostavimo da je funkcija f: Z, — C takva da je
najviSe jedan od brojeva

f(o)v f(1)> AR f(p_l)
razli¢it od 0. DokaZite da su brojevi
f0), fQ), ..., flp—1)
ili svi jednaki, ili su vrhovi pravilnog p-terokuta u kompleksnoj ravnini.

Rjegenje. Iz formule inverzije dobivamo

Z f 727”335/])
EZyp

”3\»—*

Razlikujemo dva slucaja.

(1°) f()=---=flp—1)=0, )
Vidimo da za svaki x € {0,1,...,p—1} vrijedi f(z) = %f( ), tj. svi ti brojevi su jednaki.

(2°) f(k)#0zaneki ke {1,...,p—1} te f(&) =0 za svaki & # k.
Sada je f(x) = %f(/{:)efz’”k“/p zax € {0,1,...,p—1}. Kako kx daju sve moguce ostatke
pri dijeljenju s p (jer su k i p relativno prosti), vidimo da su brojevi e~ 2mikz/P ypravo svi
p-ti korijeni iz jedinice. Za njih znamo da ¢ine vrhove pravilnog p-terokuta sa sredistem
u ishodistu. Faktor %f(k:) € C jo8 samo znadi rastezanje za neki koeficijent i rotaciju za
neki kut.

Zadatak 3.1.9. Neka su 2z, 21, 29, 23, 24 kompleksni brojevi za koje vrijedi
o [20| = [z1] = [22] = [23] = |aa] = 1,
® 20+2z1+20+23+24=0,
® 2021 + 2120 + 2923 + 2324 + 2429 = 0.

Dokazite da oni leze u vrhovima pravilnog peterokuta.

Rjesenje. Naredno rjesenje je prilagodeno iz ¢lanka: D. Svrtan., D. gterc, 1. Urbiha, On cyclic
characterizations of reqular pentagons and heptagons: Two approaches, Math. Commun. 6
(2001), 71-89.

Petorku kompleksnih brojeva (zo, 21, 22, 23, 24) mozemo shvatiti kao funkciju f na grupi Zs
i neka je njena Fourierova transformacija f = (wo, w1, we, w3, wy). 1z drugog uvjeta je

A~

wo = f(0)=204+21+ 22+ 23+ 24 =0.

Iz prvog uvjeta |zx| = 1, svojstava Fourierove transformacije i Plancherelovog identiteta (op-
¢enitija verzija) slijedi

o wpwr =Y FE+DE) =Y OMLHEFE) =5 (Mif)(@)f(x)

keZs E€ls E€ls T ELs
-5 Z {L‘ 1 ‘f -5 Z 27rzk/5‘z ‘2 -5 Z 27rzk/5
T€Ls keZs keZs
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te sasvim analogno ;.7 wii2wk, = 0. Te dvije jednakosti se zbog wy = 0 mogu zapisati
wowy + waws + wawsz = 0, w3wi + waws + wiwg = 0.

Treé¢i uvjet u zadatku se pak primjenom formule inverzije i wg = 0 transformira u

0:szzk+1 Zf flz+1) Z(Zf )(Zf x+1C))

kEZs IEZ LEEZ5 {EZ <€Z5

= Y FOFOELO( Y FwEr0) = 3 AOf-9R1E

&,C€Zs TELs E€ls

1 . . , A
= 5<w1w4(627r1/5 + e—27rl/5) + w2w3(e4m/5 + e—47rz/5))’
tj.
wywy cos 2 =+ waw3 cos 45” =0.
Koristenjem formula

21 —14++v5 471'_—1—\/3

CcCoOS — = ——— COS —

5 4 7 5 4
to se pak zapisuje kao

(\/g — 1) WLWy4 = (\/E)—i— 1) WoW3.
MnoZenjem s w3 i eliminacijom wywg iz prve dobivene jednadZbe slijedi
(\/5 — 1)( — WW1 — w3w72) = (\/54- 1) WaW3,
tj.
wa (VB = 1)l + (V5 + Dlul?) =~ (V5 ~ 1) wrmguey

te, uzimanjem apsolutnih vrijednosti,
jwal (V5 = 1) wr 2 + (V5 + 1) wsf?) = (V5 = 1) jw] wl ]

Razlikujemo tri slucaja.

(1°) we # 0 # ws.

Dijeljenjem s |ws||ws|? dobivamo

(V5 1)

’wg‘

- (V5-1) %‘+(\/5+1) —

ali pripadna kvadratna jednadzba nema realnih rjeSenja jer joj je diskriminanta
(V5-1)(-3V5-5) <0

Zato ovaj slucaj niti nije mogué.

(20) Wwo = 0.
Ovdje dobivamo wyws = 0 te onda dalje wsw; = wiwy = 0. Sada vidimo da su barem 2
od brojeva wi, ws, wy jednaka 0.

(30) w2 75 0, w3 = 0.
Ovdje dobivamo w; = 0 te onda wyq = 0.
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U svakom slu¢aju vidimo da je najvise jedan od brojeva wi, ws, w3, wy razli¢it od 0 pa tvrdnja
slijedi iz prethodnog zadatka.

*
* *

Fourierova analiza na kona¢nim grupama nalazi najvige svojih primjena u tzv. aritmetickoj
kombinatorici, tj. prou¢avanju kombinatornih svojstava aritmetickih struktura. Postojeca lite-
ratura je vrlo opsezna. Najprije ¢emo tim metodama pokazati jedan vrlo tezak rezultat kojeg
je izvorno dokazao J. Bourgain.

Primjer 3.1.5. Neka je p prost broji S C {1,2,3,...,p— 1} takav da je |S| > p?/%. Dokazite
da za svaki cijeli broj m postoje

ai,az,bi,ba,c1,c2 €S

takvi da vrijedi
m = ajaz + bibs 4 c1c2 (mod p).

RjeSenje. Prisjetimo se da je Z, zapravo polje, tj. svaki s € Z,\{0} ima inverzni (tj. recipro¢ni)
element s~!. U kompaktnijoj skupovnoj notaciji Zelimo dokazati

Promotrimo funkciju f: Z, — C, f := Y g Xs.s, gdje x oznacava karakteristicnu funkciju
skupa. Naprije primijetimo da je

(fefxD@)= D F@f®f©= Y Xa-5a)x.5(b) xers(c)

a,b,c€Zy a1,b1,c1€S
a+b+c:x a,b,c€Zyp
a+b+c=x
= g 1 = broj trazenih prikaza od x
ai,b1,c1€8
az,bz,c2€S

a1az+bibatcica=z

pa zapravo trebamo dokazati da je (f * f* f)(z) > 0 za svaki xz € Z,.
Fourierova transformacija od f je

ST s @) o= sy = 303 B 2 3 (s,

s€S x€lyp seSyes seS

Tmamo f(0) = |S|2. Za & # 0 su elementi s¢& svi medusobno razliciti kako s varira pa
aritmeticko-kvadratna nejednakost i Plancherelov identitet daju

Fer<ist(Sluseor) <15 (3 ser)

ses EELy
1/2 2\ /2 12,121 a11/2 _ 1/2
= IS172(p Y Ixs(@)2) T = S| 28 1 = i1 s)
TELyp

Zbog nejednakosti Minkowskog imamo

(S 1er)” <X (X nser)”

§€Zy SES  E€Zy
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1/2
=S 02X Pes@)) = IS8 = pH2 S,

seS TELp

Konacno, zbog (f = f = f)(§) = f(f)S i formule inverzije imamo

(fxfxf)x)=Re(fxfxf)z)= ;Re Z F(€)3e2miat/p

£€Z,
1. 1 A
5ﬂ> 5 > P
§€Zp\{0}
>p YSI°—p P 2SI Y IF(©)
£€Z,

>p ISP = p RIS IpIS = p71SI0 — pt 2!
pYS[H(1S) = p*?) > 0.
Naime, po pretpostavci zadatka je |S| > p3/4, tj. |S|2 > p/2.

Zadatak 3.1.10. Dokazite Cauchy-Davenportov teorem: Ako je p prost brojiakosu A, B C Z,

neprazni, tada vrijedi
|A+ B| > min{|A| + |B| - 1, p}.

Pritom, kao i obi¢no, oznad¢avamo
A+B:={a+b:a€ A be B}.

Rjesenje. Autor ovog rjesenja je R. Chapman. Najprije tvrdimo da moZemo nadi skupove
X,Y C Z, takve da je

(X|=p+1-]4], [Y|=p+1-|Bl, [XNY]|=max{|X|+[V]-p,1}.
Razlikujemo dva slu¢aja.
(1°) Ako je |A| + |B| < p+ 1, tada mozemo uzeti

X={0,1,....p—1Al}, Y={|B|-1,|B|,...,p—1}.

(2°) Ako je |A|+ |B| > p+ 1, tada mozemo uzeti

X={0,1,....p—[A]}, Y=A{p—|ALp—|A[+1,....2p—[A] - |B|}.
Prema jacoj varijanti principa neodredenosti postoje funkcije f, g: Z, — C takve da je

supp(f) = 4, supp(f) = X, supp(g) = B, supp(g) =Y.

Promotrimo funkciju f * g. Iz definicije konvolucije

(fxg)(@):=> flz—y)g

YELp

se odmah vidi
supp(f * g) C supp(f) +supp(g) = A + B,
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dok iz svojstva - A
(f *9)(&) = f(£)3(&)
slijedi

— N

supp(f * g) = supp(f) Nsupp(g) = X NY.

Konac¢no, koristenjem jale varijante principa neodredenosti dobivamo
[A+ Bl +]X NY]| = |supp(f * g)| + |supp(f * g)| = p + 1,
$to je upravo

A+ B|2p+1—max{p+2—|A] — |B|, 1} =min {|A| + |B| — 1, p}.

3.2 Fourierova analiza na lokalno kompaktnim grupama

Topoloska grupa je grupa (G, +) s Hausdorffovom topologijom u odnosu na koju su zbrajanje
+: G x G — G iinvertiranje —: G — G neprekidna preslikavanja. Ako je grupa jos k tome
Abelova i svaka toc¢ka iz G ima kompaktnu okolinu, onda kazemo da je G lokalno kompaktna
Abelova (LCA) grupa. Moze se pokazati da svaka LCA grupa G ima uz sebe vezanu netrivijalnu
regularnu mjeru m = mg (definiranu na Borelovim podskupovima od G) koja je invarijantna
na translacije, tj. vrijedi

m(z + E) =m(E)

za svaki ¢ € G isvaki Borelov skup E. Ta mjera je jedinstvena do na multiplikativnu konstantu
i za svaki neprazni otvoreni skup V' C G vrijedi m(V) > 0. Ako je G kompaktna uzima se
verzija za koju je m(G) = 1, a ako je G diskretna obi¢no se uzima da je m mjera prebrojavanja.
(Za kona¢nu grupu G su moguce obje normalizacije.) Ta mjera se naziva Haarovom mjerom
od G. Tipi¢ni primjeri LCA grupa i pripadnih Haarovih mjera su:

e (Z,+) s diskretnom topologijom i mjerom prebrojavanja,
e (S',.) = (T, +) s uobi¢ajenom topologijom i Lebesgueovom mjerom,
e (R, +) ili cak (R%, +) s euklidskom topologijom i Lebesgueovom mjerom.

Zadatak 3.2.1. Pokazite da je ((0,400), ) LCA grupa (obzirom na topologiju naslijedenu iz

R) i da je formulom
dt

definirana njena Haarova mjera.

RjeSenje. Neprekidnost funkcija (0, 4+00) x (0, +00) — (0,+00), (z,y) — zy i (0,+0c0) —
(0,+00), © — 1 je sasvim otigledna. Totka z € (0,+00) svakako ima kompaktnu okolinu
[%, 2:5]. Translacijska invarijantnost navedene mjere slijedi iz rac¢una

mep)= [ F=f=asl= [ 22 [ )

za x € (0,+00) i E C (0, +00) Borelov.

Cinjenica da je ovo LCA grupa nas ne treba previse ¢uditi jer je ona izomorfna s (R, +4),
tj. preciznije, ¢: R — (0, 4+00), ¢(u) := €* je izomorfizam grupa i homeomorfizam pripadnih
topologkih prostora. Cak je i mjera m slika Lebesgueove mjere po tom izomorfizmu:

e“du

mmzéfzﬁzwzéqmeu=mem=mﬂw»
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Ako je G LCA grupa i m njena Haarova mjera, onda s LP(G) oznac¢avamo pripadne L
prostore. UocCimo da se za funkcije f, g na G opet moze definirati konvolucija,

(f * 9)(a /f:v— dm(y).

Za f,g € LY(G) vrijedi f x g € LYG) i
1f =gl < Il llglla-

Uz * kao mnoZenje prostor LI(G) postaje Banachova algebra.
Svaki neprekidni homomorfizam ¢: (G,+) — (S!,-) nazivamo (unitarnim) karakterom
grupe G. Opcenito svi karakteri LCA grupe G uz zbrajanje

&1+ &) (2) =&i(2)éa(x); z€G

tvore grupu G, koju zovemo dualna grupa od G. Obitno umjesto &(x) pisemo (x,§) i dualne
grupe klagi¢nih grupa se daju okarakterizirati do na izomorfizam i homeomorfizam:

e T~ 7 i uz tu identifikaciju {t,n) = 2™ zat € T, n € Z,

e 72T iuz tu identifikaciju (n,t) = e zan € Z, t €T,

e R~ R iuz tu identifikaciju (z,6) = ¥ 73 1 € € R.

Zhog |(x,€)| = 1 slijedi da je za svaku f € L(G) i svaki ¢ € G dobro definiran kompleksni

broj
- / J(2)(z, Edm(x).
G

Tako definirana funkcija f: G — C se naziva Fourierovom transformacijom funkcije f. Poka-
zuje se da funkcije oblika f — f(&) za neki & € G totno opisuju sve netrivijalne homomorfizme
s L(G@) u C te da uz topologiju iduciranu tim funkcijama G postaje LCA grupa. Moze se ¢ak
pokazati da je dualna grupa od G opet izomorfna s G, to je tzv. Pontrjaginov teorem dualnosti.
Stovige Haarova mjera mg od G se moze normalizirati tako da i ovdje vrijede Plancherelov

identitet
/|f<e>|2dm@<s> — / 1 (@)2dme (@)
G G

[ Fe)i@iime(6) / F(@)g(@)dme(x)

i Parsevalova formula

za funkcije f,g € LY(G) NL3(G).

Cak su i slucajevi kona¢nih grupa zanimljivi u ovom konteksu, posebno s primjenama u
kombinatorici.

Mnoge od vaznih i vrlo konkretnih grupa nisu Abelove, npr. razne matri¢ne grupe. One
se i dalje mogu proucavati kao topoloske grupe, ali kad bi imale “dovoljno” karaktera da bi za

“mnoge” funkcije f vrijedio razvoj
=2 F©)k)

I=e

imali bismo
(@+y) =Y f(¢ = fly+x)

I1€;
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pa bi G morala biti komutativna. Kako bi izbjegao taj problem Frobenius je krajem 19. st.
uveo pojam (unitarne) reprezentacije grupe, koja je sada neprekidni homomorfizam sa G u
grupu unitarnih operatora na nekom Hilbertovom prostoru. Na taj nafin karakteri postaju
naprosto jednodimenzionalne reprezentacije.
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