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PREGLED

I teoremi jedinstvenosti
I de�nicija kose
I Bekensteinovi dokazi
I zaobilaºenje dokaza, mogu¢e kose
I teoremi o duºini kose
I eksperiment
I zaklju£ak



�rje²enja� = rje²enja Einsteinove jednadºbe

Rµν −
1
2
Rgµν = 8πTµν ,

koju dobivamo varijacijom djelovanja

S = SH + SM =

ˆ
R
√
−gd4x +

ˆ
L(φk , φk,µ)

√
−gd4x

po metri£kom tenzoru gµν

1√
−g

δS

δgµν
= 0

Rµν- Riccijev tenzor,
R - skalar zakrivljenosti,
Tµν- tenzor energije i impulsa,
g - determinanta metrike,
SH - Hilbertova akcija,
SM - djelovanje materije,
φk - skup svih prisutnih polja



I crne rupe u kona£nom stanju
I G = c = 1
I µ, ν, α, β, ε {0, 1, 2, 3}
I i , j , k ε {1, 2, 3}

OSNOVNE PRETPOSTAVKE

I crna rupa: rezultat gravitacijskog kolapsa
I regularnost horizonta crne rupe H i njene okoline E
I vakuum / elektrovakuum u E → nema vanjskih izvora polja
I stacionarnost / stati£nost



Teoremi jedinstvenosti

Teorem 1. Me�u svim stati£nim, asimptotski ravnim
vakuumskim (elektrovakuumskim) prostorvremenima
sa zatvorenim, jednostruko povezanim
ekvipotencijalnim povr²inama g00 = konst.,
Schwarzschildovo (Reissner-Nordströmovu) rje²enje je
jedino koje ima nesingularnu povr²inu beskona£nog
crvenog pomaka g00 = 0. [ W. Israel, 1967.-1968.g. ]

Teorem 2. Mogu¢a vakuumska rje²enja za aksijalno-simetri£nu
okolinu crne rupe £ine diskretan skup kontinuiranih
obitelji, od kojih svaka ovisi barem o jednom, a
najvi²e o dva nezavisna parametra. [ B. Carter, 1970.g. ]
→ Kerrove crne rupe [ D. C. Robinson, 1975.g. ]

Pretpostavka: Masa M, naboj Q i zamah J potpuno opisuju crnu
rupu u kona£nom stanju ⇒ �no-hair conjecture� (NHC) [ Wheeler,

Ru�ni ]



De�nicija kose

MULTIPOLNI RAZVOJ

...U ELEKTROSTATICI:

V (r) =
1

4πε0

∞∑
n=0

1
rn+1

ˆ (
r ′
)n

Pn

(
cosθ′

)
ρ(r′)dτ ′

ρ(r′) - proizvoljna distribucija naboja
- razvoj potencijala po multipolnim momentima
- Gaussov zakon: integral po asimptotskoj beskona£nosti daje
ukupan naboj
! da polje brºe pada integral bi dao nulu



...U GRAVITACIJI:

. . .

- proizvoljna raspodjela materije
- multipolni razvoj po momentima mase i struje
- razvoj potpuno odre�en sa dva parametra → de�nirani integralom
po beskona£nosti (�Gauss� )
- pr. Kerrova metrika: M i J

KOSA= svaka dodatna informacija potrebna za potpun opis
prostorvremena ( primarna, sekundarna )

( M, J i Q su kose jer su to naboji de�nirani u ∞, ali se u NHC-u obi£no
kosom podrazumijeva sve osim toga )



BEKENSTEINOVI DOKAZI
�elimo provjeriti mogu¢nost postojanja polja u okolini stati£ne crne
rupe.
� stati£nost: ∂0gµν = 0, g0i = 0 (x0 je vremenska koordinata)
� pretpostavka: horizont H je zatvorena svjetlosna hiperpovr²ina

Djelovanje:

S =

ˆ
L(φk , φk,µ)

√
−gd4x

Varijacijskim principom dobivamo jednadºbu gibanja polja:

∂L
∂φk
−
(

∂L
∂φk,µ

)
,µ

= 0 / · φk
√
−gd4x

Integriramo po okolini crne rupe E :
ˆ

E

∂L
∂φk

φk
√
−gd4x −

ˆ

E

(
∂L
∂φk,µ

)
,µ

φk
√
−gd4x = 0 (1)



Drugi £lan:
ˆ

E

(
∂L
∂φk,µ

√
−gφk

)
,µ

d4x −
ˆ

E

φk,µ
∂L
∂φk,µ

√
−gd4x

=

ˆ

E

√
−g∇µ

(
∂L
∂φk,µ

φk

)
d4x −

ˆ

ε

φk,µ
∂L
∂φk,µ

√
−gd4x

=

ˆ

∂E

dσµ
∂L
∂φk,µ

φk −
ˆ

E

φk,µ
∂L
∂φk,µ

√
−gd4x ,

gdje smo koristili Stokesov teorem:

ˆ

V

∇µV µ
√
|g |dnx =

ˆ

∂V

nµV
µ
√
|γ|dn−1x ,

∂V rub volumena V , a γ inducirana metrika na njemu
dσµ - element hiperpovr²ine koja je rub okoline ∂E
∂E se sastoji od H i beskona£nosti



De�niramo

bµ ≡
∑
k

φk
∂L
∂φk,µ

i rastavljamo integral po rubu na H i ∞. (1) postaje

−
ˆ

H

bµdσµ −
ˆ

∞

bµdσµ

+
∑
k

ˆ
E

∂L
∂φk

φk
√
−gd4x +

ˆ

E

φk,µ
∂L
∂φk,µ

√
−gd4x

 = 0. (2)

Ideja: pokazati da prva dva £lana i²£ezavaju, a da je izraz u zagradi
jednak nuli samo ako je φk = 0 svugdje u E .



Sada koristimo pretpostavke da je H svjetlosna povr²ina i da se radi
o stati£nom slu£aju;

gµνdσ
µdσν

H
= 0 ⇒ gijdσ

idσj
H
= 0.

Koriste¢i Schwarz-Cauchy-Bunyakovsky (SCB) nejednakost imamo:(
gijdσ

ibj
)2 ≤ (gijdσidσj) (gijbibj) H= 0,

odakle slijedi

0 H= gijdσ
ibj
H
= gµνdσ

µbν .

Dakle, prvi £lan u (2)

−
ˆ

H

bµdσµ = 0

Pretpostavili smo: gijb
ibj <∞ na H →dokazujemo kasnije u

konkretnom slu£aju, ovisno o polju.



Asimptotsko pona²anje polja u limesu r →∞
I Za bezmasena polja vrijedi φ ∝ 1/r ⇒

bµ ∝ φφ,µ ∝
1
r3
,

I za masivna vrijedi φ ∝ e−mr

r ⇒

bµ ∝ e−mr .

U oba slu£aja bµ trne u prostornoj beskona£nosti.

Vremenska beskona£nost: dσi = 0
=⇒

−
ˆ

∞

bµdσµ = 0

ako dokaºemo b0 = 0 za konkretno polje koje promatramo.



Jednadºba (2) postaje

∑
k

ˆ

E

(
∂L
∂φk

φk + φk,µ
∂L
∂φk,µ

)√
−gd4x = 0 (3)



REALNO SKALARNO POLJE ψ

� neutralno, minimalno vezanje za gravitaciju
Gusto¢a lagranºijana je

L = −1
2

(ψ,αψ
,α + V (ψ)) ,

Potencijal polja V = m2ψ2, m - masa polja

bµ ≡ ψ ∂L
∂ψ,µ

= −ψψµ

Treba pokazati da je b2 = ψ2ψ,µψ
,µ regularno na H.

Tenzor energije i impulsa skalarnog polja

Tµν =
−2√
−g

δS

δgµν
= −ψ,µψ,ν −

1
2
gµν (ψ,αψ

,α + V ) .

Izra£unamo skalare T = gµνTµν , T
2, TµνT

µν



Izrazimo

ψ,µψ
,µ =

√
4
3
TµνTµν − 1

3
T 2

m2ψ2 = −T

2
− 1

2

√
4
3
TµνTµν − 1

3
T 2, (4)

T = gµνTµν , T
2, TµνT

µν su �zikalni skalari, dakle, regularni

⇒ b2 = ψ2ψ,µψ
,µ <∞ na H

Tako�er, zbog stati£nosti imamo ψ,0 = 0 ⇒ b0 = −ψψ,0 = 0.



Dokazali smo:
´
∂E
bµdσµ = 0 pa moºemo koristiti (3)

ˆ

E

(
∂L
∂ψ

ψ + ψ,µ
∂L
∂ψ,µ

)√
−gd4x

=

ˆ

E

(
gµνψ

,µψ,ν + m2ψ2
)√
−gd4x

=

ˆ

E

(
gijψ

,iψ,j + m2ψ2
)√
−gd4x = 0

gij je pozitivno de�nitna matrica u E i jedini na£in da integral
i²£ezava je:

ψ
E
= 0

(Ako je dl prostorna udaljenost izme�u dviju to£aka odvojenih
koordinatnim intervalom dx i , ona je dobro de�nirana s dl2 = gijdx

idx j .
O£ito gij je pozitivno de�nitna matrica u E .)



U slu£aju m = 0 jednadºba (4)

m2ψ2 = −T

2
− 1

2

√
4
3
TµνTµν − 1

3
T 2

vi²e ne osigurava ome�enost b2 na H.
Problem rje²avamo �zikalnim argumentom;
ako stavimo rubni uvjet takav da ψ i²£ezava asimptotski, moºemo
interpretirati ψ2 kao invarijantnu gusto¢u vjerojatnosti, koja je kao
takva �zikalan skalar, regularna na H.
Dobivamo isti zaklju£ak kao u slu£aju masivnog polja, a to je da
polje i²£ezava u E .



KOMPLEKSNO SKALARNO POLJE ψ
� elektri£ki nabijeno, minimalno vezano za gravitaciju i
elektromagnetsko(EM) polje Aµ, Fµν = Aν,µ − Aµ,ν

Gusto¢a lagranºijana dana je s

L = −
(
dαd∗α + m2ψψ∗

)
− 1

16π
FµνFµν ,

gdje je e naboj polja i

dα = ψ,α − ieAαψ = Dαψ,

a Dα je kovarijantna derivacija.
Tenzor energije i impulsa je

Tµν = dµd
∗
ν + d∗µdν −

(
dαd∗α + m2ψψ∗

)
.

Invarijantnost teorije na baºdarnu transformaciju

ψ → ψe ieΛ, Aµ → Aµ + Λ,µ (5)

gdje jeΛ proizvoljna realna skalarna funkcija,



vodi na postojanje o£uvane elektri£ne struje

jµ = ie
(
ψd∗µ − ψ∗dµ

)
. (6)

Zbog stati£nosti moºemo odabrati baºdarenje u kojem je
Ai = 0 i A0,0 = 0. Tako�er vrijedi j i = 0 i

j0,0 = 0 = g00ie (ψd∗0 − ψ∗d0),0 . (7)

Izjedna£avaju¢i realni i imaginarni dio izraza (7) s nula dobivamo:

<(7) = 0 ⇒ ψψ∗,00 = ψ∗ψ,00

Pretpostavimo
ψ = const · e iφ(xµ)

Dobivamo φ,00 = 0, tj. φ = ωx0 + ϕ , gdje su ω i ϕ realne
konstante.



=(7) = (ψψ∗),0 = 0

� slijedi da je ψψ∗ neovisno o x0.

Dakle, odabirom Λ = −(ωx0+ϕ)
e moºemo dobiti da je ψ realno

i vremenski neovisno polje, bez mjenjanja uvjeta na Aµ.
Za

bµ =
∑

ψk=ψ,ψ∗
ψk

∂L
∂ψk,µ

ra£unamo:

∂L
∂ψ,µ

= −ψ∗,µ − ieAµψ∗ (8)

∂L
∂ψ∗,µ

= −ψ,µ − ieAµψ, (9)

²to daje
bµ = − (ψdµ∗ + ψ∗dµ)



Slijedi

b0 = −
(
ψψ∗,0 + ieA0ψψ∗ + ψ∗ψ,0 − ieA0ψ∗ψ

)
= 0,

bi =
(
ψψ∗,i + ψ∗ψ,i

)
= − (ψψ∗),i ,

²to je realna veli£ina.

Kako bi pokazali da je bµbµ ome�eno na horizontu ra£unamo:

TµνT
µν = 2|dµdµ|2 + 3

4Td
µd∗µ + T 2

16 + 1
2

(
dµd∗µ

)2
bµbµ = ψψ∗

(
dµdµ + dµ∗d∗µ + 2dµd∗µ

)
TµνT

µν je regularno na H ⇒ dµdµ i dµd∗µ isto moraju biti
Iz toga i regularnosti skalara T vidimo da i ψψ∗ mora biti regularno
iz £ega slijedi da je i bµbµ ome�eno na H.



Istim zaklju£ivanjem kao prije dobivamo
ˆ

∂E

bµdσµ = 0

→moºemo koristiti jednadºbu (3)
Ra£unamo

∂L
∂ψ

= ieAµψ∗,µ − e2A2ψ∗ −m2ψ∗

∂L
∂ψ∗

= −ieAµψ,µ − e2A2ψ −m2ψ,

(3) postaje:

ˆ
d4x
√
−g
{
−2e2A2ψ2 − 2m2ψ2 − 2ψ,µψ,µ − 2ieAµψψ∗,µ

}
= 0



Koriste¢i, otprije poznato, Ai = 0, ψ,0 = ψ∗,0 = 0 dobivamo:

ˆ

E

{
gijψ

,iψ,j +
[
m2 + g00

(
eA0
)2]

ψ2
}√
−gd4x = 0. (10)

Asimptotska ravnost: g00 = −1 za r →∞, a predznak mijenja na
H ⇒
g00 ≤ 0 u E , gij je pozitivno de�nitna u E
Ako A0 = 0 =⇒

ψ
E
= 0

Ako A0 6= 0 izraz pod integralom nije pozitivno de�nitan i ne
moºemo to zaklju£iti.
Sad ¢emo pokazati: u na²em baºdarenju za ψ 6= 0 mora biti
A0 = 0.



Vratimo se o£uvanoj struji (6):

j0 = −2e2A0ψ2. (11)

ψ2 -gusto¢a vjerojatnosti mezona invarijantne gusto¢e naboja√
−jµjµ

Speci�£ni naboj polja (po mezonu), ²to je �zikalni skalar, dakle
ome�en, je:√

−jµjµ
ψ2

=

√
−g00j0j0
ψ2

=

√
−g00 (2e2A0)2.

Zaklju£ujemo da je g00
(
A0
)2 ome�eno.

Dalje ra£unamo bµ za EM polje:

bµEM = Aα
∂L
∂Aα,µ

=
−1
4π

AνF
µν (12)

iz £ega je lako pokazati da vrijedi b0EM = 0.
Ista razmatranja kao prije daju bµbµ je regularno na H.



Jednadºba (3) za EM polje je

ˆ

E

(
∂L
∂Aµ

Aµ + Aµ,ν
∂L
∂Aµ,ν

)√
−gd4x = 0. (13)

Uvr²tavamo

∂L
∂Aµ

= −2e2ψ2Aµ,
∂L
∂Aµ,ν

=
1
4π

Fµν

Ai = 0, A0,0 = 0

Slijedi
ˆ

E

g00

[
1
4π

gijF
0iF 0j + 2

(
eA0
)2
ψ2

]√
−gd4x = 0.

Ako g00 6= 0, ²to je uvjet da raniji izraz (10) nije pozitivno

de�nitan, mora biti A0 E= 0.



Dokazali smo

ψ
E
= 0,

tj. ne moºe postojati skalarno masivno nabijeno polje u okolini
stati£ne, sferno-simetri£ne crne rupe, minimalno vezano za
gravitaciju i EM polje.
Iz invarijantnosti na baºdarnu transformaciju (5) slijedi da rezultat
vrijedi svim baºdarenjima.

U slu£aju kada je ψ kompleksno, neutralno skalarno polje postupak
je isti kao za nabijeno, s minimalnim vezanjem polja ψ za izmi²ljeno
polje Aµ.
To polje ne¢e doprinositi �zikalnim veli£inama (Tµν tenzoru) zbog
baºdarne invarijantnosti teorije, a vodi na isti rezultat.



VEKTORSKO POLJE Bµ

� neutralno, realno, mase m > 0, minimalno vezano za gravitaciju
Pripadni tenzor polja je

Hµν = Bν,µ − Bµ,ν ,

a gusto¢a lagranºijana

L = −HµνHµν
16π

−m2B
µBµ
8π

.

Jednadºba gibanja je Proca jednadºba u zakrivljenom prostoru:

Hµν
;ν + m2Bµ = 0. (14)

Hµν je tenzor potpuno analogan Fµν , ali Bµ nije baºdarno
invarijantan kao Aµ, nego je s (14) potpuno odre�en iz Hµν , ²to
zna£i da je �zikalno polje.



Ra£unamo

bµ ≡ Bν
∂L
∂Bν,µ

= −HµνBν
4π

U stati£nom slu£aju vrijedi b0 = 0 i bµbµ �zikalan skalar.
Jednadbi (3) odgovara

ˆ

E

g00
[
gijH

0iH0j + m2
(
B0
)2]√−gd4x = 0. (15)

gij je pozitivno de�nitna matrica.
Zaklju£ujemo: H0i i B0 i²£ezavaju svugdje u E .

Ako je Bµ mase m = 0, postoji baºdarna invarijantnost, Bµ nije
�zikalno polje; bµbµ nije nuºno regularno.
Sferno simetri£na stati£na crna rupa sa bezmasenim neutralnim
vektorskim poljem je nabijena Reissner-Nordströmova crna rupa.
Za kompleksno nabijeno vektorsko polje moºemo, postupkom kao
za skalarno polje dobivamo isti rezultat



o sada smo pokazali da stati£na, sferno simetri£na crna rupa ne

moºe imati vanjsko (masivno i bezmaseno) skalarno i (masivno)

vektorsko polje, nabijeno, ni neutralno, minimalno vezano za

gravitaciju.

Sad ¢emo gledati stacionaran slu£aj.



ROTIRAJU�A CRNA RUPA
� stacionarnost: gµν,0 = 0
� skalarno mezonsko polje, m > 0
Po Hawkingovom teoremu: okolina je osnosimetri£na, a horizont H
homeomorfan sferi pa metriku moºemo pisati u obliku:

ds2 = W
(
dρ2 + dz2

)
+ Adt2 + Bdϕ2 + Cdtdϕ, (16)

gdje su W ,A,B,C neovisni o t i kutu simetrije ϕ .

� Zahtjev za kauzalno²¢u u okolini nam daje W ≥ 0 i W moºe
i²£ezavati samo u izoliranim to£kama ρ− z ravnine.
� H je, nesingularna svjetlosna hiperpovr²ina normale nµ.
� Zbog simetrija vrijedi nt = nϕ = 0 ;

nµn
µ = 0 = gµνnµnν = gρρnρnρ + g zznznz

Dobivamo:

W−1 (dρ2 + dz2
) H

= 0. (17)



Klein-Gordonova jednadºba:

ψ ;µ
,µ −m2ψ = 0

Iz simetrija ( ψ,t = ψ,ϕ = 0 ) slijedi:

ψ ;ρ
,ρ + ψ ;z

,z −m2ψ = 0.

Mnoºimo s ψ
√
−gd4x i integriramo po E :

ˆ

E

[(
W−1ψ,ρ

√
−g
)
,ρ
ψ +

(
W−1ψ,z

√
−g
)
,z
ψ −m2ψ2√−g

]
d4x = 0

Sre�ivanjem prva dva £lana i kori²tenjem Stokesovog teorema
dobivamo



ˆ

∂E

W−1ψ (ψ,ρnρ + ψ,znz) dσ

=

ˆ

E

[(
ψ2
,ρ + ψ2

,z

)
W−1 + m2ψ2

]√
−gd4x (18)

nµ - normala na rub okoline ∂E (H i ∞)
nµdσ - vektorski element 3D hiperpovr²ine ∂E
Integral po ∞ i²£ezava, kao i prije, zbog asimptotskog pona²anja
polja.
SCB nejednakost nam daje[

W−1ψ (ψ,ρnρ + ψ,znz)
]2 ≤W−2ψ2

(
ψ2
,ρ + ψ2

,z

) (
n2ρ + n2z

) H
= 0.(

ψ2
,ρ + ψ2

,z

)
ψ2W−1 moºemo izraziti prekoT , T 2, TµνT

µν

dσ je nesingularan ⇒
´
∂E

= 0



Dobivamo ˆ

E

[(
ψ2
,ρ + ψ2

,z

)
W−1 + m2ψ2

]√
−gd4x = 0

Zbog po£etnih uvjeta na W slijedi

ψ
E
= 0.



Klju£no u dosada²njim dokazima je V ′ ≥ 0.
Za realno skalarno polje smo imali

L = −1
2

(ψ,αψ
,α + V (ψ)) ,

do²li do ˆ

E

(
gijψ

,iψ,j + V ′ψ
)√
−gd4x = 0

i zaklju£ili da polje i²£ezava svugdje. Neka polja, kao Higgsovo,
imaju V ′ < 0 na nekim podru£jima.

Sljede¢i Bekensteinov dokaz: pozitivnost gusto¢e energije polja je
dovoljan uvjet za isklju£ivanje skalarne, minimalno vezane kose u
asimptotski ravnoj okolini stati£ne crne rupe.



� Djelovanje skalarnih polja ψ, χ minimalno vezanih za gravitaciju
je

Sψ,χ = −
ˆ

E (I , J,K , ψ, χ)
√
−gd4x ,

gdje je E funkcija,

I ≡ gαβψ,αψ,β , J ≡ gαβχ,αχ,β , K ≡ gαβψ,αχ,β

su invarijante sloºene od prvih derivacija polja (�kineti£ki £lanovi�).
Poop¢enje na vi²e polja je trivijalno.

� Tenzor energije i impulsa koji odgovara djelovanju Sψ,χ je

T β
α = −E δ βα + 2

(
∂E

∂I

)
ψ,αψ

,β

+2
(
∂E

∂J

)
χ,αχ

,β +

(
∂E

∂K

)(
χ,αψ

,β + ψ,αχ
,β
)
. (19)



Opaºa£ 4-brzine Uα opaºa lokalnu gusto¢u energije

ρ =E + 2
(
∂E

∂I

)
(ψ,αU

α)2

+2
(
∂E

∂J

)
(χ,αU

α)2 + 2
(
∂E

∂K

)
χ,αU

αψ,βU
β. (20)

Pretpostavljamo da polje ima vremenski Killingov vektor. Ako se
opaºa£ giba duº tog Killing vektora imamo
ψ,αU

α = 0, χ,αUα = 0, ... i ρ = E , iz £ega slijedi

E ≥0. (21)

Ako se drugi opaºa£ giba relativno prema prvome 3-brzinom v, u
slobodnopadaju¢em koordinatnom sustavu, sugibaju¢em sa prvim
opaºa£em vrijedi U0 = γ i U = γv, gdje je γ =

(
1− v2

)−1/2.
Kada |v| → 1, £lanovi u (20) koji sadrºe derivacije o£ito dominiraju
nad E , prema tome ukupno moraju biti nenegativni.



Te £lanove moºemo napisati kao kvadratnu formu i iz uvjeta na
njenu nenegativnost dobivamo uvjete:(

∂E

∂K

)2

≤ 4
(
∂E

∂I

)(
∂E

∂J

)
(22)

(
∂E

∂I

)
> 0,

(
∂E

∂J

)
> 0, (23)

koje ¢emo kasnije koristiti.



Pretpostavljamo stati£no asimptotski ravno rje²enje Einsteinovih
jednadºbi za skalarno polje. Metrika izvan horizonta:

ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdϕ2

)
, (24)

gdje su ν i λ funkcije od r i trnu kao O(r−1) kada r →∞ i
ψ = ψ(r) i χ = χ(r).
H odgovara povr²ini r = rh, gdje eν(rh) = 0
Zakon o£uvanja kojeg zadovoljava T ν

µ dan s (19) je

T ν
µ ;ν = 0, (25)

r komponenta je[√
−gT r

r

]′ − 1
2

√
−g

∂gαβ
∂r

Tαβ = 0, (26)

gdje crtica ozna£ava ∂/∂r i
√
−g = e

λ+ν
2 r2sinθ.



Zbog stati£nosti i sferne simetrije T ν
µ mora biti dijagonalan,

T θ
θ = T ϕ

ϕ i vrijedi T t
t = T θ

θ = −E ²to nam omogu¢uje da (26)
pi²emo u obliku (

e
ν
2 r2T r

r

)′
= −

(
e

ν
2 r2
)′

E . (27)

Integriramo dobivenu jednadºbu po r od rh do r . �lan izvrijednjen
u rh i²£ezava jer eν(rh) = 0, a T r

r je kona£an (mora biti kako bi
�zikalna invarijanta TαβT

αβ bila kona£na na H).
Dobivamo

T r
r (r) = −e

ν
2

r2

r̂

rh

(
e

ν
2 r2
)′

E dr . (28)

Primijetimo, eν(rh) = 0 i eν(r>rh) > 0 pa eνmora rasti s r blizu
horizonta. Iz (28) slijedi da, uz E > 0, dovoljno blizu H mora

vrijediti T r
r < 0.



Presloºimo (27)

(T r
r )′ = −e

ν
2

r2

(
e

ν
2 r2
)′

(E + T r
r ) , (29)

a (19) daje

E + T r
r = 2e−λ

[(
∂E

∂I

)
(ψ,r )

2 +

(
∂E

∂J

)
(χ,r )

2 +

(
∂E

∂K

)
χ,rψ,r

]
.

� Uvjeti (22) i (23) daju E + T r
r ≥ 0 svugdje, ²to povla£i

(T r
r )′ < 0 dovoljno blizu H.

� Asimptotsko pona²anje eν/2 → 1 u (29) daje (T r
r )′ < 0 .

� Kasnije ¢emo vidjeti da asimptotska ravnosta zahtjeva da E pada
barem sa r−3 u limesu r →∞ (jednadºba (32)).
� Integral u (28) tada konvergira i |T r

r | trne asimptotski sa r−2, ali
kako je (T r

r )′ < 0 ⇒ asimptotski je T r
r > 0 i smanjuje se s r .

� Zaklju£ujemo: postoji interval [ra, rb] gdje (T r
r )′ > 0 i T r

r

mijenja predznak na nekom rc ; ra > rc > rb.
Sada ¢emo, pomo¢u Einsteinovih jednadºbi, pokazati da je takav
rezultat NEOSTVARIV.



Relevantne Einsteinove jednadºbe su

e−λ
(
r−2 − r−1λ′

)
− r−2 = 8πGT t

t = −8πGE (30)

e−λ
(
r−1λ′ + r−2

)
− r−2 = 8πGT r

r . (31)

Rje²avanjem (30) dobivamo

e−λ = 1− 8πGr−1
r̂

rh

E r2dr − 2GMr−1, (32)

gdje je M konstanta integracije.
Asimptotska ravnost zahtjeva:

asimptotski E = O
(
r−3
)
tako da λ = O

(
r−1
)
.

Tako�er, eλ(rh) →∞ tako da 2GM = rh (M je masa crne rupe).
Iz (32) slijedi da je eλ ≥ 1 u cijeloj E .
(Promjena predznaka nije mogu¢a jer bi, uz eν > 0, zna£ila promjenu
signature, ²to ne odgovara regularnosti rje²enja.)



Drugu Einsteinovu jednadºbu (31) pi²emo kao

e−
ν
2 r−2

(
e

ν
2 r2
)′

=

[
4πrGT r

r +
1
2r

]
eλ +

3
2r

> 4πrGT r
r e

λ +
2
r
,

(33)
gdje nejednakost dolazi od eλ

2 + 3
2 > 2.

U podru£ju [rc , rb]: T r
r > 0 =⇒ e−

ν
2 r−2

(
e

ν
2 r2
)′
> 0,

²to uvr²teno u (29) daje (T r
r )′ < 0 , u suprotnosti sa ranijim

zaklju£kom.
Jedini na£in za izbje¢i kontradikciju: polja ψ,χ su konstantna u
okolini E , t. d. sve komponente T β

α i²£ezavaju, tj. (jedn. (19))

E (0, 0, 0, ..., ψ, χ, ...) = 0.

Rje²enje je identi£no Schwarzschildovo. Ako je crna rupa elektri£ki
ili magnetski nabijena, a skalarna polja nisu vezana za EM, sli£na
rasprava vodi na zaklju£ak da crna rupa mora biti
Reissner-Nordströmova.



PROTUPRIMJERI:

KONFORMNA KOSA

• Prvu kosu je na²ao Bekenstein u obliku bezmasenog konformnog

skalarnog polja.

� Konformna transformacija je promjena skale

gµν(x)→ Ω2(x)gµν(x),

gdje x ozna£ava sve koordinate, a Ω(x) je neka funkcija.
� Polje ψ je konformno invarijantno ako zadovoljava jednadºbu

ψ ;α
,α − R

6
ψ = 0, (34)

gdje je R skalar zakrivljenosti.



� Djelovanje konformnog polja ψ i ostalih polja, £ija je gusto¢a
lagranºijana L, je

S =

ˆ [
R

16π
− 1

2
ψ,αψ

,α − ξR
2
ψ2 + L

]√
−gd4x , (35)

gdje je

ξ =
n − 2

4(n − 1)
n=4
=

1
6
≡ ξc

za konformno vezanje skalarnog polja za gravitaciju u £etiri
dimenzije (ξ = 0 odgovara minimalnom vezanju).

� Varijacijskim principom djelovanja (35) po ψ dobivamo (34), a
varijacijom po gµν Einsteinove jednadºbe.



� Bekenstein je dokazao teorem po kojem za svako rje²enje

Einsteinovih jednadºbi sa obi£nim skalarnim poljem postoje dva

rje²enja Einsteinovih jednadºbi sa konformnim skalarnim poljem.

� Daje stati£no sferno-simetri£no rje²enje vezanih
Einstein-Maxwell-ψ jednadºbi sa H regularne geometrije,
parametrizirano elektri£nim nabojem e i skalarnim nabojem q.
� Linijski element, EM polje i skalarno polje tog rje²enja su redom:

ds2 = −
(
1− M

r

)2

dt2 +

(
1− M

r

)−2
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2θdφ2

)
Fµν = er−2

(
δ rµδ

t
ν − δ tµδ rν

)
ψ = q (r −M)−1 , (36)

gdje je M =
√

e2 − 4πq2

3
.



� Skalarno polje divergira na H → ne�zikalno rje²enje?

� Prou£avanje putanja testnih £estica u prostorvremenu danom s
(36), pokazao da je H �zikalno regularan jer vrijedi:

i) beskona£nost polja ψ nije povezana sa beskona£no visokom
(odbojnom) potencijalnom barijerom (kao beskona£nost EM
potencijala u r = 0 za odgovaraju¢i predznak naboja)

ii) ne postoje putanje testnih £estica (slobodnih, elektri£ki ili
skalarno nabijenih) koje zavr²avaju na H u kona£nom vlastitom
vremenu

iii) plimne akceleracije (gravitacijskog, skalarnog ili EM porijekla)
su ome�ene na H



� Za potpun opis rje²enja je potreban dodatan parametar, skalarni
naboj, dakle, rezultat je crna rupa sa kosom.

� Ispostavilo se da je to rje²enje nestabilno pod radijalnim
perturbacijama.
� QM �uktuacije se ne mogu isklju£iti pa ¢e s vremenom ostati
obi£no Schwarzschildovo rje²enje.

→ nestabilna rje²enja se ugl. odbacuju kao astro�zi£ki nerelevantna

! Bekensteinova konformna kosa je pokazala da postoje na£ini
zaobilaºenja NHC-a i potaknula nove potrage za kosom.



Postoji li analogno rje²enje za ξ 6= 1/6 i poop¢enje na n 6= 4 ?

Dokazano:
� Bekensteinova crna rupa NE postoji za n = 3 i za n > 4.

[Klim£ik]

� Stati£na sferno-simetri£na nabijena ili neutralna crna rupa NE
moºe imati kosu u obliku neutralnog skalarnog polja (ili vi²e polja)
sa standardnim kineti£kim djelovanjem, pozitivno-semide�nitnog
potencijala samointerakcije i neminimalnog vezanja za gravitaciju sa
ξ < 0 i ξ ≥ 1/2. [Mayo&Bekenstein]

� Nabijena sferno-simetri£na crna rupa NE moºe imati kosu u
obliku nabijenog skalarnog polja sa standardnim kineti£kim
djelovanjem, regularnim potencijalom samointerakcije i ξ 6= 0.
[Mayo&Bekenstein]

�ini se da je Bekensteinova konformna crna rupa jedino rje²enje tog
tipa, neovisno o vrijednosti veli£ine ξ, broju dimenzija i potencijalu
samointerakcije.



NE-ABELOVA KOSA

Obojene crne rupe

• Gornji dokazi ne vrijede za polja sa ne-Abelovom interakcijom.
• Za svako rje²enje Einstein-Maxwell jednadºbi moºe se konstruirati
skup rje²enja vezanih Einstein-Yang-Mills (EYM) jednadºbi bilo
koje baºdarne grupe sa invarijantnom metrikom.
• Baºdarna polja su bezmaseni vektorski mezoni, a baºdarni naboji
o£uvane veli£ine kao izospin i hipernaboj.
• Postoji i rje²enje Kerrove geometrije sa prisustvom konstantnog
skalarnog polja sa spontanim lomom simetrije.
→ kombinacija bi mogla dati crnu rupu sa masivnim YM poljem
• Na�eno je sferno-simetri£no rje²enje (EYMH) sa netrivijalnim
SU(2) baºdarnim i Higgsovim poljem izvan H (numeri£ki)
Rje²enje je nestabilna.



• Kako ne-Abelovska interakcija zaobilazi prija²nje NHC dokaze?
primjer: Lagranºijan SU(2) baºdarne teorije se moºe pisati

LEYM = − 1
16π

[
|F |2

]
= − 1

16π

[
gµρgνσF (i)

µν F
(i)
ρσ

]
,

gdje je i izospinski indeks,

F (i)
µν = A(i)

ν,µ − A(i)
µ,ν + gεijkA

(j)
µ A(k)

ν

i g je konstanta baºdarnog vezanja.
Jednadºba koja odgovara Bekensteinovoj jednadºbi (3) je

− 1
4π

ˆ

E

d4x
√
−g
[
−8πLEYM +

1
2

(
gεijkA

(j)
µ A(k)

ν

)
F (i)µν

]
= 0.

Ako gledamo stati£na polja i, zbog jednostavnosti, pretpostavimo
A

(i)
0 = 0, slijedi |F |2, ali drugi £lan nije nuºno pozitivan pa

postojanje takvog nelinearnog £lana moºe voditi na zaobilaºenje
Bekensteinovog dokaza.



• Netrivijalna rje²enja sistema EYM su nazvana obojene crne rupe.

• Parametrizirana su cijelim brojem n koji odgovara broju £vorova
YM potencijala i sva su nestabilna na radijalne linearne
perturbacije.

• Stati£na SU(2) EYM rje²enja, za razliku od Einstein-Maxwell

rje²enja, nisu nuºno sferno, ve¢ samo osnosimetri£na.

Postoje: • stati£na, sferno simetri£na SU(N) EYM rje²enja i
• SU(2) kosa sporo rotiraju¢e crne rupe, £iji je stati£ki

limes neutralan, dok je naboj rotiraju¢eg rje²enja proporcionalan
zamahu crne rupe.

• dilatonske obojene crne rupe sli£nih svojstava kao
obi£ne obojene, a pripadni integral djelovanja se javlja u razli£itim
teorijama ujedinjenja.



• Skyrme crne rupe

Proizlaze iz nelinearnih σ−modela u interakciji sa gravitacijskim
poljem. Skyrme je dao najjednostavniji nelinearni σ−model sa
stabilnim solitonskim rje²enjima i na�ena su pripadna rje²enja za
crne rupe. Barem je jedno rje²enje sa Skyrme kosom stabilno.

• Proca crne rupe

Proca polje je masivno YM polje koje interagira sa gravitacijom.
Takvo Einstein-non-Abelian-Proca (ENAP) rje²enje postoji i
stabilno je.

• Crne rupe u monopolima

Monopoli su prvo razmatrani u okviru Maxwellove elektrodinamike,
a zatim su na�eni monopoli kao rje²enja YMH teorije i rje²enja koja
opisuju gravitacijske monopole. Crna rupa moºe postojati ako je
gravitacijski radijus manji od veli£ine monopola.



KVANTNA KOSA

• Aksionske crne rupe

Aksionska kosa je prva poznata stabilna dinami£ka, ne-baºdarna
kosa . Rotacija crne rupe djeluje kao izvor aksionske kose, a kod
nerotiraju¢e crne rupe tu ulogu ima postojanje i elektri£nog i
magnetskog naboja. Kosa ne modi�cira vakuumsku metriku
okoline, tj. njen tenzor energije i impulsa i²£ezava, ali je ukupni
aksionski naboj razli£it od nula i u principu bi se mogao mjeriti
nelokalnim eksperimentima kvantne prirode.

• Crne rupe sa diskretnim baºdarnim nabojima

Kvantna kosa povezana sa diskretnim baºdarnim nabojima se moºe
pojaviti kada lom lokalno kontinuirane baºdarne simetrije ostavi
neslomljenom diskretnu podgrupu baºdarne grupe. Naboji
neslomljene simetrije mogu ostati vezani za crnu rupu, a u principu
se mogu mjeriti Aharonov-Bohm tipom raspr²enja kozmi£ke strune
na topolo²ki stabilnoj struni vezanoj uz naboj neslomljene simetrije.



• Postoji rje²enje rotiraju¢e crne rupe sa minimalno vezanim
kompleksnim skalarnim poljem i to rje²enje nema stati£an limes.
Zaobilaºenje odgovaraju¢eg Bekensteinovog dokaza je omogu¢eno
£injenicom da skalarno polje ne naslje�uje simetrije metrike.
Pripadno rje²enje, osim M i J, ima o£uvani kontinuirani Noetherov
naboj, mjeru skalarne kose.

____________________________________

Sve se do sada odnosilo na asimptotski ravna rje²enja.
Eksperimentalna vrijednost kozmolo²ke konstante Λ je pribliºno

2 · 10−35s−2

i svemir u kojem ºivimo nije asimptotski ravan, ve¢ negativno
zakrivljen.
Koliko je opravdano zahtjevati asimptotsku ravnost rje²enja i ²to
moºemo re¢i o kosi crnih rupa u svemiru sa Λ 6= 0?



Λ < 0

• Skalarna ne-minimalno vezana kosa, bez polja samointerakcije
oko 4D crne rupe je mogu¢a samo za Λ < 0 i ξ > 0 i neka rj. su
stabilna.
• Postoje stabilna SU(N) rje²enja (za razliku od asimp. ravnih koja
su sva nestabilna).
Kako asimptotski adS rje²enja ne o£ekujemo opaziti u svemiru,
zanimanje za njih je £esto vezano za korespodenciju anti-de Sitter
prostora i konformne teorije polja (adS/CFT); poznato i kao
baºdarno-gravitacijska dualnost, koja se primjenjuje npr. u teoriji
struna, nuklearnoj �zici i teoriji supravodi£a.

Λ > 0

Koliko nam je poznato za Λ > 0 nisu na�ena stabilna rje²enja sa
kosom, ve¢ su, dokazani neki oblici NHC-a, iako nema dokaza za
sasvim op¢enita svojstva kose.



CRNE RUPE NEMAJU KOSU?

NHC u naj²irem smislu o£ito ne vrijedi, ALI svakako nije dopu²tena
bilo kakva kosa.

Klju£ne pretpostavke:
- simetrije prostorvremena
- simetrije polja
- vezanje polja za gravitaciju i druga polja
- regularnost polja
- Abelova/ne-Abelova interakcija
- stabilnost
- masa i na£in generiranja mase polja
- asimptotski oblik rje²enja
- potencijal samointerakcije

NHC se moºe dokazati samo za pojedina£no djelovanje i geometriju
rje²enja, ne op¢enito.



�CRNE RUPE NEMAJU KRATKU KOSU�
�YM kosa se nuºno prostire dalje od 3/2rH → prva naznaka o grani£noj
duljini kose.
� Idu¢i teorem se odnosi na sve, do nastanka teorema, na�ene kose:
Skyrme, EYM, EYMH, ENAP, dilatonska i poznat je kao �crne rupe
nemaju kratku kosu�.
�Slabi energijski uvjet (WEC) je zahtjev Tµνt

µtν ≥ 0 za svaki vremenski
vektor tµ.

Teorem3. Ako je

ds2 = −e−2δµdt2 + µ−1dr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
linijski element asimptotski ravnog prostorvremena sferno
simetri£ne crne rupe, koje zadovoljava Einsteinove jednadºbe sa
poljima materije za koje vrijedi WEC, £iji je trag tenzora energije i
impulsa nepozitivan i £ija gusto¢a energije raste prema nuli brºe od
r−4, onda je funkcija

W ≡ e−δr4T r
r

negativno-semide�nitna na H i pada izme�u rH i r0, gdje je
r0 >

3
2 rH i za neki r > r0 po£inje rasti prema asimptotskoj

vrijednosti nula. [Núñez, Quevedo, Sudarsky]



� Teorem 3 kaºe da se kosa mora protezati barem do

r > r0 >
3
2
rH .

� Fizikalnost rezultata? U stabilnim kosama je klju£na
nelinearanost materije; interakcija izme�u dijela polja koje bi bilo
uvu£eno u crnu rupu i dijela koje bi bilo izra£eno omogu¢ava
stabilnost kose iz £ega moºemo pretpostaviti da duºina kose ima
grani£nu donju vrijednost duºine, prostiranja od crne rupe.

� Postoji, ipak, sferno simetri£no, stati£no rje²enje crne rupe sa
anizotropnim poljem materije proizvoljne duljine prostiranja.
Materija moºe opstati u jakom gravitacijskom polju bez kolapsa
samo ako su joj unutarnji tlakovi dovoljno veliki, ²to se moºe
pojaviti u anizotropnom �uidu.
! razlika simetrije metrike i polja

Klju£no u zaobilaºenju ranijeg teorema je da pretpostavka o
nepozitivnosti traga tenzora energije i impulsa ne vrijedi za
anizotropni �uid.



� Tako�er, rotiraju¢e crne rupe mogu imati ekstremno kratku
stacionarnu kon�guraciju skalarnih polja.

Koje je �zikalno obja²njenje granice 3/2rH ?
� Fotonsfera (svjetlosna kruºna orbita) je granica podru£ja gdje
moºe postojati stacionarna, sferno-simetri£na kon�guracija testnih
£estica i gdje ne moºe.
→ Fotonsfera Schwarzschildove crne rupe odgovara 3/2rH .
� Hod dokazuje teorem, sli£an teoremu 3, koji, uz iste pretpostavke
i malo druga£iju de�niciju duºine kose, kaºe da kosa mora biti dulja
od radijusa fotonsfere rγ .



� Tako�er daje dokaz u prilog prijedlogu da uvijek vrijedi:

M −m (rγ)

m (rγ)−m (rH)
≥ 1,

gdje je M ukupna masa de�nirana u asimptotskoj beskona£nosti,

M −m (rγ)

je masa kose izvan fotonsfere, a

m (rγ)−m (rH)

je masa kose izme�u horizonta i fotonsfere.
Drugim rije£ima, podru£je izvan fotonsfere uvijek sadrºi barem 50%
ukupne mase kose. Analiti£ki provjerava predloºenu granicu za
velike EYM crne rupe, za koje je taj omjer 2.08, i numeri£ki za
EYM, EYMH, EYMD, ENAP i ES crne rupe i sve ju po²tuju.



EKSPERIMENTALNA PROVJERA

Centar Mlije£ne staze je supermasivna crna rupa Sagitarius A*
(Sgr A*) mase ∼ 4 · 106M�, gdje je M� masa Sunca.

S obzirom na udaljenost i veli£inu, Sgr A* i supermasivna crna rupa
galaksije M87 su najbolji kandidati za slikanje horizonta.

Op¢a teorija relativnosti (OTR) predvi�a: zakrivljenost
prostorvremena stvara tamnu sjenu okruºenu sjajnim prstenom.
Sjena je kruºnog oblika, dijametra proporcionalnog masi, skoro
neovisna o zamahu.
O£ekujemo je opaziti u submilimetarskim valnim duljinama.
Opaºanje sjene i njenog oblika je novi test OTR-a.

Zbog obrnute proporcionalnosti kutne razlu£ivosti i dijametra
teleskopa za razlu£ivanje sjene od Sgr A* potreban je teleskop
Zemljinog dijametra.



Event horizon telescope (EHT)

EHT je projekt u kojem se koristi VLBI (Very Long Baseline

Interferometry) tehnika istovremenog prikupljanja podataka iz
teleskopa £ime se efektivno postiºe dijametar jednak naudaljenijim

teleskopima.
[Preuzeto sa
http://www.nasa.gov/centers/goddard/news/topstory/2007/nrao_agreement.html]



Posljedica pretpostavke da crne rupe nemaju kosu je da se svi vi²i
multipolni momenti gravitacijskog polja neutralne crne rupe mogu
izraziti kao funkcije M i J. Konkretno, kvadrupolni moment q2,
najniºi koji ¢e se mjeriti, zadovoljava

q2 = −J2

M
.

Observabilna provjera ove relacije je jo² jedno ispitivanje postojanja
kose oko Sgr A*.



Sjena �¢elave� crne rupe razlikuje se od sjene u prisustvu kose pa se
od analize sjene o£ekuju odgovori na neka pitanja o kosi.

Srednja slika je prikaz kruºne sjene, a ako postoji kosa sjena moºe
biti izduºenog (oblate/prolate) oblika kao na desnom i lijevom
prikazu.

Preuzeto sa https://inspirehep.net/record/1254036/plots



Primjer simulacije:
usporedba GRMHD (general relativistic magnetohydrodynamic) i
VLBI simulacije, gdje se u GRMH uzimaju u obzir procesi hla�enja
zra£enjem (sinkrotrono, bremsstrahlung i inverzno Comptonovo).

Preuzeto sa https://inspirehep.net/record/1263744/plots



M87 je aktivna galakti£ka jezgra koja generira mlazove.
Lijeva slika je prikaz u vidljivom dijelu spektra, a desna je
kompozicija vidljivog, radio i X zra£enja.

1 2

1Preuzeto sa http://space-facts.com/m87-galaxy/
2Preuzeto sa http://chandra.harvard.edu/photo/2008/m87/



ZAKLJU�AK

• Jednostavnost opisa crnih rupa, to£nije, mali broj parametara
kojima su potpuno opisane postalo je poznato kao �crne rupe
nemaju kosu�.
•U ovom radu smo se bavili tom pretpostavkom, od njenih
za£etaka do dana²nje situacije problema.
•Vidjeli smo da u naj²irem smislu ta pretpostavka ne vrijedi i da
su na�ena rje²enja sa razli£itim kosama, ali da je za razli£ita polja i
simetrije metrike mogu¢e dokazati njeno nepostojanje.
•Primjeri isklju£enih polja oko sferno simetri£ne crne rupe sa
asimptotski ravnom metrikom:
masivno i bezmaseno skalarno i masivno vektorsko polje, nabijeno i
neutralno, minimalno vezano za gravitaciju i s Abelovom
interakcijom.
•Primjeri mogu¢ih polja oko sferno simetri£ne crne rupe sa
asimptotski ravnom metrikom:
konformno, anizotropni �uid, SU(N) baºdarna polja, Skyrme.



•Primjeri mogu¢ih polja oko sferno simetri£ne crne rupe sa
asimptotski ravnom metrikom:
minimalno vezano kompleksno skalarno polje, skalarno polje sa
spontanim lomom simetrije.

Vrlo je vaºno koje su pretpostavke uzete u analizi, a odnose se na:
- simetrije prostorvremena
- simetrije polja
- vezanje polja za gravitaciju i druga polja
- regularnost polja
- Abelova/ne-Abelova interakcija
- stabilnost
- masa i na£in generiranja mase polja
- asimptotski oblik rje²enja
- potencijal samointerakcije



Najvi²e je dokaza vezano za skalarno polje i nekad se govori o
teoremu o nepostojanju skalarne kose, ali, kako smo vidjeli to vrijedi
samo za sferno simetri£ne crne rupe i ako se pretpostavi da polja
naslje�uju simetrije metrike.

Prou£ili smo predloºeni teorem �crne rupe nemaju kratku kosu� i
opet zaklju£ili da ne vrijedi kada se iza�e iz reºima stati£nosti ili
naslje�ivanja simetrije.

Ne kraju smo se pitali o eksperimentalnoj provjeri teorijskih
predvi�anja i upoznali se sa EHT projektom koji bi, prou£avaju¢i
horizonte supermasivnih crnih rupa Sgr A* i centra galaksije M87,
uskoro mogao dati odgovore na neka pitanja o kosi.
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