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• Infracrveni efekti su pojave koje imaju vrlo malu energiju i zbog toga
se ne mogu lagano detektirati u eksperimentima.

Slika: IC trokut za sve bezmasene £estice.



Uvod u gravitaciju

• metrika: ds2 = gµνdx
µdxν

• Minkowskijev prostor u Kartezijevim koordinatama:

ds2 = −(cdt)2 + (d~x)2 ⇒ gµν =


−c2 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


• ∇a - kovarijantna derivacija-vrijedi u svim sustavima

• ∇aφ = ∂aφ

• ∇bx
a = ∂bx

a + Γa
bcx

c

• ∇cW
ab = ∂cW

ab + Γa
cdW

ab + Γb
caW

ad

• Raditi ¢emo s c = ~ = 1



• Einstenova jednadºba:

Rab −
1

2
gabR = 8πGTM

ab . (1)

• TM
ab - tenzor energije i momenta (kratko tenzor stresa)

• G - gravitacijska konstanta

• Rab Riccijev tenzor

• R - Riccijev skalar

• gravitacijski valovi: gab = ηab + hab

∂c∂
chab = 4πTM

ab (2)



Penroseov dijagram

Slika: Penrose dijagram Minkowskijeveg prostora. Crvene linije predstavljaju
povr²ine konstantnog t, dok plave linije predstavljaju povr²ine konstantnog r .
Puna siva linija je svjetska linija masivne £estice koja se kre¢e pri konstantnoj
brzini, a puna valovita siva linija je svjetska linija svjetlosne zrake. Svaka S2

konstantog (r > 0; t) prikazana je s dvije to£ke, jedna s lijeve strane i druga s
desne strane, koje se razmjenjuju antipodalnim preslikavanjem. Beskona£na
budu¢nost i pro²lost svjetlosnog tipa su ozna£ene s I± ,a njihove £etiri S2

grani£ne komponente s I±± . To£ke i± su beskona£na pro²lost i budu¢nost
vremenskog tipa, dok je to£ka i0 prostorna beskona£nost.



Bondijeve koordinate

• retardirane Bondijeve koordinate:

~x = r x̂ , t = u + r , x1 + ix2 =
2rz

1 + zz̃
, x3 = r

1− zz̃

1 + zz̃
. (3)

• s inverzom:

u = t − r , z =
x1 + ix2

x3 + r
. (4)

• z je kompleksna koordinata na jedini£noj sferi S2 koja ima metriku
γzz̃ = 2

(1+zz̃)2

• sjeverni pol je z = 0, a juºni z =∞, ekvator je u zz̃ = 1 i z → − 1

z̃
je antipodalna to£ka.

ds2 = −dt2 + (d~x)2 ⇒ −du2 − 2dudr + 2r2γzz̃dzdz̃ (5)



Bondijeve koordinate

• napredne Bondijeve koordinate:

~x = −r x̂ t = v − r , x1 + ix2 = − 2rz

1 + zz̃
, x3 = −r 1− zz̃

1 + zz̃
, (6)

• s inverzom:

v = t + r , z =
x1 + ix2

x3 − r
(7)

ds2 = −dv2 + 2dvdr + 2r2γzz̃dzdz̃ . (8)

• antipodalne transforamcije:

v = u + 2r , z → −1

z̃
(9)



Slika: I+ je parametriziran retardiranim vremenom u i sfernim koordinatama
(z , z̃) u retardiranim Bondijevim koordinatama (lijevo), dok je I−
parametriziran naprednim vremenom v i sferi£nim koordinatama (z , z̃) u
naprednim Bondijevim koordinatama. Napredne i retardirane koordinate su
izabrane tako da su povezane antipodalnim preslikavanjem na sferi. Ako
uzmemo svjetlosnu zraku koja prelazi Minkowskijev prostor, tada vrijednost z-a
na kojoj svjetlost po£inje u naprednim koordinatama bit ¢e ista kao i vrijednost
z na kojoj zavr²ava u retardiranim koordinatama.



Asimptotski ravno prostor-vrijeme

Op¢enita Lorentzianova metrika se moºe lokalno zapisati u retardiranim
Bondi koordinatama:

ds2 = −Udu2 − 2e2βdudr + gAB
(
dxA +

UA

2
du
)(

dxB +
UB

2
du
)
, (10)

uz Bondijevo baºdarenje:

∂rdet
(gAB

r2

)
= 0, grr = grA = 0. (11)

• A,B = z , z̃ .

• Razvijemo metriku oko I+ (r =∞)

guu ≈ −1 +O(r−1) +O(r−2), gur ≈ −1 +O(r−2), grA = grr = 0

guA ≈ O(1) +O(r−1), gAB ≈ r2γAB +O(r) +O(1)
(12)



• Nema a priori preferirani na£in utvr�ivanja onoga ²to komponente
moraju biti. Obi£no su odabrane kako bi bile dovoljno slabe da
dopu²taju sva zanimljiva rje²enja koja uklju£uju gravitacijske valove,
ali dovoljno jaka da se isklju£e ne�zi£ka rje²enja kao ona s
beskona£nim energijama.

• Za uvjet da dobijemo gravitacijske valove metrika je oblika:

ds2 = −du2 − 2dudr + 2r2γzz̃dzdz̃+

+
2mB

r
du2 + rCzzdz

2 + rCz̃ z̃dz̃
2 + DzCzzdudz + D z̃Cz̃ z̃dudz̃ + k.k + . . .

(13)

• DA - kovarijantna derivacija s obzirom metrike na jedini£noj sferi
γAB .

• mB = mB(u, z , z̃) - Bondijeva gusto¢a mase

• CAB = CAB(u, z , z̃) - opisuje gravitacijske valove

• NAB = ∂uCAB - Bondijev tenzor, opisuje gravitacijsko zra£enje koji
prolazi kroz I+



• Pretpostavljamo da je metrika vo�ena Einstenovom jednadºbom:

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTM

µν . (14)

• Integral TM
uu po povr²ini dobivamo tok energije, tako da ako ºelimo

isklju£iti rje²enja s beskona£nim energijama moramo po²tivati :

TM
uu ∼ O(r−2)⇒ ∂umB =

1

4
[D2

zN
zz + D2

z̃N
z̃ z̃ ]− Tuu (15)

gdje je :

Tuu =
1

4
NzzN

zz + 4π lim
r→∞

[r2TM
uu ]. (16)

• Izraz Tuu sadrºi korekcije iz tenzora stresa za linearizirane
gravitacijske valove.



• Nzz se trivijalno odre�uje CAB do integrirane funkcije

• Uz uvjet da je u vakuumu NAB = 0 , TM
uA = 0 i iz (15) dobivamo:

Czz |I+− = −2D2

zC , (17)

• gdje je C (z , z̃) neka funkcija na I+−.
• Cauchyjev skup podataka na I+ uklju£uje:

{NABI+−
(u, z , z̃),C (z , z̃)|I+− ,mB(z , z̃)|I+− ,CAB(u, z , z̃)|I+−}. (18)

• Sli£an skup jednadºbi primjenjuje se blizu I−

ds2 = −dv2 +2dvdr +2r2γzz̃dzdz̃ +
2m−B
r

dv2 + rC−zzdz
2 + rC−z̃ z̃dz̃

2 + . . . ,

(19)

• Analog Cauchyjevom skup podataka (18) za I− je:

{NAB
−
I−+

(v , z , z̃),C−(z , z̃)|I−+ ,m
−
B (z , z̃)|I−+ ,C

−
AB(v , z , z̃)|I−+ }. (20)



Supertranslacije

• Liejeva derivacija - L promjena tenzorskog polja uzduº toka nekog
drugog vektorskog polja xa

• Lxφ = xa∂a

• LxYa = xb∂bYa + Ya∂a(xb)

• Prostor ima egzaktne simetrije opisane pomo¢u Killingovog
vektorskog polja ξ, ako δgab = Lξgab = ∇aξb +∇bξa = 0

• Asimptotske simetrije: δgab = Lξgab ≈ O(r−1) +O(r−2) + . . .

• Za neko polje F kaºemo da je naslijedilo simetriju prostora ako
njegova derivacija po tom isto Killingovom polju takoder i²£ezava:
LξF = 0

• U kvantoj mehanici ako neki naboj uzrokuje (in�nitezimanlu)
simetriju na nekom polju, tada je δF = [Q,F ] = iLξF .



• Uzmimo da Kilingovo polje ima sljede¢a ograni£enja

ζu, ζr ∼ O(1), ζA ∼ O(r−1) (21)

• Ovaj uvjet eliminira 6 Lorentzovih generatora (boostove i rotacije),
koji rastu s r u beskona£nosti.

⇒ ζf = (f ,D2

z f ,−
1

r
Dz f ,−1

r
D z̃ f ),+ . . . , (22)

• f (z , z̃) - bilo koja funkcija

• Transformacije generirane s (22) se zovu supertranslacije.

• f (z , z̃) = konst (22) generira u translaciju

• Ako uzmemo da je f (z , z̃) = Y 1

m (l = 1 harmonik) na sferi dobivamo
tri prostorne translacije



• Djelovanjem supertranslacija na I+ polja mB , NAB , C i CAB

dobivamo:

LζNAB = f ∂uNAB (23)

LζmB = f ∂umB +
1

4
(NABDADB f + 2DAfDBN

AB), (24)

LζCAB = fNAB − 2D2f , (25)

LζC = f . (26)

• Simetrije ne mogu promijeniti �zikalnu masu ili stvoriti gravitacijske
valove.

• CAB na I+ nije invarijantna pod supertranslacijama. Drugim
rije£ima, supertranslacijska simetrija spontano je slomljena i mijenja
�zikalno stanje sustava.

• Pri izboru f = C , C je Goldstoneov bozon spontano razbijene
supertranslacijske simetrije, koji parametrizira nejednaki gravitacijski
vakuum. Ovi vakuumi imaju razli£ite kutne momente ('problem
kutnoga momenta' u OTR-u).



O£uvani naboji

m−B (z , z̃)|I−+ = mB(z , z̃)|I+− , C−(z , z̃)|I−+ = C (z , z̃)|I+− ,

f −(z , z̃)|I−+ = f (z , z̃)|I+−
(27)

• Obitelj o£uvanih naboja - supertranslatirani naboji:

Q+
f =

1

4πG

∫
I+−

dz2γzz̃ fmB , Q−f =
1

4πG

∫
I−+

dz2γzz̃ fmB (28)

• Grani£ni uvjeti (27) podrazumijevaju zakone o£uvanja:

Q+
f = Q−f (29)

• Jednadºba (29) nam daje beskona£no mnogo zakona o¢uvanja,
jedan za svaku funkciju f .

• f = konst - o£uvanje ukupne energije

• f = Y 1

m - o£uvanje momenta.



• Primjenom komutatora s Q±f s C±AB , C
±, m±B i na CAB dobivamo:

[Q±f ,C
±
AB ] = iLζC±AB , (30)

[Q±f ,C
±] = iLζC±, (31)

[Q±f ,N
±
AB ] = iLζN±AB , (32)

[Q±f ,m
±
B ] = iLζm±B . (33)

• Supertranslatirani naboji generiraju simetrije na poljima CAB ,C , mB

i na CAB , iako mijenjaju �zikalno stanje sustava.



Pregled teorema o mekanim raspr²enjima

L =
2R

k2
+

1

2
∂µφ∂µφ−

k

2
hµν
[
∂µφ∂νφ−

1

2
ηµν∂

ρφ∂ρφ
]
, (34)

• k2 = 32πG

• hµν = (gµν − ηµν)/k gravitonsko polje koje se veºe za materiju i
normalizirano tako da nema konstante G u kineti£kom £lanu.

• Graviton ima 4-moment qµ i polarizacijski tenzor εµν koji
zadovoljavaju: εµνq

µ = 0, εµνηµν = 0, q2 = 0

Slika: Feynmanovi dijagrami za graviton.



Slika: (Lijevo):Raspr²enje n dolaznih (sa momentima p1, . . . , pn) i m odlaznih
(sa momentima p′1, . . . , p

′
n) bezmasivnih skalarnih £estica; (Desno): Dominanti

dijagrami pri raspr²enju mekanih gravitona.

• Promotrimo n dolaznih (s momentima p1, . . . , pn) i m odlaznih (s
momentima p′

1
, . . . , p′n) bezmasivnih skalarnih £estica.

• Promotrimo realni (virtualni ne pridonose polu) mekani graviton
(qµ → 0) koji se raspr²uje od odlaznih ili dolaznih £estica.



⇒M(q, {p′k}, {pk}) =
k

2

[ m∑
k=1

p′kµp
′
kν

p′ · q
−

n∑
k=1

pkµpkν
p · q

]
εµνM0({p′k}, {pk})

=Mµνε
µνM0({p′k}, {pk})

(35)

• Iz Wardovog identiteta: qνMµν = 0
slijedi da jeM(q, p′, p) invarijatan na transformaciju:

εµν → εµν + Bµ(q)qν = εµν + δεµν . (36)

⇒ δεµνMµν = kBµ(q)

[ m∑
k=1

p′kµ −
n∑

k=1

pkµ

]
M0 = 0 (37)

• Zakon o£uvanja 4-momenta



Od simetrija do teorema mekanog raspr²enja

• Kvantne amplitude raspr²ivanja se mogu napisati pomo¢u S matrice
〈f |S |i〉

• Iskoristimo li o£uvanja naboja (29), £injenicu da je S konstruirana
od eksponencijala Hamiltonijana [16] i svojstvo [Q+

f ,Q
+
f ′ ] = 0:

⇒ [Q±,S ] = 0⇒ 〈f | (Q+
f S − SQ−f ) |i〉 = 0.

• Iskoristimo jednadºbe ograni£enja, ubacimo li taj izraz gore i
ozna£imo n dolaznih (m odlaznih) £estica na u to£ku z ik (z fk ) koji
nose energiju E i

k (E f
k ) gdje vrijedi zakon o£uvanja energije

(
∑m

k=1
E i
k =

∑n
k=1

E f
k )

⇒ 〈f (x)|PzS |i(x)〉 =
1

4πG

[ m∑
k=1

E i
k f (z ik)−

n∑
k=1

E f
k f (z fk )

]
〈f (x)|S |i(x)〉 ,

(38)

• gdje je Pz = 1

8πG

∫
d2zγzzD2

z f
[ ∫
I+ duNzz −

∫
I− dvN−zz

]
, struja

mekanog gravitona

• Jednadºba (38) nam daje beskona£no mnogo Wardovih identiteta,
jedan za svaku funkciju f .



• f (x) ≡ f ({z fk )}), i(x) ≡ ({z ik)})

⇒ 〈f (x)|PzS |i(x)〉 =

[ m∑
k=1

E i
k

z − z ik
−

n∑
k=1

E f
k

z − z fk

]
〈f (x)|S |i(x)〉 . (39)

• Blizu I+ gravitacijsko polje h′µν postaje slobodno i moºe se
aproksimirati ekspanzijom po modovima:

h′µν(x) =
∑
α=±

∫
d3g

(2π)3
1

2ωq
[ε∗αµν(~q)a′α(~q)e iq·x + εαµν(~q)a′α(~q)†e−iq·x ],

(40)

• ωq = q0 = |~q|
• α - heliciteti (±)
• a′α(~q) - operatori anhilacije (stvaranja) i vrijedi

[a′α(~q), a′β(~q′)†] = (2ωq)(2π)3δαβδ
3(~q − ~q′). (41)



• U retardiranim Bondijevim koordinatama moºemo uo£iti:

CAB(u, z , z̃) = k lim
r→∞

h′AB
r

(u, r , z , z̃). (42)

• Parametrizirajmo 4-moment gravitona i njegov polarizacijski tenzor:

qµ =
ωq

1 + zz̃
(1 + zz̃ , z + z̃ ,−iz + i , 1− zz̃)

ε±µν = ε±µε±ν

ε+µ(~q) =
1√
2

(z̃ , 1,−i ,−z̃), ε−µ(~q) =
1√
2

(z , 1,−i ,−z),

(43)

• De�nirajmo sada sljede¢e veli£ine:

Nω
zz(z , z̃) ≡

∫ ∞
−∞

due iωu∂uCzz |I+ ,

Mω
zz(z , z̃) ≡

∫ ∞
−∞

dve iωv∂vCzz |I− ,

N0

zz(z , z̃) ≡ lim
ω→0+

1

2
[Mω

zz + N−ωzz ]

M0

zz(z , z̃) ≡ lim
ω→0+

1

2
[Mω

zz + M−ωzz ]

(44)



• Struja mekanih gravitona postaje:

⇒ Pz =
1

4G
γzz̃∂z̃Ozz , Ozz = N0

zz + M0

zz . (45)

⇒ 〈f (z ′)|OzzS |i(z)〉 =
k

2π(1 + zz̃)2
lim
ω→0+

[ω 〈f (z ′)| a′+(ωx̂)S |i(z)〉]

(46)
De�niramo amplitudu mekanog raspr²enja na sljede¢i na£in:

lim
ω→0+

[ω 〈f (x)| a′+(ωx̂)S |i(x)〉] ≡ k

2
lim
ω→0+

[ m∑
k=1

ω[p′k · ε+(~q)]2

p′k · q
−

−
n∑

k=1

ω[pk · ε+(~q)]2

pk · q

]
〈f (x)|S |i(x)〉 .

(47)



• Koriste¢i ve¢ zadano parametriziranje 4-momenta impulsa i tenzora
polarizacije gravitona , parametriziramo jo² i impuls £estica pk i p′k
na sli£an na£in:

pµk = E i
k

(
1,

z ik + z̃ ik
1 + z ik z̃

i
k

,
−(z ik − z̃ ik)

1 + z ik z̃
i
k

,
1− z ik z̃

i
k

1 + z ik z̃
i
k

)
, pµk =

(
E i
k → E f

k , z
i
k → z fk

)
.

(48)

⇒ 〈f (x)|OzzS |i(x)〉 =
8G

1 + zz̃

[ m∑
k=1

E f
k (z̃ − z̃ fk )

(z − z fk )(1 + z fk z̃
f
k )
−

−
n∑

k=1

E i
k(z̃ − z̃ ik)

(z − z fi )(1 + z fi z̃
i
k

]
〈f (x)|S |i(x)〉

(49)

⇒ 〈f (x)|PzS |i(x)〉 =

[ m∑
k=1

E i
k

z − z ik
−

n∑
k=1

E f
k

z − z fk

]
〈f (x)|S |i(x)〉 . (50)



Memorijski efekt kao posljedica supertranslacije

• U vremenskom periodu u < ui , na sferi su postavljena dva detektora
koji su istom r = r0, ali su udaljena me�usobno za δz . Njihovu

vlastitu udaljenost L je dana pomo¢u: L =
∫ √

g i
µνdx

µdxν

• g i
µν - po£etna metrika

• U vremenskom periodu ui < u < uf prolazi gravitacijski val koji
mijenja metriku u g f

µν . Nakon prolaska gravitacijskog vala detektori
su opet u vakuumu ostaviv²i promijenjenu metriku i njihova
me�usobna kutna udaljenost se promijenila zbog te razlike u metrici.
⇒ gravitacijski memorijski efekt

• Promjena u me�usobnoj udaljenosti ∆L je dana s:

∆L =

∫ √
g f
µνdx

µdxν −
∫ √

g i
µνdx

µdxν . (51)



Slika: Memorijski efekt. Prolazak gravitacijskog zra£enja kroz dva inercijalna
detektora, koji se nalaze u I+, u vremenskom periodu uf − ui uzrokuje
promjenu u njihovoj relativnoj udaljenosti za ∆L.

∆L ≈ r

2L
δCzz(δz)2 + k .k (52)

• promjena u udaljenosti izme�u detektora je inducirana s promjenom
u CAA, koja se javlja ako supertranslacije mijenjaju vakuumsko stanje

• ⇒ supertranslacije induciraju memorijski efekt.



• Braginky i Thorne [17]: sudari masivnih objekata poput neutronskih
zvijezda ili crnih rupa.

• Nakon sudara ¢e pojaviti promijena u metrici ∆h(~x)µν na I+, koja
je dana s:

∆h(u, ~x)µν =

√
G

2π

( m∑
i=1

piµpiν
pi · k

−
n∑

i=1

p′iµp
′
iν

p′i · k

)
θ(u − uf ) (53)

• pν (p′ν) - 4- momenti od m (n) odlaznih (dolaznih) objekata u
sudaru

• k = (1, ~x) je 4-vektor koji gleda od mjesta sudara (u centru Penrose
dijagram) do udaljenog promatra£a na I+

• usporedimo to s predfaktorom amplitude raspr²enja:

Mνµ =
√
8πG

[ m∑
k=1

p′kµp
′
kν

p′ · q
−

n∑
k=1

pkµpkν
p · q

]
, qµ = ω(1, x̂) (54)



• Razlika je u faktoru 1

ω

• Primjenimo Fourijerov tranformat
∫∞
−∞ due iωu na ∆h(~x)µν i iskoristimo

da vrijedi:
∫∞
−∞ du e iωu

ω = iπθ(u)

• Postoji i op¢enitiji izvod [11]

• Memorijski efekt igra vaºnu ulogu u �zi£koj realizaciji apstraktno
formuliranih rezultata od ostala dva efekta, daju¢i izravne opservacijske
posljedice velikog broja simetrija i zakona o£uvanja.
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