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Unutar modela mnogocesti¢ne lokalizacije koriStena je aproksimacija reducirane baze za izra¢un
korelacijskih funkcija. Razmatran je Hubbardov model s neredom i razlika u nabojnim i spinskim
stupnjevima slobode, a unutar jednodimenzionalnog Heisenbergovog modela s neredom, koji se ma-
pira na model fermiona bez spina, izravno je ra¢unata krutost nabojnih stupnjeva slobode te njena
ovisnost o neredu. Ona poprima konac¢ne vrijednosti za jaki nered unutar neergodi¢ne faze, dok nes-
taje u granici slabog nereda. Aproksimacija reducirane baze pokazuje svoje prednosti pri ra¢unanju
korelacija za jaCe nerede, omogucéavajuéi proucavanje sustava dimenzija koje nije moguce ispitati
standardnim metodama egzaktne dijagonalizacije. Rezultati aproksimacije reducirane baze uspo-
redeni su s egzaktnim vrijednostima u razli¢itim rezimima parametara te su raspravljena pojedina
tipi¢na i netipiéna ponaSanja metode u ovisnosti o konfiguracijama nereda.

I. UVOD

Mnogocesti¢na fizika predstavlja jedan od slozenijih
podruéja moderne teorijske fizike, no zauzvrat pruza mi-
kroskopski uvid u niz zanimljivih, ¢esto neocekivanih,
svojstava raznih fizikalnih sustava. Mnogocesti¢na lo-
kalizacija (MBL), kao tema ovoga seminara, upravo je
jedan takav problem u kojem nas zanima meduigra ne-
reda i interakcije (korelacija) mno$tva kvantnih Gestica
[M,[2]. Odnosno, ovdje ¢emo nastojati bolje razumjeti
kako medudjelovanje izmedu fermiona (elektrona) utjece
na stabilnost dobro poznate pojave Andersonove lokali-
zacije [3],[4]. Ujedno, problem mnogocesti¢ne lokalizacije
dotice se i fundamentalnog problema statisticke fizike,
odnosno problema kvantne evolucije izoliranog mnogo-
Cestitnog sustava, budué¢i da u lokaliziranoj fazi MBL
sustav predstavlja prototip mnogocesti¢nog sustava s in-
terakcijom koji se ne uspijeva termalizirati suprotno er-
gotskoj hipotezi [1],[2].

Dosadasnja teorijska razmatranja, posebice numericka
koja simuliraju kona¢ne sustave, utvrdila su neke klju¢ne
karakteristike mnogocesti¢ne lokalizacije [5],[6],[7],[8].
Medutim, pri analizi rezultata ovakvih numerickih pris-
tupa valja biti na oprezu zbog moguée vrlo spore dina-
mike MBL sustava, zbog koje je onda potrebno gledati
relaksacije sustava na vrlo dugim vremenskim skalama.
Duge vremenske skale odmah otvaraju pitanje vaznosti
u¢inaka rubnih uvjeta zbog kona¢nosti sustava. Uzima-
juéi ovo zadnje u obzir, pojavljuje se automatski i pro-
blem skaliranja rezultata dobivenih na temelju prouca-
vanja manjih, kona¢nih sustava, na termodinamicku gra-
nicu.

Osnovni numericki problem pri simuliranju mnogoces-
tiénih sustava je Sto broj mmnogocesti¢nih stanja obi¢no
eksponencijalno brzo raste uz stalnu gustoéu s linear-
nom dimenzijom sustava L, odnosno s brojem cestica.
Zadaca ovog seminara je na neki nacin od svih stanja
izdvojiti ona relevantna za dinamiku sustava na dugim
vremenima, te pomoc¢u tih stanja odrediti svojstva sus-

tava obzirom na svojstvo termalizacije. Time ne bi bili
ograniCeni na proucavanje razmjerno malih sustava te bi
prikladnim odabirom relevantnih stanja mogli proucavati
i one sustave koje obi¢no nije moguée simulirati drugim
metodama.

Valja napomenuti da su paralelno teorijskom istraziva-
nju mnogocesticne lokalizacije zabiljezeni i pokusaji eks-
perimentalne realizacije takvih sustava, ponajvise u po-
dru¢ju atomske fizike ultrahladnih atoma [9],[I0]. Pri
tome je uo¢eno ponaSanje koje odgovara predvidanjima
dobivenim na temelju teorijskih razmatranja. No sliéno
kao i numericke simulacije, i pokusi s ultrahladnim ato-
mima imaju ogranicenja na veli¢inu sustava koje je mo-
guée eksperimentalno realizirati, kao i ogranienja na po-
uzdanost dugovremenskih ponaSanja.

U nastavku ¢emo prvo ukratko opisati Andersonovu lo-
kalizaciju te iznijeti glavne rezultate i predvidanja mno-
gocestine lokalizacije. Zatim ¢emo objasniti nacin na
koji je moguce efikasno odabrati relevantna stanja za pro-
ucavanje dinamike sustava kada se priblizi MBL fazi. Ko-
nacno, promatrati ¢emo korelacijsku funkciju gustoce te
na temelju dobivenih numeric¢kih rezultata unutar He-
isenbergovog jednodimenzionalnog modela s neredom iz-
nijeti neke zakljucke o svojstvima ergotske i lokalizirane
faze, uz ocjenu prednosti koriStene aproksimativne me-
tode.

II. OD ANDERSONOVE DO
MNOGOCESTICNE LOKALIZACLIE

A. Andersonova lokalizacija

Jedan od najjednostavnijih modela koji opisuje Ander-
sonovu lokalizaciju dan je hamiltonijanom

Hy=—t Z (cgﬂ’sci,s + h.c.) + Z hicle,, (1)



gdje operator c¢; (c;r_s) poniStava (stvara) Cesticu na
¢voru redetke i spina s, te je t integral preskoka, a h;
uniformo distribuiran dijagonalni nered unutar intervala
—W < h; < W. Prvi ¢lan hamiltonijana opisuje pre-
skoke Cestica na susjedne ¢vorove u aproksimaciji ¢vrste
veze 1 prvih susjeda, odnosno predstavlja kineticku ener-
giju sustava. Drugim ¢lanom odreden je nered u sustavu
te ¢ée oCito svojstva sustava biti odredena omjerom para-
metara W/t.

Da hamiltonijan moze voditi na prijelaz iz metalne
u izolatorsku fazu moguce je intuitivno procijeniti proma-
trajuéi navedeni omjer W/t. U granici W/t < 1 kineticki
¢lan prevladava nad neredom pa je na prvi pogled za oce-
kivati metalno ponaSanje. U drugoj granici, W/t > 1,
Cestice bi trebale ostajati lokalizirane na pojedinim ¢vo-
rovima reSetke $to vodi na izolatorsko ponaganje. Izmedu
ta dva suprotstavljena ponaSanja moglo bi se onda oce-
kivati postojanje kriti¢ne vrijednosti omjera (W/t). na
kojem se dogada metal-izolator prijelaz.

Medutim, stvarno ponaSanje je sloZenije i ovisno o di-
menziji sustava. Tako pazljivija teorijska razmatranja
[4] pokazuju da u niskodimenzionalnim sustavima ¢ak i
najmanja vrijednost nereda dovodi do Andersonove lo-
kalizacije, odnosno izolatorskog ponasanja. Tocnije, za
jednodimenzionalni (1D) sustav, sva jednocesti¢na stanja
su lokalizirana, a omjer parametra W/t odreduje lokali-
zacijsku duzinu. D = 2 je donja kriti¢na dimenzija za
Andersonovu lokalizaciju. Za D = 3 postoji tzv. prag
mobilnosti u spektru jednocesti¢nih stanja koji razdvaja
rubna stanja od onih u sredini spektra. Stanja na donjem
i gornjem rubnom dijelu spektra su lokalizirana, a ona u
sredini spektra su delokalizirana. Omjer W/t odreduje
polozaj praga mobilnosti u spektru jednocesti¢nih sta-
nja.

U nastavku éemo se posvetiti jednodimenzionalnim
sustavima s neredom za koje su sva stanja, kako smo
upravo opisali, lokalizirana neovisno o omjeru W/t. Na-
ime, zbog reducirane dimenzionalnosti upravo bi ovi sus-
tavi trebali biti najvise podlozni mnogocesti¢noj lokali-
zaciji jednom kada se ukljuce ucinci interakcija medu Ces-
ticama.

B. Mnogocesti¢na lokalizacija

Model koji na jednostavan nacin prosiruje hamiltoni-
jan uklju¢ivanjem interakcije medu Cesticama je do-
bro poznati Hubbardov model, od posebnog znacaja u
proucavanju fizike jakih korelacija,

H= —tz (CL_LSCZ"S + h.c.) +Z hic;rci—&—UZﬁmmi,

1,8
(2)
gdje je U jakost interakcije. Hubbardov model opisuje
lokalnu interakciju Cestica suprotnih spinova na istom
¢voru i. Dakako, zbog Paulijevog principa iskljucenja
dvije Cestice istog spina ne mogu se nikad zajedno naéi na

istom ¢évoru. Ovako proSiren hamiltonijan modelira
spinski neovisan nered u naboju te nije unaprijed jasno
hoée li se nabojni i spinski stupnjevi slobode drugacije
ponasati, pogotovo na visokim energijama (temperatu-
rama).

Nedavne numericke simulacije unutar modela (2) u gra-
nici beskonac¢ne temperature [6], kada sva stanja sustava
imaju istu statisticku tezinu, ukazuju na razli¢ito pona-
Sanje nabojnih i spinskih stupnjeva slobode. Konkretno,
za W < W, korelacijske funkcije gusto¢e naboja i spina
i8¢ezavaju na dugim vremenskim skalama te se sustav
ponasa ergodi¢no. U drugom sluc¢aju, W > W,, spinske
korelacije trnu u vremenu znatno brze od onih nabojnih,
te se ¢ini kako one nabojne ostaju sa¢uvane ¢ak i na vrlo
dugim vremenskim skalama. Obzirom na nabojne stup-
njeve slobode sustav se ponaSa neergodi¢no, odnosno ¢ini
se kako dolazi do lokalizacije naboja za W > W..

Tek uvodenjem spinski ovisnih nabojnih nedistoé¢a u
hamiltonijan za, dovoljno jaki spinski nered dolazi do
lokalizacije i u spinskom sektoru te je takav sustav u pot-
punosti lokaliziran, odnosno tek tada ¢ini se dolazi do
potpune mnogocesti¢ne lokalizacije. Potpuno analogno
ponasSanje o¢ekujemo ukoliko umjesto nabojnih uzmemo
samo spinske necistoc¢e, gdje bi samo spinski stupnjevi
slobode ostali lokalizirani. No svi ovi zaklju¢ci vezani za
model dobiveni su numerickim ra¢unima za razmjerno
male sustave, zbog ¢ega nije moguée do kraja predvidjeti
ponasanja u termodinamickoj granici, odnosno nije mo-
guée odbaciti moguénost postojanja vrlo dugih vremen-
skih relaksacija koje bi karakterizirale dinamiku velikih
sustava.

Lokalizacija nabojnih i spinskih stupnjeva slobode za
sobom odmah povlaéi zaklju¢ak da se takav sustav ne ée
termalizirati buduéi da nema transporta naboja i spina,
odnosno energije. Ako postoji takva faza, postavlja se
pitanje koji je to¢no mehanizam prijelaza iz ergodi¢ne u
neergodi¢nu fazu i obrnuto, te je li djelomi¢na mnogodces-
ti¢na lokalizacija, primjerice u naboju, dovoljna zapreka
termalizaciji sustava? Ova pitanja trenutno su predmet
intenzivnog istrazivanja raznih scenarija mnogocesti¢ne
lokalizacije.

III. APROKSIMACIJA REDUCIRANE BAZE

Kako je re¢eno u uvodu, broj stanja u mnogocesti¢nim
sustavima obi¢no eksponencijalno brzo raste s linearnom
dimenzijom sustava L, $to predstavlja velik problem pri
numerickim simulacijama. Ukoliko bismo na neki nacin
od svih stanja uspjeli izdvojiti samo neka, najrelevant-
nija stanja za dinamiku sustava na dugim vremenima,
tada bismo mogli proucavati i sustave dimenzija koje nije
ina¢e moguée numericki modelirati i dobiti bolja predvi-
danja ponaSanja modela u termodinamickoj granici. Re-
levantna stanja sustava tvore reduciranu bazu te u nas-
tavku opisujemo nacin i kriterije konstrukcije jedne takve
baze, uz raspravu uspjeSnosti primijenjenoga postupka.



A. Baza mnogocdesti¢nih Andersonovih
lokaliziranih stanja

Krenimo od hamiltonijana (2| te ga razdvojima na dva
dijela

H=H,+ Hp, (3)

gdje je H, Andersonov dio hamiltonijana , a Hy =
U, nirniy gledamo kao smetnju na Andersonov pro-
blem.

Ideja je krenuti od Andersonovog problema kojeg je
moguce numericki egzaktno dijagonalizirati, odnosno za
kojeg mozemo pisati

Hy = Zemj,ssﬁl,s, (4)

l,s

gdje operator ¢ (<pzr5) ponistava (stvara) ¢esticu u jed-
nodesti¢cnom Andersonovom lokaliziranom stanju [ i spina
s, dok su ¢; pripadne jednocesti¢ne energije Andersonovih
lokaliziranih stanja.

Sada je dosta jednostavno konstruirati mnogocesti¢na
lokalizirana stanja u Andersonovoj bazi. Dovoljno je
fermionima (elektronima) popunjavati jednocesti¢na An-
dersonova lokalizirana stanja pa se dobiva

= H%T,s 0), Ep= Zﬂnz,s. (5)
l,s l,s

Medutim, dodamo li interakciju H; mnogocesti¢na An-
dersonova lokalizirana stanja viSe nisu svojstvena sta-
nja punog hamiltonijana. S druge strane, ova baza je pri-
rodan odabir baze za razmatranje utjecaja hamiltonijana
interakcije H; u granici jakog nereda, kada je lokalizacij-
ska duzina vrlo kratka, Sto omogucava efikasno razdva-
janje rezonantnih (relevantnih) od perturbativno malih
doprinosa za konstruiranje reducirane baze. Naime, u toj
granici o¢ekujemo kako ¢e i relevantni matri¢ni elementi
koji opisuju interakciju (rasprienje izmedu jednocesti¢nih
Andersonovih stanja) biti prostorno jako lokalizirani.

B. Struktura interakcije Hj; razdvajanje nabojnih i
spinskih stupnjeva slobode

Prije nego $to se posvetimo pitanju konstrukcije re-
ducirane baze, u ovom koraku Zelimo podrobnije razmo-
triti strukturu hamiltonijana interakcije H;, identificira-
juéi doprinose koji utjeCu na nabojne i spinske stupnjeve
slobode. Opcenito, u bazi jednocesti¢nih Andersonovih
lokaliziranih stanja mozemo pisati

=U Z Xjk(pls‘pms":oks Pi,s5 (6)

jklm,ss’

gdje H; odgovara Hubbardovoj interakciji. Kako su An-
dersonova lokalizirana baza i baza zaposjednuéa pojedi-
nog ¢vora reSetke povezane unitarnom transformacijom

= Z </>l,ic;r,s7 (7)

za matri¢ne elemente imamo

X = (1= 0sar) Y &F B iPrihii- (8)

Nadalje, koriste¢i fermionske antikomutacijske relacije
lako je pokazati kako vrijedi

e\
= = (dh) s =0 o s=s ()

Sada mozemo razdvojiti Cetiri razli¢ita doprinosa ha-
miltonijana H; koji se medusobno razlikuju po broju jed-
nakih indeksa j,k,l i m. Prvi takav doprinos ukljucuje
slu¢aj kada su sva Cetiri indeksa jednaka

Hi =20 xPijhy, (10)
J
te je takav doprinos dijagonalan u bazi mnogocesti¢nih
Andersonovih lokaliziranih stanja, mijenjajuéi samo nji-
hove energije.
Sljede¢i doprinos je jednak

Hf =2U) [X?ﬁﬁj,¢ﬁk,¢ + x5l el eriein|, (A1)
i#k

gdje primje¢ujemo da je prvi ¢lan ponovno dijagonalan

u bazi mnogocesti¢nih Andersonovih lokaliziranih stanja,

dok drugi opisuje istovremenu promjenu projekcije spina

dvama razli¢itim jednocesti¢nim Andersonovim lokalizi-

ranim stanjima, ne mijenjajuéi pritom nabojnu konfigu-
raciju sustava.

Preostala dva doprinosa mozemo interpretirati kao jed-
nostruko i dvostruko ¢esti¢no-supljinsko pobudenje, od-
nosno jednostruko i dvostruko ¢esti¢no-Supljinsko pobu-
denje uz istovremenu promjenu projekcije spina takvih
pobudenja

Hf =20 ) [Xj? (w;,wk,ﬁm + wln,wmﬁj,i) +
Jj#k#m
mi (& % , bt )
TXjk \Pm PPk API L T Py 485 1 PELPT |
(12)

HE =20 Y [ (laehyeragin + ol ehaonaeis)

Ak AEm
I>m,k>j

lm

7ot Tt
- Xk‘J (@l,TSDTIL,,L(IOkVTSOjer + ¢l,i¢771,,T<pkv¢<pj7T>i| .
(13)



Problem koji smo ovako definirali osobito je sloZen.
To se vidi veé¢ na razini ¢lana hamiltonijana ¢ijim
se djelovanjem ne mijenja nabojna, nego samo spinska
struktura mnogodcesti¢nog stanja. Spomenuli smo kako
numericki rezultati ukazuju na to da su relaksacijska vre-
mena za nabojne stupnjeve slobode znatno duza od onih
spinskih, odnosno da za dovoljno jaki nered i pored inte-
rakcije naboj ostaje lokaliziran. No postoji scenarij, po-
sebice u termodinamickoj granici, po kojem brzi (spinski)
stupnjevi slobode mogu djelovati kao termic¢ki rezervoar
preko kojega onda na dugim vremenskim skalama ipak
dolazi i do relaksacije (termalizacije) naboja. Zato je od
vitalnog interesa razviti metodu koja bi mogla izra¢unati
vremena relaksacije i za sustave koji su veéi od onih dos-
tupnih standardnim metodama. U tu svrhu nesto ¢emo
pojednostavniti problem, i okrenuti se modelu s lokalnom
interakcijom u kojem fermioni nose samo naboj, ali ne i
spin.

Kako radimo s fermionima, Paulijev princip iskljuc¢uje
prisustvo dviju Cestica u istom jednocesti¢nom stanju pa
modeliranje interakcije mora ukljuéiti razli¢ite ¢vorove
reSetke. Prirodno $to se dakle namece je interakcija na-
boja susjednih ¢vorova Hy =V ), f;7;41 (prisjetimo se
da Hubbard modelira interakciju na istom ¢évoru). Tako
za interakciju fermiona bez spina dobivamo

a=2y" (Xgi’,j - ng) i, (14)
k>j

gdje ﬁ? dio hamiltonijana postaje u potpunosti dijagona-
lan te predstavlja Hartree-Fock korekciju energije mno-
gocestitnog Andersonovog lokaliziranog stanja |n),

E) = B, + (n| Hf |n), (15)

Hi =2V (xj-L" - x}’}f) wseloe,  (16)
jktm

Hi=2v > (Or =X eleheres, (A7)

i>k

m>1

JEMAkF

gdje smo iz prethodnih izraza za Hubbardov model iz-
ostavili spin i sumaciju po spinu. Ovako definirani pro-
blem mapira se izravno na Heisenbergov spinski model
s dijagonalnim neredom preko Jordan-Wigner transfor-
macije, i samo je pitanje prakti¢nosti ho¢emo li raditi u
slici fermiona bez spina ili sa spinskim Heisenbergovim
hamiltonijanom.

C. Konstrukcija reducirane baze

Mnogocesti¢no Andersonovo lokalizirano stanje opisuje
lokalizirani sustav u kojem se svaki fermion (elektron)

nalazi u nekom jednocesti¢nom Andersonovom lokalizi-
ranom stanju. Utjecaj interakcije H; delokalizira takav
sustav te je za opis sustava sa interakcijom potrebno pro-
matrati sva mnogocesti¢na Andersonova lokalizirana sta-
nja. Ipak, u MBL fazi o¢ekujemo da je utjecaj delokali-
zacije slab te da je za opis sustava dovoljno promatrati
reduciranu bazu s manjim brojem stanja. Ovdje ¢emo
opisati moguéu metodu za odabir relevantnih stanja u
reduciranoj bazi.

Reduciranu bazu za pojedino mnogocesti¢no Anderso-
novo lokalizirano stanje |n) konstruiramo iterativno kroz
G generacija. Svaku generaciju dobivamo djelovanjem
Hamiltonijana H? i H} na sva stanja prethodne genera-
cije G — 1, gdje zadrZzavamo samo stanja koja zadovolja-
vaju rezonantni uvjet

(o)
R _E¢

> R, (18)

pocevsi od stanja |n) kao jedinog stanja u nultoj, pocet-
noj generaciji. Parametar R postavlja uvjet rezonancije
i time kontrolira brzinu rasta reducirane baze po gene-
raciji. Kompletna reducirana baza za neko stanje |n) je
stoga |) = {|n),|n'),....|n®)}. Unutar tako konstru-
irane baze mozemo egzaktno dijagonalizirati hamiltoni-
jan sustava te dobiti odgovarajuca svojstvena stanja |m)
i svojstvene energije E; kao aproksimaciju egzaktnih.

Ovakav pristup konstrukciji reducirane baze ima
mnoge poveznice sa degeneriranim racunom smetnje,
konkretno Rayleigh-Schrédingerovom perturbacijskom
teorijom jer se u izrazu pojavljuje energija E§ po-
Cetnog stanja nulte generacije. Ideja je da prvo rezo-
nantne doprinose, uvjet , uzmemo do beskonacénog
reda raCuna smetnje, a ostale tretiramo kao malo smet-
nju na njih. Odnosno, u aproksimaciji reducirane baze
egzaktnom dijagonalizacijom hamiltonijana unutar redu-
cirane baze ra¢unamo rezonantne doprinose do beskonag-
nog reda, dok ostale doprinose mozemo uzeti u vodeéem
redu perturbacijske teorije ili, radi jednostavnosti kao u
ovom seminaru, u potpunosti zanemariti.

Primijetimo da slu¢aj R = 0 odgovara egzaktnoj dija-
gonalizaciji bez aproksimacija, $to je pristup primjenjiv
za sustave do L = 16 ¢vorova. Nasuprot tome, aproksi-
macijom reducirane baze mozemo mijenjanjem parame-
tra R izdvojiti samo neka, nadamo se sva relevantna sta-
nja za prora¢un danih korelacijskih funkcija na dugim
vremenskim skalama, ¢iji je broj Ny (znatno) manji od
ukupnog broja stanja Ni,:. Time onda ujedno mozemo
proucavati sustave sa vise (L > 16) ¢vorova.

Vrijedi spomenuti da je pazljivom analizom ustanov-
ljeno da u slu¢aju jakog nereda W dominantan doprinos
rezonancama dolazi od H? dijela hamiltonijana, te
da se broj rezonanci ne mijenja niti na kvalitativan niti na
kvantitativan nacin isklju¢imo li Hartree-Fock korekciju
energija mnogocesti¢nih Andersonovih lokaliziranih
stanja.



IV. KORELACIJSKA FUNKCIJA GUSTOCE

Mnogocesti¢na lokalizacija karakterizirana je neergo-
di¢nim ponasanjem korelacijskih funkcija, odnosno od in-
teresa je promatrati relacije

<A(t’+t)B( )> [A(t'—kt)é(t’) . (19)

Ntot

gdje su A i B vremensko ovisni lokalni operatori te (...)
predstavlja termodinamicki prosjek na temperaturi 7.
Ovdje nas zanima granica T" — oo kada termodinamicki
prosjek obuhvaca sva mnogocesti¢na Andersonova lokali-
zirana stanja |n) s jednakom vjerojatnoséu.

U kontekstu reducirane baze uprosjeCavanje po svim
stanjima sistema zamijenjeno je uprosjecavanjem po re-
duciranoj bazi, odnosno Ng; stanja

(A +DB(t)) = Z (n| A(t' +8)B(¥') [n) . (20)

N
st n=1

Korelacijska funkcija sada ovisi o ¢’ i ¢, no nas zanima
dugovremensko ponasSanje ¢ — 0o pa se mogu promatrati
vremenska usrednjenja bez eksplicitne ovisnosti o pocet-
nom trenutku, odnosno u kontekstu reducirane baze vre-
menski ovisnu korelacijsku funkciju definiramo kao vre-
menski usrednjeni odgovor za izabranu reduciranu bazu

T Nt
Cap(t) —TILH;O%/O dt’Nist;wA(t’H)B(t')\n)
1 T 1 NSI, , ,
= TIHBO = (/0 at’ N nz:l (nlm) A;By; (pln) ¢ i[ B (t+t)) — Ept—Ept]
mlp
= LS i A BB
- Nst —~ I .

(21)

Nadalje, zanima nas korelacijska funkcija za duga vre-

mena pa mozemo opet promatrati samo vremenski pro-
sjek, odnosno

Dip = lim 1‘/ dtCAB(t)
0

T—00 T
(22)
N Z| n|m ‘ AmmBmm7

§to se u sluaju uprosjeCavanja po svim pocetnim sta-
njima sustava |n) svodi na

AB Ntot %: ( )

Primijetimo da doprinosi za dugovremensko ponaSanje
ovise izravno o preklopu s pocetnim stanjem |n), odnosno
samo svojstvena stanja sustava s velikim preklopom na to
pocetno stanje |n) ¢e znatnije doprinositi u izrazu .
To je upravo u duhu izbora relevantnih stanja unutar

opisane metode reducirane baze, jer se u nultoj genera-
ciji kreée od stanja |n). Drugim rije¢ima, aproksimacija
reducirane baze trebala bi dati vrlo dobru aproksimaciju
dugovremenskog ponaganja pojedinih korelacijskih funk-
cija, odnosno za ponaSanje korelacijske funkcije dane iz-
razom (22), a onda, naknadnim usrednjenjem preko po-
Getnih stanja i za korelacijsku funkciju .

U ovom seminaru ¢emo se podrobnije posvetiti dugo-
vremenskoj korelacijskoj funkciji nabojne gustoce na po-
jedinom ¢&voru resetke 4

D—N Z|n|m

n, m

5Th)mm]2 ) (24)

gdje su operatori iz izraza fluktuacije gustoce A=
B = én; = f;/7 — 1. Primijetimo da je ovako defi-
nirana korelacijska funkcija ekvivalentna Edward-
Andersonovom parametru uredenja koji poprima ko-
na¢nu vrijednost u staklima [II]. Korelacijska funkcija
(24) mjeri lokalnu krutost naboja (engleski izraz: charge
stiffness).

U ergodi¢noj fazi o¢ekujemo da ¢e gustoca naboja na
svim ¢vorovima za duga vremena biti jednaka, n; = n,
iz Cega slijedi da u tom sluc¢aju korelacijska funkcija D;
iSC¢ezava. S druge strane, u neergodi¢noj fazi naboj je
lokaliziran na pojedinim ¢vorovima, n; = 0,1, pa ée za
korelacijsku funkciju (korektno normiranu) vrijediti 0 <
D; < 1. Drugim rije¢ima, u neergotskoj fazi naboj na
pojedinom ¢voru ostaje koreliran na dugim vremenskim
skalama te sustav sporo gubi informaciju, memoriju o
pocetnom stanju, odnosno pocetnoj raspodjeli naboja,
odnosno, ponasa se neergodi¢no.

V. REZULTATI

U raspravi rezultata kre¢emo od korelacijske funkcije
gustoée na pojedinom ¢voru za razli¢ite vrijednosti
jacine nereda W te ¢emo pomocu dobivenih vrijednosti
korelacijskih funkcija iznijeti zakljucke o svojstvima ergo-
di¢ne i lokalizirane faze. Takoder, ispitati ¢emo konver-
gentnost aproksimacije reducirane baze i njezine razli¢ite
aspekte ponasanja u razli¢itim parametarskim rezimima.

U svim ra¢unima koji su ovdje predstavljeni razma-
trani su sustavi s L = 14 ¢vorova reSetke, §to omogucuje
istovremeno usporedbu dobivenih rezultata s egzaktnim
rjeSenjima dobivenima metodom egzaktne dijagonaliza-
cije. Kao jedinica energije uzet je integral preskakanja,
t = 1. Nadalje, za jakost interakcije razmatrana je jedna
vrijednost, V = 1, a mijenjana je jakost nereda W.

Na slici [1] prikazane su korelacijske funkcije gustoce na
pojedinom ¢voru bez usrednjavanja po neredu ili pocet-
nom stanju |n)

Z|n|m [(673) ] - (25)

Slika prikazuje rezultate za razlic¢ite vrijednosti i konfi-
guracije nereda, a oni su dobiveni u aproksimaciji re-



ducirane baze uz vrijednost parametra R u izrazu ,
R? = 0.001. Aproksimativni rezultati ujedno su uspo-
redeni s egzaktnima. Sa slike [I] je jasno da su dugovre-
menske korelacije uz dani nered ovisne o ¢voru na kojima
se promatraju, te da za nerede W > 6 i stanje |n) oda-
brano za konstruiranje reducirane baze postoje dijelovi
sustava koji se na dugim vremenskim skalama ponasaju
ergodi¢no D;(n) ~ 0, kao i dijelovi sustava koji poka-
zuju potpuno suprotno ponasanje D;(n) =~ 1. Nadalje,
vidimo kako za W = 2 usrednjena vrijednost korelacijske
funkcije po svim ¢vorovima gotovo potpuno is¢ezava Sto
je konzistentno s ocekivanjem da se za mali nered sustav
nalazi u ergodi¢noj fazi.

w=2 7

egzaktno — egzaktno
—_———G=2

W=2

_.
o

1T
{
\Y

L

W= .

— egzaktno _:

——— G=0 E

IIIIIIIIIIIIIIIIIII IIIIIIIIIII:

6 8 10 12 14 4 6 8 10 12 14
évori ¢vor i

Slika 1. Korelacijska funkcija gustoée na pojedinom ¢&voru
izraCunata unutar aproksimacije reducirane baze za raz-
licite vrijednosti i konfiguracije nereda W = 2 — 16. Uvjet
rezonancije je postavljen na R?> = 0.001 te G oznaava broj
generacije. Dobiveni rezultati usporedeni su sa egzaktnim vri-
jednostima (crna linija).

Slika [I] takoder daje uvid i u konvergentnost aprok-

simacije reducirane baze. U lijevom stupcu prikazani
su primjeri s tipi¢nim ponaSanjem korelacijskih funkcija
kroz generacije. Vidimo da se veé¢ u trec¢oj generaciji,
G = 3, aproksimativni rezultati izvrsno slazu sa egzakt-
nima. Ono §to takoder treba primijetiti za male nerede
je kako je konvergencija aproksimacije reducirane baze
monotona, svaki puta podrazumijevajuéi veéi broj rezo-
nanci po generaciji. To ujedno znaéi i kako broj stanja u
reduciranoj bazi razmjerno brzo raste s porastom broja
generacije G. Ovo ponaSanje kroz generacije ujedno daje
jednostavan zor ergodickog ponaSanja sustava. Nasuprot
tome, za jake nerede, W > 8, vrlo dobro slaganje s egzak-
tnim rezultatima moze se dobiti veé¢ u nultoj generaciji,
G = 0, kada izra¢un korelacijske funkcije podrazu-
mijeva samo jedno jedino stanje. Toc¢nije, za jace nerede
slaganje se tipi¢no dobiva s vrlo malim brojem stanja u
reduciranoj bazi, $to samo po sebi ukazuje na neergo-
di¢nu dinamiku.

Medutim, za neka pocetna stanja |n) pojavljuju se i
sluc¢ajevi s netipi¢nim ponaanjem, gdje u viSoj genera-
ciji dolazi do vidljivog odstupanja od egzaktnih vrijed-
nosti. Primjere takvih slucajeva posebno smo izdvojili
i mozemo ih vidjeti u drugom stupcu slike [I} pri ¢emu
mozemo razlikovati dva tipa netipi¢nog ponasanja. Prvi
tip karakterizira veliko odstupanje u jednoj generaciji, na
slici [I] tre¢a generacija za nerede W = 4 — 8, dok je za
drugi tip specifiéno da korelacijska funkcija na pojedinim
¢vorovima iskazuje odstupanja i za ve¢e GG, kao na slici
za slucaj W = 16.

Kako bismo §to bolje razmotrili ponasanje rezultata i
proucili netipi¢na ponaSanja, na slici|2|prikazano je pona-
Sanje standardne devijacije korelacijske funkcije gustoce,
sada usrednjene po svim ¢vorovima reSetke, kroz genera-
cije,

L
5D() = | £ D2 (DFP(n) — DEP())?, (26)
i=1

odnosno njena ovisnost o broju stanja u generaciji G.
Kod tipi¢nog ponaSanja usrednjene korelacijske funkcije,
odnosno primjeri oznad¢eni ruziastom bojom na slici [2]
standardna devijacija monotono i brzo pada s generaci-
jama, te vidimo da za nerede W > 6 gotovo isCezava
veé za razmjerno jako mali broj stanja. Ovo je upravo
u skladu s oc¢ekivanjima da ¢e aproksimacija reducirane
baze dobro raditi u lokaliziranoj fazi s velikim neredima,
gdje je dugovremenska (neergodi¢na) dinamika sustava
dobro opisana veé¢ s manjim brojem stanja. To omo-
guéuje razmatranje svojstva sustava s velikim ukupnim
brojem stanja L > 16. Netipi¢ne slucajeve, crvena boja
na slici 2| karakterizira nagli skok standardne devijacije
u pojedinoj generaciji ili saturacija k nekoj kona¢noj vri-
jednosti. No istovremeno ovdje treba posebno naglasiti
kako pojava netipi¢nih sluc¢ajeva nije vezana za neko kva-
litativno fizikalno odstupanje. Naime, pazljiviji uvid po-
kazuje da odstupanja nastaju kada aproksimacija redu-
cirane baze ne uspijeva obuhvatiti, ili krivo odreduje fini
(rezonantni) meduodnos izmedu jednog do dva stanja po-
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Slika 2. Standarna devijacija korelacijske funkcije gustoce
izraCunata za slucajeve prikazane na slici Rezultati
prikazani ruzi¢astom bojom odnose se na tipi¢no ponasanje
korelacijske funkcije kroz generacije, odnosno monoton pad
standardne devijacije sa generacijama. Crvenom bojom is-
taknuti su slu¢ajevi kada dolazi do netipi¢nog ponasanja, gdje
standardna devijacija u nekoj generaciji dozivi skok ili satu-
rira nekoj kona¢noj vrijednost.

sebno relevantna za dugovremensku dinamiku sustava.
Posebice, odstupanja ne utje¢u bitno na srednju vrijed-
nost krutosti naboja, kao osnovnog parametra koji karak-
terizira globalnu ergodi¢nost sustava, a mogu se pojaviti
i u slu¢ajevima kada je rezonantni parametar postavljen
na R=0.

Posebno je zanimljiv rezultat vezan uz termalni prosjek
korelacijske funkcije gustoée na beskona¢noj temperaturi
D; (23]) prikazan na slici |3| za nerede W = 2 — 8 jednakih
prostornih konfiguracija h;/W. Vidimo da ¢ak i u granici
beskona¢ne temperature usrednjeni D; po svim stanjima
pokazuje znatnu ovisnost o ¢voru resetke, te Stovise, pos-
toji jasna prostorno ovisna veza izmedu konfiguracije ne-
reda h; i vrijednosti korelacijske funkcije D;. Konkretno,
¢vorovi ¢ = 2,12 s izrazenim maksimumima korelacij-
skih funkcija odvojeni su velikom energetskom barijerom
Ah ~ 2W od susjednih &vorova (i = 1). Ukupno, iz-
gleda kao da se korelacijska funkcija D; skalira sa jaci-
nom nereda W. Ovakvo ponaSanje oCituje se na svim
vrijednostima nereda i sugerira kontinuirani prijelaz iz
ergodi¢ne u neergodi¢nu, lokaliziranu fazu. No ovi zanim-
ljivi aspekti rezultata vezani u prvom redu za ergodi¢nost
sustava ipak zahtijevaju podrobnija daljnja razmatranja,
kako bi se s veéom sigurnoséu mogli dovesti u vezu sa

scenarijima mnogocesticne lokalizacije.
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Slika 3. Korelacijska funkcija gustoée na pojedinom ¢voru u
granici beskona¢ne temperature izra¢unata egzaktno za
razli¢ite vrijednosti nereda W = 2 — 8 uz fiksnu prostornu
konfiguraciju h;/W.

VI. ZAKLJUCAK

U ovom seminaru opisana je aproksimacija reducirane
baze u kontekstu ra¢unanja dugovremenskih korelacijskih
funkcija u modelu mnogocesti¢ne lokalizacije te su nume-
rickim racunom dobivene neke karakteristike ergodi¢ne
i neergodi¢ne faze. Konkretno, za mali nered u ergo-
di¢noj fazi prosjecna vrijednost korelacijske funkcije gus-
toce (krutost) bez usrednjavanja po pocetnim stanjima
ili neredu is¢ezava, dok u slucaju jakih nereda korelacij-
ska funkcija pokazuje jaku prostornu ovisnost koreliranu
s konkretnom konfiguracijom nereda, te se ¢ini kao i da
u MBL fazi koja se o¢ekuje za jake nerede postoje dije-
lovi sustava sa ergodi¢nim dugovremenskim korelacijama
D;(n) = 0, ali i potpuno suprotnim, neergodi¢nim pona-
sanjem korelacijskih funkcija D;(n) & 1. Taj rezultat se
ne mijenja niti nakon potpunog uprosjecavanja na besko-
na¢noj temperaturi, odnosno po svim stanjima, Sto uka-
zuje na pojavu Griffithsovog efekta kojim se pokuSava
opisati scenarij MBL prijelaza [12]. Nadalje, ¢ini se da
korelacijska funkcija (krutost) uvijek izravno prati svoj-
stva prostorne raspodjele nereda, $to je ponaSanje koje
susre¢emo i kod staklastih stanja [11].

PazZnja je takoder posveéena i svojstvima same aproksi-
macije reducirane baze te je uo¢eno da u veéini slucajeva
dolazi do brze konvergencije rezultata po generacijama
egzaktnim vrijednostima. To povla¢i da veé¢ s malim
brojem generacija (s procesima koji su u niskom redu



u interakciji V'), odnosno za jade nerede veé s razmjerno
malim brojem stanja, mozemo obuhvatiti svu relevantnu
fiziku za proucavanje dinamike sustava na dugim vremen-
skim skalama. Pristup se pokazuje izrazito efikasnim u
lokaliziranoj fazi Sto omogucéuje proucavanje lokalizirane
faze na sustavima velikih dimenzija i sigurniju raspravu
o ponaSanju sustava s jakim neredom u termodinamic-
koj granici L. — oo. Takoder, vazno je naglasiti da su
numericke simulacije unutar ovoga seminara izvedene za
sustave s L. = 14 ¢vorova reSetke, ali da aproksimacija

reducirane baze moze obuhvatiti i sustave s puno veéim
brojem ¢vorova resetke, radi proucavanja svojstava ovis-
nih o L.
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