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Racunalno simuliranje hiperuniformne strukture jedan je od centralnih problema mnogih
grana znanosti. U ovom seminarskom radu opisana je problem raspodjele elipti¢nih oblika
u dvodimenzionalnom prostoru pomoc¢u modificiranog Lloydovog algoritma s ciljem da se
dobije hiperuniformna struktura. Fizikalna svojstva dobivene ra¢unalno generirane strukture

opisana su promatranjem funkcionala energije i strukturnog faktora.

I. UVOD
I.1. Motivacija
Rac¢unalno  simuliranje strukture koja

oponasa strukturu razli¢itih stanja materije
fundamentalan je praktican problem koji
moze biti od koristi pri razotkivanju fizikalnih
svojstava sistema. Od osobitog interesa su
sistemi koji posjeduju naizgled skrivenu vrstu
uredenja i makroskopski su uniformni iako
nemaju kristalnu strukturu. Takvu strukturu,
naprimjer, posjeduju stanice u zivotinjskom i
biljnom tkivu. Pokazano je kako se Lloydovim
algoritmom koji koristi tocke kao generatore,
Ciji ¢e nacin rada biti opisan kasnije, moze
Kako bi

se detaljnije proucio problem i bolje definirala

racunalno dobiti takva struktura [1].

vrsta uredenja takvih sustava, doslo se do ideje
koristenja elipsa kao generatora u algoritmu,
umjesto tocaka. Razlog tome je Sto jezgre
stanica tkiva, ¢ija struktura je od interesa,
imaju elipticni oblik. U ovom seminarskom
radu diskutirani su rezultati i fizikalna svojstva
strukture koja se dobije kad se elipse koriste
kao generatori u Lloydovom algoritmu. Kako bi
se opisao problem, potrebno je prvo definirati
osnovne pojmove, kao §to su Vornojeva ¢elija,
hiperuniformnost i strukturni faktor, te opisati

nacin rada Lloydovog algoritma.

I1.2. Vornojeve éelije i Voronojev dijagram
Voronojeva ¢éelija Vz(pz) koja odgovara

podskupu p; =za dani skup podskupova
ravnine p = {pj};.lzl C P, gdje je P pra-
vokutnik u R2, definira se kao Vj(p;) =
{# e Pld(#,pi) <d(#,pj);i=1,...,n;5 #i}.
Nadalje, skup V = {f/] (pj)}n

ronojev dijagram od p. Dakle, Vornojeve Celije

- naziva se Vo-
dijele ravnin na n ¢éelija tako da su sve tocke koje
sadrzi i-ta ¢elija od svih podskupova ravnine
najblize upravo podskupu p;. Podskupove
p; nazivamo generatorima Vornojevih dCelija.
Primjer Voronojevog diagrama s tockastim
generatorima prikazan je na Slici la.Voronojev
dijagram s tockastim generatorima za koje
vrijedi da su ujedno i centri masa celija naziva
se centroidni Voronojev dijagram.

Pri ra¢unalnoj simulaciji od interesa ¢e biti
promatrati Voronojeve diagrame kojima genera-
tori nisu tocke nego elipse. Primjer Voronoje-
vog diagrama generiranog elipsama prikazan je
na Slici 1b.

1.3. Hiperuniformnost i strukturni faktori
Hiperuniformnost je geometrijski koncept
koji kvantitativno karakterizira strukturu ma-
terije. Opcenito, hiperuniformna konfiguracija
skupa tocaka definira se kao ona kojoj varijanca
(N(R)2) — (N(R))? u
nekom sfernom lokalnom podrucju raste sporije

broja tocaka 0% (R) =

od samog podrucja tijekom njegova poveclanja.



Slika 1:
a) Voronojev diagram generiran tockama [3].

b) Voronojev diagram generiran elipsama [4].

a)

Slika 2: Primjeri hiperuniformnih i nehiperuniformnih struktura [2]:

a) Kaoti¢na nehiperuniformna struktura

b) Periodi¢na hiperuniformna struktura

c¢) "Kaoti¢éna” hiperuniformna struktura.

U slu¢aju d-dimenzionalnog Euklidskog prostora
R?, hiperuniformnost bi implicirala da varijanca
o2(R) raste sporije od R

U kontekstu amorfne strukture, hiperunifor-
mnost implicira ’skrivenu vrstu uredenja’ za
koju sistem moze biti makroskopski uniforman.
Is¢ezavanje fluktuacija gustoée za velike valne
duljine centralan je koncept hiperuniformnosti.

Za tipi¢ne kaotitne sisteme ,kao Sto su
tekuéine i plinovi, vrijedit ée o2 (R) ~ R? pa
oni neée biti hiperuniformni (Slika 2a). Nadalje,
tockaste periodi¢ne konfiguracije su o¢iti primjer
hiperuniformne strukture (Slika 2b). Moguéce su
i kaoti¢ne hiperuniformne strukture kakve imaju
kvazikristali (Slika 2c).

Is¢ezavanje fluktuacija gustoce za velike valne
duljine navodi na to da se hiperuniformnost
moze definirati i preko fizikalne veli¢ine S (l;)
koju nazivamo strukturni faktor. Po definiciji,

izraz za strukturni faktor glasi

§ :efik:-ﬁ-

=1

1

S(F) = , 1)

gdje je k valni vektor. Moze se pokazati da je
tockasti uzorak hiperuniforman ako strukturni
faktor S(k) is¢ezava u limesu malih valnih vek-
tora |k| — 0. Dakle, hiperunirotmnost je defini-

rana kao asimptotski limes

lim S(k) =0.
|k|—0

(2)

-,

Ovisno o ponasanju strukturnog faktora S(k) u
blizini |k| = 0, tj. ovisno o nacinu rasta vari-
jance broja totaka o3/ (R) s radijusom R, hiperu-
niformnost se moze podijeliti u tri razlicite klase
koje govore o stupnju uredenja sustava. Pret-
postavimo da se strukturni faktor S(k) u blizini



S(k)

Slika 3: Ponasanje strukturnih faktora za razli¢ite konfiguracije:
a) Ovisnost S(k) = |k|* za vise vrijednosti a u intervalu 0 < |k| < K [2].
b) Konfiguracije tocaka za redom
a=1/2,1,2,4,6, co [2].

ishodista u prvoj aproksimaciji moze prikazati
kao potencija valnog vektora:

S(k) ~ [k[* (k[ = 0), (3)

gdje je a redni broj potencije. Moze se primjetiti
da nije mogu¢ hiperuniforman sistem za koji a <
0, jer bi tada varijanca broja tocaka rasla brze od
volumena sfernog lokalnog podrucja. Podjela u
tri klase ovisno o ponasanju strukturnog faktora
ili varijance broja glasi [2]:

1. KLASA I za koju vrijedi
03 (R) ~ R a > 1.

2. KLASA 1II za koju vrijedi
03 (R) ~ R InR, a=1.

3. KLASA III za koju vrijedi
o3 (R) ~ R 0<a< 1.

Ponasanje strukturnih faktora za razli¢ite kon-
figuracije dano je na Slici 3. Promtrajudi
razlicite konfiguracije na Slici 3 moze se pri-
mjetiti da poveCavanje eksponenta « povecava
red konfiguracija. Prva konfiguracija(a = 1/2)
predstavlja hiperuniformnost klase III, druga
konfiguracija(ow = 1) hiperuniformnost klase II,
dok ostale (a= 2, 4, 6, co) imaju hiperuniform-
nost klase I. Primjer klase III (o = 1/2) karak-
teriziran je visokom tendencijom cestica da se

grupiraju u klastere. Pove¢avanjem eksponenta
«a povecava se stupanj uredenja i smanjuje gru-
piranje.

I.4. Lloydov algoritam za tocke
Kljucan korak pri racunalnom simuliranju hi-
peruniformne strukture temelji se na Lloydovom
algoritmu. Pokazano je da Lloydov algoritam za
tockaste centroidne Voronojeve dijagrame daje
Ovis-

nosti strukturnog faktora S(k) o apsolutnoj vri-

efektivno hiperuniformnu strukturu [1].

jednosti valnog vektora k za tockaste generatore
dana je na Slici 4. Loydov algoritam za tockaste
centroidne Voronojeve dijagrame satoji se od 3
koraka:

1. Nasumicna raspodjela p; u pravokutnik P.

2. Konstrukcija Voronojevih dijagrama ko-
jima su p; generatori.

istih

veli¢ina i oblika kojima se centri masa pok-

3. Zamjena p; skupom generatora

lapaju s centrima masa pripadnih Vorono-
jevih ¢elija.

Ovaj algoritam minimizira funkcional energije
E(V,p) koji je za dan Voronojev dijagram V i
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Slika 4: Ovisnosti strukturnog faktora S(k) o apsolutnoj vrijednosti valnog vektora k za tockaste

generatore [1].

skup generatora p jednak

(4)

Ta udaljenost d(7,p;) je Euklidska udaljenost
tocke 7 od generatora p;. Iz izraza (4) moze
se primijetiti da je energija pojedine Celije dana

njenim momentom inercije.

II. METODE

Za dobivanje razli¢itih konfiguracije koristen
je modificirani Lloydov algoritam kod kojeg
su Vornojeve celije generirane elipsama raznih
veli¢ina i gustoéa. Zbog toga je bilo potrebno vo-
diti racuna o dvije veli¢ine: elongacijama elipsa i
povrsinskom udjelu elipsa u pravokutniku. Elon-
gacija elipse, kojoj duljina velike poluosi iznosi
a, a duljina male polusoi iznosi b, definirana je

b

kao ¢ = . Nadalje, povrsinski udio elipsa u

pravokutniku dan je izrazom

_ iz maibi
p= A :
gdje A oznacava povrsinu pravokutnika. U nas-
tavku teksta za veliéinu p koristit ée se izraz
” gustoca”.

Lloydov algoritam opisan u 1.4 modificiran

je tako Sto su umjesto tocaka kao generatori

koristene elipse. Nulta iteracija modificiranog
Lloydovog algoritma daobiva se slu¢ajnim paki-
ranjem elipsi [5]. Posto se elipse mogu presje-
cati, u algoritam je dodan korak koji povrsinu
presjeka svodi na 0. Modificirani Lloydov algo-

ritam koji radi s elipsama satoji se od 4 koraka:
1. Nasumicna raspodjela p; u pravokutnik P.

2. Konstrukcija Voronojevih dijagrama ko-
jima su p; generatori.

istih

veli¢ina i oblika kojima se centri masa pok-

Zamjena p; skupom generatora
lapaju s centrima masa pripadnih Vorono-
jevih ¢elija.

. Ako novonastali skup ne zadovoljava uvjet
piNp; = 0,Vi,5 € {1,2,...,N},i # j,
nasumic¢no se odabire jedna elipsa koja se
translatira i rotira. Translacija je defini-
rana vektorom ¢ija duljina se dobiva iz

3 3:

gdje je b duljina male poluosi elipse. Tran-

uniformne distribucije u intervalu [—

slacije u x i y smjeru izvode se neza-
visno. Kut rotacije slucajna je varijabla
dobivena iz uniformne distribucije u in-
tervalu [0,7]. Pomak (translacije u x i
y smjeru te rotacija) se prihvaca ako se
ukupna povrsina presjeka smanji ili ostane
nepromjenjena. Ovaj postupak se ponav-
lja sve dok povrsina presjeka ne bude jed-

naka nula.



a) 300
m p=02=03
= p=02£=05
= p=026=08

290 m p=02¢e=1

S

S 280 -

[}

[

w 2

270 4 @
260

400 600

lteracija

800

b)

310 - m p=035¢=03
m p=035¢=05
m p=0.35¢=08
300 - m p=035¢=1
8,290
>
©
=
w 280 4

400
Iteracija

Slika 5: Ovisnost funkcionala energije o broju iteracija za razli¢ite vrijednost gustoce (slika a)

p=0.21b) p=10.35) te razlicite vrijednosti elongacija e.

III. REZULTATI

Rezulati algoritma i proteban broj iteracija
algoritma diskutirani su promatranjem funkci-
onala energije. Nadalje, razradena je tema
uredenja dobivenih sustava promatranjem ovis-
nosti strukturnih faktora o valnom vektoru. Do-
biveni strukturni faktori usporedeni su sa struk-
turnim faktorima dobivenim s Lloydovim algo-
ritmom koji koristi tockaste generatore. Na pos-
ljetku, odgovoreno je na pitanje jesu li dobivene
konfiguracije hiperuniformne.

I11.1. Funkcional energije

Kao sto je ve¢ istaknuto, rezultati modificira-
nog Lloydovog algoritma ovisit ¢e o elongacijama
elipsa € i povrsinskom udjelu elipsa u pravokut-
niku,tj. gustoéi p. PonaSanje sustava razma-
trat ¢e se za vrijednosti elongacija jednakih e=
1, 0.8, 0.5 i 0.3 te za vrijednosti gustoc¢a jedna-
kih p= 0.2, 0.35, 0.5, 0.65 i 0.8. Postavlja se
pitanje za koje kombinacije ovih parametara ¢e
algoritam konvergirati, tj. u kojim sluc¢ajevima
¢e davati uredene strukture, te koliko ée ite-
racija algoritma biti potrebno. Na ta pitanja
moguce je odgovoriti analizom ponaSanja vrijed-
nosti funkcionala energije, danog izrazom (4),
kroz razliciti broj iteracija algoritma. U ovom

kontekstu konvergencija algoritma oznacava ko-
nvergenciju funkcionala energije nekoj vrijed-
nosti, tj. kazemo da algoritam konvergira kada
se vrijednost funkcionala energije prestane mije-
njati porastom broja iteracija. Evolucija funk-
cionala energije s iteracijama algoritma za vri-
jednosti parametara p = 0.2 prikazana je Slici
5a. Kao §to je i o¢ekivano, za najmanju vrijed-
nost gustocée p = 0.2, funkcional konvergira veé
za mali broj iteracija i to za sve vrijednosti elon-
gacija.

Za male vrijednosti gustoca, algoritam skoro
uvijek konvergira jer mala gustoca znaci da algo-
ritam ima dovoljno prostora za translaciju i rota-
ciju elipsi. Za vrijednost gustoée p = 0.35, algo-
ritam ¢e konvergirati za sve elipse osim onih naj-
izduzenijih, tj. one s najmanjim omjerom male
i velike poluosi (¢ = 0.3). Graf koji predocava
tu nekonvergenciju prikazan je na Slici 5b pla-
vom bojom. Za sve ostale vece gustoce algoritam
nece konvergirati. Cjelokupno razmatranje faz-
nog prostora sistemati¢no je prikazano u Tablici
I.

Za$to algoritam konvergira za male gustoce,
a za vecCe ne konvergira, postat ¢e jasno ako se
pogledaju konfiguracije prikazane na Slici 6. Na
Slikama 6 a) i b) prikazane su konfiguracije elipsa
gustoc¢e p = 0.35 u nultoj i tisucito]j iteraciji al-
goritma. Za male vrijednosti gusto¢a algoritam
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1 v v X X X
0.8 Ve v X X X
0.5 v v X X X
0.3 v X X X X

Tablica I: Ponasanja sustava za cjelokupni fazni

prostor. Konvergencija i nekonvergencija su

predocene simbolima v i X.

Slika 6: Konfiguracije elipsa za razli¢ite gustoce
i iteracije algoritma: a) e=0.5, p=0.35, nulta
iteracija, b) €=0.5, p=0.35, tisudita iteracija, c)
e=1, p=0.65, nulta iteracija, d) e=1, p=0.65,
tisucita iteracija.

skoro uvijek konvergira jer mala gustoca znaci da
algoritam ima dovoljno prostora za translaciju i
rotaciju elipsi. Nadalje, na Slikama 6 c) i d) pri-
kazane su konfiguracije gustoce p = 0.65 u nultoj
i tisuéitoj iteraciji algoritma na kojima se moze
vidjeti da za velike gustoCe primjena Loydovog
algoritma nema velikog utjecaja na raspored pa
konvergencija nece biti moguca.

II1.2. Strukturni faktor

Diskusija strukturnih faktora, racunatih

prema izrazu (1), ¢ini okosnicu ovog seminar-

skog rada jer upravo oni predstavljaju fizi-
kalnu veli¢inu koja ukazuje na stupanj skrivenog
uredenja sustava. Graficke ovisnosti strukturnog
faktora S(k) o apsolutnoj vrijednosti valnog vek-
tora k i odgovarajuce logaritamske ovisnosti za
razlic¢ite vrijednost gustoce p i elongacije € elipsi
prikazane su na Slici 7. Razlog zbog kojeg uz
grafove ovisnosti S(k) ~ k prikazane i logaritmi-
rane ovisnosti log(S(k)) ~ log(k) jest $to na lo-
garitamskoj skali dolazi do izrazenije brzine pro-
mjene prikazane funkcije. Time se moze lakSe
uociti ponasanje funkcije u podru¢ju malih vri-
jednosti valnog vektora k koje nam je vazno za
koncept hiperuniformnosti.

Promatranjem grafa ovisnosti S(k) ~ k za
najmanju vrijednost gustoée p=0.2 (Slika 7a)
moze se primijetiti da, neovisno o vrijednostima
elongacija, grafovi strukturnih fakora ée pratiti
iste trendove. U limesu malih vrijednosti val-
nih vektora k, sve krivulje se priblizavaju nuli.
Nadalje, za vece vrijednosti valnog vektora, sve
krivulje imaju maksimum ¢iji polozaj ne ovisi o
vrijednosti elongacije. Ovi maksimumi ukazuju
na postojanje kratkodoseznih korelacija na uda-
ljenostima od prvog susjeda. Isto ¢e vrijediti i
za gusto¢e p=0.35 (Slika 7b) za sve elongacije
osim za €=0.3, §to je i oCekivano jer je u pret-
hodnom odjeljku III.1 pokazano da modificirani
Lloydov algoritam neée konvergirati za tu vri-
Na Slic 4 prika-
zana je ovisnost strukturnog faktora S(k) o ap-

jednost gustoce i elongacije.

solutnoj vrijednosti valnog vektora k za struk-
ture dobivene s Lloydovim algoritmom koji ko-
risti tockaste generatore. I na tom grafu se moze
uociti teznja strukturnog faktora ka univerzal-
noj vrijednosti. Usporedbom grafickih prikaza
namece se zakljucak da se rezultati dobiveni s
eliptiénim generatorima Voronojevih dijagrama
ponagaju sli¢no kao i tockasti generatori.

Da bi se odgovorilo na pitanje jesu li dobi-
vene strukture hiperuniformne treba detaljnije
prouciti ponasanje u podru¢ju malih vrijednosti
valnog vektora promatranjem grafova logaritam-
skih ovisnosti (Slika 7d, e i f). Za najmanju vri-
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Slika 7: Graficki prikaz ovisnosti strukturnog faktora S(k) o apsolutnoj vrijednosti valnog vektora

k i odgovarajuce logaritamske ovisnosti za razli¢ite vrijednost gustoce p i elongacije ¢. Na slikama

a) i d) su prikazane ovisnosti za gustoéu p=0.2, na slikama b) i e) ovisnosti za gustoéu p=0.35 te

na slikama c) i f) ovisnosti za gusto¢u p=0.5.

jednost gustoée p=0.2 (Slika 7d) uvida se konver-
gencija strukturnog faktora vrijednostima reda
veli¢ine 1072 — 1073,

(Slika 7e) uvida se jednaka konvergencija za sve

Za vecu gustoéu p=0.35

elongacije osim za €=0.3. Za strukture kod ko-
jih se primjecuje konvergencija strukturnog fak-
tora vrijednostima reda veli¢ine 1072 — 1073 u
limesu malih valnih vektora k moze se reéi da su
efektivno hiperuniformne. Za jo$ veéu gustoéu
p=0.5 ne primjecuje se takva konvergencija pa
te strukture ne mozemo sa sigurnoséu smatrati
hiperuniformnima.

IV. ZAKLJUCAK

Za dobivanje razli¢itih konfiguracije koristen
je modificirani Lloydov algoritam kod kojeg
su Vornojeve celije generirane elipsama raznih
veli¢ina i gustoa. Promatranjem pomasanja

vrijednosti funkcionala energije s poveCavanjem

broja iteracija algoritma utvrdeno je za koji dio
faznog prostora algoritam konvergira te koliki
Nakon
toga, za konvergirajuéi dio faznog prostora nacr-

broj iteracija algoritma je potreban.

tani su grafovi ovisnosti strukturnih faktora S(k)
o valnom vektoru k. Izgled tih grafova usporeden
je s izgledom onih dobivenih s Lloydovim algo-
ritmom koji koristi tockaste generatore. Na po-
sljetku, detaljnijom analizom ponasanja struk-
turnih faktora u limesu malih valnih vektora za-
kljuceno je da se za vrijednosti gustoca i elonga-
cija za koje algoritam konvergira dobivaju efek-
tivno hiperuniformne strukture.
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