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vertikalnom koordinatom

Vježbe iz Dinamičke meteorologije II



Sustav jednadžbi s generaliziranom vertikalnom koordinatom

• pp. generalizirana vertikalna koordinata 𝜁 je monotona funkcija visine z

• transformacija jednadžbi u koordinatni sustav 𝑥, 𝑦, 𝜁, 𝑡 → 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦, 𝜁, 𝑡)

• bilo koja varijabla 𝐴 = 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) može se opisati kao funkcija novih koordinata oblika:

𝐴 = 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑥, 𝑦, 𝜁, 𝑡 , 𝑡)

• parcijalne derivacije
𝜕𝐴

𝜕𝜁
=
𝜕𝑧

𝜕𝜁

𝜕𝐴

𝜕𝑧

𝜕𝐴

𝜕𝑧
=
𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝐴

𝜕𝜁
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Sustav jednadžbi s generaliziranom vertikalnom koordinatom

• 𝑠 = (𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜕𝐴

𝜕𝑠
𝜁

=
𝜕𝐴

𝜕𝑠
𝑧

+
𝜕𝐴

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑠
𝜁

𝜕𝐴

𝜕𝑠
𝜁

=
𝜕𝐴

𝜕𝑠
𝑧

+
𝜕𝐴

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑠
𝜁

• horizontalni gradijent skalara A

𝛻𝑧𝐴 = 𝛻𝜁𝐴 −
𝜕𝐴

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑧
𝛻𝜁𝑧

• horizontalna divergencija vektora Ԧ𝑣

𝛻𝑧 ∙ Ԧ𝑣 = 𝛻𝜁 ∙ Ԧ𝑣 −
𝜕 Ԧ𝑣

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑧
∙ 𝛻𝜁 𝑧
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Sustav jednadžbi s generaliziranom vertikalnom koordinatom

• vertikalna brzina

𝑤 =
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝜕𝑧

𝜕𝑡
𝜁

+
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝜁

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝜁

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝜁

𝑑𝜁

𝑑𝑡

𝑤 =
𝜕𝑧

𝜕𝑡
𝜁

+ Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝜁𝑧 + ሶ𝜁
𝜕𝑧

𝜕𝜁

• potpuni diferencijal
𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

𝜕𝐴

𝜕𝑡
𝑧

+ Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝑧𝐴 + 𝑤
𝜕𝐴

𝜕𝑧

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

𝜕𝐴

𝜕𝑡
𝜁

+ Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝜁𝐴 + 𝑤 −
𝜕𝑧

𝜕𝑡
𝜁

− Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝜁𝑧
𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝐴

𝜕𝜁

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

𝜕𝐴

𝜕𝑡
𝜁

+ Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝜁𝐴 + ሶ𝜁
𝜕𝐴

𝜕𝜁
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Sustav jednadžbi s generaliziranom vertikalnom koordinatom

• horizontalna komponenta jednadžbe gibanja

𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= −𝛼𝛻𝑧𝑝 − 𝑓𝑘 × Ԧ𝑣

𝛻𝑧𝑝 = 𝛻𝜁𝑝 −
𝜕𝑝

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑧
𝛻𝜁𝑧

• hidrostatička ravnoteža  
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔

𝛻𝑧𝑝 = 𝛻𝜁𝑝 + 𝜌𝑔𝛻𝜁𝑧 = 𝛻𝜁𝑝 + 𝜌𝛻𝜁𝜙

𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= −𝛼𝛻𝜁𝑝 − 𝛻𝜁𝜙 − 𝑓𝑘 × Ԧ𝑣 (1)
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Sustav jednadžbi s generaliziranom vertikalnom koordinatom

• hidrostatička ravnoteža  
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔

𝜕𝑝

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔

• množenje izraza s  𝛼
𝜕𝑧

𝜕𝜁

𝛼
𝜕𝑝

𝜕𝜁
= −𝑔

𝜕𝑧

𝜕𝜁
= −

𝜕

𝜕𝜁
𝑔𝑧 = −

𝜕𝜙

𝜕𝜁

𝛼
𝜕𝑝

𝜕𝜁
+
𝜕𝜙

𝜕𝜁
= 0 (2)
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Sustav jednadžbi s generaliziranom vertikalnom koordinatom

• jednadžba kontinuiteta 
1

𝜌

d𝜌

𝑑𝑡
+ 𝛻 ∙ Ԧ𝑣 = 0

1

𝜌

d𝜌

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(ln 𝜌) 𝛻 ∙ Ԧ𝑣 = 𝛻𝑧 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0

𝑑

𝑑𝑡
ln 𝜌 + 𝛻𝜁 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝜁
−
𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕 Ԧ𝑣

𝜕𝜁
∙ 𝛻𝜁𝑧 = 0

𝜕𝑤

𝜕𝜁
=

𝜕

𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝑡
𝜁

+ Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝜁𝑧 + ሶ𝜁
𝜕𝑧

𝜕𝜁

𝜕𝑤

𝜕𝜁
=

𝜕

𝜕𝑡
𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝜁
+ Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝜁
+ ሶ𝜁

𝜕

𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝜁
+
𝜕 Ԧ𝑣

𝜕𝜁
∙ 𝛻𝜁𝑧 +

𝜕 ሶ𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝜁

𝜕𝑤

𝜕𝜁
=

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑧

𝜕𝜁
+
𝜕 Ԧ𝑣

𝜕𝜁
∙ 𝛻𝜁𝑧 +

𝜕 ሶ𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝜁
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Sustav jednadžbi s generaliziranom vertikalnom koordinatom

• jednadžba kontinuiteta
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝜌 +

𝑑

𝑑𝑡
ln

𝜕𝑧

𝜕𝜁
+ 𝛻𝜁 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕 ሶ𝜁

𝜕𝜁
= 0

𝑑

𝑑𝑡
ln

1

𝛼

𝜕𝑧

𝜕𝜁
+ 𝛻𝜁 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕 ሶ𝜁

𝜕𝜁
= 0

• koristimo izraz za hidrostatičku ravnotežu

𝑑

𝑑𝑡
ln

1

𝑔

𝜕𝑝

𝜕𝜁
+ 𝛻𝜁 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕 ሶ𝜁

𝜕𝜁
= 0 (3)
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• 1. stavak termodinamike
đ𝑄

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡
− 𝛼

𝑑𝑝

𝑑𝑡

đ𝑄

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝜁

+ Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝜁𝑇 + ሶ𝜁
𝜕𝑇

𝜕𝜁
− 𝛼

𝜕𝑝

𝜕𝑡
𝜁

+ Ԧ𝑣 ∙ 𝛻𝜁𝑝 + ሶ𝜁
𝜕𝑝

𝜕𝜁

• potencijalna temperatura  𝜗 = 𝑇
𝑝0

𝑝

𝑅

𝑐𝑝 / ln,  
𝑑

𝑑𝑡

𝑐𝑝𝑇
𝑑

𝑑𝑡
𝑙𝑛𝜗 = −

𝑅𝑇

𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡

đ𝑄

𝑑𝑡
𝜁

= 𝑐𝑝𝑇
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝜗

𝜁

(4)
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𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= −𝛼𝛻𝜁𝑝 − 𝛻𝜁𝜙 − 𝑓𝑘 × Ԧ𝑣

𝛼
𝜕𝑝

𝜕𝜁
+
𝜕𝜙

𝜕𝜁
= 0

𝑑

𝑑𝑡
ln

1

𝑔

𝜕𝑝

𝜕𝜁
+ 𝛻𝜁 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕 ሶ𝜁

𝜕𝜁
= 0

đ𝑄

𝑑𝑡
𝜁

= 𝑐𝑝𝑇
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝜗

𝜁
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Sustavi s različitim vertikalnim koordinatama

• Kartezijev (pravokutni) KS (x,y,z)

• izobarni KS (x,y,p)

• adijabatički ili izentropski KS (x,y,ϑ)

• izotermni KS (x,y,T) 

• sigma KS (x,y,σ)  uvažava orografiju

𝜎 =
𝑝

𝑝𝑠

gdje je 𝑝𝑠 - surface pressure
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Primjeri i zadatci
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1. Iz osnovnih jednadžbi u sustavu s generaliziranom vertikalnom koordinatom, izvedite osnovne 
jednadžbe u:
a) (x,y,p) koordinatnom sustavu

b) (x,y,ϑ) koordinatnom sustavu

2. Iz horizontalne komponente jednadžbe gibanja u sustavu s generaliziranom vertikalnom 
koordinatom, izvedite izraz za geostrofički vjetar u:
a) (x,y,z) koordinatnom sustavu

b) (x,y,p) koordinatnom sustavu

c) (x,y,ϑ) koordinatnom sustavu

d) (x,y,σ) koordinatnom sustavu

e) (x,y,T) koordinatnom sustavu
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Rješenja
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1. Iz osnovnih jednadžbi u sustavu s generaliziranom vertikalnom koordinatom, izvedite osnovne 
jednadžbe u:
a) (x,y,p) koordinatnom sustavu

𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= −𝛼𝛻𝑝𝑝 − 𝑓𝑘 × Ԧ𝑣 − 𝛻𝑝𝜙 →

𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= −𝑓𝑘 × Ԧ𝑣 − 𝛻𝑝𝜙

𝛼
𝜕𝑝

𝜕𝑝
+
𝜕𝜙

𝜕𝑝
= 0 →

𝜕𝜙

𝜕𝑝
= −𝛼

𝑑

𝑑𝑡
ln
1

𝑔

𝜕𝑝

𝜕𝑝
+ 𝛻𝑝 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕 ሶ𝑝

𝜕𝑝
= 0 → 𝛻𝑝 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= 0 →

𝜕𝜔

𝜕𝑝
= −𝛻𝑝 ∙ Ԧ𝑣

gdje je vertikalna brzina 𝜔 =
𝜕𝑝

𝜕𝑡

đ𝑄

𝑑𝑡
𝑝

= 𝑐𝑝𝑇
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝜗

𝑝

= 𝑐𝑝𝑇
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝑇 −

𝑅

𝑐𝑝

𝑑

𝑑𝑡
ln 𝑝 = 𝑐𝑝𝑇

1

𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
−

𝑅

𝑐𝑝

1

𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡
− 𝛼𝜔
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1. Iz osnovnih jednadžbi u sustavu s generaliziranom vertikalnom koordinatom, izvedite osnovne 
jednadžbe u:
b) (x,y,ϑ) koordinatnom sustavu

𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= −𝛼𝛻𝜗𝑝 − 𝑓𝑘 × Ԧ𝑣 − 𝛻𝜗𝜙

đ𝑞 = 𝑐𝑝𝑑𝑇 − 𝛼𝑑𝑝 𝑢𝑧 𝑑𝑞 = 0 → 𝑐𝑝𝑑𝑇 = 𝛼𝑑𝑝

𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= −𝛻𝜗𝑐𝑝𝑇 − 𝑓𝑘 × Ԧ𝑣 − 𝛻𝜗 𝑔𝑧 = −𝛻𝜗 𝑐𝑝𝑇 + 𝑔𝑧 − 𝑓𝑘 × Ԧ𝑣

gdje je 𝑀 = 𝑐𝑝𝑇 + 𝑔𝑧 Montgomeryjev potencijal

𝛼
𝜕𝑝

𝜕𝜗
+
𝜕𝜙

𝜕𝜗
= 0 → 𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝜗
+
𝜕(𝑔𝑧)

𝜕𝜗
= 0

𝑑

𝑑𝑡
ln
1

𝑔

𝜕𝑝

𝜕𝜗
+ 𝛻𝜗 ∙ Ԧ𝑣 +

𝜕 ሶ𝜗

𝜕𝜗
= 0

đ𝑄

𝑑𝑡
𝜗

= 𝑐𝑝𝑇
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝜗

𝜗
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2. Iz jednadžbe gibanja u sustavu s generaliziranom vertikalnom koordinatom, izvedite izraz za 
geostrofički vjetar u:

𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= −𝛼𝛻𝜁𝑝 − 𝛻𝜁𝜙 − 𝑓𝑘 × Ԧ𝑣

geostrofički vjetar pripada u kategoriju stacionarnih / ravnotežnih gibanja  
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 0

𝑓𝑘 × Ԧ𝑣𝑔 = −𝛼𝛻𝜁𝑝 − 𝛻𝜁𝜙

𝑘 × (𝑘 × Ԧ𝑣𝑔) = −
1

𝑓
𝛼𝑘 × 𝛻𝜁𝑝 −

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜁𝜙

Ԧ𝑣𝑔 =
𝛼

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜁𝑝 +

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜁𝜙

a) (x,y,z) koordinatnom sustavu

Ԧ𝑣𝑔 =
𝛼

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑧𝑝 +

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑧𝜙 ← 𝛻𝑧𝜙 = 𝛻𝑧 𝑔𝑧 = 0

Ԧ𝑣𝑔 =
𝛼

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑧𝑝
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2. Iz jednadžbe gibanja u sustavu s generaliziranom vertikalnom koordinatom, izvedite izraz za 
geostrofički vjetar u:

b) (x,y,p) koordinatnom sustavu

Ԧ𝑣𝑔 =
𝛼

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑝𝑝 +

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑝𝜙

Ԧ𝑣𝑔 =
1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑝(𝑔𝑧)

c) (x,y,σ) koordinatnom sustavu

𝜎 =
𝑝

𝑝𝑠
→ 𝑝 = 𝜎𝑝𝑠 𝑖

𝜕𝜙

𝜕𝑝
= −𝛼

𝛼𝛻𝜎𝑝 = −
𝜕𝜙

𝜕𝑝
𝛻𝜎𝑝 = −

𝜕𝜙

𝜕 𝜎𝑝𝑠
𝛻𝜎 𝜎𝑝𝑠 = −

1

𝑝𝑠

𝜕𝜙

𝜕𝜎
𝛻𝜎 𝜎𝑝𝑠 = −𝜎

𝜕𝜙

𝜕𝜎
𝛻𝜎 ln 𝑝𝑠

Ԧ𝑣𝑔 = −
1

f
𝑘 × 𝜎

𝜕𝜙

𝜕𝜎
𝛻𝜎 ln 𝑝𝑠 +

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜎𝜙

d) (x,y,T) koordinatnom sustavu

Ԧ𝑣𝑔 =
𝛼

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑇𝑝 +

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑇𝜙 =

𝑅𝑇

𝑓𝑝
𝑘 × 𝛻𝑇𝑝 +

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑇𝜙

Ԧ𝑣𝑔 =
1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝑇 𝑅𝑇 ln 𝑝 + 𝜙
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2. Iz jednadžbe gibanja u sustavu s generaliziranom vertikalnom koordinatom, izvedite izraz za 
geostrofički vjetar u:

e) (x,y,ϑ) koordinatnom sustavu

Ԧ𝑣𝑔 =
𝛼

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜗𝑝 +

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜗𝜙

đ𝑞 = 𝑐𝑝𝑑𝑇 − 𝛼𝑑𝑝 𝑢𝑧 𝑑𝑞 = 0 → 𝑐𝑝𝑑𝑇 = 𝛼𝑑𝑝

Ԧ𝑣𝑔 =
𝛼

𝑓
𝑘 ×

𝑐𝑝
𝛼
𝛻𝜗𝑇 +

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜗(𝑔𝑧)

• potencijalna temperatura  𝜗 = 𝑇
𝑝0

𝑝

𝑅

𝑐𝑝 / ln,  𝛻𝜗 ∙

ln 𝜗 = ln𝑇 +
𝑅

𝑐𝑝
ln 𝑝0 −

𝑅

𝑐𝑝
ln 𝑝

0 =
1

𝑇
𝛻𝜗T −

R

cp

1

p
𝛻𝜗𝑝

• jednadžba stanja idealnog plina 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇

0 =
1

𝑇
𝛻𝜗T −

R

cp

1

𝜌𝑅𝑇
𝛻𝜗𝑝
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2. Iz jednadžbe gibanja u sustavu s generaliziranom vertikalnom koordinatom, izvedite izraz za 
geostrofički vjetar u:

e) (x,y,ϑ) koordinatnom sustavu

0 =
1

𝑇
𝛻𝜗T −

R

cp

1

𝜌𝑅𝑇
𝛻𝜗𝑝

• množenje s T i sređivanje oblika daje:

𝛻𝜗𝑇 =
𝛼

𝑐𝑝
𝛻𝜗𝑝 → 𝛻𝜗𝑝 =

𝑐𝑝
𝛼
𝛻𝜗𝑇

Ԧ𝑣𝑔 =
1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜗 𝑐𝑝𝑇 + 𝑔𝑧 =

1

𝑓
𝑘 × 𝛻𝜗𝑀
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