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MATTKA]

Indirektni dokazi

Mladen Vukovid, Zagrel

freductio ad absurdwn, koji je Fuklid tolike
valio, predstavlja jedno od najfinijib orugja
matemalicars, To jo mnogo finiji gambit ad
ikajer dahovskog: sahista moge ponuditi Srivu
piegaka 11 eijele fgure, ali matematicar nudi
parciju,

(. Hardy (1877-1047)

engleske malemalicar

Llved

Sta je dokaz u malemalici? Intuitivoo receno to je postupak pomoéu kojeg
i aksioma logickim zakljucivanjenn o konatno mnogo koraka dobivamo tragenn
tvrdnju. Aksiomi su neke osnovne tvednje za koje smo se dogovarili da ih smalramo
istinitim. Na, ne poéinju svi dokazi od aksioma, ved koristedi ono &to smo dokazali,
polazimo od dokazanih teorema. Vaine tvrdnje u matematici s¢ nagivaju teoremi.
(Rijed teorem je grikog perijekla i znadl ono sto se gleda; pravilo). Najvainiji posao
matematiéara je da pronalazi i dokazuje nove feareme,

Nokazi zu takoder i objelti matematickil istragivanja, Citava jedna grana ma-
ternaticke logike, koja se i naziva teorija dokaza, bavi se njuma. No, svrha ovog
Flanka nije kako proudavati te tzv, formalne dokaze, Cilj nam je ukazati na jed-
ou vrstu dokaga koja se primjenjuje iu nastavi srednjoskolske matematike, To su
tev. fudireking dobuzi. Sa pojmorn indivekinog dokaza mogu se uienici upoznati
ved 1 mavrsnim ragredima osnovne Skale, 1o pri prouéavanju medusabnih pologaja
CAYIIE | pEaves,

[oao §to 1m i sam naziyv goverd, pomodn njih, za razlikue od direkinih dokaza, put
dokasa od pretpostavke do traiene tvrdnje jo "zaobilazan”,

Promatrime pryo dva primjoera,

Primjer 1

Wrijedi:
U trokutu nasuprot veco] stranic led vedi kat.

Dokazimo ova tvediaju, Ut svrhu skicicajmo trokut A BC, Pretpostavime da
je |AB] = |AC|. Neka je sa £ oznaden presjek simetrale kuta o 1 stranice 8¢
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F2) i r

Neka je [ toéka na stranici A8 tako da je |4 0| = 1AC| (Pramijetite da takva
tocka postoji.) Pa teoremu SKS o sikladnosti trokuta (SHS je kratica za "dyije
siranice 1 kol medu njima™) zakljuéujeme da su Leokutl £074 1 BOA sukladni.

Zhog toga je kut 04 jednak kntu . Pogto je v vanjski kat u trokutu BIDE,
tada jov = 34 & [5a £ smao senadili kut DEB). Dakle, kat ¥ je voéi od kata 4,
Sho s 1 trebali dokasatl,

Primjor 2

Vrijedi:
[ w1 :.: . - 0
Ako jex priredan broj 1 a® neparat, Lada je § o neparan brog.

Dokazime ovi berdnju. Pretpostavima da je o paran hraj. Tada postoji y € N
(sa I s oznadili skup priodnil brajeva) tako da je o = 25 Mo, onda je

a? = (2" = 4% = 2A2Y),

Gto smo znadi da je @ paran broj.

Radi lakieg i preciznijeg izlaganja za tvrdnje oblika kao u prethodna dva pri-

mjera redi cemo da su ablika
Pako A onda B A — [

Negaciju neke tvrdnje A oznatavaro sa 14

Chinadimo sa A terdngu Tstranica ¢ trakuta veda je ad stranice b, a sa M
aenadime tvedoju Tkut gy veél jo od kata @, Tada je tvrdnja iz Primjera | ablika
A — B ugezin dakaz je direktan,

Osnadimo sa € Lyvrdpju "2 Je neparan bro]”, a sa I tveidogn @ je neparan
braj”, Tada je tvrdnja iz Primjera 2 oblika ¢ — (3, a njeain dokaz je indirektan,
tj. tvrdnjn  — D dokagujema Litke day dokagemo | 2 =€) Takay dokasx LA VAT
dokaz po kontrapoziciji, 8o je s jedan od oblika ndireklnog dokaza.

U daljnjer izlaganju #elimo ohjasniti zadto jo dokaz po kentrapozicijl, & 1 drugi
ablict indirektnog dokasa, ispravoo gakljusivanje. Ut svrhu moramo uvesti neke
sanovie pojmove malematicke logike,



Osnove logike sudova

Logika sudova je dio matematitke logike kojom je apisan jedan vrlo mali dio
svakodnevnoe logithog zakljudivanja, ali je ipak dovoljan za olijadnjenje indireki-
nih dokaza. Pod pojmam sud podrazamijevame zjavou reenicu koja u pogledu
ialinitosti ora imatd samo jedoo od slijedeéa dva svogstva,

istinita je 1 nije ladna; lagna je i nije istinita,

Pokusal cemo abjasniti pojam suda pomedu nekolike primjera.

f1% Bedenica ™ Dva plus dva jednako Setiri” jeste sud 1 to ishinil,

{2) Refeniea ™ Dva plus dva je pet” je takader sud, ali lazan.

{4) "L. N. Talsloj je napizao roman Zlogin i kagna” jesud, ali lagan, jer je spornenuti
eounan napisao P M. Dostojevaski,

£4) Bedcenica ™ Broj 0,0001 je mali brog" nge sud, jer nistno precizicall sto e bo mali
brog, paone mozemo reci da je gornja igjava istinita i1 pak ladna.

{5 lejava Yo+ 2 = 8 nijesud, jer za ovu izjava ne mogemo recl da i je istinita ili
lagna, dolk nismo eekli keliki je o

{51 Fejava ™ Fasada lazem” nijesud, jer pretpostavime 1 da je ta izjava istinita, onda
sam waista lagno, paje ono o sam rekao neistina: Obrouto, pretpestavime li
da jiLa lzjava lagna onda nisam lagao, pa je ono ito sam rekao istina. Dakle,
ova Tzjava nije ni stinila u Jadna,

(71 Recenica " Koliko je sati?™ nije sud, jer nije izjavnag recenica,

Sudavi (1}, [2) 1 (3) su jednostavnog oblika, Pomodn veenika, @ o, ake
anda i nije modema iz jednostavoil sudova graditi slogene. Na primjer:” Vanja ima
e godine 1 ozna brojati do pet? je slogen swd, jer je nastac pomodn veznika ¢ iz
jeidnostavnil sudova, Maravne, u nagem pricodnom jeziko postoje @ drugl vesniel,
agin gore spotnennbil, pomedn kojih gradime recentce, ali i o logicl sudova ne
[rrarmal rar,

Dana definicija swda nije stroga matematicka definicija, ved samo opisna. Pojam
Jednostavnog suda nit ce ne dofinia umatematicke] logisi, jor su to csnevni abjekil
teorije. Sligno kao Sl so u geometrifi ne deliniraju tocke, pravei i ravnine, ved se
samno promateaju relacije medu tim objektima, Lako se 1 u logici sudova krede od
beskonacnog prebrojivog shupa

Vie = 1P, BB Phan}

Fije elemente nazivamo proposicienslne sarifable, (Sudovi se ponekad nazivaju i
propozicye, pa sdalle naziv propozicionalne varijable).

Sa V oaznasimo skup (&, —, ], ==} @je elemente nagivame logickl veznici, a
te vernilke redom nasivaimo
& je konjulkeija il kracko "7y

[
s

Woge disjunkeijaili kratko "il
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— Je implikacija;
1 je negacija, e
— Je ekvivalencija.
Sada modemo definirati sud induktivoo na ovaj naéin:

a) svaka propozicienalna varijabla je sud
b) ako su A i B sudovi, tada su i |A, ALB, AV B, A — 814 < B lakoder
sudovi,

¢) sudovi su samo oni izrazi koji su oblika kao Sto je opisano u a) i b,

Najvagnije pitanje u vezi sudova je da li je odredeni sud istinit ili laZan, Da bi
o istinitosti sudova mogli uopde govoriti, moramo svakoj propozicionalne) varijabli
pridruziti skinitosou vrijedoost, t). istinn il lag U do svebu definiramo: svakn
funkeiju
(i {PQ, R} = {01}

nazivamo interpretacija propozicionalnih varijabli. Ake je i(P) = 1, redi cemo da
je propozicionalna varijabla P istinita za interpretaciju i, odnosno ako je (P} =10,
redi demao da je P laina za i Sada mofemo definirati kada je sud istinid, odnosno
lagan za danu interpretaciju. U tu svrbu moramo definirati vrijednost logickih
veznika iz skupa v na {0, 1}. Te definicije se najéesée daju u obliku tzv. tablica
istinitosti.

pliP PP Pv@P=Q[P—qQ

o[ 1 Jofo] o T |

L{oJoefr] o ! ! 0
[1]0 0 | 0 0
| B ] T8 | 1 I

Kako élamo gornju tablien? Na primjer, ako je {(P] = 1 i {{¢}) = 0 tada je
P =0, 4P =0,{PvQl=Li{P=Q)=0,tei(P = ¢) =0

Primjer 3

Neka je sud A jednak (| PvQik( R <] (R —1Q)) i neka je interpretacija i zadana
na propozicionalnim varijablama sa ((P) = 1, ¢{@) = 01 i{{K) = L. Vrijednost
interpretacije i na sudu A, tj. {(A4), mozemo odrediti pomodu ove male tablice
istinitosti:

[PToTr]1P|1Pve | R][1Q|R+1Q|1(R=1Q) | R]| BR=](R—-]Q) | A

[_IDLDE}ILI G |2 0 0

Dakle, i(A) = 0, tj. sud A je lazan za interpretaciju i.
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Sudovi koji su istiniti za svaku interpretaciju propozicionalnih varyjabli nazivaju

s tamtologije, a sudovi koji su lagni za svaku interpretaciju nazivaju se antitau-
tologije.

Primjor 4

Pokadimo da je swd oblika (B —]A) = (A — 1) tautologiga. U tu svehuo
promotrime tablicu istinitosti za svaki izbor interprotacije A 1 5.

Ala[Bal1B=1A[A—=B](1B —=1A) — (A — B)
a (o | 1 | i |
N IERE l | ]
1ot o 0 0 1
{1 olo | | |

Dakle, za svaki izbor mterpretacije sudova A @ 8 sud (|8 —]4) — (4 — B)
poprimas veijednost 1, L, on je tantologijs

Zadaei
1. Pomodu tablica istinitosti provjerite da su sljededi sudovi tautologije:
a) ({A— B)— A)— A (FPicrerova tantologija)
b) (A — €)= (B— C) = ((AV B) = C)))
2. Odredite bar jedan sud 1 tako da formula
(A — (B — (U&O))) — (U = (A Vv C))) V (AL BE]C)

bude tautologija.
3. Neka je A sud koji ne sadrii drugih veznika osim — 1 |. Dokagite:

sud A je tautologija ako i samo ako svaka propozicionalna varijabla i znak
negacije dolaze paran broj puta u A.

Na kraju élanka dat éemo joi jedan nafin odredivanja da li je dani sud tauto-
logija (to ée biti jos jedan primjer indirektnog dokaza).

Sjetimo se; naé cilj je pokazati da je zakljugivanje po kentrapoziciji logitko
ankljuivanje (prije svega; kasnije cemo komentirati i druga logickas zakljuéivanja).
Do tog cilja preostaje nam jod jedan karak: definirati &to je to logicko wakljudivanje.
Kazemo da sud A logicki slijedi iz (konaénog) skupa sudova {8y, .., B,} ako za
svaku interpretaciju i propozicionalnib varijabli, za koju vrijedi

i(B)=i(Bg)=--=ilB) =1,

slijeci #(A) = 1.



114

U tom slugaju sudove By, ..., 1, nazivamo preftpostavle, a sud A nazivamoe
gakljuiak 1 penacavamo

B |=J1

Primgjer 5

Aa profavoline sudove A, B 1O vrijed
A== B, Akl = Bl

Dokaz:
Neka je f interpretacija tako da veijed

HA— B)=1 1 Ak =]

Ie definicije interpretacije logickog vernika & slijedi i(4) = HiY = 1,oa onds iz
A — B) = LidA) = 1 po definieiji interpretacije logitkog vesnika — slijedi
{(52) = 1. Time simo pokazali da je 2 B) = 11407 = |, paje i A = 1.

Laddaci

Dokagite da sa protavaljne sudove A, B i € vrijedi
a) AbkB = A (slaba & —eliminacija)
bl Al A4y B (vointradukeija)
el Al —= B0 (madus ponens)
d} A =8B B - A= (silogizam)
el A=H B—AdEA—=B (- introdukeija)
Lako je pokazati da vrijed::
Za proizvoljne sudove A, By, ., B, je ispunjeno
By, By = A ako 1 samo ake jesad (B8 - LB, — A tautologja
J

{ Drokagite!

U pricjers 4 smo pokazali da je sud (|8 —=]4) — (4 — 1) Laatologija, 4
Lo p ovom prethoduoim zmaél da veijedi |8 —]A = 4 —= B, 1, wakljudivanje po
kentrapozicii je bogicko sakljuéivanje, Tsto tako je lako pakazali da je drogi osnovni
oblik indirektnog dokaza tzv. reductio ad absurdum fsvorldenje na apsurd il
svodenje na kontradikeiju)

(AL B) = (CR)C A — B
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takoder pravilno zakljnéivanje. Reduetio ad absurdum pokazuje neispravnost pret-
postavke time &lo iz nje izvodi nedto neistinito.

Primjeri indirektnog dokaza

Primjoer 6
Ne postoje pricodni brojevi o,y 21 notakoda je n > zi 2" 3" = 2"
I 2 i A . ¥
(Primjetimo da ake izostavimo uvjet n = 2 dobivamo tvednju koja se naniva
Veliki Fermatov teorem, koji, iako je farmolican joi u 17, stoljeén, do danas nije
dokazan, a nili opoveznal ),

Pekaz {reductio ad absurdum);
Pretpostavime suprotno, 1, da postoje pricodni brojevi o, y, 21 0 sa Lragenim svoj-
stvorn, Tada je oéile o < = 1y < &0 Primjetime da mora biti = 3 5, jer inade je
Yl =" pu e Wle =zt 42 je racionalan broj, 8o za v = 2 nije istina. (Ao
bi bilo = 1, tada jez = 1 i #+y = | 5to nije mogucs jersu 2,y = L Stoga moara
Biti n = 2.

Hadi simelricnosti mogemo prefpostaviel @ << ).

Tl jo

— gt = (=gl R "Ryt T 2
> lenaa™ ! =t

g

L

Dakle, dobili simo @™ > ¢ §lo je nemoguée,

Trimjer 7

Sedam toéaka postavlijena je o krog jedinitnog radijisa talo da je udaljennst
svakib dvijn baremn L, Dokazati da je jedna tocka u sredistu kruga.

Dokas (reductio ad absurdum j:
Pretpostavimo suprotng, t). da nitl jedna totka nije n sredigtu 2 kruga. Nela je
Ch, (s, .07 poredak il tofaka u siijern obilaska kazaljke na satn. Fbro] veligina
kutova

ﬂ:f.h f)f)g . *If.)gf)f)r} P ';f)',l()()]

Je A60¢ i stoga je barem jedan od njih manji od G0°. Neka je F0 Oy < 607 i neka
i 002 vedi ol preostala dva kuta trokuta OO, O, Tada je

SO0 = G = 4000,

ndakle shijedi [€00s| < |CH2| (nasuprot vedeg kula u trokubu nalazi se veda strani-
ea). Mo, 0 jesredidte jediniénog kruga, a Oy je toéka unntar kruga, pa Je o0y < L
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Iz avog posljednjeg i |00y < |QO:] slijedi |0104] < 1, 8o je u stprotnosti sa
pretpostavkom da je udaljienost svakih dviju tofaka barem 1.

Primjer 8

Dokazati da je sud F kaji je oblika

(A= €)= (B —~C) — (AkB — ),

tautologija.

Lokuz (reductio ad absurdum):
Pretpostavimo suprotno, 4. da sud F uije tautologija. Tada pa definiciji tautologije
postaji inlerpretacija @ propozicionalnih varijabli, take da je {{F) = 0, Tada je
nuzng (A4 — ) = Lii((B —=0) — (A&l - G =0, aondai{ B — )= |, 1e
HALE — () =1,

Iz avoy posliednje slijedi d(ALB) = | 1 4C) =0,

) =014 =) =1po dediniciji mterpretacije lagickap veanika — slijedi
i) =0, sto je u kontradikeiji sa veé dobivenim iALR) = L.

Primgjer 9

Dekadski logaritmi racionalnib brajeva, kaji nisu cjelohrajne polencije broja 10,
s dracionalnl brajevi,

Dokaz {dokaz po kantrapogiciji):
MNeka je r racionalan broj, Oenadimo si A tvrduju “log r je racionalan broj”, a sa
B tvrdnju s = 107, za neki cijeli broj o, Trazena tvednja je oblika 18 A, No,
b tvrdogu nedene delazivac dirvekinog, ved éemo dokazati A — 2. Dakle, nelka Je
log e racionalan braj, 1. :

lygpe = 2
)

za neki cijeli broj p i neki prirodan broj g. o podetna] pretpostaven v je racionalan

s . i i e 1 £ . i g + AL
broj, pa iz ovag posljednjes slijedi 105 = = edje suom i on relativoo prosti brojevi.

Dakle,
1" = (E)q (*)

n
Razlikujemo ova tr slugaja:
1) p=0tada je logr=0tj. r= | = 10",
2) p =0 tada je 107 eljeli braj, pa iz Jednakost (%) slijedi 0 = 1, tj. 10 = mf,
Posto je 108 = 2" - 5 postoje privodni brojevi e i b tako da jemi=9% .53
Zato iz [0F = m¥ slijedi 10" = 20 . 50 = 2r . 589, paje p=aq i p= by Dakle,

{r: =a=0b pajer=107=10%



121

1) p = 0 tada je p= —p' (p' > 0) i jednakest (*) prelazi u 100 = (=}, Sli¢no,
kao u sluéaju 2), vidima da mora biti m = 1 iy =2 = 107%, gidje je o prirodan
biroyj.

Dakle, u sva Lo slueaja dobivame da je v cjelobrojna potencija broja 10,

Zadaca
1. Dokagite (ili pogledajte dokaze u udibenicima i uodite da su indirekini):

a) Skup primbrojeva je beshonadan.
b 2 nije racionalan broj,
el Sljededi realni brojevi su iracionalui;

V3 + 18
\.,-'"'1-.«1 + oS, ma svaki priradan broj mg

o B g sve pricodne brojeve n,

d) Skap relanill brojeva T je neprebrojiv, Lj. ne postaji bijekeija lzmeda ™1
Ii.

e] Neka je A proizvoljan skap, Ne postoji bijekelja iamedu skupova A i parti-
tivoog skupa PLA)

2. Dokazite da ne postoji podskup skups prirodnih brojeva tako da se o tom
skupu svaka od deset anamenaka pojavljuje toino jedanput, o suma brojeva
skupa je 100, {(Uputa: pretpostavimao da je K = {ky,. .., ky} podskup skupa
prirodnili brojeva sa tragenim svojstvom. Primijetimoe da je |+ 243440 =
45, Oznadimo sa & sumu enamenaka desetica brojeva skupa K. 'Tada vrijedi:
1k + (45 — &) = 100],

3. Doladite da jednadiha

Pyt b2 =t
merma rjedenja 1 skoupu peirodnih brojeva,

{(Upnta: pretpostavimo da su @, p, 2 1 1 rjeenja dane jednadibe. Bez smanjenja
apfenitosti mogeno pretpostavitl @ £ y < 2. Promaotriti slugajeve: z = 1; 2 = 2
[ =

4. Dokazite da ne postoji polinem Plz) s realnim koeficijentima takav da je
Pleosa) = sine.
(Upnta: pretpostavimo da je Pz} trageni polinom. lz danog uvjeta i sup-
slitucije § = cosa slijedi PH1) = 1 — %, Tada mara biti P{{) = af + b, pa
Jje

At 2abt 4+ 07 =142,

tada joa? = —1).
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5. Dokagite da se braj 101010 ne mage predstaviti u obliku razlike kvadrata dva
broja.
(Uputa: pretpostavimeo da je 101010 = w? — ' = (e —yile+y) Lijeva strana
je djeljiva s dva, pa je | desna. Dakle, jedan od brojeva ¢ — g i 2 + g je djeljiv
g dyva. No, z + y je paran broj ake i samo ako je  — y paran broj, Dakle,
{x — )z + y) Je djeliive sa 4, a onda 1 broj 1010LY dieljiv sa 4, $to nije istina. )

6, Postaje i drugi ablici indirekinog dokaza, ali nisu loliko éesti u praksi, Dokadite
da su sljededt ablici indirekinog dokaga takoder pravilna zakljudivan]a:

a) (P — Q] = P imodus tolens)
b (Pv Qv R&(1PE]Q) |E 7 (proces eliminacije)
o) (PR) — R |= (PETR) —=1Q (prosirena kantrapozicija)

Ma kraju elime istaéi da se ovim élankorn nije zeljelo opisati sto 1z miatemaricke
logike treba uéiti u seednjoj Skoli, ved smo na primjern indirektnih dokaza Zeljel
potaknuti da se slitnim [10|111r:-~.|mrL in matematicke logike pristupa s vise pagnje,
manje stibijski i ne pozivajuéi se pritom gotova iskljngivo na logickn intuiciju,

Literalyr
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PIOTR ILHC CAJKNOVSKT (1840~ 1893}, ruski kompozitor

Rad je za mene najvece blago koje se ni sa éim ne da nsporediti. Nadahnuée se
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NAPOLEON BONAPARTE (1769-1821), francuski car
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