MATEMATIK A

Godelovi teoremi nepotpunosti

Mlgden Vikowic, ™ Fapreh

Hog postofi fed jo mateiioiiba bonzistentia, o dave postafi jer to ne moZemo dolazit,

Arnclee Weild (P00, — T998. ) francuski marenanidary

Ove godine navriava se 70 godina od otkrica Gadelovih teorema nepotpunosti. To

suizuzetno znafajni teoremi za matematicku logiky, odnosno matematiku. Do lada

nezamislivi zakljuéei | potpune novi lip dokaza izazvali su jzuzetno veliku painju

znanstvene javnosti 1 ostvorili Gadelu reputaciju vodedeg misliocn v tom poddéju.
Giiidelu je tada bilo 25 sadina.

[vodd

L' ovom Clanku Zeljeli bismo pa jednostavan nadin dskazali Gédelove teoreme
nepotpunostl. a zatim istaknuti njihevu vaznost i posljedice. Gadelovi radovi pripadaju
dijeln matematike koji se naziva matematicka logika, Nemamo namjeru (a nemamo
ni dovoljne prostora) pokuSati odgovorili na pitanje 5to je (sve) matematicka logika, i
cime se sve bavi. MNavest demo neke momenle iz njezinog razvoja koji su prethodili
Gadelovim teoremima, kako bi Sitatelj lakfe shvatio povijesni okvir. Vedina pojmova u
Clanku nede bili stroge definirana, ali ¢emo ih pokuSat barem intuitiviio objasniti.

U MFL-u broj 202 iz prosle godine na strani 91 citivana je sljedeca misao velikog
francuskog matematicara Blaisea Pascala (1623, — 1662.):

Sve treba dekazati, a kod dokaza ne moieme wpotrijebiti nifta osim
akziome § dofazanil teorenia,

Sto uopée znadi dokazat neku terdnju v matematici? Prometrime jedan clementarn
primjer iz geometrije. Talesov teorem glasi: svakl obodni kat nad promjerom kriinice
Je pravi. Dokazimo istinitost te tvrdnje. Neka je zadana neka knuZnica & sa srediStem u
tocki § 1 radijusom 7. Neka su A 1 B tofke na keuznici tako da je dufina AB njezin
promjer. Neka je, zatim, C proizvoling tocka na kruZnici razlidita od A 1 B, ‘Talesov
tecrem tada ovedi da je [4ACE] = 907,

boAutor dr Miaden Vokovid radi no Maematickom odjelu Pricodosloeme-anatemaickon akoliems o 7
Pt e miatemaniéhom logikom, eomails vokavic®math.he
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Oznadimo [485AC] = ¢ 1 |45BC = B. Trokut ASC je jednakokradan, jer
je |SA| = |8C! = r. 1z toga slijedi 4SAC| = 45CA| = a. Analogno slijedi
|48SBC| = |28CB| = f. Polto je zbroj unutamijih Kutova u svakom trokutu jednak 180°
tada posebno za trokut ABC slijedi o — f + (@ + ) = 180", Iz posljednje jednakosti
slijedi &+ 5 = 90°, a onda 1 |4ACE = 90°.

U prethodnom dokazu konstili smo neke druge tvrdnje za koje pretpostavijama da
su prije dokazane (o0 kutovima u jednakokracnom trokutu, sumi kutova u trokutu,. .. ).
Te “druge” tvrdnje su dokazane opet iz nekib “drugih”™ tvrdnji. ... Gdje je pocetak? Na
potetku su aksiomi, odnosno istinite tvrdnje koje ne dokazujemo. Matematicari su se
dogovorili da te polazne tvrdnje prilikom izgradnje geometrije smatraju istinitim. Prvi
sustav aksioma za clememamu geometriju predloio je grékt matematiCar Euklid {oko
300, god. pr. Kr ).

U udZbenicima za osmi razred osnovne Skole obitno se nalazi dokaz da V2 nije
racionalin broj i dokaz Pitagorinog poucka. Broj dokaza u srednjoskolskim udZbenicima
ovisi o usmjerenjimia kojima su udzbenici namijenjeni. Pregledavajudi neke zadnje
brojeve MFL-a naisli smo na dokaze w sljededim Clancima:  Zanimijiva svofstva i
primjene kongruencija (MEL 202, Jod jedan dokas poucka o kosinusime (MFL 202,
Tripomometrijski doka: Heronove formule (MFL 202), O wdalfenostime nekih znacajnil
tadaka trokita (MEL 2014, Jof jedan dokaz Pitagorinog poudcka (MFL 200), Dhva dokaza
Jedne nejednakosti (MEL 200), Jedan nadin dokazivanja raznih Kasicnih nejednakosti
[MFL 198,

Matematika je deduktivan znanost. To znadi da u dokazima matematickih tvrdnji
koristimo samo aksiome 1 ved dokazane tvrdnje (prisjetite se Pascalove izreke), Za
razliku od, na primjer, fizike i kemije koje su prije svega eksperimentalne zhanosti, 1j.
svoje istine zashivaju na opaZanjima i pokusima. U ovom clanku nas najvise zanima
aritmetika.  Aritmettka je pnmjer jedne aksiomatske matematicke teorije.  Navedimo
njene aksiome, No, prije svega istakmmo kojim simbolima zapisujemo artmeticke
vrdnje, ), definiraimo alfaber armmetike. To je skup

G ) =~ = ¥ =0 " + -} U {x:ke N}
Navedimo samo da je arimeticka interpretacija simbola ' funkcija sledbenika, -
funkeija s : N — N definirana sa sin) = n+ 1. (S N oznacavame skup svih prirodnih
brojeva, tj. skup {0, 1,2 ...}, | Aksiomi artmetike su shededi:

a) Vaxlxy # 0). _

Owvim aksiomom iskazujemo da ne postoji prirodan broj €iji je sljedbenik nula;

by Wx) ¥aalx) = x5 — ¥ = 13,

tj. ako dva broja imaju iste sliedbenike tada su oni jednaki;
¢ ¥rilxy +0=x},
tj. suma svakog prirodnog broja x; i nule je jednaka x;
d) Way¥as(xy x5 = (x +xa)'),
odnosno suma broja x; i sljedbenika broja x> je jednaka sljedbeniku broja. x; +xz.
e} Wxplx;-0=0).
Ovim aksiomom iskazujemo da je produkt proizveljnog prirodnog broja s nulom
Jednak nuli:

[} Wa (Tl - .!f; = X1 - X2 4 X,
1. produkt broja x; 1 sljedbenika broja x: je jednak xy - oz + oy

(FIOY A Y Flxg) — Fxi ) — ¥ F ),
\ ]

adie je F bilo koju aritmeticka tvrdnja. Ovay aksiom se naziva shema aksiomid
matematicke indukeife. Ova shema iskazuje da ako nula ima neko svopstvo £, te
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ako iz pretpostavke da neki prirodan broj x; ima svojstve F slijedi da i sljedbenik
broja oy ima svojstve B tada svi prirodni brojevi imaju svojstve £

Ovi aksiomi se nazivaju Peanovi aksiomi po talijanskom matematicarn Giuseppeu
Peano (1858, — 1932.). Matematicka teorija u kojoj za dokazivanje aritmetickih tvrdnji
koristimo same Peanove aksiome naziva se Peanova aritmetika. Prirodno se postavlja
pitanje moZemo li sve aritmeticke istine dokazati. Odnosno, mofemo i u Peanovoj
aritmetici dokazati svaku istinitu aritmetickn tvrdnju. Odgovor na ovo pitanje daje prvi
Gédelov leorem nepotpunosti.

Kot Gédel roden je 28 040 1906, o
Briinnu koji je bio sredifte tadadnje austro-
ugarske pokrajine Moravske (1o je danak-
nje Brno u Cefkoj Republici). Studirao
Je madematiku na Befkom sveulilifu, a
1930, je obranio dokiorsku disertaciju i
postan profesorom na istom sveondilisio.
U disertaciji je dokazao znacajan learem
o potpunasti logike prvog reda. Sljede-
¢e podine, 1. 1931, objavio je lanak o
nepotpunosti aritmetike. gdje su dokaza-
na dva teorema koji se obicno nazivaju
Godelov prvi @ drugl teorem nepotpunosti.
Makon Sto je nacisti¢ka Njemadka pripojila
Austriju Godel je 1938 godine emigrirao
u SADY Sve do svoje smrli 14, 01, 1978,
godine radio je u Princetonu u Institntu za
napredni studij. Cesto se druio s Alber-
tom Einsteinom. Povezivala ih je izuzetno
nigladena zajednicka osobina da direkino
1 potpuno predano ulaze u samu stz stvari koje razmatraju. Kao osobe bili su u svakom
pogledu razliditt. Za razliku od Einsteina koji je bio druftven 1 pun smijcha, Gidel je
bio gkstremno dostojanstven (gotovo ukofeny, vile ozbiljan i priliéno usamljen.

Ma drugom svjetskom matematidkom kongresu 19000 godine u Parizu veliki njemacki
matematifar David Hilbert (1862, 1943} istakoue je 23 problema iz raznih
podrucja matematike, dije je rjelavanje pridonijelo velikom razvoju matematike v XX,
stoljedu. MNeki od tih problema pripadaju matematidkoj logici. Drgl Hilhertov proahlem
Jednostavno glasi ovako: Dokazati konzistentnost aritmeiike. {(Aritmetika je konzistentna
ako u njoj nije mogude istovremeno dokazati neku tvrdnju | negaciju o tvrdnje.) Nakon
otkrivenih paradoksa u teoriji skupova pitanje konzistentnosti neke teorije postalo je jako
znadajno. Hilbert je formulirao svaj poschan program o proudavanju temelja matematike.
Zelio je da se todno odrede dijelovi matematike u kojima se svi dokazi mopu izvréiti na
formalan (i konacan) nadin, ednosno da se naglase dijelovi gdje su mogudi problemi.
svrha velikog i ambicioznog Hilbertovog programa bila je postaviti aksiomatske osnove
na kojima bi se moglo temeljiti svako istraZivanje u matematici.

Odgovor na Hilbertov problem o konzistentnosti aritmetike, le nemoguénoest ostvarenja
Hilbertovog programa, slijedi iz diugog Gadelovog teorema nepotpunosti,
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Iskazi Gidelovih teorema nepotpunosti

Diva su Gadelovi leorema nepotpunosti: prvi | drugl. Sada éemo ih iskazati.

Pryt GODELOY TEOREM NEPOTPUNOSTI

Ako pretpostavimo da je Peanova aritmetibo konzistenina fada e ona
nepotpuna, 1. postafi ardmericka ferdija take da piti ona ni njena negackjo
ninn dokazive w Peanoval arifineticl.

Aritmeticka tvrdnja, Sja cgzistenciju se tvrdi u prethodnom teoremu, naziva se
{ridelova recenica.

Istaknimo odmah neposrednu posljedicu Gidelovog prvog teorema. Primijetima, ako
neka aritmeticka tvrdnja nije istinita, tada je nuino istinita negacija te tyrdnje. To znadi
da za svaku aritmeticku tvrdnju vrijedi da je ona istinita ili je njena negacija istinita,
Paschno to vrijedi za Gidelova recenicu, Time smo dobili sljededi rezultat:

t/ Peanovoj aritmetici nife mognde dokazaii svaku istinitu aritmeticku
tvrelnfu.

U prvi tren mogli bismo reéi da to samo znaéi da smo lofe odabrali aksiome o
prirodnim brojevima, No, iz dokaza Gidelovop teorema moZe se vidjeti da teorem
vrijedi 7a prodirenja Peancve aritmetike. Znaci. ako bismo dodali neke nove aksiome
opet je mogude konstruirati aritmeticku tvrdnju tako da niti ona, a ni njena negacija nisu
dokuzive,

PDRuGH GODELOY TEOREM NEPOTPUNOSTI
L Peanovej aritmetict nije mogude dokazati nfenu kemzistentnost.

Direktna posljedica drugog teorema je neostvarivost Hilbertovog programa. Vierojatno
nitko tko se bavi aritmetikom ne sumnja u njezinu konzistentnost, {(Pogledajte ponovo
Weilovu izreku s pocetka ovog élankal) VaZno je spomenuli da je njemacki matematicar
Gerhard Gentzen {1909, — 1945} dokazao konzistenmost Peanove aritmetike. ali
sredstvima koja imaju vedu dokaznu moé od Peanove aritmetike.

Neki istaknuti dijelovi Gidelovog dokaza

U dokazu prvog teorgma konstruirana je Godelova recenica. Gddelova konstrukeija
je duga i vrlo sloFena. Cak i u dunadnjim udzbenicima matematicke logike poglavlje o
Gadelovim teoremima je medu posljednjima ili ga uepée nema. Postoji mnogo tekstovi
i knjiga o Godelovim teoremima. Ameriéki matemati¢ar Raymond Smullyan je autor
nekoliko vrlo populamib knjiga o toj temi. Njegov pristup je vrlo neobifan, ali za
Eitatelja svakako zabavan i zanimljiv. Uz pomno odabrane logicke zadalke Smullyan
vodi éitaoca kroz zamrien Gideloy dokaz. Spomenimo neke od nuslova Smullyanovih
knjiga: What is the name of this book?, The Lady or the Tiger, Alice in Puzzle-Land,
Farever undecided,. ... Veéing tih knjiga je objavljena u Republici Sloveniji { naravno,
na slovenskom jeziku).

Koliko su vazni sami Godelovi teoremi, usudujemo se reci da su za razvo] matematicke
logike jednako vagne i ideje 1 metode koje je Godel koristio prilikom dokaza svojih
teorema nepotpunosti, Ovdje demo posebno istaknut ideju arilmetizacije 1 relkurzivne
funkeije.

Aritmetizacija
Mode se redi da znadaj aritmetizacije u matematickoj logici odgovara znacaju otkrica

analiticke geomelrije, odnosno Descarlesovom  preshkavanju geometrije u algebro.
Sjetimo se npr. kako u analiti¢koj geometriji provjeravamo paralelnost pravaca.
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Jedoostavno provierimo wmaju hojednake koeficijente smjera. Zelimo naglasiti da ne
moramo crtall pravee v koordinatnom sustava 1 uyvjeril se jesu 1 oparalelni. Shéno je
postupao Gidel s aritmetdkim teednjama;

Chpisat Cemo kratko weju aritmetizacije: Ved smo bili naveli da je alfaber aritmetike
skup {0, ), =y —, ¥, o=, 00, 4, b {xer ke NLS g ooznadavamo
funkeiju koju prva definirame za svaki <Jm[m] alfabeta writmetike na qucdu,[ nacin:

glid=2, gln=3, (Tunkeija g lijevo] zagradi prideuiuje broj 2, a desnogj 3
g~ =5, g(—=)=7. gi¥l=11L g(=)=13
(@) =17, e() =19, g(+)=23, 2(-) =29,

glxi) =31 =k, za ke N.

Sada se lunkeija g oprodinge na skup svib aritmenckil cvedngi 1 skup svib dokaza o
Peanovoj aritmetici. Ako je  eger ... e neki lzraz v Peanovo) aritmeticd (aritmeticka
tvednja ili dokaz) tada njemu pridruZujemo Godelov broj

gEient | Jr._,a'n .
geje je oy i— U po redu prost broj, 'l}lku npr. aksiomu Yxy(x) -0 = x) funkeija g
pridruizuje prirodni broj
2el1 qulxi) | gail) qelenl | qETRD 00 il pgeta) aquli
tj. braj 2! . 3%%.5%. ?"‘2 L1137 17197 23 Uolite da je tako definirana
funkeija g injekeija.

Frimjenom te ideje Gddel je izvriio prevedenje mnogih problema Peanove aritmetike

na probleme s privodnim brojevima. Gikdeln u éast ariometizacija se naziva i gedelizacifo

Rekurzivne funkcije

Ved o osoovoo] Skoli ulfe seorazni postupel, kao St osooopr dijeljenje priradnih
brojeva, zbrajanje razlomaka, konstruleija simetrale duZine, i sliéno, Zajednicko svim
tim postupcima je da se sastoje od konaéne mnogo vilo jednostaviih i jasnih koraka,
Takvl postupei se jedmim imenom nazivagu algorimn, Naziv algovitom dolazi od
latiniziranog imena arapskog matematidara AlKhwarizmija koji je u [X stoljedu dao
pravila kako se rviavaju Seticl racunske operacije u decimalnom sustavi,

Ovdje ne moZemo opisati svu problematiku  vezano uz algoriime, 1 dall strogu
definiciju. (O paralelnim algoritmima modete Eitad u seviji lanaka Sanje 1 Safe Singer
u MFL-u ad broja 1943 Tstaknutl demo samo jedan mali dio vezan vz Godelov dokaz
teorem: nepolpunosti.

Promotrime sada funkeije S je domena 0 kadomena skup N. Postavlia se pilanje
koja je od tih funkeija f fzredundiiva, 1. za koju postoji algoritam tako da za svaki
i e N mofemo odrediti, odnosno izmadunati {n), Jednostavni primjeri izra¢unljivih
funkeija su npr. fitx) = x+ 1, flxl =x* i filx) = |log,x|. No, nije za sve
lunkeije jednostavno odgovoritn jesu 11 izracunljive. To dustrivamo sljedecim primjerom.
Promotrime funkeiju /N — N, koja je definirana po slucajevima na ovaj nading

Ftn) f 1. ako postoji nouzastopnih petica u decimalnom zapisu +2;
! \  inade.

{Sjetite =e da je W2 iracionalan braaj, te nije periodickl decimalni brog,) Kako bismo
mogli odgovoritd j¢ 1 dana funkelja [ szracundjiva treba prvo strogo definivati taj pojam.
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Jedna stroga definicija izraéunljivih funkcija dana je pomocu rekursivaih funketio.
Veliki dio Gbdelovop dokaza sastoji se od vrlo detaljnog dokaza rekurzivnosti nekoliko
desetaka funkeija. (Neki ce ¢ak zbog toga reéi da je Godel bio vrhunski kempjutarski
programer! )

Umjesto zakljucka

MoZzemo se zapitati koju istinitu tvrdnju o prirodnim brojevima izradiuva Gidelova
recenica, 1. koje svojstvo prirodnib brojeva ne motemo dokaziali pomodu Peanove
aritmetike. Godelova redenica doslovno dzeleda; Ova redenica nife dokazive w Peanove]
ariimetter, Netko bl mogao redi da e tvednju o prirodnim brojevima moZemo smateati
potpuno nezanimljivom za matematiku, le redi da nas nije briga Sto takve artmeicky
istinu ne mofeno formalno dokazati.  Nazalost 0 mije rjeSenje.  Otkrivene su i
“ramimljive” aritmeticke istine koje nije moguce formalno dokazati, Jedna od prvih
ctkrivenih aritmetckih isting s m svopstvom je dana o eoremu Parisa i Kirbya (eorem
govori o borbi Herkula i hidre!). Nakon toga otkniveni su mnogi istiniti kombinatorni
principi koji nisu dokazivi u Peanovo) antmetici.

Nakon pojave ratunala, odnosno mzvoja umjetne inteligencije, mogle su se u raznim
Casopisima proditati optimisticne izjave 1 sljededeg oblika: Radunalo de modi stvorin
wlazbeno dielo izvanredne wmjetnicke veigednosn, i Racunile de postati prvakom svijeta
i Sahie, il pak Racdunato de orkn @ dokazat znadajan matematicki tworen. Nidta od 1oga
se nije dogodilo, a w1|. rojatno se ni nede uskoro sve to ostvariti,. No, neki 1z Godelovih
tearema HCHavaju 1 vide, 1) da strojevi nikad nece dosedi ljudsku II11l|Ij:.LI‘IL i, O o]
tvrdnji se mode spekubivat na dugacko 1 na Sroko, ali o svakako ne slijedi iz Godelovih
teoremi. lako Godelovi teoremi na prvi pogled otvaraju (nekima!) mradne perspektive
njihoy znucaj je ogroman za razvo] matematiCke logike
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Sto je zapravo, “ocito”?

Willie Yong.! Singapere, Jim Boyd,® Virginia, SAD

Postoji prica o G. H. Hardyju iz koje se vidi kako su matemati€ari uvijek u
poteskocama kada treba objasniti smisao i nijanse rijedi “odita”. Prema toj pri¢i, Hardy
je jednom drzao predavanje: “O¢ito je da .. ", i tada bi stao. Svakako se neizmjerno
jake kencentrirao. Auditori] je bio potpuno miran. Nakon pauze od nekelike minuta
Hardy je nastavio: “'O¢no jeda ...7, i nastavio svoje predavanije.

Powiillie Yong, SCT Peblishing, Singapore je jedan od wrednibka matematickog Gasopisa Mathemities and
Flormtivs Charierly.
 dim By, 81 Chripsiopher's School, Virginia, SAD, jo jedan od glavaih vrednika wg ¢asopisa
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