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Matematicka indukcija i
Goodstieinov teorem

MiapeN Vukovic, Zagreb

U cetvrtom razredu gimnazije uéi se matematicka indukeija. Cilj ovoga €lan-
lka jest kratko ponoviti o metodu te navesti u kajem se smjeru ona moZe poopéiti,

nevjerojatna.

Uvod

Mepotpuna je indukeija nagin zakljuéivanja kojim se iz éinjenice da nesto vri-
jedi u odredenom broju slucajeva zakljucuje da 1o vrijedi i u svim ostalim slucaje-
vima, Npr., iz ¢injenice da je odredeni broj vrana keje smo do sada susreli ernog
perja, zakljuéujemo da su sve vrane crne,

Mepolpuna indukcija moze biti vrlo korisna i u matematict, npr. kada zelimo
nasiutiti vrijedi i neko svojstve za sve pritodne brojeve. No, morama bitt vrlo opre-
7ni da samo iz nepotpune induketje breopleto ne zakljuéimo da neko svoqstvo vri-
jedi za sve prirodne brojeyve,

MNpr., prva su tri neparna broja veca od jedan (3, 5 1 7} prosti, Naravno da
nitko (osim eksperimemalnoga fizidara iz jednog vica!) nece reci da iz toga slijedi
da s svi neparni brojevi prosti,

Vierojatno biste se dufe zamistili kada bi vas pitali $to mislite o tvednji da je
za svaki prirodan broj x vrijednest polinoma f{x) = x* — x + 41 prost broj. Ako
redom uvritavate x= 1, 2, 3,415 dobit éete da je /{x) prost broj. Stovide, za sve
pritadne brojeve x za koje vrijedi x = 40 vrijednost polinoma fje prost broj. No,
Fi41) je slozen broj,

Za nepotpunu je indukeiju jod zanimljiviyi 1 ilustrativogi sljededct primjer. Neka
je f{x)=991x"+ 1. Za puno prirodnih brojeva vrijednost polinoma fnije potpun kva-
drat, Mo, to ipak ne znadi da moZzemo terditi da f{x) 2a sve privodne brojeve nije
potpun kvadrat, Najmanji prirodan broj x za koji je 991x% + 1 potpun kvadrat je
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x= 12055 735 790 351 359 447 442 538 767,
U élanku Z. Hanjéa (vidi |5]) dano je nekoliko ilustrativaih primjera nepotpu-
ne indukeije.
Dakle, inko korisna, nepotpuna indukeija nije matematicki ispravia metoda
dokazivanja. Takva ispravna metoda jest matematicka indukeija koju opisuju aksio-
mi matematic¢ke indukeije.

Aksiom matematicke indukcije
Jasno je da u izgradnji bilo koje teorije treba odnekud poceti, da neke Cinje-
miee treba uzeti kio osnovne istine. Takve se éinjenice zovu aksiomi. Alsiomi su
ocite tvrdnje koje su u skladu s iskustvom i koje ne dokazujemo. Nas ovdje zanima
aksiom matematitke indukeije:
Neka je § podskup od & koji ima shjedeca dva svojstva:
ay e b,
b) za sve ne N koji imaju svojstvo daje ne S vrijedii n+ 1€ 5
tada je §=N
Prvi uviet (a) nazivamo baza indikeife. a deugiuviet (b) nazivamo forak indu-
keife.
Zgodno objadnjenje aksioma matematicke induleije moze se dali pomocu

plocica domina, Zamislite da imamo puno plocica doming, Poslagali smo ih jednu
do druge kao na ovom shematiziranom crtezu:

01 e T N T

Iima ih tako puno da im ne vidite kraja. Sto biste zahtijevali kao jamstvo da
ée sve biti srugens? Svakako biste trazili da se srudi prva (baza indukeije!). Zatim,
histe trazili da ruenje bilo kaje (n-te) plodice domina uzrokuje rufenje sljedece
{1+ L)-prve) plocice (korak indukeije). Za to bi bila dovolino da je razmak jzme-
du postavijenih plodica dovoljno mali. Nadam se da s slazete da ce lada sve ploci-
ce biti srudene.

Lijepa analiza sadrzajne komponente aksioma matemalticke indukeije dana je
u knjizi V¥ Devidéa (vidi [3]).

1 vecini udzhenika koji razmatraju matematiéku indukeiju kao prvi se pri-
mjer navodi sljedeca tyvrdnja:

Za sve privodue brofeve novrijedi

a1
2e a0
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Kako to dokazati? Provjerimo vrijedi li tvrdnja #a n =3, Lijeva strana jedna-

3{3 ,
kostije 1+ 2 + 3, tj. jednaka je 6. Desna strana jednakosti je jednaka =——5—"].
takoder 6. To znaci da lvrdnja vrijedi za »n =3,

Lako bi danu tvrdnju mogli provjeriti za n =4 ili #=9. Mogli bismo napra-
viti racunalni program koji bi danu jednakost ispitao za puno prirodnih brojeva (ali
samo kenaéno mnogo njih!). Bismo | nakon svega toga mogli reci da dana jedna-
kost vrijedi za sve prirodne brojeve? Naravno da ne bismo.

Za dokaz ove tvrdnje koristime se aksiomom matematicke indukeije. To znaéi
da prvo moramo provieriti dzmu_jednakus! za = 1. Toje lako, Lijeva strana jedna-

L={l=13 I

lkoral indukeije, U tu svrhu E‘J:cTE‘.nmt;wEmn ida tvrdnja vrijedi za neki privodan broj n,
j. neka je

keosti tady je jednaka |, a desna lj takoder 1. Sada proviersvamao vrijedi i

L F&4s +ﬂ=i{-’ﬂ.
2
Prethodnu pretpostavku nazivamo predpostavia induicije, Sada moramo pro-
vieriti da tvrdnja vitjedi © za 2 4+ 1. Laganim raéunom., primjenom pretpostavke
indukeije, dobivame:
] {n

1+2+ .. +n+n+ )=—5— I(

§to je upravo trazena _iEdﬂdt‘Lﬂbt za n+ L.

er +1)n+2) (m+1)n+1)+1)
5 = - B

Ma kraju zakljuc¢ime: primjenom aksioma matematicke indukeije slijedi da
dana jednakost za sumu prvih # prirodnih brojeva vrijedi za sve prirodne brojeve n.

Twrdnje raznih vrsta mogu se dokazati primjenom aksioma matematicke
indukeije. To su razne jednakosti | nejednakosti, tvrdnje o djeljivosti, tvrdnje iz gea-
metrije, Newtonova binomna formula, Motvreove formule za kompleksne brojeve,
problem Hanojskih kula i drugo. Zadatke koji se rjesavaju primjenom aksioma
matemalitke indukeije mozete naciu [1]1 [3].

Goodsteinov teorem

FEngleski matematicar R. L. Goodstein je 1944, godine dokazao teorem &iji je
iskaz na prvi pogled (a mozda i drugi) nevjerojatan. Taj je teorem zanimljiv jer iska-
zuje jedno svojstvo pritodnih brojeva, a #a njegov se dokaz moraju koristiti besko-
naéni vedni brojevi.

Kako bismo izrekli Goodsteinoy teorem, 1. definirati Goodsteinoy niz, prvo
definiramo 5to znaci prikaz prirodnoga broja u superbazi.
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Pokazimo lo, bez stroge definicije, na primjeru broja 27. Broj 27 moze se pri-
Jeazati u bazi 2 na shiedeéi nagin 27 =21+ 27+ 2' 4 2% Prikazimo sada i eksponen-
te u bazi 2. Tada dobivama: 27 =22'+22 '+ 274 2% U ovom drugem slucaju kaze-
mo da je broj 27 u superbazi 2,

Poaledajme kako 1o izgleda za broj 521, Prikaimo ga prvo u superbazi 2 :

32 =P 434 L e L I M B R B R it

Prikazime sada broj 521 u superbazi 3

521 =2-3"4+342.342=2-3"24342.3+2,

Pojam Goaodsteinovoga niza definitamo prvo na primjeru broja 8, Prvi clan
Goodsteinovoga niza broja 8, jest an sam, tj, g, = 8. Kako bismo dobili drugi ¢lan
niza, prikazimo prvo broj 8 u superbazi 2, (j. 8 =27, Umyjesto svih dvojkau prikazu
21 I papisema trajke: 371 L Zatim od take dobivenog broja oduzmemo 1, Time smo
dobili drugi &lan Goodsteinovoga niza, . g, = 80. Prikazimo sada broj 80 u superhiel
3, zatim zamijenimo sve trojke Setvorkama te oduzmimo jedan. Dobili smo g, = 553,
Nadamo se da je jasan daljnji postupak konstrukeije Goodsteinovoga niza.

Fvo jod nekoliko sljedecih élanova Goodsteinovoga niza broja 8.

superbaza 2 g =8= 221

Py | 330l = 5|

=) g, = RO

superbaza 3 B =24 3 2 32 920342

; (O, | 2.4 4+2.4°4+2.442=7554
-1 g, =333

superbaze 4 S8 =244 24042 v 4]

4 3 2.5 425242541 =631l
- g,= 6310

stperbazea 3 6310 =2.-5+42-5%4+2:5

5— b 2.604+2-6°+2-6=03 304
& g, =93 395

superbazi 6 G3395 =2-6°+2-6°+643

g,=1 647 195

g, =133 554 571

g, =774 841 15)
g, = 20000 000 211
= 570 623 341 475

Lr
=l
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Sada navedimo nekoliko prvih ¢lanova Gooedsteinovoga niza broja 25,

g =25 = 28420 4 ]

3.1'_,_3.‘--14_'_ |
g,= 30+ P = P
4:=+44| |

g, = AT+ 34 34T 3 4253 4 3 = 10
543843533 +3.543.5+3
g, =5 +3. 5435 +3. 54 3.5+2 =102

Evo taénoga cetvrtoga ¢lana, g, Goodsteinovoga niza broja 25

191101 25979454 775203564045 50703964599 19808 [D48990094 337 1 305 | 278924652053
(2426158030120593865 19739850265 5804401 5570446223 53592 | 2TREGTIE06YT22884 |
014691 SB86600ETI6 1 BO6TST 19570 1 S3928 160033804761 1 225975533620 T01 00148205
123413 1477082324 1149309444 71 TaY63 282 FR62R5 19673 TS 14595357 54247909321 920
GOATREZO1TTRT 16912255242 10700507090640743 8287085 1449950256386194461 54318
3511379849 13369 779028 | 2743384043 | 540234535526 TRIF0A3 7410210533 154003 135
3725325 T486360001 597 TR690328200439 1 B2083R 1 52302669363 T287369 142264813129
| T4ATH2 13632573032 164528207 048686257624 53622 1801 767322494050 T04 2R 1936007
87207 13R370723553054463 50153046401 1553454037027 10514504 305508332 74922 160
SHASG] 2910045 189959948656 109543 14THO603 801 3037170 1635025044 70740 1 64 22005
(RE50T9469504487 133205 133160739 134230540 198872570038 329580 24005019701346
TIITITEO0002 TIR0403023K 1731 ST E6906R43R00TII TR IDORO4 2822436003 TRI04A33520
42281 5704302832442 38551 SO823 1 649006TIRAT121 T I TOR 23232700451 81 V20832751
D1 127467TH231 741098 58880370832 200071 173349225391 3322300756147 | BO4 2752
THTTTUAIS2I0A2006] B28601 245525424306 1006894 B054463 84 T0482065098 266431930
OO6DIRRTIO2ERI 10747074 3406362860765 TATO26992 58649953 5579763 1217390255089
13312223204743030343956 161 32833407283 1 663498258 14322686200430 779905468510
AR04 187308324 R00903 87359621 2819633602583 1 20781673673 7425333228T929690720
SA9059562 [406HSSE2 590 [ 24455 LHA23 7950780 3470484 3 1 S6T3TR00L362 30905 T 151179
R0414242622702200662 864868678687 10 TE298087 2802500093 10 19492 8083082504419
B424796TI2058008R 1 T112327 19230 145558291 6746703 10743054 802640404 683400273
AUIA0TORS04465961 501 75258606581 144756851004 | S68GETTINV03T 1248253534383
G2RS30TSOETA0A 5840705003 822501 2489284001 8263000506251 280 | R702DUIR04440734
D1423470620557853053250349 1 8189589707 199305662 151 2963 | BT 50H 74353596028
2HHO3R2 ] 1G160485451210393 1331223033 22607664 3623060382068 50208830406 | 4283
O34 73911399 | 6692264994856 36852 347 12873294 700680884 50040582305 | | 14050494
41379095022 76545633 1 3301 867063352 | 3230284605 194343813998 1056 14006525953
DFATTOOTT2T] 065783404 | 74642084 72095601 2464732 774858423 R TARDVAARTS 505250
A3 R232 191 3572230540007 1 5373374 24854364 5063 TR2043T01 654303218 15405354
H30361425066440858540330 746646854 | 390145 13423477146303150379541 7377862281
177658587604 | GROGORIL 2967

Najvjerojatnije ste zakljucili da Goodsteinovi nizovi brojeva 8 1 25 teze prema
beskonadnosti. No, prevarili ste se. R. L. Goodslein je dokazao sljedeci teorem.
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Teorem.
Svaki Goodsteinov niz zavréava nulam,

Kake je to moguce? U prvi tren se éini nevjerojatnim. U istinitost Goodstei-
novoga feorema pokusatl cemo vas uvieriti navodedi dva primjera. Prve navodimo
Goodsteinov niz broja 3.

swperbaza 2 g,=3 =2+

2 3 I+l =4
e

—| ;=3

superbaza 3 3

J— 4 4

| g.=3

superbeaze 4 3

4r— 5 3

= g,=2

Stiprerbaza 5 2

S— 6 2

=] g |

sriprerhaza G 1

o 7 l

i g =0

Uocile da je u jednom koraku &lan Goodsteinovoga niza manji od superbaze
{1 ovom slu€aju to je i), Nakon toga &lanovi Goodstemovoga niza strogo padaju pa,
buduci da se radi o priradnim brojevima, niz mora zavesiti nulom. Za neke privodne
brojeve élan Goodsteinovoga niza koji je manji od superbaze 1 tom koraku moze
biti vrlo velik. To ¢emo ilustrirati procjenom duljine Goodsicinovoga niza za broj 4.
g = g =72
22— 3 3°
-1 o =2-342.342

U prikazu broja g, istaknut je broj 2. To je koeficijent uz superbazu. Primijeti-
ma da trebama tri puta oduzeti jedinicu kako bismo taj koeficijent smanjili #a jedan.
Reéi ¢emo da moramo napraviti tri nova koraka, To znadi da ce nakon i koraksa
superbaza bili 6 te cemo imali sljiededi peti &lan Goodsteinovoga niza broja 4 :

g5=2~f}21—1-ﬁ+5
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Sada smo istaknuli koeficijent L O&ito nam treba jos Sest novih koraka {odno-
sno oduzimanja jednice} kako bismo taj koeficijent svell na nulu. Tada dobivamo
jedanaesti élan niza (2+34+6 = 11) koji je zapisan u superbazi 12 (343 + 6= 12).

g, =2 122411

U jedanaestom lanu niza istaknuli smo koeficijent 2. O¢ilo treba 12 novih
koraka kako bismo taj koeficijent smanjili za jedan, Time debivamo g, koji je u
superbazi 24 jednak:

2, =242 +23 - 24 + 23

Nakon 24 nova koraka dobivamo g, zapisan u superbazi 48, Unéite da se ¢la-
novi niza povecavaju, ali se koeficijenti smanjuju.

g =480+ 22 - 484+ 47

Kod élana g, "kvadratni die” ima keeficijent jedan. Sada hismo promatrali
kaliko nam koraka treba da koeficijent 22 smanjimo za jedan (Ireba nam 48 novih
kotaka!). Tada bismo s 96 novih koraka 1aj koeficijent smanjili na 20 i tako dalje.

Nakon mn=1+3+3 243284, +48 4+, +3.2>B=3.25 -2 kora-
leat dobivame broj

(H+1)-(n+2)+(n+l)
zapisan u superbazi # + 2. Uoéite da taj ¢lan niza vife nema kvadriranu superba-
ZU,

Nakon =143 464, +3:2%43. 274 432070 0=] 3. 251137 1)
koraka dobivamo broj m + 1 zapisan u superbazi w2, To znadi da svaki sljede-
¢ korak smanjuje ¢lanove Goodsteinovoga niza, 1. oni stroge padaju te moraju
zavréit nulom. Dakle, Goodsteinoy niz broja 4 zavrdava nulom nakon s+ (m o+ 1)
koraka, pri ¢emu je

pA{m+1)=3- 2402 31 211 _ 3
(broj Zm+ 1 imavise od 121 210 700 znamenakal).

Nadam se da vam je na temelju ovoga primjera za broj cetirl jasno da bi Good-

sieinav niz svakoga prirodnoga broja zavréio nulom,

Meke napomene za kraj
Za strogi dokaz Goodsieinovoga teorema koriste se beskonaéni redni brojevi
i poopéeni oblik matemati¢ke indukeije Sto svakako prelazi okvire ovoga clanka.
[pak. mozemo spomenuti ideju dokaza,
Dakle, u dokazn se koristi poopéenje aksioma matematicke induketje. Moge
se pokazati da je taj aksiom ekvivalentan sljededo] tvrdnji: svaki neprazan podskup
od N Ima pajmanji elestent.
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Uocite da skupovi cijelih, racionalnih i realnih brojeva nemaju to svojstvo.
Jos u osnovnoj Skoli ucili ste da svaki prirodan broj moze biti promatran s dva aspe-
kta: tako da odreduje koliko éega ima. odnosno da odreduje redno mjesto, Nas ovdje
uprave zanimaju redni brojevi: prvi, drugi, treéi ... No, ne zanimaju nas samo kona-
€ni redni brojevi, ve¢ bismo zeljeli govoriti i o beskonaénim rednim brojevima.

Sto znace redni brojevi? Prvi po redu znaci da ispred njega nema nista, Drugi
enadi da je ispred njepa samo jedan i tako dalje. 12 tog se razloga redni brojevi u teo-
riji skupova definiraju na sljedeci nacin:

0. =6
l.=1{@)
2.=10;, 1.} =1{0,0)}

3.= {0, 1., 2.}

mo= 104 1, dn—= 131
Neka vas ne zbunjuje podetak definicye 0. =0 (prazan skup!). Kao §to se npr. defi-
nira 0!=1 tako se 1 ovdje mora imati poéetak definicije. Napominjemo da u litera-
turi nije uobi¢ajno koristiti oznake 0., 1., 2., 3., ..., veé se jednostavno pise 0, 1, 2,
. -

Gornja definicija rednih brojeva omogucava nam da je jednostavno progirimo
na beskonacne skupove. S © oznacavamo redni broj koji je definiran s
@=1{0, 1, 2, 3,...}. Govorimo jos da je ® redni broj skupa .

Ako skupu ® dodamo novi element ¢ te definiramo da za sve ne @ vrijedi
#=a, tada smo dobili skup o {a} €ij redni broj oznadavamo s o+ 1. Na slitan se
nacin definiraju redni brojevi @+ 2, o+ 100, ®-2, -7, 03, @' +w0-3+o+8,
@ ...

Aksiomon matematicke indukeije iskazana je indukeija do rednoga broja o,

U teoriji je skupova rransfinitna indukcija (indukceija po svim rednim brojevima)
najéesce 1 naymocnije sredsivo dokazivanja.

U dokazu Goodsteinova teorema konisti se indukeija do rednoga broja g, To
je najmanji redni broj o za koji vrijedi @® = o

Svakom €lanu Goodsteinovoga niza pridruzuje se (beskonaéni) redni broj
manji od €. Tada se dokaze da pridruZzeni redni brojevi strogo padaju. Godine 1982,
dokazane je da se Goodsteinov teorem ne moze dokazati primjenom samo prirodnih
brojeva (toénije pomocu Peanovih aksioma).
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U elanku pod naslovom Gddelovi teoremi nepotpunosti u MEL, broj 2006,
pokuiao sam ebjasniti da postoji istinita tvednja o prirodnim brojevima koja se ne
moze dokarzali samo primjenom Peanovih aksioma. To je tzv. Godelova redenica.
Mo, Gidelova recenica je kodirani zapis pomodu prirodnih brojeva tvrdnje ,.Ova
recenion nife dokaziva” Ako bi netho 1 mogao redi da nedokazivast Gadelove rece-
mice 1 nije neki nedostatak za Peanovu aritmetiku, mislim da to nikake ne moede reci
za Goodsteinov teorem,
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