U potrazi za skupovima
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Kao sto se iz naslova clanka moze zakljuciti, imamo namjeru govoriti o skupovima
u nastavi matematike u Republici Hrvatskoj. Naslov ¢lanka bi mozda mogao upuéivati
da ¢emo ovdje govoriti o svom nezadovoljstvu sto skupova nema daleko vise u nastavi.
To nam nije cilj, a uostalom niti ne mislimo da teorija skupova treba biti daleko vise
zastupljena u srednjoskolskoj, odnosno osnovnoskolskoj nastavi matematike.

Ovim clankom zelimo podijeliti neka nasa iskustva o znanju o skupovima studenata
prvih godina raznih studija. Namjera nam je istaknuti neka nasa iskustva s ispita
(raznih kolegija i diplomskih) gdje smo prvo bili zac¢udeni da studenti neke stvari ne
znaju. Onda smo shvatili da ih se neke osnovne stvari o skupovima zapravo nigdje ne
uci. Nadamo se da ¢e vas ovaj clanak potaknuti da sa skupovima postupate pazljivije
nego Sto je to propisao nastavni program.

Sada ¢emo ukratko opisati sadrzaj clanka. Prvo ¢emo navesti primjere zadataka
sa skupovima koji su se posljednjih godina pojavili na prijemnim ispitima na PMF—
Matematickom odjelu Sveucilista u Zagrebu. Zatim ¢emo navesti gdje se u nastavnim
programima iz matematike spominju skupovi. Nakon toga ¢emo vas izvijestiti o rezul-
tatima potrage za skupovima po strucnoj literaturi na hrvatskom jeziku iz matematike
(udzbenici, ¢asopisi, zbornici radova, bilteni za nastavnike mentore,...) Navest ¢emo
neke ¢injenice iz teorije skupova za koje smatramo da bi ih nastavnici trebali znati, iako
to nigdje ne predaju (jednakost skupova {1,2,3} i {2,3,1,1,2}; jednakost razlomaka
1/3 i 2/6; prebrojivi i neprebrojivi skupovi). Na kraju ¢emo posebno istaknuti vaznost
pazljivog uvodenja pojma funkcije. Nadamo se da ¢e se tom pojmu posvetiti dovoljno
velika paznja u novom kurikulumu nastave matematike, odnosno novim nastavnim
programima, jer je funkcija osnovni pojam svake visokoskolske nastave matematike.
Krenimo redom. Na prijemnom ispitu na PMF-Matematickom odjelu Sveucilista u
Zagrebu posljednjih godina pojavili su se sljede¢i zadaci sa skupovima:

(2008) Nekasu A i B podskupovi od N takvidaje ANB = {1,2,3}, (AUB)\A = {4,5}
i {6,7} C AU B. Tada je:

A. B={1,2,3,4,5} B. B={1,2,3,4,5,6,7} C.B={6,7}

D. B=1{1,2,3,6,7} E. B=1{1,2,3}
Ovaj zadatak je 59 pristupnika toc¢no rijesilo, $to je priblizno samo oko 22%.
Zatim, 48 pristupnika je krivo rijesilo zadatak, a ¢ak 165 pristupnika nije ponudilo
nikakvo rjesenje.

!Predavanje istog naslova Mladen Vukovié odrzao je 04. 02. 2009. u okviru Stru¢no—metodickih
veteri na PMF-MO u Zagrebu.



(2007) Ako su A i B skupovi za koje vrijedi (AU B)\ (AN B) C A, onda nuzno vrijedi

A.ANB=10 B.B=10 C.ACB D.BCA E. A=0

Ovaj zadatak je 52 pristupnika to¢no rijesilo, Sto je priblizno 17%. Trideset
pristupnika je krivo rijesilo zadatak, a 226(!) pristupnika nije ponudilo nikakvo
rjesenje.

Samo ¢emo jo§ spomenuti da je ove godine na srpanjskom roku bio sljedeéi za-
datak s funkcijama:

(2009) Za realni broj a definiramo preslikavanje f, : R — R i g, : R — R sa f,(x) =
T+ a, g.(x) = azx. Koliko ima brojeva a za koje vrijedi da je f, 0 go = ga © fu?

Kako objasniti ovakvu malu rjesivost jednostavnih zadataka sa skupovima na pri-
jemnim ispitima? Jednostavno: zadaci takvog tipa nisu se nigdje radili u dosadasnjem
skolovanju (mozda malo u prirodoslovno—matematickim gimnazijama). Uostalom, taj
o¢iti odgovor ¢emo i potkrijepiti navodenjem rezultata potrage za skupovima u nas-
tavnim programima i udzbenicima.

Sada redom navodimo rezultate nase potrage za skupovima u nastavnim programi-
ma i udzbenicima matematike. Prvo ¢emo to uc¢initi za osnovnu skolu. U prvom razredu
osnovne Skole imamo sljede¢i naslov nastavne cjeline: “Oduzimati i usporedivati u
skupu brojeva do 10.” U drugom razredu osnovne skole pronasli smo sljede¢i naslov:
“Ovladati tablicom mnozenja u skupu brojeva do 100.” U cetvrtom razredu osnovne
skole nasa potraga je dala sljededi rezultat: “Pisano zbrajanje i oduzimanje u skupu
brojeva do milijun.” U udzbenicima petog razreda naslovi poglavlja su “Skup prirodnih
brojeva” i “Skup tocaka u ravnini”, ali onda u tim poglavljima, kao i u spominjanim
naslovima cjelina nizih razreda, uopée se ne spominje rije¢ skup! Doduse u nekim
udzbenicima spominju se skupovi parnih i neparnih prirodnih brojeva, te pojam pod-
skupa. U sedmom razredu osnovne skole pronasli smo naslov: “Prikazivanje i analiza
podataka ... obiljezje skupa objekata.” U osmom razredu osnovne skole su sljedeci
naslovi: “Skup realnih brojeva” i “Odrediti odnose izmedu skupova N, Z, Q i R.”

Nasu potragu za skupovima u nastavnim programima i udzbenicima matematike
osnovne Skole mozemo zakljuciti ovako:

Rije¢ “skup” se koristi samo kao ime (skupovi brojeva; grupe objekata u
statistici). Uvede se oznaka € i spomene se pojam podskupa.?

Smatramo da je to sasvim zadovoljavajuce za osnovnu skolu.

2U jednom nasem udzbeniku matematike za peti razred osnovne gkole iz 1990. godine u prvom
poglavlju pod naslovom Skupovi, na tridesetak strana (!) izlozeno je sljedeée o skupovima: primjeri
skupova, oznacavanje i zadavanje skupa, element skupa, podskup, jednakost skupova, presjek skupova,
unija skupova, komplement skupa, kona¢ni skupovi. Naravno, taj udzbenik je pisan po nastavnom
programu prije “rasterecenja’.



Sada navodimo rezultate nase potrage za skupovima u nastavnim programima i ud-
zbenicima matematike za srednju Skolu. U nastavnom programu za gimnazije za prvi
razred naisli smo na sljedec¢e naslove: “Skup racionalnih brojeva”, “Skup realnih bro-
jeva” i “Uredaj na skupu realnih brojeva”. U drugom razredu je sljede¢i naslov: “Skup
kompleksnih brojeva”. U udzbenicima za drugi razred se prilikom pisanja rjesenja
kvadratne nejednadzbe spomenu skupovne operacije: unija, presjek, razlika, te pojam
praznog skupa. U cCetvrtom razredu pronasli smo sljedeé¢e naslove: “Skupovi brojeva”
i “Pojam funkcije”. U nekim udzbenicima za ¢etvrti razred postoji na pocetku kratak
uvod o skupovima. Rezimirajmo rezultate naSe potrage za skupovima u nastavnim
programima i udzbenicima matematike za gimnazije:

Prilikom rjesavanja nejednadzbi uvedu se osnovne skupovne operacije (pres-
jek, unija, razlika) te se definira pojam funkcije. Spomene se i pojam pre-
brojivosti.

Po nasem misljenju to nije nikako dovoljno. Trebalo bi posvetiti vise paznje uvodenju
skupovnih operacija. Vazno je jos naglasiti da se nigdje ne vjezba dokazivanje skupovnih
identiteta (npr. de Morganova pravila, distributivnost...). S druge strane na PMF—
Matematickom odjelu Sveucilista u Zagrebu je dokazivanje skupovnih identiteta za
veéinu studenata prvi susret s dokazima.

Prije nego $to izlozimo jos neke rezulate nase potrage za skupovima po struc¢noj lit-
eraturi na hrvatskom jeziku dajemo jedan primjer rjeSavanja sistema nejednadzbi. Za-
pravo, cilj nam je naglasiti kako odgovoriti na ¢esto ucenicko pitanje prilikom rjesavanja
nejednadzbi: “Sto sada moram napraviti? Uniju ili presjek?” U tu svrhu ponovimo
prvo definiciju presjeka i unije:

ANB={x:x€ A i vz € B} AUB={z:xz€ A ili z € B}
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, odnosno “ili”, jer ¢emo upravo naglasavanjem
“i” s presjekom, odnosno “ili” s unijom, rijesiti

Namjerno smo istaknuli veznik “”

upotrebe tih veznika, te onda zamjenom
sistem nejednazbi u sljede¢om primjeru. Naravno, ne mislimo da se ucenicima treba
upravo na taj koncizan nacin s upotrebom logickih ekvivalencija prikazati to rjeSenje.
Mi smo ga ovdje na taj nacin napisali iz jednostavnog razloga da bi rjesenje zauzimalo
manje prostora.
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Rjesenje zadatka je presjek intervala:(—2,4) i (—o0,3), tj. (—=2,3)

Pregledali smo i gotovo sve brojeve stru¢no-metodickih casopisa: Matematika,
Poucak, Matematika i skola, Matka, Matematicko—fizicki list, Playmath 1 math.e.
Naslove ¢lanaka koji se bave skupovima naveli smo u popisu literature. Posebno bismo
zeljeli istaknuti clanke [6] i [12]. Citirat ¢emo neke dijelove ¢lanka V. G. Kirina iz
1977. godine jer su po nasem misljenju na zgodan nac¢in opisani tadasnji problemi s
uvodenjem skupova u nastavni program, a s druge strane zelimo istaknuti da je profe-
sor Kirin jos te davne 1977. godine predvidio sto ¢e se dogoditi sa skupovima u nastavi
matematike. Sada navodimo neke dijelove ¢lanka [6].

“Ovog puta jedan bauk kruZi cijelim svijetom. To je bauk skupova. Naime, skupovi
su usli u osnovne skole, a sa skolskom djecom i u nase domove. Tko bi se nadao da ¢e
zajedno sa skupovima uéi i u poneku familiju ¢ak i svade? A zbog ¢ega? Roditelji ne
umiju rijesiti svom djetetu domaci zadatak iz teorije skupova.”

“... dilema nije da li skupove uvoditi u osnovne skole ili ne, ve¢ da li ih uvoditi
ovako kako se to danas ¢ini ili ne.”

“Tek kad se stigne do sistematskog izbrojavanja svega i svacega, tad bi po mom



sudu trebalo po prvi put uzgred spomenuti skupove i elemente, ali ne odgovarati na
pitanja iz razreda, Sto skupovi jesu. To ¢e se vidjeti iz konteksta. ”

“Uopce se treba kloniti stupidnih skupova koliko god se oni dopadali i uciteljima i
djeci zbog svoje lakoce.”

“Posljednji prigovor uopce nije tipican za matematiku, ali se ogleda u njoj kao
i u ostalim nastavnim predmetima. Ogleda se nas popustljiv stav prema gomilanju
¢injeni¢nog materijala u udzbenicima. Taj je materijal usao u njih iz opsirnih programa.
Vidimo da su skolske knjige sve deblje i sve skuplje i da ih je sve vise. Ako taj materijal
bude i nadalje tako vrtoglavo rastao, izvjestan njegov dio neminovno ¢e se morati
proglasiti suvisnim i bezvrijednim. Bolje ¢e biti da to uc¢ine sami matematicari nego
netko sa strane.”

Pregledali smo i sve Zbornike radova sa susreta i kongresa nastavnika matematike
u Zagrebu i Istri, te Biltene za nastavnike mentore natjecatelja. Niti u jednom broju
tih materijala nismo naisli na neki ¢lanak posveé¢en skupovima. Zatim, medu zadacima
iz matematike s nacionalnih ispita, te zadacima s natjecanja u Republici Hrvatskoj (na
svim razinama i razredima) nema zadataka sa skupovima. U maturalnim zada¢ima iz
matematike i godiSnjim ispitima iz matematike koji su provedeni u zagrebackim gim-
nazijama, i dostupni su u stru¢nim casopisima, takoder nema posebnih zadataka sa
skupovima. U prijemnim ispitima Fakulteta elektrotehnike i racunarstva u Zagrebu
zadnjih dvadesetak godina nije se pojavio neki zadatak sa skupovima, ali ima zadataka
s funkcijama.

Sada nam je cilj navesti neke ¢injenice iz teorije skupova koje nisu direktno vezane
s nastavom matematike u osnovnoj ili srednjoj skoli, ali smatramo da bi ih nastavnici
matematike trebali znati. Gotovo sigurno nastavnik nece biti u prilici predavati neke
od sljedec¢ih dijelova teorije skupova, ali postoji moguénost da ¢e nekom izvrsnom
uceniku nesto od toga trebati objasniti. Nadamo se da ¢e im onda ovaj materijal biti
od pomoc¢i. Materiju ¢emo izloziti kao odgovore na moguéa ucenicka pitanja. Prvo
postavljamo pitanja vezana uz jednakost skupova.

Vrijedi i {1, 2, 3} = {3, 2, 1}, te vrijedi Ii {1, 2, 3} ={1, 1, 2, 2, 2, 3, 3} ?

Prvim pitanjem zelimo naglasiti pitanje o jednakosti skupova koji imaju iste elemente,
ali nisu navedeni u istom poretku. U drugom pitanju zelimo naglasiti sto se dogada sa
skupovima koji imaju vise “kopija” nekih svojih elemenata. Odgovor na oba pitanja je
potvrdan, a odgovor direktno slijedi iz jednog aksioma teorije skupova koji se naziva
aksiom ekstenzionalnosti. On jednostavno govori da ako skupovi imaju iste elemente
tada su oni jednaki, tj. formalno zapisano aksiom ekstenzionalnosti glasi:

VxVy(Vz(ZEx@ZEy) = r=y)

O ostalim aksiomima teorije skupova (tocnije: Zermelo—Fraenkelove teorije skupova)
mozete Citati primjerice u [19] ili [21].



Drugo pitanje koje postavljamo vezano je uz uvodenje skupova brojeva. Pitamo zasto
vrijedi 1/2 = 3/6. Naravno, “Skolski” odgovor je da jednostavno razlomak 3/6
pokratimo s 2. No, mi zapravo pitamo zasto je to tako definirano. Kako bismo na
to odgovorili moramo prvo nesto rec¢i o definiciji skupova brojeva. Prirodni brojevi se
definiraju u teoriji skupova. O tome kako se to toéno radi ne mozemo ovdje govoriti
jer zahtijeva malo vise prostora. Na skupu N x N se definira relacija ~ ovako:

(my1,ny) ~ (M2, n3) < My +ng =ng + my

Lako je provjeriti da je to relacija ekvivalencije. Skup cijelih brojeva Z definiramo kao
skup svih klasa ekvivalencije relacije ~ .

Na skupu Z x (Z \ {0}) definiramo binarnu relaciju ~ sa:

(p1,q1) >~ (P2,q2) © P1-G2=q1- D2

Lako je provjeriti da je to relacija ekvivalencije. Skup racionalnih brojeva QQ definiramo
kao skup svih klasa ekvivalencije relacije ~ . Tada je po dogovoru p/q oznaka klase
ekvivalencije uredenog para (p, q). Jednakost 1/2 = 3/6 zapravo znaci da mora vrijediti
(1,2) ~ (3,6).

Ovim pitanjem, odnosno njegovim odgovorom, nije nam bio primarni cilj podsjetiti
na pojam relacije ekvivalencije. Zeljeli smo zapravo naglasiti zasto se ¢esto teorija
skupova naziva osnova matematike. U teoriji skupova mogu se definirati skupovi
brojeva (prirodni, cijeli, racionalni, realni i kompleksni). U teoriji skupova mogu se
dokazati dobro poznata svojstva skupova brojeva (npr. komutativnost i asocijativnost
zbrajanja, aksiom matematicke indukcije, ...). Nakon §to se u teoriji skupova defini-
raju skupovi brojeva, tada mozemo reéi da je velik dio danasnje matematike zapravo
smjeSten u teoriju skupova.

Treée nase “ucenicko” pitanje je vrlo kratko: Sto je skup? Spomenimo da tim
pitanjem obi¢no pocinju predavanja kolegija Teorija skupova na trecoj godini pred-
diplomskog studija matematike na PMF-Matematickom odjelu Sveucilista u Zagrebu.
Kao odgovor nekom uceniku na to pitanje navest ¢emo dio ¢lanka [12] od Z. Sikiéa.

“Prije nego odgovorimo na pitanje iz naslova Sto su skupovi u skoli?, zapitajmo se
opcenito: Sto su skupovi? Na takvo opcenito i tesko pitanje nije moguce odgovoriti
jednostavnom formulom: Skupovi su to i to! Usporedimo nase pitanje sa slicnim
jednako opéenitim i teskim pitanjima: Sto su brojevi? Sto je materija? Primijetimo
prije svega da se tokom osam godina ucenja aritmetike u osnovnoj skoli, a ni tokom
cetiri godine ucenja aritmetike u srednjoj skoli, uopée ne susre¢emo s pitanjem ”Sto
su brojevi?”, pogotovo pak s pokusajem odgovora na nj, pa nam to ipak ne smeta da
uceci aritmetiku Stosta nauc¢imo o brojevima.

Slicno je sa skupovima. Odgovor na pitanje: ”Sto su skupovi?” nije drugo do
matematicka znanost poznata pod imenom teorija skupova. Sto je aritmetika za bro-
jeve i fizika za materiju, to je teorija skupova za skupove. 'Tezak odgovor na tesko
pitanje.”



Dakle, u nastavi matematike ne treba se uopée truditi kako bi se pokusao objasniti
pojam skupa. Narocito nikako ne navoditi recenicu: Skup je pojam koji se ne definira.

Cetvrta, i posljednja, nasa grupa pitanja je vezana uz jedno od osnovnih pitanja
na ispitu iz kolegija Teorija skupova. Koji su skupovi brojeva prebrojivi, a koji nepre-
brojivi? Je li skup cijelih brojeva prebrojiv? Zasto?

Kako bi odgovorili na to pitanje, ponovimo prvo neke definicije. Za skup A kazemo
da je prebrojiv ako postoji barem jedna bijekcija f : N — A. Za skup kazemo da je
neprebrojiv ako je beskonac¢an i nije prebrojiv. Skup N je o¢ito prebrojiv (jedna trazena
bijekcija je npr. funkcija identitete na skupu N). Skup Z je prebrojiv. Kao ilustraciju
dokaza posljednje tvrdnje na sljedecoj slici je dana jedna bijekcija izmedu skupova Z
i N (broj 0 se preslika u 0, negativni cijeli brojevi se preslikavaju u parne prirodne, a
pozitivni ciljeli brojevi u neparne prirodne brojeve).
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N

Skup Q je prebrojiv (za dokaz vidite npr. [19] ili [9]). Skupovi R i C su neprebro-
jivi. Neprebrojivost skupa realnih brojeva je krajem 19. stolje¢a dokazao njemacki
matematicar G. Cantor (dokaz vidi u [19]). Vrlo lijep pristup teskim pojmovima pre-
brojivosti i neprebrojivosti je dan u pri¢i o Hilbertovom hotelu. O tom mozete citati
u [3] i [14]. Posebno toplo preporu¢amo Vilenkinovu knjigu [15]. Primjere mnogih
prebrojivih i neprebrojivih skupova mozete naéi u [2].

Rezimirajmo na kraju rezultate nase potrage za skupovima. Pojmovi: “biti ele-
ment”, podskup, unija, presjek i razlika skupova, spomenu se pri obradi nastavne
jedinice gdje su potrebni. Na primjer znak € uvede se u osnovnoj skoli, znakovi U i
N uvedu se u drugom razredu srednje skole kada se obraduju nejednadzbe. Smatramo
da bi tu nastavnici trebali rezervirati malo vise vremena prilikom uvodenja skupovnih
operacija. Logicki veznici -, A, V, = i <, te kvantifikatori V i 4 se izbjegavaju.
Veéina studenata matematike na PMF-Matematickom odjelu Sveucilista u Zagrebu
prije studija nije nikada ¢ula za sljede¢e pojmove: partitivni skup, komplement skupa,
Kartezijev produkt, prebrojivi i neprebrojivi skupovi, a pogotovo ne za kardinalne bro-
jeve skupova N i R. Smatramo da to nije najveéi nadostatak, ve¢ su najveéi problemi



s pojmom funkcije. Na svim fakultetima, gdje se na prvoj godini predaje matematika,
osnovni pojam je funkcija. Obi¢no se obraduju limesi, derivacije i integrali. Tesko
je od studenta ocekivati da bez problema prihvati te pojmove ako nije dovoljno dugo
vremena ucio o funkcijama, grafovima, injekcijama, ... Smatramo da bi o tome trebalo
voditi racuna prilikom kreiranja novih nastavnih programa.
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