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Realni se brojevi dijele na racionalne i iracionalne. Racionalni realni brojevi su realni
brojevi koji se mogu prikazati u obliku ™, gdje je n prirodan dok je m cijeli broj. Ira-
cionalni realni brojevi su realni brojevi koji se ne mogu prikazati u tom obliku. Jedan
od "najstarijih’ iracionalnih brojeva je svakako /2, duljina dijagonale kvadrata stranice 1.
Jedan od 'majpopularnijih’ iracionalnih brojeva je svakako 1+2\/5, omjer ‘zlatnog reza’.
Osim podjele realnih brojeva na racionalne i iracionalne, razmatra se podjela i na algebar-
ske i transcendente brojeve. Algebarski brojevi su rjesenja algebarskih jednadzbi (kasnije
¢emo jos detaljnije objasniti §to su algebarski brojevi). Primjerice, svaki racionalni broj

™ je algebarski jer je rjesenje algebarske jednadzbe nx —m = 0. Iracionalan broj V2 je

algebarski broj jer je rjesenje kvadratne jednadzbe z? — 2 = 0. Iracionalan broj %5 je
algebarski broj jer je rjesenje kvadratne jednadzbe 22 — x — 1 = 0. Postoje li iracionalni
realni brojevi koji nisu algebarski? Postoje, ali to nije lako dokazati. Realni brojevi koji
nisu algebarski nazivaju se transcendentni realni brojevi. Postavlja se i pitanje koliko ih
ima. Jesu li transcendentni brojevi neke posebne iznimke? Ima li ih mozda beskonacno
mnogo? Ima li ih vise’ od algebarskih? Na ta pitanja ¢emo odgovoriti u nasa dva ¢lanka.

Svicarski matematicar J. H. Lambert je 1761. godine dokazao da su realni brojevi 7 i e
iracionalni brojevi. Na dokaz da su oni transcendentni moralo se pricekati jos neko vrijeme.
Francuski matematicar J. Liouville je 1844. prvi dokazao da su neki realni brojevi, koje je
on 'konstruirao’ iskljuc¢ivo u tu svrhu, transcendentni. Njemu u ¢ast ti se brojevi nazivaju
Liouvilleovi brojevi. Mozda je najpoznatiji od njih sljededi:
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Francuski matematicar Charles Hermite je 1873. godine uspio dokazati da je broj e trans-
cendentan. Je li broj 7 transcendentan? Ako ¢ete pazljivo procitati oba nasa clanka, saznat
¢ete odgovor i na to pitanje.

Njemacki matematicar G. Cantor je 1870-tih razmatrajuéi probleme vezane uz zasniva-
nje ili 'prirodu’ linearnog kontinuuma, tj. brojevnog pravca, dosao na ideju o prebrajanju,
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‘nizanju’, elemenata beskonac¢nih skupova brojeva. Pokazao je da je skup Q svih racionalnih
brojeva prebrojiv, tj. ima ih isto kao i svih prirodnih brojeva. Zatim je pokazao da je i skup
svih realnih algebarskih brojeva prebrojiv. No, tada je slijedilo veliko iznenadenje. Cantor
je dokazao da skup R nije prebrojiv (kazemo jos da je skup R neprebrojiv). Ovaj rezultat
je objavljen 1874. godine. Na taj je nacin Cantor 'indirektno’ pokazao da i transcendentnih
realnih brojeva ima neprebrojivo mnogo.

U prvom se koraku dokaza neprebrojivosti skupa svih transcendentnih realnih brojeva
mora dokazati prebrojivost skupa svih algebarskih brojeva. Jedan nacin kako to uciniti
vodi preko dokaza da je skup svih polinoma sa cjelobrojnim koeficijentima prebrojiv. Ovaj
postupak u znatnoj mjeri koristi tehnike iz teorije skupova i skicira se pred sam kraj
izlaganja gradiva u kolegiju Teorija skupova. Drugi od autora ovog ¢lanka predaje ovaj
kolegij vise od desetak godina na Matematickom odsjeku PMF-a u Zagrebu. Trenutno je
to obavezan kolegij na tre¢oj godini zimskog semestra preddiplomskog studija Matematike.

Godine 2014. objavljen je ¢lanak ([2] u popisu literature) naslova Direktan dokaz ne-
prebrojivosti transcendentnih realnih brojeva koji zauzima tocno jednu stranicu teksta! U
ovom se dokazu ’zaobilazi’ rezultat o prebrojivosti algebarskih brojeva. Taj je ¢lanak bio
poticaj autorima da citatelje MFL-a upoznaju s oba pristupa dokazu navedenog rezultata.

Oba smo dokaza kao i za njih potrebne pojmove i tehnike pokusali izloziti tako da se
sadrzaj cita (i proradi!) kao jedna cjelina, bez ¢estog pozivanja na popis literature. Sadrza]
je podijeljen u dva ¢lanka. Iza svakog dijela nalazi se desetak zadataka za vjezbu. Zadatci
se mogu grubo podijeliti na zadatke za provjeru usvojenih pojmova, te na one u kojima su
iskazani neki vazni rezultati koje koristimo.

Ovaj prvi je u najvec¢oj mjeri posvecen uvodenju i objasnjenju pojmova i tehnika koje
koristimo, te je podijeljen na dva dijela koji imaju naslove: Funkcije i Prebrojivi skupovi.
U prvom koji ima naslov Funkcije navodimo osnovne vrste funkcija kao sto su, primjerice,
injekcija, surjekcija i bijekcija, te dajemo primjere za svaki navedeni pojam. U drugom
dijelu koji ima naslov Prebrojivi skupovi razmatramo beskonacne skupove brojeva kao i
njihove Kartezijeve produkte za koje postoji bijekcija na skup N. Tu je i dokaz da je za
svaki prirodan broj n skup Z" prebrojiv. Ovaj skup ima vaznu ulogu u opisu skupa svih
polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Drugi ¢lanak sadrzi dijelove pod sljede¢im naslovima: Polinomi, Neprebrojivi skupovi i
Dokazi neprebrojivosti skupa transcendentnih brojeva. Sadrzaje pojedinih dijelova drugog
¢lanka detaljnije ¢emo u njemu opisati. Zelimo posebno naglasiti da ¢lanci nisu namijenjeni
samo za Citanje, ve¢ preporucamo da se uzme papir i olovka, te se redom raspisuju primjeri
i dokazi tvrdnji.

Nadamo se da ¢emo ovim ¢lancima citatelje zainteresirati za teoriju algebarskih i trans-
cendentnih brojeva u kojoj su jos mnoga pitanja otvorena. Vise o njima re¢i ¢emo na kraju
drugog ¢lanka.

Skup svih prirodnih brojeva zadaje se navodenjem nekoliko njegovih prvih elemenata
N ={1,2,3,...}. Skup svih cijelih brojeva takoder se zadaje navodenjem nekoliko njegovih
elemenata Z = {...,—3,—-2,-1,0,1,2,3,...}. Skup svih racionalnih brojeva obi¢no se
zadaje ovako Q = {™ : m € Z, n € N}. Svaki racionalan broj u decimalnom zapisu ima
samo kona¢no mnogo decimala razlicitih od nule ili se pak radi o periodickom decimalnom
broju. Skup svih realnih brojeva intuitivnho se moze opisati kao nadskup skupa Q koji
sadrzi i sve neperiodicke decimalne brojeve. Realni brojevi koji nisu racionalni nazivaju se



iracionalni brojevi. Primjerice, realan broj v/2 nije racionalan (znate li to dokazati?).

1 Funkcije

Pojam funkcije je svakako jedan od najvaznijih pojmova matematike. Iako je glavni cilj
ovog ¢lanka vezan uz brojeve, one ipak imaju klju¢nu ulogu.

Vazno je naglasiti da se na svim fakultetima, koji imaju kolegije matematickih sadrzaja
u svom programu, prvo proucavaju funkcije, a onda se predaju sljedeéi naslovi vezani uz
funkcije: limes, neprekidnost, derivacija i integral.

Cilj nam je u ovom dijelu ¢lanka uvesti neke pojmove u vezi funkcija, te navesti neke
primjere. Ovdje ne mozemo dati strogu matematicku definiciju funkcije, ve¢ ¢emo samo
opisati pojam funkcijel. Da bismo zadali neku funkciju moramo zadati njenu domenu i
kodomenu, te pravilo pridruzivanja. Domena i kodomena su proizvoljni neprazni skupovi.
Obicno se govori da funkcija elementima domene pridruzuje elemente kodomene. Svako
pridruzivanje nije funkcija. Da bi neko pridruzivanje bilo funkcija, pravilo pridruzivanja
mora zadovoljavati sljedec¢i uvjet: svakom elementu domene je pridruzen toc¢no jedan ele-
ment kodomene. Funkciju f s domenom A, i kodomenom B oznacavamo s f : A — B. Ako
nekom elementu x domene funkcija f pridruzuje element y iz kodomene, to jos oznacavamo
s f(z) =y.

Za daljnja razmatranja trebat ¢emo posebnu vrstu funkcija. To su bijekcije. Kako
bismo definirali pojam bijekcije, prvo ¢emo definirati pojmove injekcije i surjekcije.

Za funkciju f : A — B kazemo da je injekcija ako za sve x1,x5 € A, takve da je
x1 # T, vrijedi f(z1) # f(xa). Navedimo neke primjere. Funkcija f : Q — Q, zadana
sa f(z) = 2x + 1, je injekcija. Zatim, funkcija g : Z — Q, koja je zadana s f(x) = a3,
je injekcija. No, funkcije hy, hy : R — [0, +00) zadane sa hi(z) = z* i ho(x) = x* nisu
injekcije (zasto?). Niti jedna konstantna funkcija ¢ija domena ima barem dva elementa,
nije injekcija.

Za funkciju f : A — B kazemo da je surjekcija ako za svaki y € B postoji x € A tako
da vrijedi y = f(x). Navedimo par primjera. Funkcija f : (—7/2,7/2) — R zadana sa
f(x) = tg z je surjekcija. Zatim, funkcija log : (0, +00) — R je surjekcija. Jedan primjer
funkcije koja nije surjekcija je, primjerice, funkcija cos : R — R.

Funkcija koja je injekcija i surjekcija naziva se bijekcija. Primjerice, za svaki neprazni
skup A funkcija id : A — A definirana s id(x) = x je bijekcija (funkcija id se naziva
identiteta). Zatim, svaka linearna funkcija ¢ija je domena i kodomena skup R je bijekcija.
Bijekcije su jedine funkcije za koje postoje inverzne funkcije (vidi zadatak 5).

Zadatci s funkcijama.

1. Neka je f : A — B neka funkcija, te neka je C' C A. Sliku podskupa C, u oznaci f[C]
definiramo ovako: f[C] = {f(z) : x € C'}. Dokazite da za svaku funkciju f: A — B
isve C,Cy C A vrijedi:

fICLUCy) = fICH] U fICs] 1 fIC1 N Cy) C FICI] N fICy).

Odredite primjer funkcije f : A — B i primjere podskupova C1,Cy C A tako da
vrijedi: f[C1 N Co] # f[C1] N f[Cy).

1Strogu definiciju pojma funkcije mozete vidjeti u [8].



2. Neka je f: A — B neka funkcija, te neka je D C B. Prasliku podskupa D, u oznaci
/D] definiramo ovako: f7![D] = {z : x € A i f(x) € D}. Dokazite da za svaku
funkciju f : A — B isve Dy, Dy C B vrijedi:

fHUDIU D, = fTHDU Do) i fHDy N Do) = f7HDy] 0 f7HDy).
3. Dokazite da je kompozicija funkcija asocijativna operacija.

4. Definirajte pojam inverzne funkcije. Dokazite da je inverzna funkcija jedinstvena ako
postoji.

5. Dokazite da je funkcija f bijekcija ako i samo ako za funkciju f postoji inverzna
funkcija.

6. Neka su f i g bijekcije takve da je definirana kompozicija f o g. Dokazite da tada
vrijedi (fog)t=g 1o f L

7. Funkcija sin : R — [—1, 1] nije injekcija, pa nije ni bijekcija. Iz toga posebno slijedi
da ne postoji inverzna funkcija funkcije sin. Cesto se moze procitati da je funkcija
arcsin inverzna funkcija funkcije sinus. Objasnite o ¢emu se tu zapravo radi. Isto
pitanje se postavlja i za funkciju arccos.

8. Neka su f i g funkcije takve da je njihova kompozicija f o g bijekcija. Dokazite da je
tada funkcija f surjekcija, a funkcija g je injekcija.

2 Prebrojivi skupovi

Jasno je §to znaci da dva kona¢na skupa imaju jednak broj elemenata. No, ako imamo
dva beskona¢na skupa sto onda znaci da oni imaju jednak broj elemenata?

Krajem 19. stolje¢a njemacki matematicar Georg Cantor definirao je da dva skupa A i
B imaju jednaki broj elemenata ako postoji barem jedna bijekcija f : A — B. Ako skupovi
A1 B imaju jednak broj elemenata, re¢i ¢emo jos da su ekvipotentni, te ¢emo to oznacavati
s A~ B.

Osnovni primjer beskona¢nog skupa je skup svih prirodnih brojeva N = {1,2,3,...}.
Kazemo da je skup A prebrojiv ako je ekvipotentan sa skupom N tj. postoji barem jedna
bijekcija sa skupa prirodnih brojeva N u skup A. Funkcija id : N — N je ocigledno bijekcija.
Stoga je skup N prebrojiv.

Tako je, primjerice, i skup svih parnih prirodnih brojeva prebrojiv. Funkcija koja
svakom prirodnom broju n pridruzuje parni prirodni broj 2n ocito je bijekcija. Ve¢ nas i
ovaj elementaran rezultat upozorava da nas kod beskonacnih skupova ¢ekaju iznenadenja:
skup svih parnih brojeva je pravi podskup skupa N, a ima jednak broj elemenata kao i N.

Skup svih cijelih brojeva Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} je takoder prebrojiv. Neparnim
prirodnim brojevima mozemo redom pridruziti pozitivne cijele brojeve (i nulu), dok par-
nim prirodnim brojevima mozemo redom pridruziti negativne cijele brojeve. Ovu funkciju
mozemo zapisati pomocu dvije jednostavne aritmeticke formule: jednu za parne i jednu za
neparne brojeve, ovako:

n—1

2

ako je m neparan broj
f(z) =

—g ako je n paran broj.



I ovo je interesantan rezultat: skup Z svih cijelih brojeva pravi je nadskup skupa N, ali
nema vise elemenata od skupa N, tj. i skup Z je prebrojiv.

Ali ima i jo§ ve¢ih iznenadenja. Skup svih racionalnih brojeva Q je prebrojiv. Ovaj
skup brojeva ima bitno razli¢ito obiljezje od skupova prirodnih i cijelih brojeva. Racionalni
su brojevi gusto rasporedeni na brojevnom pravcu: izmedu bilo koja dva zadana racionalna
broja postoji treéi, razli¢it od zadanih. Primijenimo li ovo svojstvo iterativno, korak po
korak, dolazimo do rezultata da izmedu svaka dva racionalna broja postoji beskonacno
mnogo racionalnih brojeva. Koliko 'beskonaéno mnogo’? Nije tesko pokazati (ali se treba
dosjetiti!) da postoji bijekcija sa skupa N na skup Q.

Za nas prvi dokaz neprebrojivosti skupa svih transcendentnih realnih brojeva nuzno je
dokazati nekoliko ¢injenica o prebrojivim skupovima.

Sa Z? oznacavamo Kartezijev produkt Z x Z. Odnosno, skup Z? je jednak skupu svih
uredenih parova: Z? = {(z,y) : 7,y € Z}. Dokazimo da je skup Z? prebrojiv. U tu svrhu
za svaki k € Z definiramo skup Ay = {(k,i) : ¢« € Z}. Ocito je za svaki k € Z skup Ay
prebrojiv, te vrijedi Z? = Urez Ak- Za svaki n € N definiramo skup B,, ovako:

B, ={2""1(2i—1):icN}.

Primjerice, tada imamo By = {1,3,5,...}, By ={2,6,10,...} i B3 = {4,12,20,...}. Ocito
je svaki skup B, prebrojiv. Zatim vrijedi B; N B; = 0 za sve i # j, te UpenB, = N.
(Kazemo jos da je {B,, : n € N} jedna particija skupa N na prebrojivo mnogo prebrojivih
podskupova.)

Neka je f : N — Z neka bijekcija (takva bijekcija postoji jer je skup Z prebrojiv).
Posto su za svaki n € N skupovi B, i Ay, prebrojivi, tada postoji barem jedna bijekcija
Gn © Bn = Ajm). (Za izbor skupa bijekcija {g, : n € N} treba se koristiti aksiom izbora.
Ovdje to ne¢emo detaljno raspisati. O aksiomu izbora mozete citati u [8].)

Oznac¢imo s F : N — Z? funkciju koja je definirana ovako: F(k) = g,(k), gdje je k € B,.
Lako je vidjeti da je funkcija F bijekcija. Time smo dokazali da je skup Z? prebrojiv.

Buduéi da je Z? = |J;z Ak, mozemo reéi da je Z* prebrojiva unija prebrojivih skupova.
Upravo smo dokazali da je ta prebrojiva unija prebrojivih skupova takoder prebrojiv skup.
Sasvim analogno moglo bi se dokazati da je proizvoljna prebrojiva unija prebrojivih skupova
takoder prebrojiv skup (vidi zadatak 9).

Za svaki n € N neka je Z" = {(z1,...,2,) : x1,...,2, € Z}. Dokazimo sada mate-
matickom indukcijom da je za svaki n € N skup Z" prebrojiv. Za n = 1 tvrdnja glasi da je
skup Z prebrojiv. No, ve¢ smo prije bili komentirali da to vrijedi. Pretpostavimo da je za
neki n € N skup Z" prebrojiv. Tada imamo:

7' = 7" x 7 ~ (pretpostavka indukcije) ~ Z x Z = 7> ~ 7.

Time je provjereno da vrijedi i tvrdnja iz koraka indukcije. Iz aksioma matematicke induk-
cije slijedi da je za svaki n € N skup Z" prebrojiv.

Vrlo lijep popularni pristup pojmu prebrojivosti je dan u pri¢i o Hilbertovom hotelu. O
tome mozete Citati u [1] i [6]. Posebno toplo preporu¢amo Vilenkinovu knjigu [7].

Zadatci s prebrojivim skupovima.

1. Dokazite da je skup N x N prebrojiv.



2. Dokazite da je za svaki k € Z skup Ay = {(k,i) : i € Z} prebrojiv.
3. Dokazite da je funkcija F' : N — Z iz dokaza prebrojivosti skupa Z? jedna bijekcija.

4. Neka je By, Bs,... beskonacni niz kona¢nih skupova koji su u parovima disjunktni.
Dokazite da je skup UgenBj konacan ili prebrojiv.

5. Neka je C4,Cy, ... beskonacni niz kona¢nih skupova (nisu nuzno u parovima disjun-
ktni). Dokazite da je skup UgenCy konacan ili prebrojiv.

6. Neka je A konacan i B prebrojiv skup. Dokazite da je tada skup A U B prebrojiv.

7. Neka je k € N i Ay, Ay, ..., A prebrojivi skupovi koji su u parovima disjunktni.
Dokazite da je tada skup A; U...U A, prebrojiv.

8. Neka je Ay, A, ... beskonacni niz prebrojivih skupova koji su u parovima disjunktni.
Dokazite da je skup UgenAy prebrojiv.

9. Neka je Dy, Ds,... beskonacni niz prebrojivih skupova (nisu nuzno u parovima di-
sjunktni). Dokazite da je skup UgenDy prebrojiv.

10. Dokazite da je skup Q svih racionalnih brojeva prebrojiv.
Uputa. Tvrdnja ovog zadatka jednostavno slijedi koristenjem prethodnih zadataka
(skup Q prikazite kao prebrojivu uniju prebrojivih skupova). Jedan dokaz prebroji-
vosti skupa Q mozete pogledati i u [4].

11. Dokazite da su skupovi N x Z i Q x Q prebrojivi.
12. Dokazite da je skup [0, 1] N Q prebrojiv.

13. Dokazite da je svaki beskonacni skup otvorenih intervala realnih brojeva, koji su
medusobno disjunktni, prebrojiv.

Sada slijedi popis referenci koje smo koristili. Trudili smo se u popis staviti sto vise
naslove na hrvatskom jeziku nadajuci se da c¢ete ih lakse pronac¢i u nekoj od vama blizih
knjiznica. Zatim, pokusali smo uputiti na sto vise ¢lanaka iz MFL-a koji su vezani uz nasu
temu.
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