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1. VEKTORSKI PROSTORI

1. Neka je G neprazan skup i * : G x G — G binarna operacija na G. Ureden par (G, *) se zove
grupa ako su zadovoljeni sljedeéi uvjeti:
(1) ax(bxc) = (axb)*c, Va,b,ce G
(2) postoji e € G takav da jeaxe=exa=a, Va € G

(3) za svaki a € G postoji a=! € G takav da vrijedi a x a~!

:afl*a:e.

Ako jos vrijediiaxb=0b=xa, Va,b € G, kazemo da je (G, *) komutativna ili Abelova grupa.
Pokazite da su (Z,+), (R,+) i (R\ {0},-) Abelove grupe.
Napomena. UoCimo da je grupa matematicka struktura koja je implicitno prisutna u definicijama
polja i vektorskog prostora. Na primjer, svojstva operacija zbrajanja i mnozenja realnih brojeva
navedena u napomeni 77 (koja ¢ine definiciju polja) sada se mogu konciznije izreéi na sljedeéi nadin:
(1) (R,+) je Abelova grupa
(2) (R\{0},-) je Abelova grupa
(3) a(b+c) = ab+ ac, Ya,b,c € R.
Identi¢na svojstva imaju i operacije zbrajanja i mnozenja u C i u bilo kojem polju F. Uocimo
takoder da prva ¢etiri uvjeta iz definicije vektorskog prostora zapravo znace da je (V,+) Abelova
grupa. Cesto se zato i kaze da je (V,+) aditivha Abelova grupa vektorskog prostora (V,+,-).

2. Neka je S neprazan skup. Oznafimo s B(S) skup svih bijektivnih preslikavanja sa S u S.
Dokazite da je skup B(S) uz kompoziciju preslikavanja kao binarnu operaciju grupa. Uocite da
grupa (B(S), o) nije komutativna ¢im skup S ima vige od dva elementa.

3. Upotpunite dokaz propozicije 77.

4. Za koje je vrijednosti parametra ¢ skup {(1,2,1,—1),(1,1,4,0),(1,¢7,1)} linearno nezavisan u
prostoru R*?

5. Je li skup {(1,4,1+ 1), (4,0,4),(1,1,1)} baza prostora C3?
6. Neka je tq realan broj. Pokazite da je skup {(t —tp)* : i =0,1,...,n} baza prostora P,.
7. U R"” zadani su vektori

a; = (1,0,0,...,0),a2 = (2,2,0,...,0),...,ap, = (n,n,n,...,n).
Pokazite da je skup {a1,aq,...,a,} baza za R".
8. Neka je zadan realan broj a # 0. Dokazite da je skup

S ={(x1,22,...,2) ER" 1 x1,29,..., 2, € {—a,a}}

sustav izvodnica za R™.

9. Pokazite da je skup {(1,1,1),(2,1,3),(3,1,7),(6,2,13)} sustav izvodnica za R? pa ga reducirajte
do baze prostora R3.

1
2

10. Nadopunite skup {[ 9 9

1 } ) { L1 }} do neke baze prostora M.

11. Nadopunite skup {[ 1 1 } , { (z) é }} do neke baze prostora My(C).

12. Neka je {a1,a2,...,a,}, n € N, baza za vektorski prostor V. Odredite nuzan i dovoljan uvjet
na vektor b € V da bi i skup {b,as,...,a,} bio baza za V.
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13. Neka je {a1,a2,...,a,}, n € N, baza za vektorski prostor V. Odredite nuzan i dovoljan uvjet
na b€V dabiiskup {ai,...,ak-1,b,ak41,...,a,} bio baza za V.

14. Neka je {b1,b,...b,} baza vektorskog prostora V te neka je b,41 = — Y ;| bi. Uocite da je
{b1,b2,...by, byy1} linearno zavisan sustav izvodnica za V. Pokazite da svaki vektor = iz V' dopusta
jedinstven prikaz u obliku z = Y7 A\b; pri demu je S0 A = 0.

15. Neka je {a1,az,...,a,} baza prostora V te neka je v € V. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na
vektor v da bi i skup {a; +v,as +v,...,a, + v} bio baza za V.

16. Neka je {ai,a2,...,a,}, n € N, baza za vektorski prostor R". Uocite da vektori a;, i =
1,2,...,n, leze i u prostoru C". Pokazite da je skup {aj,as,...,a,} baza i za C".

17. Pokazite da prostor RN nije konatnodimenzionalan.

18. Pokazite da je skup aritmetickih nizova X = {(z1,22,23,...) € RN : 231 —ap = 290 — 21, Vk €
N} potprostor prostora RY. Dokazite da je X konanodimenzionalan i odredite mu neku bazu i
dimenziju.

19. Dokazite da je C™ i realan vektorski prostor uz uobi¢ajene operacije zbrajanja i mnoZenja
(iskljucivo) realnim skalarima. PokaZzite da dimenzija tako shvac¢enog vektorskog prostora C™ iznosi
2n.

20. Neka su u vektorskom prostoru V' dani konac¢ni skupovi A = {a1,...,a,} 1 B = {b1,...,bs}.
Dokazite da je [A] = [B] ako i samo ako vrijedi

a; € [Bl,Vi=1,...,ribje[A,Vj=1,...,s.

21. U prostoru R? dani su vektori a; = (1,3,1), az = (1,2,1), by = (=1,0,—1) i by = (—1,—1,—1).
Pokazite da vrijedi [{a1, a2}] = [{b1, b2}].

22. Neka je L potprostor od V, pri ¢emu je 0 < dim L = k < n = dim V. Pokazite da postoji baza
prostora V' ¢iji niti jedan element ne lezi u L.

23. Dokazite da je skup {(x1,z2,23) € R® : 221 — x5 + 5x3 = 0} potprostor od R? i odredite mu
neku bazu i dimenziju.

b
d

odredite mu neku bazu i dimenziju.

24. Pokazite da je skup {[ CCL ] e M,: 2a—b—c:0,a—b+20—d:0} potprostor od Ms i

25. Dokazite da je skup {(z1,z2,...,2,) € R" : Y " | 2; = 0} potprostor od R" i odredite mu neku
bazu i dimenziju.

26. Dokazite da je skup {(x1,x9,...,2,) ER" 129 — 21 =23 —To = ... = Tp — Tp_1 = T1 — Tn}
potprostor od R™ i odredite mu neku bazu i dimenziju.

27. Odredite po jedan direktan komplement svakom od potprostora iz prethodna €etiri zadatka.

28. Neka su L i M medusobno razli¢iti potprostori prostora V', te neka vrijedi dim L = dim M = 3,
dim V' = 4. Dokazite da je tada dim (LN M) = 2.

29. U realnom vektorskom prostoru P, polinoma ¢iji stupanj nije veéi od 4 promotrimo podskupove
L={fePy:f2)=0}, i M={ge Py:g(—2)=0}.

Pokazite da su to potprostori i odredite im po jednu bazu. Nadalje, pokaZite da se svaki polinom
p € Py moZe prikazati u obliku p= f 4+ g, pri ¢emu je f € Lige M.
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30. U vektorskom prostoru P3 polinoma s realnim koeficijentima ¢iji stupanj je manji ili jednak 3
zadani su potprostori

L={pePs:p(1)=0}, M={pe Ps:p(2)=0}

Odredite dim L, dim M i dim (L N M).
Rijesite isti zadatak u prostoru P,, n € N.

2 2
odredite mu neki direktni komplement.

31. Neka je X = {TE Mo :T[ 1l ] = [ ; é ]T} Pokazite da je X potprostor od Ms i

32. Neka su L i M potprostori prostora V i neka vrijedi dimL = 4, dim M = 2, dimV = 5.
Dokazite: ili je M C L,ilije L+ M =V.

33. Neka je V konac¢nodimenzionalan vektorski prostor i neka su L i M njegovi potprostori. Dokazite
da je dim L = dim M ako i samo ako postoji potprostor K od V koji je direktan komplement i za
Liza M.

34. Neka je V vektorski prostor dimenzije 3. Pokazite da u V postoji beskona¢no mnogo potprostora
dimenzije 2.

35. Neka je V vektorski prostor dimenzije n > 2. Pokazite da u V postoji beskona¢no mnogo
potprostora dimenzije k, gdje je 0 < k < n.

36. Neka su L i M potprostori prostora V' i neka su {a1, a2, ...,a,}i{b1,ba,...,bs} baze od L, od-
nosno M. Neka je baza {b1, ba, . .., bs} numerirana tako da je skup B = {a1,as,...,a,,b1,bo, ..., bi}
baza za L + M. Uoc¢imo da je k < s i, prema teoremu 7?7, dim (L N M) = s — k. Nadalje, vektori
bi+1,...,bs leze u L+ M, pa se svaki od njih moze prikazati kao linearna kombinacija vektora baze
B. Neka je

r k
bj = Zaijai—i—Zﬁijbi, Vi=k+1,k+2,...,s.
i=1 i=1
Oznadimo ¢j = Y,  wija;, j = k+ 1,k +2,...,s. Dokazite da je tada skup {cpt1,crt2,...,Cs}
baza za L N M.

37. U prostoru R3 zadani su potprostori L i M svojim bazama a; = (1,1,1), az = (1,2,1), odnosno
b1 = (1,0,2), be = (1,—1,2). Odredite bazu potprostora L N M.

38. U prostoru realnih polinoma Pj; zadani su potprostori
M ={pe P3:p(1) =p(2) =0}, L ={p(t) = co+ crt + c3t” : co, c1,c3 € R}.
Odredite po jednu bazu za M + Li M N L.

39. Provjerite da je mnoZenje skalarom u kvocijentnom prostoru dobro definirano (tj. da definicija
ne ovisi o izboru predstavnika klasa/linearnih mnogostrukosti).

40. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem F. Na Kartezijevom produktu V x W
definiramo zbrajanje s (vi,w1) + (v2, w2) = (v + v, w1 + w2) 1 mnoZenje skalarima iz F formulom
a(v,w) = (aw, aw). Dokazite da je uz ove operacije i V' xW vektorski prostor. Nadalje, ako su V' i
W konacnodimenzionalni, dokazite da je dimV x W =dim V 4 dim W.

41. Nadite polinom p najnizeg moguceg stupnja takav da vrijedi p(—1) = p(1) = 51 p(-2) =
p(2) = 10.
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2. MATRICE

1. Dokazite tvrdnje (1), (2) i (3) iz teorema ?7.

2. Za A € M, definiramo A° = I, A' = A i, induktivno, A**1 = A. A* k € N. Dokazite da vrijedi
AR AL = AR (ARY = AR 73 sve k,1 € NU{0}.

i ; . Dokazite da je M = {B € M3(R) : AB = BA} potprostor od M>(R) i

odredite mu jednu bazu i dimenziju.

3. Neka je A =

4. Odredite sve matrice iz M, koje komutiraju sa svakom matricom A € M,,. (Skup koji se trazi
se moze zapisati kao {T € M,, : AT =TA,VA € M,}, a zove se centar algebre M,.)

5. Pokazite da je produkt dviju gornjetrokutastih matrica takoder gornjetrokutasta matrica.

6. Pokazite da je inverz regularne gornjtrokutaste (donjotrokutaste) matrice takoder gornjotroku-
tasta (donjotrokutasta) matrica.

7. Neka su A i B ulan¢ane matrice. DokaZite da je (AB)! = BtA'.

8. Neka je A € M, regularna matrica. Dokazite da je tada i A’ regularna matrica i da vrijedi
(At)—l — (A—l)t.

9. Neka je A € M,, simetri¢na regularna matrica. Dokazite da je i matrica A~! simetri¢na.
10. Neka je A € M, antisimetri¢na regularna matrica. Je li i matrica A~! antisimetri¢na?

11. Trag kvadratne matrice je preslikavanje tr : M,(F) — F definirano s tr([a;]) = > iy ais-
Pokazite da vrijedi tr(aA + BB) = atr(A) + Str(B) za sve skalare a i i sve kvadratne matrice A
iB.

12. Dokazite da za sve A, B € M, vrijedi tr(AB) = tr(BA).

13. Neka je X = {A € M, : tr(A) = 0}. Pokazite da je X potprostor od M, i odredite mu jednu
bazu i dimenziju.

14. Pokazite da ne postoje matrice A, B € M, sa svojstvom AB — BA = 1.

15. Neka je U € M, gornjotrokutasta matrica. PokaZite da postoje dijagonalna matrica D € M, i
gornjotrokutasta matrica U’ ¢iji su svi dijagonalni koeficijenti jednaki 1, takve da vrijedi U = DU’.

16. Za A = [a;j] € My, (C) definira se hermitski adjungirana matrica A* = [b;;] € My, s bjj =
aj;, Vi,j (gdje je @j; kompleksno konjugiran broj broju a;;). Dokazite da za ulan¢ane kompleksne
matrice A1 B vrijedi (AB)* = B*A*.

17. Pokazite da za svaki n iz N skup A, svih parnih permutacija od n elemenata uz kompoziciju
kao binarnu operaciju, ¢ini grupu. (Grupa A, se zove alternirajuc¢a podgrupa od S,.) Nadalje,

dokazite da A,, ima %n! elemenata.

18. Kompletirajte dokaz propozicije 77.

19. Kompletirajte dokaz korolara 77.
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1 2 5 5
U 2 1 01
20. Izracunajte 6 6 2 3
05 21
1 2 3 o
21. Neka je A € M3 regularna matrica i neka je B=| 0 1 4 |. Izratunajte A(ABA)A.
0 0 1

22. Pokazite da je adjunkta gornjetrokutaste matrice takoder gornjetrokutasta.
23. Pokazite da je adjunkta dijagonalne matrice takoder dijagonalna.
24. Neka je A € M, singularna matrica. Dokazite da je tada i A singularna.

25. Neka je A € M,,. Izratunajte det A u ovisnosti o det A.

26. Neka je A € M, regularna matrica. Izracunajte A.

27. Neka je SL(n,F) = {A € M,(F) : det A = 1}. PokaZite da je mnoZenje binarna operacija na
skupu SL(n,F) i da je (SL(n,F),-) grupa (koja se zove specijalna linearna grupa reda n nad poljem
).

8 6 5 2
.. ) . . . 33 21 . o
28. Pokazite pomoc¢u determinante da je matrica A = 492 3 1 regularna i odredite joj
7T 4 5 2
inverz koriste¢i formulu iz teorema ?7.
1 1 ... 1
I xI9 e In
2 2 2
29. Za x1,...,x, € F vrijedi | *1 Ly .. ‘T.n = Hi<j($j — x;). Provjerite! (Ovo je
A U v

Vandermondeova determinanta reda n.)

(111 11
011 11
30. Izracunajte inverz matrice :
0 0 0 11
| 000 0 1
(1 2 n-1 n ]
0 1 n—2 n-1
31. Izracunajte inverz matrice :
0 0 1 2
| 00 0 I
0 0 an,

32. Izracunajte

ar ... 0 0
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1 1 0 0 0 0
-1 1 1 0 00
0 -1 1 1 00
33. Odredite )
0 0 0O 1 1
0 0 0O -1 1
1 n n n
n 2 n n
34. Izracunajte

35. Odredite inverz matrice I — J € M, gdje je J € M, matrica koja na svim mjestima ima
jedinice.

36. Neka su AH, A12,A21, AQQ, D € M,,. Dokazite da je tada

DAH DA12 All A12
det =det D - det
¢ ( A21 AQQ > ¢ ¢ < A21 A22 >

37. Provjerite eksplicitno sve tvrdnje iz dokaza teorema 77.

1 3 5 -1

. . 2 -1 -3 4
38. Odredite rang matrice A = 5 1 -1 7
7T 7 9 1

2 t 1 -3
3 -4 -9 -8
-2 1 5 2t
1 -1 -4 -2

39. Ovisno o parametru ¢, odredite rang matrice A =

40. U prostoru R* zadani su vektori a1 = (1,2,1,2), az = (1,1,-1,2), a3 = (0,-2,1,1) i ag =
(4,-3,1,—1). Rafunaju¢i rang matrice ¢iji su stupci (ili retci) vektori aq,ag, as,as odredite je li
skup {a1,a2,as,as} linearno nezavisan.

2 211
) . ) 2 1 01
41. Odredite, ako postoji, inverz matrice A = 35 1 1
|2 4 21
[0 1 1 3
42. Odredite, ako postoji, inverz matrice A = 411 I 61% 13
1 3 4 2

43. Za zadane matrice B € M, i C € My, B,C # 0, pokazite da je rang matrice A = BC jednak
1. Obratno, pokazite da za svaku matricu A € M, ranga 1 postoje B € M1 i C € My,, B,C # 0,
takve da je A = BC.

44. Dokazite da za A, B € M, vrijedi
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Nadalje, pokazite (moze i protuprimjerom) da za 1 < k < n ne vrijedi implikacija
r(A) =1r(B) =k = 1r(4B) = k.

45. Neka su A i B proizvoljne ulan¢ane matrice. Pokazite da vrijedi r(AB) <r(B)ir(AB) <r(A).

46. Neka je A € M- Pod minorom matrice A reda k podrazumijevamo determinantu bilo koje
kvadratne k x k podmatrice od A. (Drugim rijeima, minora reda k je determinanta bilo koje
matrice koja nastaje uklanjanjem m — k redaka i n — k stupaca iz matrice A.) Dokazite: r(A) =k
ako i samo ako postoji bar jedna minora od A reda k razli¢ita od 0, a sve minore od A reda veceg
od k su jednake 0.

47. Neka je A € M, regularna matrica. Dokazite da postoji matrica B € M,y takva da vrijedi
det B = (det A)? i r(B) =r(A) + 1.

3 2 —6
48. Odredite LU faktorizaciju matrice A = 1 -1 0
-3 3 4

49. Neka je A € M,, matrica koja dopusta prelazak na gornjotrokutasti oblik primjenom elemen-
tarnih transformacija redaka, ali bez zamjene redaka. Neka je A = L1D1U; = LoDsUs, pri emu
su D1, Dy dijagonalne, L1, Lo donjotrokutaste, Uy, Us gornjotrokutaste, te neka su svi dijagonalni
elementi u Ly, Lo, Uy, Us jednaki 1. Dokazite da je tada Ly = Lo, D1 = Do i Uy = Us.

(Uputa: u jednakosti Ly LDy = DyUU; L usporedite posebno dijagonalne, posebno izvandija-
gonalne elemente.)

50. Neka je A simetri¢na matrica koja dopusta LDU dekompoziciju. Pokazite da tada jedinstvena
(u smislu prethodnog zadatka) LDU dekompozicija matrice A glasi A = LDL!.

51. Neka je graf s 5 vrhova dan matricom susjedstva

01 010
10110
A=101 0 0 1
11001
00110

Na koliko nac¢ina se u 4 koraka moze dodi iz vrha vy u vrh v4?



1. Rijesite sustav

2. Rijegite sustav

3. Rijesite sustav

4. Rijesite sustav

5. Rijesite sustav

6. RijeSite sustav

3%1
2%1
I

I
2%1
4%1

3%1
2%1
I

I
2%1
3%1

I

4%1
2%1
3%1
2%1

3%1
2%1
9%1
2%1

+ +

+

A+

++++

Z2
3x2
Z2

2%2
3%2
Z2

Z2
3%2
Z2

2x2
5$2
Z2
Z2

2x2
2%2
2%2
5%2

2x2
3x2
2%2
2%2

SUSTAVI

o+ o+

_l’_

++ 4+

7. U ovisnosti o realnom parametru

2%1

I

—2%1

2$3
5$3
T3

L3
L3
L3

2$3
5$3
T3

T3
T3
2$3
3$3

3%3
3%3
2%3
3$3

2%3
2%3
4%3
3$3

DAMIR BAKIC

L+
o O O

+ 4+

_l’_

— W o O O

T4
2$4
T4
5$4

2$4
4$4
5$4
3$4

2$4
5$4
5$4
4$4

Tt = W N

«, rijesite sustav

+ axg
— 2x2
+ 3%2

+
+

13$3
T3
axrs

8. U ovisnosti o realnom parametru A, rijeSite sustav

L1
2z
4%1

+ 2x9
{5
+ ng
5$2

+ 3
+ 2%3
+ 2%3

_l’_

9. U ovisnosti o realnom parametru A, rijeSite sustav

2%1
4%1
6%1
A%l

Z2
2$2
3$2
4$2

++ 4+

3%3
5%3
7%3
9%3

+
+
+
+

—1
-2

L4
L4
Ax4
3%4

4x4
6$4
8$4
10%4

— = O

LINEARNIH JEDNADZBI

—32

— W =

— O g Ot
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1 2 41
. 00 1 3 . . . .. i e
10. Neka je A ~ 1 3 1 1 | pricemuje navedena ekvivalencija realizirana iskljuc¢ivo elemen-
00 00

tarnim transformacijama redaka. Nadite sva rjeSenja sustava AX = B ako je

(i) B razlika prvog i Cetvrtog stupca matrice A.
(ii) B razlika prvog i drugog stupca matrice A.

11. Pokazite da je sustav

21 + x9 + 3z4 = 13
T + T4 = 5
3r1 4+ x9 + bxg = 0
2 + 3x3 = -1

Cramerov pa ga rijesite pomoc¢u Cramerovih formula (iz korolara 7).

(1 00][1 1 1] 1
12. Rijesite sustav | 1 1 0 0 2 11 X=|1].
21 1]]100 -1 [1
(1 00][1 1 1]
13. Rijesite sustav | 2 1 0 00 11 X=0.
201]]100 -1
1 -1 0
14. Odredite LU dekompoziciju matrice A = | 2 0 2 | i pomoc¢u te dekompozicije rijeSite
0 -1 0
1
sustav AX = | 1
4

15. Neka je {(1,1,0,—1),(1,0,1,2)} baza potprostora M prostora R*. Pokazite da je M skup svih
rjeSenja nekog homogenog sustava jednadzbi.

16. Neka je M potprostor prostora R™. Pokazite da postoji homogeni sustav linearnih jednadzbi
¢iji prostor rjesenja je M.

17. Neka je dan proizvoljan homogen sustav linearnih jednadzbi AX = B, A € M,,,. Za regularnu
matricu S € M, promotrimo i sustav ASX = B. Dokazite da su dimenzije prostora rjeSenja sustava

AX = B i ASX = B jednake. Nadalje, ako je r(A) < 5, pokazite da ova dva sustava imaju bar
jedno netrivijalno zajednicko rjesenje.

18. Dokazite lemu ?7.
19. Dokazite propoziciju 77.

20. Upotpunite dokaz propozicije 7?7 tako da provjerite jednakost Ro,, = (R1+...+ Ry) — (Rpt1 +
...+ Roy—1) 1 pokazete: (1) {R1, Ra,...,Ron—1} je linearno nezavisan, (2) Ra,41 ne moZe biti
prikazan kao linearna kombinacija redaka Ry, Ra, ..., Ron—1, 1 (3) Ran42 ne moze biti prikazan kao
linearna kombinacija redaka R, Ra, ..., Ropn—1, Ront1-
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21. Pokazite da je

1 11 1 1 1 1—n 1 1 1
—1 0 0 0 1 1 1 1—n 1 1

0 -1 0 01 1 1 1 1 1 1

: Do o T n : : : : :

0 0o 0 ... 01 1 1 1 ... 1 1—n

0 o0 ... =1 1 1 1 1 o1 1

22. Neka je S € M, proizvoljna regularna matricai ¢ : M,, — M, preslikavanje definirano formulom
©(A) = STLAS. Dokazite da je ¢ bijekcija te da vrijedi ¢(A + B) = p(A) + ¢(B), p(AA) = \p(A)
i p(AB) = p(A)p(B) za sve A, B € M, i sve skalare \.

23. Pokazite da za matrice A;; i T' uvedene jednakostima (??), odnosno (??) zasvei,j =2,...,n
vrijedi
o 0 0 0 0 07
; oo Do n—1
TA;T=|1 ... 121 ...10]|= ZEFM +FEi 1 1.
. . : . . . k=1
L 0 0 00 0 0

24. Pokazite da za preslikavanja f i g definirana relacijama (??) vrijedi f(A + B) = f(A4) + f(B),
flaA) =af(A)ig(A+ B) =g(A) + g(B), g(aA) = ag(A) zasve A,B € M, isve a € F.

1

1
25. Neka je f = | . |. Pokazite da je u matrici A € M, zbroj elemenata u svakom retku jednak

1
i iznosi s ako i samo ako vrijedi Af = sf.

26. Neka je g = (1,1,...,1) € F™. Pokazite da je u matrici A € M,, zbroj elemenata u svakom
stupcu jednak i iznosi s ako i samo ako vrijedi gA = sg.

27. Neka je A € SMS,, regularna matrica. Dokazite da je tada i A~! € SMS,,. Pritom, ako zbroj
elemenata u svakom retku i svakom stupcu u matrici A iznosi s, onda zbroj elemenata u svakom
retku i svakom stupcu u matrici A~! iznosi %

Napomena. Opcéenito, ako je A magi¢ni kvadrat i uz to regularna matrica, A~! ¢e, prema prethod-
nom zadatku, biti polumagi¢ni kvadrat, ali ne nuzno i magi¢an. Na primjer, ocito je

10 2 14 18
17 15 1 11

A=113 91 7 3|€MS%
4 6 22 12

dok je
582 540 472 —496
1 | —375 351 —265 307
-1_ L
AT =20 | 219 —243 197 —155 | € SMS\ MSs

—408 450 —-386 362

Medutim, moZe se pokazati da za magitne kvadrate treceg reda ipak vrijedi: ako je A € MS;
regularna matrica, onda je i A™! € M Ss.
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Ovdje ¢emo, prejudicirajuci neke rezultate iduceg poglavlja, dokazati navedeni rezultat. (Zainte-
resiranom Citatelju savjetujemo da se ovom dokazu vrati nakon sljedec¢eg poglavlja.)

Neka je A € M S5 regularna matrica te neka je zbroj elemenata u svakom retku i svakom stupcu
u matrici A jednak s. S obzirom na tvrdnju zadatka 10 treba samo dokazati da je u matrici A~!
zbroj elemenata na dijagonali (tj. trag) kao i zbroj elemenata na popre¢noj dijagonali jednak %

Kako je po pretpostavci A € M Ss, znamo da je i tr(A) = s. Takoder, prema tvrdnji zadatka 8,
skalar s je svojstvena vrijednost matrice A. Ako druga dva korijena svojstvenog polinoma matrice
A oznalimo s A1 i Ao onda prema tvrdnji zadatke 81 u petom poglavlju vrijedi Ay + A2 = 0.

Dakle, A\ = —Xo. Kako je A regularna, znamo da je A1 # 0. Imamo, dakle, )%1 = —)%2 i sad je
tr(A_l):%—F)\lfl—FTlQ:%.
. 0 01
Sto se ti¢e popretne dijagonale, pogledajmo matricu B = JA, gdjeje J=| 0 1 0 |. Jasno
1 00

jedajei B € MS;3idasuma elemenata u redcima i stupcima i na dijagonalama matrice B takoder
iznosi s. Prema prethodno dokazanom imamo tr(B’l) = % Medutim, B! = A=1J~1 = A1) i
sad se lako vidi da je tr(A~'.J) upravo jednak sumi elemenata na poprec¢noj dijagonali matrice A~!.
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4. LINEARNI OPERATORI

1. Provjerite sve tvrdnje navedene u primjeru 77.

2. Neka je L = {(21,72,0) € R3 : 21,150 € R}, My = {(a,0,a) € R3: a € R} i My = {(0,b,b) €
R3 : b € R}. Pokazite da su L, M7, M5 potprostori od R3 te da vrijedi R* = L+ Mj i R3 = L+ M.
Odredite kosi projektor na L duz potprostora M, a nakon toga duz potprostora M. (U oba slucaja
trazi se pravilo, tj. formula kojom kosi projektor djeluje na proizvoljan vektor (z1,zo,r3) € R3.)

3. Nekasu A:V — WiB: W — X linearni operatori. Pokazite da vrijedi r(BA) < r(4) i
r(BA) <r(B).

4. Neka je A: V — W proizvoljan linearan operator te neka su S € L(W) i T € L(V) regularni.
Dokazite da je tada r(SAT) =r(A).

5. Neka su A,B : V — W linearni operatori za koje vrijedi r(A) = r(B). Pokazite da tada
postoje regularni operatori S € L(W) i T € L(V) takvi da je B = SAT.

6. Dokazite: ako je A : V — W izomorfizam, onda je i inverzno preslikavanje A=™' : W — V
linearno preslikavanje, dakle izomorfizam.

7. Neka je A: V — W linearan operator, neka je {y1,y2,...,yx}, k € N, linearno nezavisan skup
ulmA C W te neka su vektori z; € V odabrani tako da vrijedi Ax; = y;, Vi = 1,..., k. Pokazite
da je i skup {x1,x9,..., 2%} linearno nezavisan.

8. Neka je A : V — W linearan operator, neka je {y1,y2,...,y,} baza za Im A te neka su vektori
x; € V odabrani tako da vrijedi Azx; = y;, Vi = 1,...,r. PokaZite da je tada V = [{z1, 22, ..., 2, }]+
Ker A.

9. Neka je A: V — W izomorfizam i {vy,...,v,} kona¢an skup vektora u V. Pokazite da tada
vrijedi dim [{Avy, ..., Avy,}] = dim [{v1,..., v, }]. Vrijedi 1i ista tvrdnja ako pretpostavimo da je
A samo monomorfizam?

10. Nadite neki izomorfizam A : R* — My (R).

11. Za linearan operator A € L(R3, My(R)) zadano je A(1,1,1) = [(1) (1)
11

2 1

], A(1,1,0) =

“ }]114(0,1,0):{

mu rang i defekt.

12. Odredite jezgru i sliku operatora 7' € L(Ms) definiranog s T'(X) = XA — AX ako je

a-fre]

13. U ovisnosti o a € R odredite rang i defekt te po jednu bazu jezgre i slike operatora A €
L(R3, Py) definiranog s A(z1, ze,73) = x1 + axz + (21 + 29 + 223)t + (a1 + x3)t%.

p(0) p'(0)
p(1) +p(=1) p'(1) +p'(-1)

} . Odredite opc¢u formulu po kojoj djeluje operator A. IzraCunajte

14. Provjerite da je preslikavanje A : P3 — M3(R) dano s Ap =
linearan operator pa mu nadite rang i defekt.

15. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V'). Dokazite da za svaki k € N
takav da je r(A) < k < dimV postoji B € L(V) takav da vrijedi AB=01ir(A)+r(B)=k.



LINEARNA ALGEBRA I PRIMJENE - ZADACI 13

16. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor. Dokazite da skup svih regularnih ope-
ratora na V ¢ini grupu s kompozicijom kao binarnom operacijom. (Ponekad se ta grupa oznacava
s GL(V).)

17. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i M < V. Pokazite da postoje linearni
operatori A, B € L(V) takvi da je Ker A = M i Im B = M. Postoji li operator C € L(V) sa
svojstvom KerC' =Im C = M?

18. Neka je M potprostor vektorskog prostora V. Pokazite da je kvocijentno preslikavanje
7wV — V/M definirano s w(x) = [z] (tj. m(z) = x+ M) linearan operator. (Ovaj (o¢ito surjektivan)
operator se Cesto naziva kanonski epimorfizam.)

19. Neka su V i W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem, te neka je A :

V — W epimorfizam. Dokazite da je tada preslikavanje A% : V/Ker A — W, A%([z]) = Az dobro
definirano, linearno i bijektivno (dakle, A% je izomorfizam).

20. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor te neka je P € L(V') operator sa svojstvom
P? = P. Pokazite da je tada V = Im P + Ker P i da je P kosi projektor na Im P u smjeru Ker P.

21. Dokazite da je rezultat mnoZenja linearnog operatora skalarom iz definicije 77 takoder
linearan operator.

22. Dokazite da je L(V, W) zaista vektorski prostor, tj. da operacije zbrajanja i mnoZenja skala-
rom na L(V, W) zaista zadovoljavaju sve potrebne uvjete iz definicije ?7.

23. Dokazite tvrdnje (4) i (5) propozicije ?7.

24. Ispitajte nezavisnost skupa {4, B,C} u prostoru L(R3 R?) ako je A(w1,79,23) = (71 +
T2, 1—T2—x3), B(21,%2,73) = (01+222—23, 21 +72—23), C(21, 22, 23) = (—x1—22—373, 1+ 23).

25. Neka su e i f kanonske baze u prostorima R?, odnosno R3; te neka su E;; € L(R? R3)
operatori iz dokaza teorema ?7. Odredite u ovoj situaciji eksplicitne formule za djelovanje operatora
Eij.

26. Pokazite da su preslikavanja f,g : P,(R) — R definirana s f(p) = fl

o P(t)dt, odnosno

g(p) = filp(t)dt linearni funkcionali.
27. Za bazu {(1,2,1),(1,0,1),(1,0,—1)} prostora R? odredite dualnu bazu.

28. Izvedite opéi oblik linearnog operatora A € L(R™ R™). (Uputa: neka je {f1, fo,..., fm}
kanonska baza za R™ i {ff, f5,..., fx} pripadna dualna baza. Promatrajte funkcionale f*A na
prostoru R™ i iskoristite primjer 77.)

29. Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i {fi,..., fn} baza dualnog prostora V*.
Je li ta baza dualna nekoj bazi prostora V7

30. Provjerite da funkcionali fi (1, z2,23) = o1 — x2, fo(x1,22,23) = T2 — o3, f3(x1,29,23) =
r1 — Ty + 3 ¢ine bazu prostora (R3)*, i nadite bazu prostora R? kojoj je ona dualna.

31. Dokazite da za potprostore L i M kona¢nodimenzionalnog prostora V' i njihove anihilatore
vrijedi (L4 M)? = LON MO te (LN M)° = L° + M.

32. Neka je V kona¢nodimenzionalan prostor i f € V*. Odredite bazu anihilatora (Ker f)°.
33. Neka je M = {p € P3: p(7) = 0}. Odredite bazu od MP.
34. Nadite M° za M = {(x1,72,23,24) : 21 — 209 + 23 = 0,21 — 220 + 24 = 0} < R*.
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35. Neka su f1 i fo linearno nezavisni linearni funkcionali na prostoru V, pri ¢emu je dimV = 4.
Odredite anihilator MY potprostora M = Ker f; N Ker fo. (Napomena. Uocite da je prethodni
zadatak jedan konkretan primjer situacije opisane u ovom zadatku.)

36. Neka je V kona¢nodimenzionalan prostor, neka je {f1, fa,... fx} linearno nezavisan skup u
V* te neka je f € V*. Dokazite da je f linearna kombinacija funkcionala fi, fa,..., fr ako i samo
ako vrijedi Ker fi NKer fo...NKer f;, C Ker f.

37. Neka je S podskup vektorskog prostora V. Anihilator skupa S se definira kao S° = {f €
V*: f(z) =0, Vz € S}. Dokazite da je S° potprostor dualnog prostora V* te da vrijedi SO = [S]°.

38. Pokazite da je, za dani operator A € L(V,W), i njegov dualni operator A* definiran u
napomeni 77 linearan. Dalje, pokazite da je preslikavanje A — A* izomorfizam prostora L(V, W) i
L(W*, V™).

39. Pokazite da za bilo koja dva operatora A, B € L(V) vrijedi (AB)* = B*A*.

40. Neka je A € L(V,W), neka su e = {ey,...,epn} 1 f ={f1,..., fm} baze za Vi W te neka su
e* 1 f* dualne baze. Dokazite da je tada [A*}jc* = ([A])).

41. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor. Pokazite da za svaki linearan funkcional
na L(V') postoji jedinstven operator D € L(V) takav da je f(A) = tr (AD), VA € L(V).

42. Neka je f linearan funkcional na M, takav da je f(AB) = f(BA), za sve A,B € M,, i
f(I) = n. Pokazite da je tada f = tr.

43. Neka je A € L(V) regularan operator te neka je e neka baza prostora V. Pokazite da tada
vrijedi [A71]¢ = ([A]9) "L

(& €

44. Neka su A, B € M, sli¢ne matrice. Pokazite da A i B imaju jednake determinante i jednake
tragove.

45. Promotrimo elementarne matrice drugog reda: Fq2 = [ (1) (1) ], Ei\ = [ E]\ ? ], Ey ) =

1 0 1 0 1 A . .
[ Y ], Eyq1\ = [ \ 1 }7 Eip) = { 0 1 } pri cemu je A # 0. Neka su Ay 2, Ay, A2, A21)

i Ay o) operatori na prostoru V?(O) kojima u kanonskoj bazi { i , j }, redom, pripadaju navedene
elementarne matrice. Interpretirajte geometrijski djelovanje ovih operatora.

2

1 )

47. Nadite matricu operatora A € L(R3) definiranog s A(z1, 72, 23) = (71 + 22,79 — 73, 73) U
kanonskoj bazi, a zatim i u bazi {(1,1,0),(1,1,1),(1,—1,0)}.

—_ =

46. Nadite matricu operatora T' € L(Ms) definiranogs T'(X) = XA—AX, gdjeje A = [

u kanonskoj bazi prostora M.

48. Odredite neku bazu za jezgru te defekt i rang operatora A € L(R*) kojem u kanonskoj bazi

1 -1 0 2
e pripada matrica [A]¢ = (1) (2) 1 (1)
3 1 11

49. Dokazite da je A € L(R3), A(z1, 29, 73) = (1 + 22 — o3, 22 + 723, —23) regularan operator i
odredite [A71]¢ ako je e kanonska baza prostora R3.
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50 Neka je A € L(R?) dan s
A(zy, w9, x3) = (21 + T2 + T3, 11 + T2 + 223, T1 + T3).

Odredite matricu operatora A u kanonskoj bazi, pokazite da je ta matrica regularna, nadite joj
inverz i iz tog inverza odredite formulu djelovanja operatora A1,

51 Neka je {A1, Ag,..., A,2_1} neka baza potprostora M < M, svih matrica &ji trag je 0.
Odredite matricu linearnog funkcionala tr : M,, — F u paru baza {I, A, Aa,..., A,2_1}, {2}.

52. Neka su V i W kona¢nodimenzionalni prostori nad istim poljem i A € L(V, W) operator
ranga 7, 0 < r < dim V. PokaZite da postoje baze b = {b1,bo,..., by} 1 ¢ = {c1,¢co,...,cn} za V,

odnosno W takve da je
e | 1]0

pri ¢emu je I € M, dok je svaki od nul-blokova odgovarajuceg formata. (Uputa: koristite tvrdnju
zadatka 8.)

53. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potprostore operatora A € L(R?)

—1 2 2
kojem u kanonskoj bazi e pripada matrica [A]¢ = 2 2 2
-3 —6 —6
54. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potprostore operatora A € L(R?)
010
kojem u bazi a = {(1,1,-1),(1,—1,0),(—1,0,0)} pripada matrica [A]? = | —4 4 0
-2 1 2

55. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuée svojstvene potprostore operatora deriviranja
D e L(Py), Dp=yp.

_1 _1 i operator K : Ma(R) — Ma(R) definiran s K(X) =

AX — X A. Odredite matricu operatora K u kanonskoj bazi, pokaZite da je 0 € o(K) i odredite
pripadajucu algebarsku i geometrijsku kratnost.

56. Neka je dana matrica A = [
57. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuée svojstvene potprostore matrice A € M,(R)

gdje je

58. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuée svojstvene potprostore matrice A € M,(R)
gdje je
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59. Zan e N, n>2 tei,je{2,3,...,n} promotrimo matrice A;; € M,, definirane formulom
(?7):
1 ... -1
Ay = _i 1 ;

pri ¢emu se brojevi —1 nalaze na pozicijama (i,1) i (1, 7).

Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrica A;; za sve ¢,j = 2,3,...n. (Napo-
mena: svojstveni vektori ovih matrica zapravo stoje u pozadini definicije matrice 1" i preslikavanja
@ iz propozicije 77.)

60. Uzmimo kanonsku bazu {ej, es, ..., e,} prostora C" i operator A € L(C") zadan s Ae; = ey,
Aeg = e, Aez = e, ..., Ae, = e,_1. PokaZite da se A moze dijagonalizirati i nadite bazu u kojoj
se A dijagonalizira.

61. Ako su A1, Ag,...,Ap svojstvene vrijednosti operatora A te ako je zadan skalar 7, §to su
svojstvene vrijednosti operatora A — 717

62. Dokazite da svaki linearan operator na realnom prostoru neparne dimenzije ima bar jednu
svojstvenu vrijednost.

63. Neka su x1 i x2 svojstveni vektori operatora A pridruZeni razli¢itim svojstvenim vrijednos-
tima. Moze li i vektor 21 — o biti svojstven za A?

64. Neka su v; i vg svojstveni vektori pridruzeni medusobno razli¢itim svojstvenim vrijednostima
operatora A. Pokazite da v1 4+ w9 ne moze biti svojstven vektor za A. Postoje li skalari o i g takvi
da je a1v1 + agug svojstven vektor za A7

65. Neka je V4(A\g) svojstveni potprostor operatora A € L(V) pridruzen svojstvenoj vrijednosti
Ao. Pokazite da je V4()g) invarijantan potprostor za svaki operator B € L(V') koji komutira s A.

66. Neka je V konac¢nodimenzionalan vektorski prostor. Za operator A € L(V') definirajmo
operator Ly : L(V) — L(V) formulom La(B) = AB. Pokazite da je o(L4) = o(A4).

67. Neka je V kona¢nodimenzionalan kompleksan vektorski prostor. Dokazite da za svaki ope-
rator A € L(V') postoji baza b za V takva da je [A]} gornjetrokutasta matrica.

68. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor. Dokazite da ne postoji pravi potprostor
od V invarijantan za sve operatore iz L(V') (u tom smislu se kaze da je L(V') ireducibilna familija
operatora).

69. Neka je V konafnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V') operator za kojeg je svaki
vektor v € V', v #£ 0, svojstven. PokaZite da tada postoji skalar Ag za koji vrijedi A = Aol.

70. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, te neka je A € L(V) operator takav da
vrijedi AB = BA, VB € L(V). Dokazite da tada postoji skalar o takav da je A = al. (Uputa:
pokaZite da A ima bar jednu svojstvenu vrijednost i promatrajte odgovarajuéi svojstveni potprostor.)

71. Neka je A svojstvena vrijednost operatora A € L(V). Pokazite da je tada A\* svojstvena
vrijednost operatora A* Vk € N. Pokazite jo§ da tvrdnja vrijedi i za sve k € Z uz uvjet da je A
regularan.

72. Pokazite primjerom da obrat tvrdnje prethodnog zadatka ne vrijedi: nadite primjer operatora
A, skalara \g i prirodnog broja k za koje je \f € o(A¥), ali A\g & o(A).



LINEARNA ALGEBRA I PRIMJENE - ZADACI 17

73. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V) i a # 0. U kojoj su vezi o(A)
io(aA)?

74. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor te neka je A € L(V') operator ranga 1.
Pokazite da postoji polinom p drugog stupnja takav da je p(A) = 0.

75. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuce svojstvene potprostore operatora transponira-
nja T € L(Ms), T(A) = Al

0o 1 1
76. Invertirajte pomodu svojstvenog polinoma matricu | 2 —4 0
0 1 -1

77. Dokazite da je operator A € L(R?) definiran s A(x1,z2,23) = (z1 + 22, 71 + T2 — 23, T2 — 23)
regularan, odredite mu matri¢ni prikaz u kanonskoj bazi, odredite pomoéu svojstvenog polinoma
inverz matrice [A]¢ te odredite formulu prema kojoj djeluje inverzni operator A1

: : : . 1

78. Neka operatoru A € L(C?) u kanonskoj bazi e prostora C? pripada matrica [A]¢ = a (21 .
Odredite a ako je poznato da je 0 svojstvena vrijednost operatora A. Moze li se A dijagonalizirati?
Ako moze, odredite bazu prostora C? u kojoj je matrica operatora A dijagonalna.

1 a 1 0
. 1 -1 0 1 . . i i :
79. Za matricu A = 0 01 0 odredite parametre a i b ako je poznato da je A singularna
1 b 01

te da njezine svojstvene vrijednosti imaju algebarsku kratnost 2.

80. Dokazite da za operatore A, B na konafnodimenzionalnom prostoru V vrijedi o(AB) =
o(BA).

81. Neka su A, B € M, (R) matrice takve da postoji T € GL(n,C) takva da vrijedi B = T~ AT.
Dokazite da tada postojii S € GL(n,R) takva da vrijedi B = S~1AS.

82. Neka je A € M, te neka su A, \a,..., A, € C sve nultocke njezinog svojstvenog polinoma
ka (dakle, vrijedi kg4(A\) = (A= A1)(A—=X2) - ...« (A= Ap) - uodite da je takav rastav uvijek mogué
nad poljem C ¢ak i ako je A realna matrica). Dokazite da je tada > ;- A; = tr(4).

83. Neka je p polinom n-tog stupnja, n € N, s koeficijentima iz polja F. Pokazite da postoji
vektorski prostor V nad F, dim V' = n, i operator A € L(V) takav da je k4 = p.

84. Pretpostavimo da izvjesna vrsta insekata ima sljedeéi Zivotni tok: Od ukupnog broja izlezenih
njih samo pola dozivi jednu godinu starosti, a od njih samo Cetvrtina dozivi dvije godine starosti.
Do kraja treée godine Zivota svi ti insekti uginu; medutim, svaki od onih koji je usao u drugu godinu
na kraju te godine ostavi jednog potomka, a svaki od onih koji je usao u tre¢u godinu zivota na kraju
te godine ostavi ¢etiri potomka. Pretpostavimo da promatramo populaciju od 300 insekata; po 100
izlezenih, starih jednu godinu te starih dvije godine. Kako ée se kretati brojnost ove populacije,
ukupno, i po dobnim skupinama? Odredite brojno stanje ove populacije nakon 2 godine i nakon 10
godina. Hoée li ova populacija izumrijeti, neograni¢eno se §iriti ili ¢e njezino brojno stanje teziti
nekom ekvilibriju?

85. Sluzeéi se metodom izlozenom u primjeru ?? odredite pribliznu vrijednost broja /5.

86. Neka je A € M, (R) matrica u kojoj je zbroj koeficijenata u svakom stupcu isti i iznosi c.
Dokazite da je ¢ € o(A).
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5. UNITARNI PROSTORI

1. Provjerite da su preslikavanja navedena u primjerima 77 zaista skalarni produkti.

2. Pokazite da je formulom (p,q) = p(1)q(1)+2p(0)q(0) 4+ p(—1)g(—1) definiran skalarni produkt
na P(R).

3. Neka je V unitaran prostor i neka su vektori a,b € V' medusobno okomiti. Odredite nuzan i
dovoljan uvjet da vrijedi (a —b) L (a + b).

4. Dokazite relaciju paralelograma iz napomene ?77.
5. Dokazite polarizacijske formule iz napomene 77.

6. Neka je e = {e1, ..., e,} baza vektorskog prostora V. Dokazite da postoji skalarni produkt na
V' s obzirom na koji je e ortonormirana baza za V.

7. U unitarnom prostoru R* ortonormirajte skup S = {(1,2,2,—1), (1,1, -5,3),(3,2,8, —7)}.

8. U unitarnom prostoru My(R) Gram-Schmidtovim postupkom ortonormirajte skup S =
{ 1 0 11 1 2 )

O 0’1 1|01 '

9. Odredite bar jednu ortonormiranu bazu unitarnog prostora P3(R) sa skalarnim produktom
(p,q) = [, p(t)q(t)dt.

10. Neka su L i M potprostori kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora V. Dokazite da je
(L+M)*=LtnMti(LaM)*+ =L+ + Mt

11. Za vektore a = (1,3,0,2),b = (3,7, —1,2),c = (2,4, —1,0) € R* i potprostor M = [{a, b, c}]
odredite jednu ortonormiranu bazu potprostora M.

12. U unitarnom prostoru R™ zadan je potprostor M = {(x1,...,2p) : 29 —21 =T3— T2 = ... =
Ty — Tp—1 = 1 — Xy }. Odredite neku ortonormiranu bazu za M+

13. Neka je {ej,e9,...,e,} ortonormirana baza unitarnog prostora V. Uvedimo vektore fr =
er—23" ejzak =1,2,... ntevektor f11 = ﬁ > i, ei. Pokazite da tada za sve x € V vrijedi

x =1 (@, fo) fr-

14. Neka je Bx =Y, _(z, fi) fr, gdje su fi, fa, ..., fn vektori iz prethodnog zadatka. Odredite
sve svojstvene vrijednosti i baze pripadajué¢ih svojstvenih potprostora operatora B.

15. Neka je Cx = Zi% (x, fr) fr, gdje su fa, fa,..., fny1 vektori iz zadatka 13. Odredite sve
svojstvene vrijednosti i baze pripadajuc¢ih svojstvenih potprostora operatora C.

16. U unitarnom prostoru R* zadan je potprostor M svojom bazom {(1,1,2,—1),(1,0,0,2)}.
Prikazite vektor z = (1,1,1,1) u obliku x = a +b, a € M,b € M=*.

17. U unitarnom prostoru Ma(R) sa skalarnim produktom (X,Y) = tr(Y*X) odredite najbolju

aproksimaciju matrice { ] matricama iz potprostora Ker tr.

1 -2
18. U unitarnom prostoru Ma(R) sa skalarnim produktom (X,Y) = tr(Y!X) odredite ortogo-
nalnu projekciju matrice A = [ 1 8 } na potprostor Ker tr.
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19. U unitarnom prostoru Mz (R) sa skalarnim produktom (X,Y) = tr(Y*X) promotrimo pot-

1 O}UOblikuA:B—l-C

prostor M svih simetri¢nih matrica (S = S). Prikazite matricu A = [ 10

gdjeje Be M, C € M+
20. U unitarnom prostoru My (R) sa skalarnim produktom (A, B) = tr(AB?!) promotrimo pot-

a ) .
nadite matricu

prostor S < M>s(R) svih simetri¢nih matrica. Za zadanu matricu A = Z

B € S za koju je
JA-B| <[A-C]|, vCes.

21. U unitarnom prostoru Mz (R) sa skalarnim produktom (X,Y) = tr(Y'X) odredite ortogo-

nalnu projekciju matrice A = [ 1 8 ] na potprostor Ker tr.

22. Odredite najbolje priblizno rjesenje (u smislu najmanjih kvadrata) sustava

201 + x9 = 2
rKT — X9 = 2.
2:61 — T2 = 1

23. Neka je V unitaran prostor. Pokazite da je preslikavanje ¢ : V' — V* definirano formulom
¢(a) = f, antilinearno, tj. da za sve skalare «, 5 i vektore a, b vrijedi p(aa + 8b) = ap(a) + Bp(b).

24. U prostoru P»(R) sa skalarnim produktom (p, ¢) = fil p(t)q(t)dt zadan je linearan funkcional
f(p) = p(—=1) 4+ p(1). Odredite polinom ¢ € P»(R) takav da vrijedi f(p) = (p,q), Vp € P2(R).

25. Na unitarnom prostoru Ma(R) sa skalarnim produktom (X,Y) = tr(XY’) promotrimo

funkcional f zadan s f ([ in ?2 ]) = x11] — x92. Odredite matricu A € M3(R) za koju vrijedi
21 T2

f(X) =(X,A), VX € My (R).

26. Neka za linearan operator A na kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru V vrijedi
z,y eV, x L y= Ax 1 Ay. Dokazite da tada postoje skalar « i unitaran operator U na V takvi
daje A= aU.

27. Neka su V i W unitarni prostori nad istim poljem. Dokazite da je za linearan operator
A € L(V,W) svojstvo otuvanja skalarnih produkata (Ax, Ay) = (x,y), Vz,y € V, ekvivalentno
svojstvu izometri¢nosti |Az| = ||z||, Vx € V.

28. Neka je V unitaran prostori A : V — V preslikavange sa svojstvom (Ax, Ay) = (x,y), Vx,y €
V. Dokazite da je A linearan operator.

29. Na unitarnom prostoru R? zadan je linearan operator A(zi,xo,3) = (%:pl - %563, %xl +
%l‘g, x3). Provijerite je li operator A unitaran te odredite A1,

30. Neka je {e1, e2,e3} kanonska baza unitarnog prostora R? i neka je A € L(R?) zadan s
Ae; = (—6,0,—8), Aey = (8,0,—6), Aes = (0,10,0).
Za vektor z = (7,V/2,7) izratunajte ||Az||. Uputa: promotrite operator 45A.

1 -1 -1

1 1 1118 jos dva retka tako da dobijete unitarnu

31. Nadopunite matricu A = %

matricu U € My.
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32. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V'). PokaZite da postoji ortonor-
mirana baza prostora V u kojoj je matri¢ni zapis operatora A gornjotrokutasta matrica.

33. Dokazite da skup svih ortogonalnih matrica ¢ini grupu s obzirom na matri¢no mnoZenje.
(Usp. teorem 77.)

34. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V') unitaran operator. Ako je
potprostor M < V invarijantan za A, dokazite da je tada i M invarijantan za A.

35. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i P € L(V). Dokazite da je operator P
ortogonalan projektor na neki potprostor ako i samo ako vrijedi P2 = P = P*.

36. Neka su V' i W kona¢nodimenzionalni unitarni prostori te neka je A € L(V,W). Oznatimo s
oy 1 pw operatore iz napomene 77 koji predstavljaju (ako su su prostori kompleksni, antilinearne)
izomorfizme prostora V i W i njihovih duala V* i W*| respektivno. Pokazite da je dualni operator
operatora A definiran u napomeni 7?7 jednak kompoziciji ¢y o A*opyt. (Uodite da A* ovdje oznacava
hermitski adjungirani operator.)

37. Neka je V' kompleksan kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V') hermitski opera-
tor. Dokazite da je tada (Az,z) € R, Vz € V.

38. Neka je V konacnodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V') operator sa svojstvom
(Az,x) € R, Vo € V. Pokazite da je A hermitski operator.

2 2 =2
39. Zadan je operator A € L(R3) svojim prikazom u kanonskoj bazi [A]¢ = 2 5 —4
-2 -4 5

Pokazite da je A hermitski operator i nadite ortonormiranu bazu prostora R® u kojoj je matrica
operatora A dijagonalna.

3 2 0
40. Zadan je linearan operator A € L(R3) svojim prikazom u kanonskoj bazi [A] = | 2 4 -2
0 -2 5

Pokazite da je A hermitski operator i nadite ortonormiranu bazu prostora R u kojoj je matrica
operatora A dijagonalna.

9 —6 2
41. Za matricu A = | —6 8 —4 | odredite ortogonalnu matricu S tako da S'AS bude
2 —4 4

dijagonalna.

42. Za linearan operator A na kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru V kazemo da je
pozitivan (8to oznatavamo s A > 0) ako je A hermitski i zadovoljava nejednakost (Az,z) > 0, Vo €
V. Pritom se kaze da je A strogo pozitivan (§to oznacavamo s A > 0) ako dodatno zadovoljava i
uvjet (Az,z) > 0, Vo # 0. Dokazite da za svaki pozitivan operator A postoji jedinstven pozitivan
operator B € L(V) takav da vrijedi B2 = A. (Operator B zato se zove pozitivan drugi korijen iz
operatora A.)

43. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor sa skalarnim produktom (-,-) te neka
je A € L(V) strogo pozitivan operator. Pokazite da je formulom [z,y] := (Az,y) definiran je-
dan novi skalarni produkt na V. Obratno, ako je [-,-] neki skalarni produkt na V, onda pos-
toji strogo pozitivan operator na V s obzirom na originalan skalarni produkt takav da vrijedi
[z,y] = (Az,y), Vz,y € V.
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44. Neka je A regularan hermitski operator na kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru V.
Dokazite da je tada i operator A~ hermitski.

45. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

100 0 2
003 00
A_OOOOO
02000

46. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

32 2
A_{z 3 —2]'

47. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

1010
AZ[OlOl]

48. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i P € L(V') ortogonalan projektor. Odre-
dite PT.

1 2 3
49. Odredite pseudoinverz matrice A= | 3 2 1
2 0 -2
.. . 10 . a b .
50. PokaZzite da za matricu A = 0 0 svaka matrica B = 4|7 koju je bc = d

zadovoljava uvjete navedene pod (d) u teoremu 77, ali samo jedna od njih zadovoljava i uvjet (c).
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