Jedan neobican dokaz

Petra Jambrisko, Mladen Vukovié¢

Pojam najmanjeg zajednickog visekratnika uc¢i se joS u osnovnoj skoli. Za prirodne
brojeve m,n € N ozna¢imo sa nzv(m,n) njihov najmanji zajednicki visekratnik. Pri-
mjerice, nzv(5,6) = 30, a nzv(10,32) = 160. U ovom ¢lanku bavit ¢emo se najmanjim
zajednickim visekratnicima skupova oblika {1,2,...,n}, gdje je n neki prirodan broj.
Radi kratkoce zapisa ozna¢imo sa L, broj nzv(1,2,...,n). Primjerice, L1 = 1, Ly = 2,
L3 =6, Ly =12, L; =60 i Lg = 60. Nije tesko izracunati da je najmanji zajednicki
visekratnik skupa {1,2,...,7} jednak 420, tj. L; = 420, te Lg = 840. Mi ¢emo se zapravo
baviti dokazom jedne nejednakosti u vezi brojeva L,. U tu svrhu primijetimo da redom
vrijedi:

Li=1<2! Ly=12<24
L2:2<22 L5:60>25
Ls=6<23 Lg = 60 < 26

No, L; = 420 > 27 = 128, te Lg = 840 > 28 = 256. Glavni cilj ovog ¢lanka je izloziti
dokaz da za svaki n > 7 vrijedi L, > 2". Na samom kraju ¢lanka komentirat ¢emo zasto
je navedena nejednakost jako vazna. No, smatramo da je dokaz te nejednakosti posebno
zanimljiv jer se tvrdnja iz teorije brojeva dokazuje primjenom integrala.

Prisjetimo se prvo binomne formule: za sve a,b € Rin € N vrijedi sljede¢a formula

n __ . n n—kpk C n _ n!
(a+0) —Z(k>a b*, gdje je (k>_—k!(n—k)!

k=0

Budu¢i da ¢emo u dokazu koristiti integrale, sada ¢emo istaknuti neke ¢injenice o integra-
lima koje su nam vazne. Neka su f i g integrabilne funkcije na segmentu [0, 1], te A € R
i p € N proizvoljni. Tada vrijedi:
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/(f(a:) +g(z))dx = /f(x)dx + /g(x)dx (svojstvo aditivnosti integrala)
0

0 0
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/ A f(x)de=A / f(z)dz (svojstvo linearnosti integrala)
0 0
L 1
/xpda: _ 2Pt = . (1Pt —ortly = . (formula (x))
) p+1 o pt+1 p+1

Sada dokazujemo da za svaki n > 7 vrijedi L,, > 2".
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U svrhu dokaza prvo razmatramo integral [ 2™ (1 — z)" "dx, gdjesun € Nim €
0
{1,...,n} proizvoljni. Taj integral oznac¢imo sa I, . Tada redom vrijedi:

1

Lyn = /xm_l(l — )" "dz = (primjena binomne formule)

_ / 2 Z:: (" ;m> 1k (Ve = / 71 nim(—1)k (” ;m) orda

1'I’L m
/ ( >:cm+k Ydr = (svojstvo aditivnosti integrala)
o k=0
n—m
= / ( )xm““ 'dr = (svojstvo linearnosti integrala)
k=0 ¢

Pokazimo da vrijedi:
L, In,€Z (1)

(sa Z smo oznadili skup svih cijelih brojeva). Kakojel <m <n i 0 <k < n—m, tada je
oc¢ito 1 < m+k < n. Bududi da je L, visekratnih svih brojeva od 1 do n, tada je posebno
L,, visekratnik svakog broja m + k (za k € {0,...n —m}). Zbog toga je L, m+k € N za
svaki k € {0,...,n — m}. Znamo da za svaki k < n —m vrijedi (") € N (znate li to

dokazati?). Time imamo L, - i (—1)k(n2m)m;+k €z
k=0



U sljede¢om dijelu dokaza koristit ¢emo formulu za parcijalnu integraciju:

/ f(2) ¢ (@)dz = f(z)  g(z)| — / F(@) - g(e)da

Sada dokazujemo da vrijedi jednakost I, , = 1/ (m( ))

n
m

1

it e = [ S0 =5 = @) = (m—1jan
In _0/ (1 )" md { Jx)=1-z)"™ = gx)= n_—_w;rl(l_x)nfmﬂ }

1

—1
= (formula za parcijalnu integraciju) = _mee / 2" 2(1 — z)" "y
n—m-+1
0

_ { flx) =22 = f(z)=(m—2)z™3 }
g@) =1 - = gx) = —5(1 —a)" "
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(n—m+1)(n—m+2
0

(jo§ m — 3 puta primijenimo parcijalnu integraciju)
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_ (m—1(m—2)---2-1 .
Cn—m+1)n—m+2)---(n—1) 0/(1—95) dz

= ( supstitucija t = 1 — 2, pa primjena formule (x))

_ (m-1)
C(n-m+1)--(n—1)

B (m—1)!
(n—m4+1)---(n—1)-n

1 m
n m



1 m! 1-2---(n—m) 1 m!-(n—m)

“m (n-m+1)---(n=1-n 1-2---(n—m) m n!
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m ()
Time smo dokazali da za svaki n € N isvaki m € {1,...,n} vrijedi sljedeca jednakost:
1
Im,n = n (2)
m ()

Bili smo dokazali da vrijedi L,, - I,,, € Z. Iz dokazane jednakosti (2) slijedi posebno
I, > 0. Budud¢i da je ocito L, > 0, tada dobivamo da za svaki n € N i svaki m €
{1,...,n} vrijedi Ly, - I,,,, € N. Tada posebno imamo:

m <;‘L> | L. (3)

Uvrstimo li 2n umjesto n, te n umjesto m u (3) dobivamo sljedece:

n (ij) | Lon. (4)

Isto tako, iz (3) posebno slijedi i

(n+1) (2n * 1) | Lons1. (5)

n+1

Lako je vidjeti da redom vrijede sljedeé¢e jednakosti:

(2n)! n+1 (2n 4+ 1)! 2n +1
—_— e = 1 —_— 0 = 1
nln! n+1 (n+ )(n+1)!n! (n+1) n+1

(2n +1) (?) — (2n+1)

2n+1

Iz prethodnog slijedi da vrijedi (n+ 1) ( o

) = (2n+1)(*"), a onda primjenom (5) slijedi

(2n +1) (2:> | Lont1. (6)



Ocito vrijedi nzd(n,2n + 1) = 1, te Loy, | Loyy1. Tada (4) i (6) povlace da vrijedi:

n(2n + 1) (2:> | Lowi (1)

(Probajte iskazati opéenitu tvrdnju o djeljivosti koja se koristi za posljednji zakljucak, te
je probajte dokazati; mozete i dokaz potraziti u knjizi [4].) Kako je djelitelj broja sigurno
manji ili jednak tom broju (sve su to prirodni brojevi!), tada iz (7) imamo:

Lopir > n(2n +1) (2:) (8)

Najveéi binomi koeficijent izraza (1 + z)*" je (277) (to je "srednji" binomni koeficijent;
mozete li to dokazati?). Odnosno, za svaki k € {0,...,2n} vrijedi (27?) > (2,?) Posebno,
tada za r = 1 imamo redom sljedece:

n 2n 2n . 2n n—kqk ak 2n 2n 2n 2n
== (141 =) L)1 F=>" L <> )= ),
k=0 k=0 k=0

2n
n

tj. za svaki n € N vrijedi (2n + 1)(
dobivamo:

) > 4™. Mnozenjem sa n posljednje nejednakosti

n(2n +1) (2:) S 4n (9)

Ocito za svaki n > 4 vrijedi n - 4" > 2% .22 = 2202 Qvo posljednje, te (8) i (9)
povlace da za svaki n > 4 vrijedi Lo, > 22""2, a onda odito i sljedece:

Lopio > Loyyq > 2712 > 220 H (10)

Ozna¢imo k = 2n + 2. Tada n > 4 povlaci k > 10, a iz (10) slijedi L;, > 2% za svaki
parni broj k& > 10. Uzmemo li & = 2n + 1, tada n > 4 povlaci £ > 9, a (10) povlaci
L, > 2%, za svaki neparni k > 9.

Time smo dokazali da vrijedi L, > 2" za svaki n > 9. No, na samom pocetku ovog
¢lanka bili smo primijetili da vrijedi Ly > 27 i Lg > 2% Na taj nacin je zavrsen dokaz
da za svaki n > 7 vrijedi L, > 2".

Malo pazljivijem ¢itanjem dokaza moze se vidjeti da smo mi zapravo dokazali L,, > 2".
Probajte sami pronac¢i mjesto u dokazu gdje mozemo staviti strogu nejednakost. Moze se
postaviti pitanje gornje mede za brojeve L,,. U ¢lanku [6] je dokazano da vrijedi L,, < 4".

Kao $to smo na pocetku bili i najavili, istaknimo ovdje na samom kraju vaznost upravo
dokazane tvrdnje. Algoritmi za ispitivanje je li neki prirodan broj prost jako su vazni.
Godine 2004. trojica indijskih matematicara su u ¢lanku [1] dokazali da postoji efikasan
algoritam za ispitivanje prostosti. U tom je dokazu c¢injenica L, > 2" jako vazna. Vise
informacija o tome mozete ¢itati u [3], odnosno [1].
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Zatim, brojevi L, povezani su sa Cebiéevljevom funkcijom v koja se Cesto koristi u
dokazima u vezi prostih brojeva. Funkciju v ne¢emo ovdje definirati. PokuSat ¢emo
objasniti vezu funkcije v i brojeva L,,. Prilikom proucavanja distribucije prostih brojeva
razmatra se funkcija 7 : (0, +00) — Ny koja je definirana ovako:

m(x) = broj prostih brojeva p € N takvih da je p < z.

Primjerice, vrijedi 7(10) = 41 7(100) = 25. Mozete li odrediti 7(150)? A 7(1000)? Teorem

o prostim brojevima tvrdi da vrijedi lim J(li)z = 1. Iz toga slijedi da je za velike prirodne
T—00

brojeve = vrijednost 7(x) priblizno jednaka z/Inx. Probajte primjenom teorema o pros-

tim brojevima procijeniti 7(1000). Pokazalo se da je u teoriji brojeva jednostavnije raditi

s funkcijom 1 nego s funkcijom 7. Moze se pokazati da je teorem o prostim brojevima

% = 1. Funkcija v je povezana s brojevima L, preko jednakosti

ckvivalentan sa lim ¥
Tr—r 00

e¥(n) = L,. Stoga iz teorema o prostim brojevima zakljué¢ujemo da se brojevi L,, asimp-
totski ponasaju kao e™ (sto je skladu s navedenim nejednakostima 2" < L, < 4™). Vise
detalja o svemu ovome mozete pronaci u knjizi [4].

Zanimljivo je jos istaknuti da je prosle godine u jednom americkom ¢asopisu objavljen
¢lanak s nesto drugacijim dokazom od ovog koji smo ovdje dali (vidi [6]).
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