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Sadrzaj

Predgovor

Ova skripta sluzi kao prirucnik studentima i nastavnicima, ali ne zamjenjuje samostalan rad i pohadanje vjezbi.

Komplementarna je s predavanjima, koja su uglavnom pokrivena u skripti I. Nakica.

Diskretna matematika je specifican kolegij jer je uglavnom bazirana na zadacima, pogotovo prvo poglavlje o
osnovama prebrojavanja. (Na vedini ostalih kolegija naglasak je na razvoju teorije.) Nadalje, prvo poglavlje
je veé¢inom gradivo srednje skole. Iz tih dvaju razloga, kolegij zahtijeva puno samostalnog rada na rjesavanju
zadataka. U tu svrhu, svaki tjedan vjezbi se sastoji od preliminarnih i glavnih zadataka. Od studenata se
oc¢ekuje da su prije vjezbi rijesili preliminarne zadatke (po potrebi uz pomo¢ kolega, demonstratora i nastavnika).

Korisno je i pokusati rijesiti glavne zadatke kako bi mogli aktivno sudjelovati u vjezbama.
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Dio I
Osnovni principi prebrojavanja

U ovom poglavlju je bitan naglasak na zadacima, i potrebno je mnogo samostalne i grupne vjezbe za savladavanje
gradiva.

Na prvim vjezbama ¢emo proéi nekoliko zadataka bez puno uvodenja terminologije — svrha toga je da studenti
shvate da se vec¢ina zadataka moze rijesiti i bez sistemati¢nog znanja.

Zatim ¢emo uvesti terminologiju permutacija i kombinacija s ponavljanjem.

1 Uvod

1.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljucne rijeéi i notacija: princip sume, princip produkta, princip komplementa, bijekcija, princip kvocijenta,
nl.

Broj elemenata nekog konacnog skupa A oznacavat ¢emo s |A|. Partitivni skup P(A) je skup koji sadrzi sve
podskupove skupa A.

Koji se principi koriste u sljede¢im primjerima?

Primjer 1.1. Iz grada A u grad B mozemo doéi brodom, autom ili avionom. Postoje dva morska, dva cestovna
i tri zra¢na puta. Na koliko na¢ina mozemo dodi iz grada A u grad B?

Rjesenje. Oznac¢imo s AB skup svih puteva iz grada A u grad B, as M, Z i C redom morske, zra¢ne i cestovne
putove. Jasno je da vrijedi
MNZ=ZNnC=CNM =,

stoga mozemo primijeniti pravilo sume:

AB| = [MUZUC| = M| +]2]+|C] =2 +3+2=T.

Primjer 1.2. Da bismo iz grada A dosli u grad D, moramo proéi kroz gradove B i C. Iz grada A u grad B
mozemo dodi na 2 nacina, iz B u C na 5, a iz grada C u grad D na 3 nacina. Na koliko na¢ina mozemo dodi iz
grada A u grad D?

RjesSenje. Neka je AD skup svih puteva izmedu gradova A i D, AB skup svih puteva izmedu A i B, BC skup
svih puteva izmedu B i C, te CD neka je skup svih puteva izmedu gradova C i D. Svakom p € AD mozemo



1.2 Glavni zadaci

bijektivno pridruziti uredenu trojku (p1, pe, ps), gdje je p1 € AB, py € BC, p3 € CD. Sada primjenom principa
bijekcije i pravila produkta dobivamo da je

|AD| = |AB x BC x CD| = |AB|-|BC|-|CD| =25 -3 = 30.

Zadatak 1.3. Odredite broj prirodnih djelitelja broja 600. [Rj. 24]
Uputa. Broj prirodnih djelitelja prirodnog broja n = p{* - p3? - ... pi* prikazanog u raspisu na proste faktore
je (a1 +1) - (g +1) ... (ag + 1). Dokazite!

Zadatak 1.4. Odredite broj uredenih parova nenegativnih cijelih brojeva (z, y) koji zadovoljavaju nejednadzbu
2 4+ 9? < 5.

Rj. 8]
Uputa. Ukoliko je x > 3 jasno je da rjeSenja ne postoje, dakle, preostaje promotriti slucajeve kada je
x €40, 1, 2}. Kako bi dosli do kona¢nog rjesenja, je li potrebno broj rjesenja u svakom pojedinom slucaju
pomnoziti ili zbrojiti?
Jos jedan nacin je da promotrimo skupove definirane sa S; = {(x, y) € 72 x? 4yt = z} ,1€{0,1,..., 5}
Je li potrebno pomnoziti ili zbrojiti medusobno brojeve elemenata skupova S;7

Zadatak 1.5. Na koliko na¢ina mozemo 6 vrsta voca kojeg imamo u neograni¢enim koli¢inama podijeliti izmedu
10 djece tako da svako dijete dobije po jednu voéku? [Rj. 6]

Napomena 1.1. Kada voca ne bismo imali u neograni¢enim koli¢inama, zadatak bi bio puno slozeniji.

Primjer 1.6. Koliko ima prirodnih brojeva manjih (strogo) od 10™ koji sadrze znamenku 47

Rjesenje. Jednostavnije nam je prebrojati koliko ima prirodnih brojeva manjih od 10™ koji ne sadrze znamenku
4. Prirodnih brojeva manjih od 10™ ima 10™ — 1. Sve prirodne brojeve manje od 10" mozemo promatrati kao
n—znamenkaste (na pocetku moze biti nekoliko nula, jedini koji nam “ne valja” je onaj koji sadrzi samo nule).
Dakle, prirodnih brojeva manjih od 10™ koji ne sadrze znamenku 4 ima 9™ — 1, svaka znamenka moze biti bilo
koja osim 4, te jo§ moramo odbaciti slucaj kada su sve znamenke jednake 0. Konac¢no, odgovor na pitanje
zadatka je

(10" — 1) — (9" — 1) = 10" — 9™

Pokusajte rijesiti prethodni primjer bez principa komplementa za n = 3. Koje je rjesenje jednostavnije?

Primjer 1.7. Koliko ima brojeva sastavljenih od znamenaka broja 11133333444556787
RjeSenje. Rjesenje je ﬁg‘,z,, koristeci princip kvocijenta.

Kasnije ¢emo za ovakve poretke uvesti naziv permutacije multiskupa.

1.2 Glavni zadaci

Primjer 1.8. Neka su definirani skupovi X = {1, 2, ..., 100} te
S={(a,b,¢) :a,b,ce X, a<b,a<c}.
Koliko je |S]|?

RjeSenje. Broj a moze biti bilo koji broj iz skupa X \ {100}, fiksiramo li broj a iz tog skupa, broj b i broj ¢



1.2 Glavni zadaci

tada, zbog uvjeta mozemo izabrati na 100 — a naé¢ina (bilo koji broj izmedu a + 1 i 100, uklju¢ivo). Konaéno,
trazeni broj je
99 99

99 - 100 - 199
S| = 100 — a)? = 2 U 328350.
51=30 (00~ = Y2 = 21

a=1 a=1

Koristili smo pravilo sume, i unutar sume, pravilo produkta.

Zadatak 1.9. Koliko ima permutacija (poredaka) skupa {1,2,...,7} takvih da nikoja dva od 1,2,3 nisu
susjedni?

Rjesenje. Poredajmo prvo brojeve 4,...,7 na 4! =4-3-2.1 nacina. Sada je potrebno ubaciti 1,2, 3 negdje
izmedu ta 4 broja. Broj mjesta je 5 (dozvoljeno je staviti znamenku na pocetak i na kraj). Odaberemo jedno
mjesto za broj 1 (5 moguénosti), 2 (4 moguénosti) i 3 (3 moguénosti). Kona¢no rjesenje je

4! 60.

Napomenimo da se princip kvocijenta moze prirodno iskazati i jezikom relacija ekvivalencije: uostalom, relacije
ekvivalencije na skupu S to¢no odgovaraju particijama tog skupa. Naime, neka je C' skup klasa ekvivalencije
neke relacije ~ na kona¢nom skupu S. Ako je svaka klasa ekvivalencije veli¢ine r, onda vrijedi

=11,
r

Primjer 1.10. (Prvi kolokvij 2016/2017, 1. zadatak)

(a) Koliko ima brojeva sastavljenih od znamenaka broja 1113333344455678 7

(b) Koliko ima brojeva sastavljenih od znamenaka broja 1113333344455678 ako su znamenke 6 i 8 s razlicitih

strana znamenke 77

RjeSenje: Za (a), rjesenje je ﬁ%’,w

Za (b), dat ¢emo nekoliko razlic¢itih rjesenja.

1. naéin: Rasporedimo znamenke broja 1113333344455 na % nacina. Sada je potrebno jos ubaciti preostala
3 broja 6, 7, 8 izmedu ve¢ rasporedenih 13 znamenaka. Mozemo na 2 nac¢ina odluciti hoée li 6 biti prije ili nakon
7. Nadalje, ako 7 stavimo na mjesto izmedu (k — 1)-te i k-te znamenke, k € {1,2,...,14}, pri ¢emu 0. i 14.
”znamenku” gledamo kao na prazninu, izbora mjesta za znamenku lijevu od 7 ée biti k, a za znamenku desno
od 7 ée biti (15 — k). Ukupan broj nacina za ubaciti ta tri broja je

14

14-15 14-15-29
> k(15— k) =15- SR : = 560.
k=1

Dakle, konacno rjesenje je

13!
2. nacin Broj nacina za ubaciti ta 3 broja smo mogli odrediti i koriste¢i metodu kuglica i Stapi¢a. Trebamo
odabrati tri mjesta izmedu, prije ili nakon tih 13 znamenki. Ako s xg oznaimo broj odabranih mjesta prije
prve, s x; izmedu prve i druge znamenke, ..., s x13 nakon zadnje znamenke, vidimo da je dovoljno odrediti
broj nenegativnih rjesenja

To+x1+...+x13 =3,

kojih znamo da je (3‘;;3) = (136) = 560.

3. nacin Ovaj zadatak se moze rijesiti koristenjem pogodne relacije ekvivalencije (tj. pogodne particije brojeva
sa znamenkama 1113333344455678 ).

Za dva rasporeda 16 znamenaka 1113333344455678 recimo da su ekvivalentna ako se jedan iz drugog moze
dobiti s kona¢no mnogo zamjena mjesta znamenkama 6,7,8. Ovo je oc¢ito relacija ekvivalencije pa se skup
svih permutacija raspada na klase po ovoj relaciji. Primijetimo da svaka klasa ima 3! elemenata - ekvivalentni
rasporedi nekom fiksnom su svi oni gdje 6,7,8 'pomijeSamo’ na proizvoljan nacin, a ostale znamenke ostavimo
na svom mjestu. UocCimo takoder da ¢e svaka klasa imati totno 2 dobra rasporeda - ona gdje je 7 izmedu



1.2 Glavni zadaci

znamenaka 6 i 8. Dakle, konac¢no rjesenje zadatka ¢e biti dvostruko vec¢e od broja klasa. No, kako svaka klasa
ima 6 elemenata vrijedi

16!

6 - broj klasa = ukupan broj rasporeda = A3l

Dakle, konacno rjesenje je
16!

2 = 206400.
6-3!-5!-32! 807206400

Primjer 1.11. Koliko ima parnih brojeva izmedu 20000 i 70000 takvih da su znamenke svakog broja medusobno
razlicite.

Rjesenje. Na prvom mjestu moze se nalaziti bilo koja znamenka iz skupa {2, 3, ..., 6}. Moramo posebno
promotriti slucaj kada je prva znamenka parna, te kada je neparna.

1° Ukoliko je prva znamenka parna, nju mozemo izabrati na 3 nacina. Zadnju znamenku tada mozemo
izabrati na 4 nacina (bilo koja parna znamenka osim one koja je ve¢ odabrana kao prva), a preostale tri
znamenke na 8- 7 - 6 nac¢ina. Dakle, u ovom sluc¢aju imamo 3-4 -6 -7 - 8 nacina.

2° Ukoliko je prva znamenka neparna, nju mozemo izabrati na 2 nacina, zadnju na 5, a preostale 3 opet na
8-7-6, sto nam daje jo§2-5-6-7-8

Dakle, konaé¢no rjesenje je 6-7-8-(3-442-5)=6-7-8-22=7392.

Zadatak 1.12.

(a) S koliko nula zavrsava broj 100!?

(b) S kojim eksponentom prost broj p ulazi u rastav broja n! na proste faktore?

Rjesenje.

(a) Primijetimo da ¢e broj 100! zavrsiti s onoliko nula koliko puta se broj 5 pojavljuje u njegovom raspisu
na proste faktor. (Za svaki par brojeva 2 i 5 u raspisu broja n! na proste faktore dobijemo jednu nulu
na njegovom kraju, ali broj 2 se sigurno pojavljuje vise puta od broja 5.) Konacno, broj 100! zavrsava s

100 100
{5J + {%J = 24 nule. (U (b) dijelu zadatka je objasnjeno zasto vrijedi koristena formula.)

(b) Prost broj p se u raspisu broja n! na proste faktore pojavljuje onoliko puta koliko ulazi u raspis svakog
od brojeva iz skupa {1, 2, ..., n} na proste faktore. Broj p se u svim brojevima koji su djeljivi s p, a nisu
djeljivi s p? pojavljuje jednom, u svim onima koji su djeljivi s p?, ali nisu s p® jos jednom, itd. Dakle,

(o]
ukupni broj pojavljivanja prostog broja p u raspisu broja n! na proste faktore je Z VZJ .
k=1

oo
n n
Napomena 1.2. Suma g {kJ je konag¢na, jer za sve prirodne brojeve k takve da je p* > n vrijedi {J =0.
p
k=1

Primjer 1.13. Na svako polje ploce n X n upisan je broj koji je jednak broju pravokutnika koji sadrze to polje
i koji su sastavljeni od polja ploce. Odredite sumu svih upisanih brojeva.

RjesSenje. Prije samog rjesavanja promotrimo kako ploca izgleda u slucajeviman =2in = 3:

9 112 | 9

414
) 12 | 16 | 12

414
9 112 9




Permutacije i kombinacije

Uvedimo koordinatni sustav kao na slici.

n
J b
2
1
1(2...12]... |n

Svakom polju s brojem b odgovara to¢no b pravokutnika koji sadrze to polje. Zato je suma svih brojeva b jednaka
sumi povrsine svih pravokutnika na plo¢i. Svaki pravokutnik je jednozna¢no odreden svojim dimenzijama i
pozicijom donjeg lijevog polja. x koordinatu donjeg lijevog polja pravokutnika dimenzija ¢ X j mozemo odabrati
na n — i+ 1 nacina (bilo koji broj izmedu 1 i n — i+ 1, ukljucivo), analogno, y koordinatu mozemo odabrati
na n — j + 1 nac¢ina. Dakle, pravokutnika dimenzija ¢ x j na danoj plo¢i ima (n — i+ 1) (n — j + 1). Konaéno,
trazeno rjeSenje je

D =it )= +1) il = > Q=i+ 1)l (n-j+1)]
= {Z[(nﬂ).ii?]}. Z[(nﬂ)wﬂ'?}

3
3
+
— o
~
3

2
= |+ =5 - (Hl)a(%H)}

Napomena. Alternativno, zadatak mozemo rijesiti direktnim brojanjem. Zaista, broj pravokutnika koji sadrze
polje (i,7) jednak je ij(n —i+41)(n—j+ 1) (faktori su redom brojevi nacina za izabrati = i y koordinatu donjeg
lijevog te gornjeg desnog vrha) pa odgovor dobivamo sumiranjem na isti nacin kao i prije.

2 Permutacije i kombinacije

Kljuéne rijeci i notacija: permutacija, k-permutacija, kombinacija, n!, (Z)

2.1 Preliminarni zadaci

Zadatak 2.1. Dokazite indukcijom da za konacan skup S i |S| = n vrijedi |P(S)| = 2".

Primjer 2.2. Neka je A = {a, b, ¢, d}. Napisite sve 2-permutacije skupa A.
RjeSenje. Iz definicije odmah slijedi da je rjesenje ab, ac, ad, ba, be, bd, ca, cb, cd, da, db, dc.

Primijetite da aa, bb, cc, dd nisu permutacije, ve¢ permutacije s ponavljanjem. Takoder poredak nam je bitan,
pa npr. ba # ab. Ukoliko poredak nije bitan rije¢ je o kombinacijama, no o tome vise u sljedeéem poglavlju.
Sada ¢emo odrediti koliko ima k—permutacija skupa od n elemenata. Prisjetimo se definicije faktorijela:

Primjer 2.3. Odredite sve 2-kombinacije skupa {a, b, ¢, d}.



2.1 Preliminarni zadaci

Rjesenje. {a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d}

Napomena 2.1. Sada je, naravno, {a,b} = {b,a}, tj. kod kombinacija nam za razliku od permutacija nije
bitan poredak. Kao i kod permutacija elementi se ne smiju ponavljati pa {a, a} nije kombinacija ve¢ kombinacija
s ponavljanjem (vidi iduée poglavlje).

Prisjetimo se, broj k-permutacija n-¢lanog skupa je
P(n, k)= ——.
(n, k) (n—k)!

Broj k-kombinacija skupa od n elemenata jednak je

(&) ===

Napomena 2.2. Za k > n definiramo <Z) =0.

Dakle, ako biramo k elemenata iz n-¢lanog skupa, ovisno o uvjetima zadatka, broj odabira mozemo sistemati-
zirati uz pomoc¢ sljedece tablice.

redoslijed vazan redoslijed nevazan (kombinacije)
s ponavljanjem nk ("Jr,l:*l)
bez ponavljanja | n(n —1)...(n —k+1) ()

Za gornje desno polje, odgovor je malo kompliciraniji — metodom kuglica i Stapi¢a ¢emo se detaljnije baviti za
nekoliko tjedana. Za zagrijavanje, postavljamo pitanje za posebne slucajeve (bez koristenja formule!).

Zadatak 2.4. Imamo neogranicenu zalihu voc¢a n razli¢itih vrsta. Na koliko nac¢ina mozemo odabrati k vocki
(a) zan=2ilin=23,
(b) za k =2,1li k=37

Primjer 2.5. Koliko se nizova slova duljine 5 moze sastaviti iz hrvatske abecede, tako da su na prvom i petom
mjestu razli¢iti samoglasnici, a na ostala tri mjesta medusobno razli¢iti suglasnici. (Hrvatska abeceda ima 30
slova, od kojih su 5 samoglasnici, a ostalo suglasnici.)

RjeSenje. Na prvo mjesto mozemo postaviti bilo koji od 5 samoglasnika, pa nam za peto mjesto ostaju 4 izbora,
tocnije, postoji P(5,2) nacina za popuniti prvo i peto mjesto. Drugo, treée i ¢etvrto mjesto mozemo popuniti
na ukupno P(25,3) nac¢ina. Sada, za bilo koji na¢in popunjavanja prvog i petog mjesta, postoji P(25,3) na¢ina
popunjavanja preostala tri mjesta. Dakle, kona¢no rjesenje je

P(5,2) - P(25,3) = 5-4-25-24 - 23 = 276000.

Primjer 2.6. Na zabavi je 7 mladi¢a i 3 djevojke. Na koliko nac¢ina ljude mozemo posloziti u red tako da

(a) djevojke se nalaze na prva tri mjesta,;
(b) tri djevojke ¢ine jedan blok;

(c) mladiéi se nalaze na prvoj i posljednjoj poziciji i nema susjednih djevojaka.

Rjesenje.

(a) Djevojke mogu stati u red na 3! nacina, a mladiéi na 7! na¢ina pa je konacno rjesenje 3!- 7!. Zasto smo
koristili princip produkta, a ne princip sume?.



2.1 Preliminarni zadaci

(b) Blok od tri djevojke mozemo postaviti na 8 razli¢itih mjesta (tako da je prva djevojka u bloku na jednom
od 1. do 8. mjesta u redu, ukljucivo). Djevojke unutar toga bloka moZemo rasporediti na 3! nacina.
Mladi¢e moramo rasporediti na preostalih 7 mjesta, Sto mozemo uciniti na 7! nac¢ina. Dakle, rjesenje je

8-3!.7T=3!.8L

Alternativan, ali slican argument: shvatimo blok od 3 djevojke kao jednu osobu te rasporedimo 7+ 1 =8

osoba u niz na 8! na¢ina. Zatim jo§ permutiramo djevojke unutar bloka na 3! nacina.

(¢) Rasporedimo najprije mladiée u red, to mozemo uciniti na 7! nac¢ina. Sada u red moramo smjestiti jos 3
djevojke. Prvu djevojku mozemo smjestiti izmedu prvog i drugog, drugog i treceg, itd. Sestog i sedmog
mladi¢a. Dakle, za prvu djevojku imamo 6 nacina, slicno, nakon sto smo smjestili prvu djevojku, za drugu

imamo 5 nacina, a konacno za trecu 4 nacina. Rjesenje je 7!-6-5 - 4.

Primjer 2.7. Na koliko na¢ina mozemo odabrati grupu od 5 osoba iz grupe od 4 profesora i 7 studenata
(a
(b
(c

(d) tako da odredeni profesor i student ne budu u grupi?

ako nema restrikcija,
tako da u grupi budu toéno 2 profesora,

tako da u grupi budu barem 3 profesora,

)
)
)
)

Rjesenje.
o . . . (11 ”
(a) Iz grupe od 4 + 7 = 11 ljudi moramo izabrati 5, odgovor je < 5 > nacina.
. . . 4 . . T N oo (4 7
(b) 2 profesora mozemo izabrati na o ) Racina, a preostalih troje ljudi na 3) rjesenje je | , ) {4 -
(c¢) Posebno promatramo dva (disjunktnal) slucaja.
. y ) 4 7 7 ..
1° Odabrana su to¢no 3 profesora, imamo 5) \g) = 4- 5) = 84 nacina.

7

4
2° Odabrana su to¢no 4 profesora, imamo (4> . (1

> = 7 nacina.

Dakle, imamo sveukupno 91 nacina.

Napomena 2.3. Netocno bi bilo najprije odabrati 3 profesora, a zatim od preostalih 8 ljudi jos dvije
osobe. Vise puta bi brojali istu situaciju u kojoj su sva Cetiri profesora izabrana. Zasto? Od pomod¢i vam
moze biti da pojednostavite zadatak tako da imate 2 profesora i jednog studenta te trazite dvoclanu grupu

s barem jednim profesorom.

(d) Kako ne smijemo izabrati jednog profesora i jednog studenta, preostaje nam 9 ljudi od kojih moramo

9
izabrati grupu od 5 ljudi, odnosno, imamo (5) nacina.

Primjer 2.8. Na koliko nac¢ina mozemo podijeliti 240 studenata u 3 jednakobrojne skupine tako da

(a) prva skupina ide na vjezbe iz Vjerojatnosti, druga na vjezbe iz Diskretne matematike, a tre¢a na Engleski,

(b) sve tri skupine idu na vjezbe iz Diskretne matematike?

Rjesenje.



2.2 Glavni zadaci

(a)

(b)

2.2

Najprije odaberemo studente za prvu skupinu, zatim od ostatka studente za drugu skupinu, a preostale

Lo . . y . (240 160 -
studente smjestimo u treéu skupinu. sto nam daje 50 )\ s0 nacina.

Razmisljamo isto kao u (a) dijelu zadatka, samo §to nam u ovom slu¢aju nije bitno u koju ¢ée prostoriju
240\ (160
( 80 ) ) ( 80 )

nacina.
3!

koja grupa iéi (u svima se slusaju vjezbe iz Diskretne matematike), pa je odgovor

Glavni zadaci

Primjer 2.9. (Vjerojatnosti u pokeru) U pokeru, igra¢i dobivaju skup od 5 karata iz standardnog §pila od
52 karte. Svaka karta ima jednu od 4 boje, i jedan od 13 brojeva. Radi jednostavnosti, recimo da su brojevi
{1,2,3,...,13}. Dobiveni skup od 5 karata se naziva rukom.

(a)

Koliko razlicitih poker ruku se moze podijeliti iz standardnog spila od 52 karte?
- Zelimo odabrati 5 karata iz $pila od 52. Broj nacina na koji to mozemo napraviti je dan binomnim

koeficijentom
52 52! 52!
= = = 2598960.
( 5 ) 5!(52 — 5)! 547!

Koliko poker ruku je boja (flush)? (Boja je ruka u kojoj su sve karte iste boje, ali nisu nuzno u nizu.)
- Moramo odabrati 5 karata iste boje. Buduéi da svaka boja ima 13 karata, broj na¢ina za odabir 5 karata

iz jedne boje je (153) = 5,(1137315), = 1287. Buduéi da mozemo odabrati bilo koju od 4 boje, ukupan broj

ruku koje su boje je 4 - (1) = 5148.

Koliko poker ruku su dva para? (Dva para je ruka gdje imamo 2 karte jednog broja, 2 karte drugog broja,
i 1 kartu treéeg broja.)

- Biramo brojeve za dva para, (13

2
boje, (3) = 6, pa je broj nac¢ina za odabir karata za dva para 6 -6 = 36. Sada biramo broj za petu kartu.

Preostalo je 11 brojeva, i biramo jednu kartu iz 4 dostupne s tim brojem, ukupno 44 opcije. Ukupan broj
ruku s dva para je:

) = 78 moguénosti. Za svaki par brojeva, biramo 2 karte iz 4 dostupne

1
(23)~6-6-11~4:78-36~11-4:123552.

Koliko poker ruku su ¢ris? (Tris je ruka u kojoj imamo 3 karte jednog broja i 2 karte razli¢itih ostalih
brojeva.)

- Prvo biramo broj za tris (13 opcija). Zatim biramo 3 karte iz 4 dostupne u tom rangu (4 opcije). Sada
biramo 2 razli¢ita broja za preostale dvije karte — 2 od preostalih 12 rangova, tj. (122). Za svaki odabrani
rang, biramo po jednu kartu iz 4 dostupne (42 opcija). Ukupan broj tris ruku je

12
13-4-(2>.42=54912.

Koja je otprilike vjerojatnost za dva para, i za tris?
- Vjerojatnost za dva para je (pod pretpostavkom potpuno slué¢ajnog mijesanja) otprilike 21520500(;]000 = % . %.

. . 50000 __ 2 . , . .
Za tris, racunamo 525566 = 155+ Dakle, za dva para je oko 2,5 puta veca vjerojatnost.

Primjer 2.10. Koliko ima najkra¢ih puteva u cjelobrojnoj mrezi od (0, 0) do (m, n) € N*?

(a)
(b)
()

10

Bez dodatnih uvjeta.
Koji prolaze tockom (p, q), gdjejepe N, p<miqgeN, g <n.
Koji ne prolaze segmentom [(p, q), (p+ 1, ¢)], gdjejepeN,p<m—1igeN, g <n.



2.2  Glavni zadaci

RjeSenje. Najprije primijetimo da su svi putevi koji se sastoje samo od kretanja desno i gore jednako dugi
i da su to najkradi putevi. Svaki niz od z € Ny slova ‘D’ (desno) i y € Ny slova ‘G’ (gore) odreduje to¢no
jedan put od (xg, yo) € N3 do (zo + =, yo + y). Npr. “GGGDDGDGGDDD” nam odreduje put od (xo, yo) do
(zo + 6, yo + 6).

. .. .. . . . + . . ..
(a) Nizova duljine m + n koji sadrze m slova ‘D’ i n slova ‘G’ ima (m n) (izaberemo m mjesta na kojima
m

¢e biti slovo ‘D’; a na preostalima tada mora biti slovo ‘G’), to je i odgovor u ovom slucaju.

(b) Najprije iz (0, 0) dodemo u (p, q), a zatim iz njega u (m, n). Prvi dio puta mozemo izabrati na (p +a

. . m—p+n—gq .. .. (P+4q m-—p+n—q
nacina, a drugi na nac¢ina. Dakle, postoji . puteva.
m-—p D m-—p

(¢) U ovom slucaju ¢emo od svih moguéih (najkraéih) puteva oduzeti one koji prolaze tim segmentom, a
tim segmentom prolaze svi putevi koji vode od (0, 0) u (p, q), iz njega u (p+ 1, ¢), a zatim u (m, n).

m-+n m—-—p—14+n-—
Ukupno ima < N ) puteva. “Losih” puteva ima (p—|— 7). b + 7). Konag¢no, rjesenje je
m p

m—p—1
(m+n) (p+q> (m—p—1+n—q>
— . puteva.
m P m—p—1

Primjer 2.11. Na koliko na¢ina mozemo rasporediti n bra¢nih parova oko okruglog stola? Dva rasporeda
smatramo jednakim ako se jedan iz drugoga moze dobiti rotacijom.

(a) Bez dodatnih uvjeta.
(b
(c

(d) svaka Zena sjedi do svog muza. (n > 2)

Tako da Ana i Ivan sjede jedno do drugoga. (n > 2)

muskarci i zene alterniraju,

)
)
)
)

Rjesenje.

(a) Mozemo razmisljati na dva nac¢ina. Najprije poslazemo ljude normalno u red, $to mozemo uéiniti na (2n)!
nacina. Sada, “krajeve” tog reda spojimo u krug, vidimo da se svaki raspored ponavlja to¢no 2n puta,
dakle, odgovor je (2n — 1)!. Zapamtimo da je broj rasporeda m ljudi oko okruglog stola jednak
(m— 1)

Drugi nacin je da izaberemo jednu osobu i nju smatramo pocetkom, sada je jasno da preostale ljude
mozemo razmjestiti na (2n — 1)! naéina.

(b) Anu i Ivana mozemo smatrati jednim blokom i ujedno njega smatrati pocetkom, Anu i Ivana unutar toga
bloka mozemo rasporediti na 2 nac¢ina, a preostalih 2n — 2 ljudi na (2n — 2)! nac¢ina. Dakle, odgovor je
2-(2n—2).

(c¢) Rasporeda n muzeva oko okruglog stola ima (n — 1)!. Izmedu njih Zene mogu sjesti na n! nac¢ina. Slijedi
da je trazeno rjesenje (zasto princip produkta?) n!- (n — 1)

(d) Promatajmo bracne parove kao blokove. Tada ima (n — 1)! rasporeda bra¢nih parova oko okruglog stola.
Svaki blok moZemo permutirati na dva naé¢ina pa je rjeSenje (zasto princip produkta?) jednako 2"-(n — 1)!.

Primjer 2.12. Za prirodan broj n, neka je dan skup A s 2n elemenata. Sparivanje je particija skupa A na
dvoclane podskupove. Odredite koliko ima razli¢itih sparivanja skupa A.

RjeSenje. Dat ¢emo dva nacina rjeSavanja.

(i) Permutacija skupa A ima (2n)!. Permutacija jednog sparivanja skupa A ima n!. Dakle, iz svakog sparivanja
skupa A mozemo dobiti toéno 2" - n! permutacija skupa A (svaki ¢lan sparivanja, koji je dvoclani skup,
mozemo “unutar sebe” permutirati 2 puta). Iz dva razli¢ita sparivanja nikako ne mozemo dobiti dvije

11



2.3 Zadaci za vjezbu

jednake permutacije. Takoder, iz svih mogucih sparivanja dobiti ¢emo sve permutacije. Dakle, svih

(2n)!

2n . pl’

(ii) Najprije od 2n elemenata izaberemo 2, zatim od preostalih 2n — 2 jo$ 2, itd. zadnja preostala 2 “stavimo”
u n—ti skup. No, nije nam bitan poredak tako dobivenih dvoc¢lanih skupova, stoga je rjesenje

mogucih sparivanja skupa A ima

n—1

EO ("2") 1 "1:[1 (2n—2i)(2n—2i—1)  (2n)!

2 T on.pl’

2.3 Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.13. Na koliko nac¢ina se moze razmjestiti 8 kula na sahovku ploc¢u tako da se nikoje dvije kule ne
napadaju?

(a) Bez dodatnih uvjeta. [Rj. 8!]
(b) Tako da se kule razlikuju. [Rj. (8!)2}

(Kula napada sva polja u istom retku i stupcu u kojem se nalazi.)

Zadatak 2.14. Neka je S skup prirodnih brojeva ¢ije znamenke su iz skupa {1, 3, 5, 7} takvih da se niti jedna
znamenka ne ponavlja.

(a) Odredite |S]|. [Rj. 64]
(b) Odredite ) n. [Rj. 117856
nes

Uputa. Pokusajte nekako ,,pametno” grupirati brojeve u skupu S.

Zadatak 2.15. n kandidata za neki posao se predstavlja pred tro¢lanom komisijom. Svaki od ¢lanova komisije
rangira kandidate prema svom kriteriju. Pravilo je da ¢e neki kandidat biti prihvacen ako ga je barem dvoje
¢lanova komisije stavilo na prvo mjesto. Izracunajte u koliko ée se posto slucajeva izabrati barem jedan kandidat.

3
Rj. (n((?n_!);)!)g y e I)EZ)!Sgn — 1)!)3> - 100% = 73”7; 2 100%

Uputa. Povoljne ishode, tj. one u kojima ¢e netko biti izabran prebrojite tako da najprije prebrojite ishode u
kojem su nekog kandidata izabrala tocno dva ¢lana komisije, a zatim i one u kojima su ga izabrala sva tri ¢lana
komisije.

Alternativno, mozete brojiti nepovoljne slucajeve.

Zadatak 2.16. 10 majki vodi po jedno svoje dijete na kazalisnu predstavu. Pred ulazom u kazaliste stvorio
se red. Na koliko nac¢ina je moguce posloziti red ako:

(a) svaka majka mora biti to¢no iza svog djeteta, [Rj. 10Y]
20!
(b) svaka majka mora biti iza svog djeteta, ali ne moraju biti susjedni? [Rj. 210]

Zadatak 2.17. Koliko poker ruku su skale u boji, full house, par? (Skala u boji je ruka gdje su svih 5 karata
iste boje i u nizu. Full house je ruka u kojoj imamo 3 karte istog broja i 2 karte drugog broja.)

12



Kombinacije i permutacije s ponavljanjem

3 Kombinacije i permutacije s ponavljanjem

Kljuéne rijeci: Multiskup, permutacija multiskupa.

3.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Primjer 3.1. Ispisite sve 2-kombinacije s ponavljanjem skupa S = {a, b, c}.

Rjesenje. {a, b},{a, c},{b, ¢}, {a, a},{b, b}, {c, c}.

Danas ¢emo se detaljnije baviti metodom koju smo vidjeli na prvom predavanju. Na koliko na¢ina mozemo
odabrati k-kombinaciju s ponavljanjem (dakle, poredak tih k-elemenata je nebitan)?ﬂ

Odgovor je ekvivalentan sljede¢em pitanju.

Primjer 3.2. ,,Metoda kuglica i Stapica.”

Na koliko nac¢ina mozemo k € N jednakih kuglica rasporediti u n € N razlicitih kutija?

Rjesenje.
QQ<—‘ %’00...<—‘0...<—H—>.

Promatrajmo niz kuglica i pregrada kao na gornjoj slici. Kuglice lijevo od prve pregrade pripadaju prvoj kutiji,
kuglice izmedu prve i druge pregrade drugoj kutiji, itd. kuglice nakon zadnje pregrade zadnjoj kutiji. Dakle,
imamo niz od k kuglica i n — 1 pregrada. Svaki niz odreduje tocno jedan raspored kuglica po kutijama. Pre-
k+n-—1

grade mozemo razmjestiti na ( 1
n—

) nacina, $to je i odgovor na pitanje zadatka.

Primjer 3.3. U Bologni se prodaju tri vrste sendvica: sa Sunkom, tunom i vegetarijanski. Na koliko nacina
student moze naruciti 6 sendvica (nije bitan redoslijed narucivanja)?

Rjesenje. Trazimo sve Sesteroclane podskupove multiskupa {S*°, T°°, V*°}, odnosno broj nenegativnih cjelo-
6+3—1 8
brojnih rjeSenja jednadzbe z1 + x2 + x3 = 6. Taj je broj jednak ( j?,_ 1 ) = (2>

Primjer 3.4. M = {a,a,b,b,c,c,c} = {a?,b*, c*} Koliko ima permutacija multiskupa M?

Rjesenje. Mozemo razmisljati na dva nacina.

1. naéin. Broj permutacija 7-¢lanog skupa je 7!. Kako je M multiskup, vise puta smo brojali neke permuta-

cije (prvi a i drugi @ ne razlikujemo). Svaka permutacija istih elemenata skupa rezultira istom permutacijom
|

multiskupa M. Zato je trazeni broj m

2. na¢in. Odabiremo najprije dva mjesta (od sedam) na koje éemo smjestiti a—ove. To mozemo uéiniti na 5

.. . ”» 5 .. . - . 2
nacina. c-ove zatim mozemo rasporediti na (3 nacina, a za b—ove je preostao samo jos jedan nacin 5) |-

7 5 2 7!
Uk je broj tacij Itisk jednak . . = —.
upno je broj permutacija multiskupa jedna (2> (3> <2> 5T 31 3]
Analogno odredujemo i broj permutacija opéenitog multiskupa.
k
Napomena 3.1. Broj permutacija multiskupa {«}"*, 3", ..., z}'*}, pri ¢emu je Zmi = N, jednak je
i=1
N!
my!-mal .. my!

Zadatak 3.5. Odredi broj ternarnih nizova (nizovi nula, jedinica i dvojki) koji imaju 2 nule, 3 jedinice i 5

o . 10!

I Formalno, koliko ima podmultiskupova skupa X veli¢ine k?

13



3.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Primjer 3.6. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva kojima su znamenke elementi multiskupa { 74,22 41 6! }?

Rjesenje. Uocimo da bi zadatak bio znatno laksi da koristimo sve znamenke, odnosno da trazimo koliko ima
osmeroznamenkastih brojeva. Zadatak ¢emo rijesiti rastavljanjem na nekoliko sluc¢ajeva u ovisnosti o tome
koliko istih znamenaka sadrzi trazeni petroznamenkasti broj. U opisu svakog slu¢aja navodimo multiskupove

1° {747 21}7 {747 4:1}7 {747 61}
Broj permutacija svakog od triju multiskupova jednak je
jednak #; =351 =15

2 {73, 24, 4"}, {7°, 2", 6'}, {7°, 6", 4"}
5!
#2:3~§:60

%, i zato je ukupan broj brojeva u prvom slucaju

3 {7, 2°}
5!
#3 = ﬂ =10
4° {72’ 227 41}7 {727 22, 61}
5!
#4=2 5oy =00

5° {72’ 217 417 61}7 {71, 22’ 417 61}
|

51
#s =2 5 =120

5
Dakle, takvih je brojeva ukupno # = Z #. = 265
i=1
(Ovakav problem ne bismo mogli opéenito rijesiti — barem zasad)

Problemi distribucije

Nije naodmet jos jednom ponoviti kako se permutacije i kombinacije s ponavljanjem i bez ponavljanja koriste
u kombinatornim problemima.

1. zelimo odrediti broj rasporeda m razli¢itih objekata u n razli¢itih kutija tako da
(a) u svaku kutiju mozemo staviti najvise jedan objekt:
n-n—1)-...-(n—m+1).
(b) svaka kutija moze sadrzavati proizvoljno mnogo objekata:

n™.

Primijetite da poredak unutar kutija nije bitan; npr. n=11im = 2.

(c) svaka kutija moze sadrzavati samo jedan objekt, a na raspolaganju je r1 objekata prve vrste, ...,ry
objekata k—te vrste, gdje je n = Ek: i
= n!

(d) svaka kutija moze sadrzavati proizvoljan broj objekata, ali poredak unutar kutije je bitan:
n-(n+1)-n+2)-...-(n+m-—1).
2. zelimo odrediti broj rasporeda m identi¢nih objekata u n razlic¢itih kutija tako da

(a) u svaku kutiju stavimo najvise jedan objekt:

14



3.2 Glavni zadaci

(b) u svaku kutiju stavimo proizvoljan broj objekata:

n+m-—1
m .
(¢) niti jedna kutija ne bude prazna:
Trazimo broj cjelobrojnih rjesSenja jednadzbe r1 +ro + ...+ 1, =m, 7; > 1.
Uz supstituciju s; =7, —1=s1+...+s, =m —n.

RjeSenje je, stoga
m—-—n+n—-1) (m-—1
n—1 S \n—-1)"

Primjer 3.7. Koliko ima uredenih cetvorki (x1, z2, x3, 4) € N* takvih da je rizoxzxy = 90007

3.2 Glavni zadaci

Rjesenje. 9000 = 2332 .53
Svaki faktor broja 9000 je oblika x; = 2% - 3% . 5% a;, v; € {0, 1, 2, 3}, B; € {0, 1, 2}, i € {1, 2, 3, 4}. Da bi
bilo x1x2x324 = 9000, mora vrijediti

art+as+agt+ays = 3,
Br+P2+B3+B1 = 2
Y1+Y2+7v3+v = 3.

Postoji <g> razli¢itih rjesenja prve jednadzbe, <Z) druge, te (g) zadnje. Odgovor na pitanje zadatka je
6\> (5
: = 4000.
() )

Primjer 3.8. Koliko ima k—podskupova skupa {1, 2, ..., n} koji ne sadrze dva uzastopna broja?

Rjesenje. Neka su
1< <as<...<apr<n

elementi jednog trazenog podskupa. Definirajmo by = a1, bo = ag — 1, ... by = ar — k + 1. Sada vrijedi
1<bi<by<---<by<n—k+1.

(Ocito gornje ima smisla samo u slucaju &k < n — k + 1, $to je i nuzan uvjet da postoji trazeni podskup. )

Sliéno, ako nam je dana k-torka (b1, by, ..., bg) s 1 < by <by <.+ <bp, <n-—k+1., moZemo ‘rekonstruirati’
a1 =bi,ap =ba+1,a3 =b3+2,...,ar = b + k — 1, bez uzastopnih elemenata. Time smo uspostavili bijekciju
izmedu k-torki (a1, as, ..., ax) i (b1, ba, ..., bg).

Dakle, potrebno je odgovoriti na koliko na¢ina mozemo odabrati k elemenata od njih n — k 4+ 1. Odgovor je
n—k+1

k
2. ideja (sli¢no) Umjesto by, ..., by, mozemo promatrati uzastopne razlike. Neka su
1<ai<as<...<ap<n
elementi jednog trazenog podskupa. Definirajmo ¢; = a; —a;-1 —2 > 0za i =2,...,k, tec; = a3 —11i
Ck+1 =N — ag. Vrijedi ¢; + -+ 4 ¢x+1 = n — 2k + 1. Uspostavimo bijekciju izmedu (aq,...,ax) i (c1,...,cri1),
te prebrojimo izbore za (c1,...,crr1) uz pomoé metode kuglica i Stapiéa.

Primjer 3.9. Koliko ima cjelobrojnih rjesenja jednadzbe
1+ a2+ 23+ 24+ 25 =50

uz uvjete: r1, 4, 5 > 0; 2 <23 <7; 29 > 2
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3.2 Glavni zadaci

RjesSenje. Uvest ¢emo supstituciju [y1 = x1, Y2 = x2 — 2, y3 = T3 — 2, Y4 = T4, Y5 = T5], nakon cega pocetna
jednadzba glasi

Y1+ Y2 +y3 +ys+ys = 46 (1)

uz uvjete y; > 0,7 € {1,2,...,5}iys <5

Jednostavnom supstitucijom svodimo uvjet x > ¢, ¢ € N na z > 0, $to znamo rijesiti. Uvjet y3 < 5 takoder
¢emo pokusati svesti na poznatu situaciju. Posluzit ¢emo se principom komplementa: broj cjelobrojnih rjeSenja
jednadzbe uz uvjet y3 < 5 jednak je razlici broja rjesenja bez ikakvih dodatnih uvjeta i broja rjesenja uz
uvjet y3 > 5, tj. y3 > 6. Broj rjeSenja uz uvjet y3 > 6 odredujemo supstitucijom z3 = y3 — 6, te z; = y;, za
i =1, 2,4, 5 pa govorimo o jednadzbi z; + 22 + 23 + 24 + 25 = 40. Na kraju, broj cjelobrojnih nenegativnih

46 +5—1 40+5—-1 50 44
S y . . ki B _ _ _
rjesenja pocetne jednadzbe jednak je ( 16 ) ( 40 ) < 4 ) ( 4 )

Primjer 3.10. Pokazite da je broj (4n)! djeljiv s 23" i 3"

Rjesenje. Promotrimo multiskup M = {a‘ll, ag, ..., ai}. Broj permutacija tog multiskupa (prirodan broj!)
. (4n)!  _ (4n)!
je qrara1 = zwmge €N

Zadatak 3.11. Neka je dan skup A ={1,2,...,n}.
(a) Koliko ima bijekcija f: A — A?
(b) Koliko ima bijekcija f : A — A koje su same sebi inverz i nemaju fiksnih toc¢aka?

(¢) Koliko ima rastuc¢ih funkcija f: A — A?

Rjesenje.
(a) Ovo je samo broj permutacija n-¢lanog skupa kojih znamo da je n!.
(b) Ako je f(i) = j, tada je nuzno j # i jer f nema fiksnih tocaka. Kako je f sam sebi inverz, mora vrijediti

i=(fo i) =F(f@)=f0),

tj. mora vrijediti f(j) = i. Zaklju¢ujemo da ako krenemo od takvog preslikavanja domenu moramo modéi
podijeliti u dvoclane podskupove. No, vrijedi i obratno — ako domenu podijelimo u dvoc¢lane podskupove
lako mozemo doé¢i do dobrog preslikavanja — ako smo uparili {i,j}, preslikavanje f definiramo tako da
vrijedi f(i) = j te f(j) = i. Dakle, ukupan broj takvih preslikavanja ¢e biti jednak broju sparivanja
n-Clanog skupa — ako je n neparan to je oCito nemoguce pa je odgovor 0, a ukoliko je paran, ve¢ smo
ustanovili da je rjesenje
n!
21/2 . (n/2)!

: ¢ ija. ,=1,...,nsa x; 3
(¢) Neka je f: A — A neka rastuca funkcija. Za i =1 n sa x; oznaCimo broj elemenata domene koji se
preslikaju u i. Drugim rije¢ima, z; = |f~!({i})|. Primijetimo da ti brojevi zadovoljavaju jednadzbu

r1+x2+...+xn=mn; x;, >0, zai=1,2,...,n.

Dakle, svakoj rastuc¢oj funkciji mozemo pridruziti jedno nenegativno cjelobrojno rjesenje gornje jednadzbe.
No, mozemo i obratno! Da bismo u potpunosti odredili rastu¢u funkciju, dovoljno je odrediti koliko se
elemenata preslikava u svaki element kodomene — ako je (1,2, ..,2,) jedno rjeSenje gornje jednadzbe,
onda ¢e postojati jedinstvena rastuca funkcija kojoj se x1 elemenata preslikava u 1, x5 elemenata preslikava
u 2, itd. Jasno, tocno se {1,2,...,x1} moraju preslikati u 1 (ili eventualno nijedan element ako je x; = 0),
pa se onda sljede¢ih x5 brojeva x1 + 1,z1 + 2,...,x1 + 22 mora preslikati u 2, itd. Ovo pridruzivanje je
bijekcija, pa je broj rastué¢ih funkcija jednak broju rjesenja gornje jednadzbe, kojih znamo da ima (2"7;1)
koriste¢i metodu kuglica i Stapica.
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Permutacije i kombinacije: dokazivanje identiteta

Zadatak 3.12. Pauk ima po jednu cipelu i jednu ¢arapu za svaku od svojih 8 nogu. Na koliko nacina se pauk
moze obuti ako na svaku nogu najprije mora obuéi carapu, a onda cipelu. Prebrojavamo procese oblacenja, a
ne konacan rezultat!

RjeSenje. Oznacimo s a; radnju oblacenja Carape, a s b; radnju oblacenja cipele na i-tu nogu, i € {1,...,8}.
Kako se carapa treba obudi prije cipele, a; uvijek trebamo izvrsiti prije b;. Tada trazimo broj permutacija
skupa S := {a1,...,as,b1,...,bg} takvih da se za sve i € {1,2,...,8} element a; nalazi u permutaciji prije

elementa b;. Ukupan broj permutacija tog skupa bez restikcija jednak je 16!. Sada trebamo pronaéi nacin kako
izbaciti nepovoljne permutacije. Iz tog razloga uvedimo relaciju ekvivalencije na skupu permutacija prostora S
s uvjetom da su dvije permutacije ekvivalentne ako se jedna moze dobiti iz druge samo proizvoljnim zamjenom
mjesta elemenata a; i b; (indeks mora biti isti). Konkretno, tada imamo da su permutacije

(a3, bz, a1, a4, a7,b1,a2,b2,bs,as,a6,b6,b7,a8,bs,bs) i (as,bs, b1, as,ar,a1,ba,a2,bs,as,ag, be, by, bs, bs, ag)

ekvivalentne (u drugoj permutaciji samo trebamo zamijeniti mjesta parovima (a1,b1), (as,b2) i (as,bs)), dok
permutacije

(a37b37a17a47a77b17a27b27b47a57a67b67b77a87b5ub8) i (alab37a37a47a77b17a27bQub47a57a67b67b77a87b57b8)

nisu ekvivalentne (trebali bismo zamijeniti mjesta elementima a; i as §to nije dopusteno). Nije tesko provjeriti
da smo gornjim pravilom uistinu zadali relaciju ekvivalencije. Promotrimo particiju skupa permutacija skupa S
po zadanoj relaciji ekvivalencije. Lako je uo¢iti da svaki skup iz dane particije ima toéno 28 elemenata (imamo
8 parova kojima mozemo mijenjati mjesta), te da od tih 2% particija imamo to¢no jednu particiju koja odgovara
16

uvjetima zadatka. Sada je jasno da smo s brojem 16! dali toéno 28 puta veéi broj, iz cega slijedi da je rjesenje 2—8'

4 Permutacije i kombinacije: dokazivanje identiteta

4.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Prvo navodimo algebarski dokaz dvaju identiteta s predavanja.
Teorem 4.1. Neka su n i k prirodni brojevi takvi da je n > k. Za binomne koeficijente vrijedi.

(1) Simetrija.

/—:\
~——
Il
N

3
N

k

n\ (n-—1 n n—1
k) \k—1 k)
Dokaz. Na predavanjima smo pokazali kombinatorni dokaz, a ovdje navodimo algebarski.

(1)

n—=k

(2) Pascalova formula.
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4.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

U ovoj cjelini ¢emo dokazivati identite metodom dvostrukog prebrojavanja. Pretpostavimo da zelimo dokazati
neki identitet A = B pri ¢emu su izrazi A i B takvi da ih mozemo kombinatorno interpretirati (sume i produkti
binomnih keoficijenata, faktorijela, Stirlingovih ili Fibonaccijevih brojeva, itd.) Metoda se sastoji od tri koraka.
Najprije definiramo skup S kojem ¢emo odrediti broj elemenata na dva razli¢ita nac¢ina. U drugom koraku
dokazujemo da je A = |S|. Najcesée je ovaj korak ide direktno iz definicije skupa S (izraz A nam daje ideju
kako definirati S). Posljednji korak je dokazivanje B = |S| iz ¢ega zaklju¢ujemo da vrijedi A = B.

Formalno, u dokazu da je |S| = B se esto konstruira bijekcija sa skupa S na pogodan skup S’ za koji je jasno
da je |S’| = B.

Umjesto preliminarnih zadataka, ocekuje se da su studenti shvatili, ili idealno, samostalno dokazali identitete
s predavanja. Neki od tih identiteta (npr. (¢) i (d)) su ponovljeni u nastavku jer ¢e nekim ¢itateljima mozda
pomodi slikovitija interpretacija.

Broj k-permutacija n-elementnog skupa oznac¢avamo s P(n, k).

Zadatak 4.1. Dokazite tvrdnje koriste¢i kombinatorne argumente, tj. metodom dvostrukog prebrojavanja.

(a) P(n,k)=nPn—1,k—1)

Neka je S skup svih k-permutacija skupa X od n elemenata. Na lijevoj strani jednadzbe je broj elemenata
skupa S prema Problemu 2.4. Na desnoj strani je isti broj zapisan na drugi na¢in. Svaka k-permutacija
odreduje i odredena je elementom x; na prvom mjestu i (k — 1)-permutacijom preostalih n — 1 elemenata
skupa X’ = X \ {z1}. Element na prvom mjestu mozemo odabrati na n nacina, a preostali niz od k — 1
elemenata iz (n — 1)-¢lanog skupa X’ mozemo odabrati na P(n — 1,k — 1) nacina

(b) P(n+1,k) = P(n,k) + kP(n,k —1)
Neka je S skup svih k-permutacija skupa X od n + 1 elemenata. Na lijevoj strani jednadzbe je broj
elemenata skupa S prema Problemu 2.4. Fiksirajmo neki element x iz skupa X. Skup svih k-permutacija
od X mozemo podijeliti u dva disjunktna skupa ovisno o tome pojavljuje li se element x u permutaciji ili
ne. Broj permutacija u kojima se x pojavljuje je kP(n,k — 1) jer moramo odabrati jednu od n pozicija
za element x 1 na preostale pozicije odbrati (k — 1)-torku iz n-clanog skupa X \ {z}. Broj permutacija u
kojima se ne pojavljuje z je jednostavno broj k-permutacija n-clanog skupa X \ {z}.

@ ()0 =06

Neka je X skup od n elemenata i neka je S skup svih urdenih parova (Y, Z) takvih daje Z CY C X i
|Z| = r,|Y| = m. Podskup Y C X takav da je |Y| = m mozemo odabrati na () nacina, a jednom kad
smo odabrali skup Y podskup Z C Y takav da je |Z| = r mozemo odabrati na (T) nacina. Zato je broj
trazenih parova (Y, Z) jednak lijevoj strani identiteta. S druge strane, skup S je u bijekciji sa skupom
svih uredenih parova (Y',Z) pri ¢emu je Z C X, |Z| =r, Y C X C Z, |Y'| = m — r. Bijekcija je dana
sY' =Y\ Z. Podskup Z C X takav da je |Z| = r mozemo odabrati na (') na¢ina. Jednom kad smo
odabrali skup Z podskup Y’ C X C Z takav da je |Y’| = m —r mozemo odabrati na (:;_Z) Ovo pokazuje
da je broj elemenata skupa S jednak desnoj strani identiteta.

Dat éemo slikovitiju interpetaciju. Pretpostavimo da promatramo izbor za najljepsu pudlicu svijeta. Tada
je na lijevoj strani broj nacina na koji od n pudlica mozemo izabrati m njih koje idu u polufinale, a za-
tim od pudlica u polufinalu odabrati r njih koje idu u finale. Na desnoj strani prvo od n natjecateljica
odabiremo r njih za finale, a onda od preostalih n — r mjesta odabiremo njih m — r koje su u polufinalu.
Ovdje smo brojali uredene parove skupova pudlica koje idu u polufinale i finale.

@02 (1)) =)

Ponovno ¢emo ponuditi slikovito rjesenje zadatka. Prebrojimo skup S svih moguéih odabira r-¢lane
ekipe za matematicku olimpijadu s kandidatima od kojih je m mladi¢a i n djevojaka. S desne strane je
broj nacina na koji mozemo od tih m 4 n osoba odabrati r clanova ekipe, tj. broj elemenata skupa .S.
Primijetimo da skup S mozemo podijeliti na disjunktne skupove u ovisnosti o broju k koji predstavlja
broj mladi¢a u ekipi i moze biti 0,1,2,...,n. Tih k£ mladi¢éa mozemo odbrati na (7,?) nacina, a jednom
kad smo odabrali mladi¢e ekipu mozemo dopuniti s » — k djevojaka na (Tfk) nacina. Zato lijeva strana
takoder daje broj elemenata skupa S.

Preciznije, neka su X 1Y disjunktni skupovi takvi da je | X| = ni|Y| = m. Ako je S skup svih podskupova
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4.2 Glavni zadaci

Z C X UY takvih da je |Z] = r, onda desna strana oznacava broj elemenata skupa S. Primijetite da
je skup S u bijekciji s unijom disjunktnih skupova Si, k € {0,1,...,n}, pri ¢emu su elementi skupa Sk
uredeni parovi (P, R) takvida je P C X,RCY i|R| = k,|P| =r — k. Bijekcija je danas Z = PUR i
P=7ZNX,R=72NY. Upotpunite sve detalje ovog rjesenja.

n ' Tl) .

e il . ] =n2"

@ >,
Zamislimo ovakvu situaciju: iz skupine od n vatrogasaca izdvojen je jedan kojeg nazivamo kapetan i
on mora odabrati po volji mnogo ostalih ljudi koji s njim idu u misiju. Buduéi da kapetana mozemo
odabrati na n nacina i on za svakog od preostalih n — 1 ljudi odlucuje ide i ili ne ide u misiju, desna
strana je broj nacina da se formira takva vatrogasna ekipa. Svaka takva ekipa moze se formirati tako da
odaberemo i od n vatrogasaca koji idu u misiju i medu njima (dakle, na i nac¢ina) odaberemo kapetana.
Buduéi da je velicina ekipe proizvoljna zbrajamo brojeve z(?) za sve vrijednosti ¢ od 0 do n.
Preciznije, za n-¢lani skup X desna strana broji elemente skupa S svih uredenih parova (z,Y’) pri ¢emu
jex e X1Y C X\ {z}. Skup S je u bijekciji s unijom disjunktnih skupova S;, i € {0,1,...,n},
pri ¢emu su elementi skupa S; uredeni parovi (z,Z7) takvi da je Z C X i z € Z. Bijekcija je dana s
Z =Y U{z},Y = Z\ {z}. Dovrsite rjesenje za vjezbu.

4.2 Glavni zadaci

Zadatak 4.2. Dokazite da za n > 4 vrijedi

(%) =5(2)+(5)

RjeSenje. Lijeva strana predstavlja broj dvoc¢lanih podskupova skupa svih dvoclanih podskupova od X =
{1,2,...,n}, odnosno kardinalitet skupa

S={{{a,b},{c,d}}:a#b, c#d, {a,b} # {c,d}, a,b,c,d € X }.

Primijetimo da je moguée da je |{a,b} N {c,d}| jednako 1 ili 0. Npr. skup {{1,2},{1,3}} se nalazi u S.
Rastavljamo na ta dva slucaja:

(a) Ako je |{a,b} N {c,d}| =0, tada su a,b,c,d € X svi razli¢iti. Mozemo ih odabrati na (’}) nacina. Sada
treba odrediti koliko razli¢itih elemenata iz S mozemo sklopiti od ta ¢etiri elementa. Primijetimo da se
radi o podskupovima, tako da nam nije bitan poredak elemenata unutar skupova! Postoje 3 razlicita
elementa iz S koje mozemo dobiti pomoc¢u a, b, c,d, a to su

{{a, 0}, {c.d}}, {{a, e} {b,d}}, {{a,d}, {b,c}}.

Dakle, konacan broj elemenata od S u ovom slucaju je 3(2).

(b) Ako je [{a,b} N{c,d}| = 1, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je b = d. Tada {a,b,c}

mozemo odabrati na () nacina, a elemenata iz S koje mozemo dobiti pomocu njih je opet 3, to su:

{{a.0}{a,c}}, {{a,c}{b.c}}, {{a,b},{b,c}}.
Dakle, broj elemenata iz S u ovom slucaju je 3(73‘)

Kako su ovi slu¢ajevi disjunktni, dobivamo [S| = 3(}) 4 3(}), §to je tofno desna strana.

Zadatak 4.3. Za nenegativne cijele brojeve m i n, pronadite zatvorenu formulu za sumu

> ()6t

i dokazite tu formulu pomoéu kombinatornih argumenata.
RjeSenje. Za svaki k, neka je

Se=1{(A,B):|A| =k, |B| =m,AC B [n]}
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4.2 Glavni zadaci

(ili neformalno, izbor k-¢lanog ”povjerenstva” A i onda dopunjavanja do m-¢lanog tima B). Vrijedi |Si| =
—k

() Gar) -

Neka je S = [J,_~q Sk Drugi nacin za specificirati element skupa S je izabrati prvo skup B ((;’1) moguénosti),

i onda podskup A, (2™ moguénosti). Dakle, vrijedi

= (1) (k) =1s= ()

Zadatak 4.4. Dokazite kombinatornim argumentom da za n,r € N takve da je r < n vrijedi

> () ()= ()

RjeSenje. Neka je X = {1,2,...,n}. Definirajmo S kao skup particija X na pet medusobno disjunktnih
skupova (A, B,C, D, E) takvih da je AUB = 7“E| Tada je:

|S\ = <n> .9 . gn—r ;
r ~—~ S~~~
N——

biramo A biramo (C,D,E)
biramo AUB

pri ¢emu posljednje vrijedi jer za svaki od preostalih n — r elemenata biramo to¢no jedan od skupova C, D, E.
Za lijevu stranu, definirajmo

Sy ={(A,B,C,D,E)€ S:|AUBUCUD| =k}.

Kako AUBUCUD uvijek ima minimalno r elemenata, ovaj skup ima smisla za k = r,r+1,...,n. Standardno,
n
S=JSk i SinS;=0,Vi#j
k=1

pa je |S| =Y r_, |Skl|. Vrijedi

s ()

——
biramo AUBUCUD biramo AUB

Q) .5, 00

biramo A biramo (C,D)

Ovime je zadatak rijesen.

Primijetimo da je razlika izmedu prvog i drugog nacina prebrojavanja jedino ta Sto u drugom pristupu prvo
odmah izbacimo elemente koji ¢e se nalaziti u £ — oni su nam ranije dali broj 3"~" . Sada preostalih k — r
elemenata moramo rasporediti po C' i D §to nam daje samo dvije opcije za svaki element (jer je C N D = ().

5 () () = ()

Zadatak 4.5.
Dokazite da za 0 < m < n vrijedi

RjeSenje. Neka je X = {1,2,...,n}. Krenimo sada od lijeve strane (izraz s desne strane na prvu ruku izgleda
tesko za kombinatorno interpretirati- §to bi trebao predstavljati ¢lan 2"~™71?). Za k > 0 (gledamo samo one
za koje ova suma ima smisla, tj. m < 2k < n) definirajmo

Sy ={(A,B): A\ BC X, |A| =2k, BC A, |B|=m}.

2Te particije mozemo zamisliti kao podjelu n osoba u pet timova, pri Gemu prva dva tima sadrze r osoba.
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4.3 Daljnji zadaci

Tada je [Sk| = (5}) (37]:) jer prvo odaberemo A na (,;) nadina, a zatim iz tih 2k elemenata biramo B na (fr’f)
nacina. Primijetimo da jedino Sto ovisi o k u definiciji skupa Sy je kardinalitet skupa A. Zato ¢e vrijediti

S=|J Sk ={(4,B): A,BCX, |A] je paran, BC A, |B| =m}.
k>0
Sada mozemo direktno doéi do kardinaliteta skupa S. Naime, prvo odaberemo B na (Zfl) nacina, a onda za svaki
od preostalih elemenata (oznac¢imo ih s {x1, 2, ..., Ty_m}) biramo hoéemo 1i ih staviti u A ili ne, ali tako da na
kraju A ima paran broj elemenata. Dakle, ovisno o parnosti m, zanima nas broj podskupova {z1, za,...,Zp—m}
parnog kardinaliteta, ili broj podskupova {x1,z3,...,Z,—n} neparnog kardinaliteta. No, iz predavanja znamo
da je

{C c{az1,20,. . 2pm} O] =0 (mod 2)} = {C C {z1,22, .., T} : [C| =1 (mod 2)}| = 27",
Dakle, neovisno o parnosti broja m, imamo 2"~™~1 izbora za skup A4\ B. Dakle,
{Cc{r, 22, ., Tp_p}:|C| =0 (mod 2)} =271
|S| = (')2"~™~!, as druge strane

5= Y15 =3 (5) ().

k>0 k>0

Napomena. {C C {z1,z2,...,Zn—m} : |C| =0 (mod 2)} mozemo prebrojiti i na standardan nacin: primije-
timo da x1,x2,...,Zn—m—1 mozemo ili staviti ili ne u C (dvije opcije za svaki od tih n —m — 1 elemenata),
no za Tp_,, onda vise nemamo pravo izbora — ako je trenutni broj elemenata u C neparan onda x,_,, nuzno
moramo staviti u C, a ako je taj broj paran onda x,,_,, ne smijemo staviti u C'.

Zadatak 4.6. (Prvi kolokvij 2014/2015, 7.zadatak)

Dokazite da vrijedi
" n\? 5(2n —2
Zk(n—k)(k) =n ( " )
k=0

Rjesenje. Neka su X i Y dva skupa takva da je |[X|=1Y|=ni X NY = (. Definirajmo
S={(a,0,A):aeX,beY, AC(XUY)\{a,b}, |[A] =n}.

Tada je |S| = n? (2";2) jer svakog od a i b mozemo izabrati na n na¢ina, a zatim od preostalih 2n — 2 elemenata
biramo njih n koje ¢emo staviti u A na (2"n_2)
elemenata iz A koje smo uzeli iz X. Neka je

nacina. Lijevu stranu mozemo dobiti tako da fiksiramo broj

Sp={(a,bA) € 8:|ANX|=k}.

Ovi skupovi imaju smisla za k = 0,1,...,n. Tada je |Sk| = k(n — k) (2)2 jer AN X, odnosno k elemenata iz X

koji se nalaze u A, mozemo izabrati na (Z) nacina, a zatim preostalih n — k elemenata koji nam nedostaju za A

biramo iz Y (tocnije, sada biramo skup ANY’), i to mozemo uciniti na (nfk) = (2) nacina. Time smo odabrali
A=(ANX)U(ANY). Jos preostaje odabrati a kao neki od preostalih n — k elemenata iz X i b kao neki od
preostalih n — (n — k) = k elemenata iz Y na (n — k)k nacina. Tvrdnja zadatka slijedi iz S| = Y7 _ |Sk|-

4.3 Daljnji zadaci

Zadatak 4.7. Dokazite kombinatornim argumentom

2 (o) () - ()
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Sinteza 1 i uvod u rekurzije

Zadatak 4.8. Dokazite kombinatornim argumentom da za n € N vrijedi

Z (:) E22F=1 = 3n=2n(2n + 1).

k=0

Zadatak 4.9. Neka je B,, broj particija skupa {1,...,n}. Dokazite da je broj particija skupa {1,2,3...,n}
koje imaju svojstvo da se susjedni brojevi nikada ne javljaju u istom ¢lanu particije dan s B,,_1.

Zadatak 4.10. Neka je s(n,m) broj permiutacija n-¢lanog skupa koje se sastoje od k ciklusa. Kombinatornim

argumentom dokazite
n

!
Z s(k,m)% =s(n+1,m+1),

k=m

gdje jen >m > 0.

5 Sinteza 1 i uvod u rekurzije

Za ove vjezbe, provizorni plan je da se prvi sat radi ponavljanje dosadasnjeg gradiva, a drugi sat uvod u rekurzije.

5.1 Preliminarni zadaci

Preporucamo studentima da detaljno prorade zadatke iz prethodnih poglavlja i postave vezana pitanja.
Napomenimo da smo veé susreli nekoliko nizova koji se prirodno definiraju uz pomoé rekurzivnih formula,
bududéi da su takvi nizovi tema sljede¢eg poglavlja. Primjerice,

P(n,k)=nPn—1,k—1) i

n\y (n-1 n n—1
k) \k—-1 k
mogu posluziti kao rekurzivne definicije danih nizova.

Zadatak 5.1. Postavite rekurzivnu relaciju za a,, proj podskupova n-¢lanog skupa. Radi li se o linearnoj
rekurziji?

Rjesenje. a, = 2a,_1 zan > 1, uz ag = 1. Radi se o (homogenoj) linearnoj rekurziji.

Zadatak 5.2. U nekoj populaciji se 8iri virus. Nultog dana, broj zarazenih je by = 1. Svakog dana, svaka
zarazena osoba zarazi 2 nove osobe. Koliki je broj zarazenih u n-tom danu (oznacen s b,,)?

Rjesenje. b, = 3.

5.2 Glavni zadaci

(Dio zadataka se moze ostaviti za 7. sat).

Zadatak 5.3. (Prvi kolokvij 2013/2014, 4.zadatak)

10 zatvorenika odlazi na kino projekciju u pratnji 20 policajaca. Za svakog zatvorenika zaduzena su to¢no dva
odredena policajca. Pred ulazom u kino napravio se red (jedan po jedan). Neposredno iza svakog zatvorenika
mora doéi jedan od za njega zaduzenih policajaca, dok drugi mora biti negdje iza njih (ali ne nuzno neposredno
iza). Na koliko nacina se moze zatvorenike i policajce posloziti u red?

RjesSenje. Dajemo dva razlicita rjesenja.

1. naéin Prvo za svakog zatvorenika odaberemo jednog policajca koji se nalazi neposredno iza njega na 2'°
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5.2  Glavni zadaci

nacina. Promatramo sada rasporede 10 odabranih blokova (zatvorenik-policajac) i 10 preostalih policajaca. Za
dva rasporeda recimo da su ekvivalentna ako se mogu dobiti s kona¢no mnogo zamjena mjesta nekog odabranog
bloka i preostalog policajca koji je odgovoran za zatvorenika u tom bloku. Ovo je relacija ekvivalencije, svaka
klasa ima 2'0 elemenata jer za svaki fiksan raspored, sve njemu ekvivalentne rasporede mozemo dobiti tako da
za svaki par (blok-preostali policajac) biramo hoéemo li mu zamijeniti mjesta ili ne. Dakle, imamo

210 . broj klasa = broj svih permutacija = 20!.

Svaka klasa ima to¢no 1 dobar raspored — onaj gdje svaki blok u rasporedu dolazi prije preostalog policajca, pa
je konacan broj rasporeda za fiksan odabir blokova jednak broju klasa koji iznosi STOé. No, mi smo prvo fiksirali

te blokove pa je kona¢no rjesenje

20!
210, 56 = 20!.

2. nacin Prvo rasporedimo svih 20 policajaca u red na 20! nac¢ina. Sada preostaje ubaciti 10 zatvorenika na
mjesta izmedu policajaca. No, za fiksan raspored policajaca, polozaj svakog zatvorenika je jedinstveno odreden
— moramo ga staviti neposredno ispred prvog policajca u redu koji je zaduzen za njega, tako da ovdje nemamo
nikakvih izbora. Kona¢no rjesenje je stoga samo 20!.

Zadatak 5.4. Neka je X skup s n elemenata.
a) Koliko ima surjekcija f : X — X takvih da je f(f(z)) = f(x) za svaki z € X?
b) Dokazite da je broj funkcija f : X — X takvih da je f(f(x)) = f(z) za svaki z € X jednak

> ()

k=1

Rjesenje.
a) Postoji jedna takva surjekcija — identiteta f(z) = x. Naime, za svaki y u slici funkcije f vrijedi
y=[flx)=fly) = f(f(2) =flz)=y.
b) Koristeéi prethodnu implikaciju, broj takvih funkcija s |[Im(f)| =S, |S| =k je
gk

(elementi skupa S su fiksni, za ostalih n — k proizvoljno biramo sliku.) Sumiranjem po S i k& dobivamo
zeljenu formulu.

Zadatak 5.5. (Prvi kolokvij 2015/2016, 6. zadatak)
Neka je S(n,m) broj particija n-¢lanog skupa na m nepraznih dijelovalﬂ Za m > n kombinatorno dokazite

Xn: S(n, k) (T]:) k.

k=1

m’ll

RjeSenje. Lijeva strana predstavlja broj funkcija s n-¢lanog u m-¢lani skup, odnosno kardinalitet skupa
S={f:{1,2,...,n} = {1,2,...,m}: f je funkcija}.

Za k=1,2,...,n stavimo

Kako je m > n imamo

S=JSk i SinS;=0,Vi#j,
k=1

3tj. (S(n,m)) je Stirlingov broj druge vrste.
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5.3 Uvod u rekurzivno rjesavanje zadataka

paje [S| =31 _; |Sk|. Da bismo izracunali |S|, prvo odredimo k elemenata slike od f na ('}') nacina, ozna¢imo te
elemente s 71, . .., 2. Da bismo u potpunosti odredili f dovoljno je odrediti skupove f~1({z1}),..., f~1({zx}).
Kako su po pretpostavci ti skupovi neprazni, vidimo da je

{7 {ed), - T {a b))

jedna k-particija skupa {1,2,...,n}. Sada mozemo gledati obrnuto, krenemo od neke k-particije tog skupa,
koju mozemo izabrati na S(n, k) nac¢ina, oznacimo ju s {Ai,..., Ar}. Jos§ je jedino preostalo odrediti element
x; Cija praslika daje A;, neki drugi element ¢ija praslika daje Ao, itd. To mozemo uéiniti na k! nacina. Dakle,
|Sk| = S(n, k) (7)k!. Sada imamo

m" =151 =315 = S(n. k) <TZ> k.
k=1 k=1

5.3 Uvod u rekurzivno rjeSavanje zadataka

Zadatak 5.6. Na koliko maksimalno podruéja n pravaca dijeli ravninu?

RjeSenje. Zanima nas maksimalni broj, stoga mozemo pretpostaviti da nikoja dva pravca nisu paralelna i da
se nikoja tri ne sijeku u istoj tocki. Oznacimo s a, trazeni broj. Kada na n —1 pravac dodamo jos jedan,
dobivamo n dijelova ravnine vise no §to smo imali. O¢ito je a; = 2, dakle, trebamo rjesiti

ap =anp_1+n; a1 =2.

Iteracijom ove relacije, dobivamo

ap, = Gp1+n=lapo2+m—1]+n=...
= 24243+...+n=
_ @H

Ova tehnika se ¢esto naziva teleskopiranjem. Moze se iskoristiti za bilo koju linearnu relaciju prvog stupnja
(tj. relaciju koja ”ide samo jedan korak unazad”).

Zadatak 5.7. Neka je r, broj djelova na koje dijagonale konveksnog n—terokuta djele njegovu unutrasnjost.
Pretpostavimo da se nikoje 3 dijagonale ne sijeku u istoj tocki. Nadite rekurziju i zatvorenu formulu za 7,,.

Rjesenje. Dodamo n—tu tocku i prebrojimo koliko novih djelova dobijemo. To radimo na taj na¢in da tu novu
tocku spajamo s preostalima i to jednu po jednu i gledamo koliko smo novih djelova dobili u svakom koraku.

Trazena rekurzija je

n3 —6n%+17n — 18

n—1

7v >4) :17
3 n -~ T3

rn:rn1—|—< >+n—2:rn1+

6
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5.3 Uvod u rekurzivno rjesavanje zadataka

koju lako rjesavamo teleskopiranjem. RjeSenje je

n* —6n3+23n2 —42n+ 24
24 '

Ty =

U sljede¢em zadatku ne morate naci zatvorenu formulu, ve¢ samo relevantnu rekurzivnu relaciju s pocetnim
uvjetima.

Primjer 5.8.

(a) Odredite rekurzivnu relaciju za a,, = broj podskupova skupa {1, 2, ..., n} koji nemaju susjednih eleme-
nata. Odredite prvih pet ¢lanova niza (a,).

(b) Odredite rekurzivnu relaciju za broj binarnih nizova duljine n koji nemaju susjednih jedinica.

RjeSenje. Odmah vidimo da je pod (a) i pod (b) jednak odgovor. Naime, prisjetimo se bijekcije izmedu P([n])
i {0,1}" (podskupova i binarnih nizova). Ista bijekcija pridruzuje skupove opisane pod (a) i binarnim nizovima
opisanim pod (b) i obratno.

Oznadimo s a,, trazeni broj. Na zadnje mjesto u nizu mozemo staviti ili 0 ili 1 (ili ¢emo uzeti n—ti element ili
ne¢emo). Ukoliko je 0, onda oc¢ito imamo a,_; na¢ina za upotpuniti niz, a ukoliko je to 1, onda na (n — 1)-vom
mjestu ne smije biti 1, pa imamo a,_o nacina. Dakle, dobili smo rekurziju

Gp = Qp—1 + Qp—2,
s poCetnim uvjetima a; = 2, ag = 3.

(I mozemo zakljuciti da je a,, jednak Fibonaccijevom broju Fj,42).

Zadatak 5.9. (Prvi kolokvij 2012/2013, 4. zadatak) Neka su k i n prirodni brojevi i neka je k < n. Neka je
B,, ploca koja ima n redaka i u i-tom retku ima ¢ polja. Npr. By je

Dokazite da je Stirlingov broj druge vrste S(n,k) jednak broju nac¢ina da stavimo n — k topova koji se ne
napadaju na plo¢u B, _1.

Rjesenje. Rekurzija za Stirlingove brojeve glasi S(n,k) = S(n — 1,k — 1) + kS(n — 1, k) uz pocetne uvjete
S(n,0) =0,5(n,1) =1 za sve n € N. Ozna¢imo s a(n, k) broj rasporeda n — k topova na plo¢u B,,_;. Pokazat
¢emo da ovi brojevi zadovoljavaju istu rekurziju kao i Stirlingovi brojevi, uz iste poCetne uvjete, iz ¢ega ée
slijediti tvrdnja zadatka.

Ocito je a(n,1) = 1 jer je jedini nac¢in da postavimo n — 1 topova na B,,_; taj da u i-tom retku jednog topa
stavimo na i-to mjesto. Takoder, nemoguée je staviti n nenapadajuéih topova na B,_; pa je a(n,0) = 0.
Izvedimo sada rekurzivnu relaciju za a(n, k). Rastavimo sve rasporede n — k nenapadajuéih topova na B,,_1 na
2 slucaja:

(a) Ako u posljednjem retku nije nijedan top, onda moramo rasporediti n — k topova na plo¢u B, _s, a to
mozemo uciniti na a(n — 1,k — 1) naéina jer jen —1— (k—1)=n — k.

(b) Ako je u posljednjem retku to¢no jedan top, krenimo od toga da prvo rasporedimo n — k — 1 topova na
B,,—2, §to mozemo uciniti na a(n — 1, k) na¢ina. Time smo zauzeli n — k — 1 stupaca, pa ¢e u posljednjem
retku ostati n — 1 — (n — k — 1) = k mjesta za postaviti zadnji top. Dakle, u ovom slu¢aju imamo ukupno
k- a(n —1,k) nacina.

Zbrajanjem vidimo da je a(n, k) = a(n — 1,k — 1) + k- a(n — 1, k), ¢ime je zadatak rijesen.
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Dio II

Rekurzije, funkcije izvodnice i formula
ukljucivanja i isklju¢ivanja

6 Rekurzivne relacije

Usvojit ¢emo usvojiti sistemati¢nu metodu za rjesavanje linearnih rekurzija s konstantnim koeficijentima.

Uz to, ponovit ¢emo sumaciju redova (iz Matematicke analize), jer nam je to gradivo kljuéno za sljedeéa dva
poglavlja.

U svim zadacima koji slijede, vrijedi ispisati prvih nekoliko ¢lanova niza, §to pomaze u pogadanju i/ili provjeri
rjesenja.

6.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Zadatak 6.1. Odredite sume formalnog reda f(z) = >.° ; a,z™ (dakle, bez brige o konvergenciji), za

a) an

b) a, =
c) ap = 3n +5,
d) a, =2,
{0, n paran,
e) an = ;
1, n neparan.
) an, = n%rz

Rjesenje. a) U ovom slucaju formulu za funk01Ju fi(z) direktno dobijemo koristenjem formule za sumu ge-

ometrijskog reda: fi(z) =Y 0" jazz™ =Y 0 ja" = .
b) Funkcija je dana redom fo(z) = > 7 na™. Krenut ¢emo od geometrijskog reda (tj. reda iz a) dijela), koji
¢emo najprije derivirati, te potom pomnoziti s x:

o0
> "=
n=0

¢) Ocito za trazenu funkciju f3(x) = ZZOZO(Z%n + 5)z™ vrijedi

fa(w) = 3fa(w) +5f1(2) = 255 + 125

d) I ovdje ¢emo se posluziti geometrijskim redom:

fa(x) = 300 g 2" = 300 0 (22)" = =5,

e) I ovdje se postupak svodi na koristenje formule za sumu geometrijskog reda:

fo(@) = 2o e =2 (@) = =

f) Opet kreé¢emo od geometrijskog reda, koji ¢emo najprije pomnoziti s , potom integrirati (po ), te na koncu
podijeliti s z2:

Z?:Oxn:ﬁﬁzzozoxn—'—l_ 1— x:zn 0 n+2 fl Id.’L’——(E—lH(l—.’L’)

2" _ xz—In(1— z)
Zn:O n+2 T2

= :>Zm: = fo(x).

1—.’L‘)2

Zadatak 6.2. Nadite zatvorenu formulu za sljedeée nizove.
( ap41 = 5an7 ag = 2

(b) bnt1 = by + 27, bo—l

(¢) cne1 =cn+n-3n, co =0.

(d) d, = 3dy—1 — dp—3, s uvjetima a; = 3, az =9, az = 26.

6.1.1 Homogene linearne rekurzije s konstantnim koeficijentima

Ponavljamo metodu koju smo uveli na predavanjima. Radi se o jednostavnom receptu, ali je klju¢no da studenti
samostalno rijeSe nekoliko zadataka kako bi usvojili ovu metodu.

Izraz oblika ¢,an4r + cr—10n4r—1 + . .. + coa, = 0 nazivamo homogena linearna rekurzija s konstantnim
koeficijentima reda r.

Na predavanjima smo naucili rjeSavati homogene linearne rekurzije uz pomo¢ sljede¢eg teorema.
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6.2 Glavni zadaci: homogene linearne rekurzije s konstantnim koeficijentima

Teorem 6.1. Ako su rjeSenja karakteristi¢ne jednadzbe 1, - ,x,, s kratnostima ki,--- , k,,, onda je opce
rjesenje rekurzije dano formulom

an, = (A11+A12n+...+A1klnk1—1) il'?
+ (A21 + Agon 4+ -+ - + Asznk‘Q*l) D

+ (At + Apon + -+ Ay, 0P ) 2

Napomena 6.2. Uocite daza k; =1,49=1,...,m, dobivamo poseban slu¢aj a, = Aiaf +--- + Az

Primjer 6.3. Rijesite rekurziju:

ap — (an_1 + 156,92 —9a,_3=0; ag =1, a1 =2, ay = 3.

Rjesenje. Karakteristicna jednadzba: 2® — 722 + 152 — 9 =0 = 1 = 1,25 = 23 = 3, sada je opée rjedenje
ap=A-1"+B-3"+C-n-3".

Iz pocetnih uvjeta imamo

1 = a9 = A+ B
2 = a1 = A+3B+3C :>A:0,B:1,C:—%,
3 = ap = A+9B+18C
Uvrstimo u opce rjesenje i imamo a,, = (1 — g) -3M.
Napomena 6.3. Fibonaccijev niz je definirans F} = Fo, = 1, te F, = Fj,_1 + F,,_2, Vn > 3. Zatvorena formula

za, Fibonaccijeve brojeve dana je s

1

F,=—
VB

1 n _ n
( ”5) _(1 ﬁ) ],WN
2 2
Zadatak 6.4. Dokazite prethodnu formulu indukcijom (dakle, algebarski).

6.2 Glavni zadaci: homogene linearne rekurzije s konstantnim koeficijentima

Zadatak 6.5. Nadite zatvorenu formulu za niz zadan s a,, = 3a,,—1 — 2a,,_2, s ag = 5, a; = 12.

[Rj. an, =7-2" — 2]
Zadatak 6.6. Odredite rekurzivnu relaciju za broj ternarnih nizova duljine n, a,,, koji ne sadrze podniz 012.

RjeSenje. Rastavimo zadatak na disjunktne slucajeve ovisno koji se broj nalazi na prvom mjestu, s posebnim
oprezom kad je to 0. RjeSenje je dano s

ap = 3Ap_1 — Gp_3

a1:3,a2:9,a3:26
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6.3 Nehomogene Linearne rekurzije s konstantnim koeficijentima

Ovisno o tome koliko je jasan ”recept”, rijesiti jedan od sljedeé¢ih dvaju zadataka.
Zadatak 6.7. Rijesite rekurziju
ap+apn_2=0; ay=1,a; =1.
1—1 141

Rj. a, = 5 i+ 5 S(=i)"

Zadatak 6.8. Neka je a,, broj na¢ina na koji mozemo plo¢u 2 X n poplocati plo¢icama dimenzija 1 x 11 1 x 27
(rotiranje plocica je dozvoljeno). Odredite linearnu rekurzivnu relaciju za niz (a,) i pocetne uvjete.

Uputa. Oznacimo s a,, traZeni broj, a s b,, broj na¢ina na koji mozemo poploc¢ati ,,.krnju” ploéu 2 x n (ploci
2 x n maknemo jedno krajnje polje 1 x 1). Analizom moguéih ploéica koje mogu doéi na jedno fiksno krajnje
polje (ili na ,,istureno” polje u slu¢aju krnje ploce) dobivamo sustav rekurzija

p = Ap_1+ ap_2 +by +bp_y
bn = anp-1 + bn—l

Iz druge relacije teleskopiranjem dobijemo b, = an—1 + Gn—2 + ap—3 + -+ + b1 + a1 = by + Syp—1, gdje je
Sp=a1+as+ -+ ap, pajea, =ap_1+ an_o+ Sp_1+ Sp_o + 2. Iskoristimo tu relaciju za izracunati

Qp — Qp—1 = Gp—1 + An—2 + Sn—l + Sn—2 +2- (an—2 +an—3+ Sn—2 + Sn—B + 2) = 2an—1 +an—2 — an_3.

iz cega slijedi a,, = 3a,—1 + an—2 — an—3. JoS je preostalo odrediti pocetne uvjete a1, as,as i onda je a, jedins-
tveno odreden.

6.3 Nehomogene Linearne rekurzije s konstantnim koeficijentima

Prisjetimo se jo§ jednom rjesenja za homogenu linearnu rekurziju, oblika ¢,a,4y + -+ + c1ap41 + coan = 0.
Ako su rjesenja karakteristicne jednadzbe z1,--- ,x,, s kratnostima kq,--- , k,,,, onda je opce rjeSenje rekurzije
dano formulom

an = (A +Apn+--+ Ay e ap
—+ (A21+A22n+~~+A2k2nk271) l‘g

+ (Ami+A4pon+- + Am,kmnkmfl) .

Koeficijenti Ai1, ... Am k, (ukupno r koeficijenatal!) se odreduju iz pocetnih uvjeta.
Izraz oblika ¢ apir + -+ + c1anst1 + coan = f(n), gdje je f neka funkcija od n, nazivamo (nehomogena) li-
nearna rekurzija s konstantnim koeficijentima r—tog reda.

Postupak za rjesavanje:
(1) Nalazimo opée rjesenje pripadne homogene jednadzbe a’f.
(2) Trazimo partikularno rjesenje aX prema teoremu koji slijedi.
(3) Opde rjesenje je a,, = anH + af, a koeficijente odredujemo iz pocetnih uvjeta.

Primjer 6.9. Rijesite rekurziju a, = 3ap—1 — 2an_2 + 103772, s ag = 3, a; = 10.

RjeSenje. Primijetimo da smo pripadnu homogenu relaciju rijesili u sklopu Zadatka
Trazimo partikularno rjesenje. Ovdje je f(n) = 10-3"~2, eksponencijalna funkcija, pa pogadamo eksponencijalnu
funkciju, tj.

ol =B .3

Ako je to rjesenje tog oblika, an_1 = B -3""!, a,_o = B -3""2. Potrebno nam je B-3" =3B -3""! —2B.

372 410 - 3"~ 2. Dijeljenjem s 3" 2 dobivamo 9B = 9B — 2B + 10, pa je B = 5. Nage partikularno rjesenje je
P n

a, =5-3"
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6.3 Nehomogene Linearne rekurzije s konstantnim koeficijentima

Zatim, kao u Zadatku opée rjesenje homogene jednadzbe je afl = A; + Ay -2". Opée rjesenje nehomogenog
problema je
(07%% :A1+A22n+53n

Konaé¢no, u ovoj fazi (i ne ranije!), koristimo pocetne uvjete za rjesavanje za A; i As. Kada je n = 0, imamo
3=A;+ A5 +5,akada je n =1, imamo 10 = A; + 245 + 15. Rjesenje je Ay = —3, A; = 1. RjeSenje rekurzije
s poCetnim uvjetima je a, =5-3" — 32" + 1.

Sljededi teorem nam daje opéeniti oblik partikularnog rjesenja.

Teorem 6.4. Dana je rekurzija ¢, apqr + -+ + €1an4+1 + coan, = C - p(n) - b", pri ¢emu su C' i b neke konstante,
i p je polinom m-tog stupnja. Ako je b korijen karakteristi¢ne jednadzbe kratnosti k, onda je partikularno
rjesenje rekurzije dano s

al = n*py(n)b",

pri ¢emu je p; polinom stupnja m s neodredenim koeficijentima.

Napomena 6.5. Obi¢no su nam relevantni (i intuitivniji) posebni slu¢ajevi prethodnog teorema:
-p(n)=1ik=0,

-p(n) =1,
Sb=1,
-k=0.

Kako izgleda af u tim sluéajevima?

Primjer 6.10. Rijesite rekurziju

Gn+1 — Dap, = 4n? +2n4+6; a1 =1.

RjeSenje. Rjesavanjem karakteristicne jednadzbe pripadne homogene rekurzije dobivamo af =A-5".
Dalje, vidimo da partikularno rjeSenje moramo traziti u obliku afj = Bn? 4+ Cn+ D, uvrstavanjem u danu
rekurziju dobivamo

B(n+1°+C(n+1)+D—5Bn®>—5Cn —5D = 4n* +2n +6
<~
—4Bn? + (2B — 4C)n + (B + C — 4D) = 4n® + 2n + 6.

Izjednacavajuéi koeficijente s lijeve i desne strane (kao u jednakosti polinoma) nalazimo B = -1, C' = —1,
D = —2. Kona¢no, uvrStavanjem a,, = af + af u pocetni uvjet

l=a;=5A—1-1-2=54—4,

2

nalazimo da je A = 1. RjeSenje dane rekurzije je a, = 5" —n* —n — 2.

U sljede¢im primjerima, preporu¢amo na vjezbama samo naéi partikularno rjeSenje, a ostatak ostaviti za sa-
mostalan rad.
Primjer 6.11. Rijesite rekurziju

anp =6ay,_1—9,_2+n-3" ay=2,a =3.

Rjesenje. Karakteristiéna jednadzba pripadne homogene rekurzije dana je s 22 — 6z +9 = 0, te ima rjesenja
r1 = x9 = 3. Dakle, anH =A-3"+B-n-3". Sada vidimo u kakvom obliku moramo traziti partikularno
rjesenje, odnosno aX’ = n? - (an +b) - 3". Uvrstavanjem u danu rekurziju imamo

n? (an+b)-3"=6-(n—1)°-Ja(n—1)4b-3""1=9-(n—2)°-[a(n—2)+b-3""2+n-3" /:3"
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6.4 Daljni zadaci

Dakle, a =

rjeSenje je a, =

<~
n* (an+b)=2-(n*—2n+1)(an—a+b) — (n* —4n+4) (an —2a+b) + n
<~
(1 —6a)n + (6a — 2b) = 0.
b=

3n
2

. . . -5 .
. Sada, uvrstavanjem a, = af;[ + afj u pocetne uvjete dobivamo A =2, B = 3 Konac¢no
1

| N =

E
6?
- (n® 4 3n* — 10n + 12).

Primjer 6.12. Rijesite sustav rekurzija

an = —20p-1+4b,_1,
a; = 4, bl =1.
by, = —5ap_1+ 7bn71;
a 20y, — a 2a
Rjesenje. Iz prve rekurzije dobivamo b,_; = M, odnosno b, = %ﬂ Uvrstavajuc¢i dobiveno

u drugu rekurziju dobivamo da je potrebno rjesiti rekurziju

Qg — 5an_1 + 6&n_2 = 0; a; = 4, ags = 720,1 + 4b1 = —4.

Rjesenje dobivene rekurzije je a, = 2" — 4. 3", a sada lako nalazimo i da je b, = 2" — 5. 3",

6.4 Daljni zadaci

Zadatak 6.13. Kao u predavanjima, neka je .J, broj poplocavanja ploce 1 x n ploc¢icama dimenzija 1 x 1 i
1 x 2?7 Dokazite tvrdnje koriste¢i kombinatorne argumente, tj. metodom dvostrukog prebrojavanja.
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Jern = JmJn + Jmfljnfl

Broj prekrivanja ploce duljine m + n jednak je J,4,. Promotrimo plo¢u na mjestima m i m + 1. Ako
se na njima nalazi domino, onda preostali dio plote mozemo prekriti na J,,_1J,_1 nacina, ako je ploca
slomljiva na tom mjestu onda je mozemo prekriti na J,,J, nacina.

. 3dy = Jn+2 +Jn2

Promatramo (n + 3)-plo¢u slomljivu iza mjesta 3. Prva tri mjesta moéi ¢emo popuniti na tri nacina
(J3 = 3), a ostatak ploce na J,, pa ukupno takvu plo¢u mozemo prekriti na 3.J,, nacina.

Nagéi interpretaciju desne strane je nesto teze. Ako kvadrati¢ nije ni druga ni treca plo¢ica u prekrivanju
onda raspored prvih plo¢ica mora biti KDD (da bi ploca bila slomljiva iza mjesta 3), a ostatak mozemo
prekriti na J,_o na¢ina. S druge strane, ako se kvadrati¢ nalazi na drugom ili treéem mjestu rasporedi
prvih plocica su oblika DK ... ili KDK ... ili KKK .... Uklonimo li kvadratié¢ (koji je drugi ili treéi u
prekrivanju) dobivamo rasporede oblika D ..., KK ... ili KD..., tj. sve moguce rasporede prekrivanja
ploce duljine n + 2 kakvih ima J, ;2.

—~ (p
> (l> Jn—i = Jnip.
]z)e?sna strana oznacava broj poplocavanja ploce duljine n + p. Za interpretaciju lijeve strane razlikujemo
disjunktne sluc¢ajeve: ako se medu prvih p ploc¢ica u prekrivanju nalazi totno 7 domina, mozemo ih ras-
porediti na (1:) nac¢ina, a preostalih n +p — 2i — (p — i) = n — @ mjesta mozemo prekriti na J,_; nacina.
Buduéi da ¢ moze biti bilo koji broj od 0 do p, prema pravilu sume slijedi trazena tvrdnja.

S = Jop 1+ J2

Promatrajmo plo¢u duljine 2n slomljivu iza mjesta n. Razlikujemo dva disjunktna sluc¢aja. Ako su mjesta
n—1,n,n+11n+ 2 pokrivena dominama (...DD...), ostatak plo¢e mozemo prekriti na J,_o - J,—2

nacina. S druge strane, ako su spomenuta mjesta pokrivena rasporedima ... KD... ili ... KK ... ili
...DK ..., izbacimo kvadrati¢ s mjesta n ili n + 1 i dobivamo prekrivanja ploce duljine 2n — 1 kojih ima
Jon—1.



Sinteza 11

Zadatak 6.14. Rijesite rekurziju
p — 3Ap—1 + 20p_2=2"; ag=3, a1 =8.

[Rj. an = (2n+1)-2" 4 2]

7 Sinteza I1

Za ovaj sat vjezbi, preporuca se studentima da donesu zadatke s prijasnjih ispita i dosadasnjih vjezbi/predavanja
s kojima su imali poteskoca. U protivnom se rjeSavaju odabrani zadaci s prethodnih kolokvija.

7.1 Preliminarni zadaci

Zadatak 7.1. Nadite zatvorenu formulu za niz d,, = 3d,—1 — d;,—2, s uvjetima d; = 3, da = 9.

3v5 (3+v5)  3v5 [(3-v5\)
5 2 5 2 :

Rj. a, =

Zadatak 7.2. Prirodoslovno-matematicki fakultet ima 7 odsjeka s po n > 5 studenata u svakom odsjeku.

(a) Tim nazivamo inkluzivnim ako sadrzi clanove s barem dvaju odsjeka. Odredite broj ¢etveroclanih inklu-
zivnih timova.

(b) Tim nazivamo superinkluzivnim ako sadrzi clanove s barem triju odsjeka. Odredite broj peteroclanih
superinkluzivnih timova.

Skica rjeSenja.
a) Broj cetveroclanih inkluzivnih timova je (74”) -7().

b) Za “profil odsjeka” postoje Cetiri opcije: aaabc, aabbc, aabed i abede. Posljedi¢no, broj peteroclanih
superinkluzivnih timova je

() s(5)+ G) () e () (G ()

7.2 Motivacija za funkcije izvodnice

Primjer 7.3. Na koliko na¢ina mozemo ”usitniti” novéanicu od 20 kn ako na raspolaganju imamo kovanice
od1, 215 kn?

RjesSenje. Oznacimo sa a,b i ¢ broj kovanica od jedne, dvije i pet kuna. Tada problem glasi:

Koliko ima rjesenja jednadzbe a + 2b + 5c = 20, z,y,z > 0, a,b,c € Z?

Problem mozemo rijesiti rastavljanjem na slucajeve po npr. varijabli c. No dobili bismo previse slucajeva, a i
zelimo nac¢i metodu koja rjesava sve slicne probeme.

(‘@+@+@@+ )
(e - (5} « B )

Raspisemo li ovaj produkt dobivamo sumu u kojoj svaki pribrojnik odgovara nekom iznosu ispla¢éenom u kova-
nicama po 1, 2 ili 5 kn. Jedan takav pribrojnik je
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Funkcije izvodnice

RjeSenje je broj pribrojnika za koje se dobije da im je suma 20.

Uz supstituciju
® -

f@)=Q0+z+22+2+.. )1 +2> +2* +.. )1 +2° +2'0+--.).

slijedi:

Ako zapiSemo f(z) = ag + a1z + agx? + ..., treba odrediti koeficijent agy (oznaka (x2°)). Grubom silom
dobivamo asg = 29.

Napomena. Zapravo smo dos§li do “funkcije izvodnice” f za niz a,=broj rastava broja n. Funkcije izvodnice
¢emo sistemati¢no uvesti na sljede¢em predavanju.

U osnovi smo problem rijesili rastavljanjem (to¢nije, popisivanjem) svih mogudéih sluc¢ajeva, no ova metoda daje
opcenitiji postupak.

8 Funkcije izvodnice

8.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Podsje¢amo da je za ovo poglavlje neizostavna podloga iz Matematicke analize.
Kljuéne rijeéi: funkcija izvodnica, eksponencijalna funkcija izvodnica, formalni red, suma, produkt, derivacija

i integral formalnih redova, geometrijski red, eksponencijalna funkcija.
[ee]

Definicija 8.1. Za niz (a,), ¢y pridruzena funkcija izvodnica (skraceno FI) je formalni red potencija Z anz".

n=0

Red nazivamo formalnim jer ne razmatramo pitanje konvergencije kao kod Taylorovih redova. Nas ne zanima
vrijednost u odredenoj tocki = ve¢ iskljucivo koeficijenti. Osnovne operacije s formalnim redovima identi¢ne su
kao i kod Taylorovih redova.

Prilikom manipulacije funkcije izvodnica koristimo svojstva Taylorovih redova.

Geometrijski red (konvergira za |z| < 1)

1
1—=z

l+az+a?+ad4... =

Definicija 8.2. Neka je o € R, n € N. Tada se opé¢i binomni koeficijent (a) definira kao
n

n n!

(a) ala—1)(a—n+1)

Op¢i binomni poucak

(1+2)* = i (2‘) ()"

k=0

Napomena 8.3. Uocite da je Op¢i binomni poucak poopéenje Binomnog poucka, tj. da se formule podudaraju
za o € N (problem je $to u opéem binomnom poucku imamo red, a ne kona¢nu sumu).

Pravilo inverzije

<_”> _ (=n)(=n—-1)..(—n—k+1) _ (=D*n(n+1)..(n+k-1)
k - k! - k!

— (—l)k (n+lljfl).
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8.2 Glavni zadaci

Prisjetimo se da iz definicije eksponencijalne funkcije slijedi

2 3
e® :1+$+£+£+"',
2! 3l
2.2 3,.3
@ ] part e+ LT 4
‘ 2l 3l '
Za racunanje eksponencijalnih funkcija izvodnica, koristimo sljedeéa (prirodna) pravila za formalne redove.
oo o0
. e . a . b .
Definicija 8.4. Neka je e; (z) = Z ;T!L:E" ies(x) = Z n—n'x” Tada je
n=0 n=0
= an + by,

Zadatak 8.1. Odredite funkciju izvodnicu za f;, = broj k-kombinacija multiskupa {a® b,c*,d}. Odredite
koliko ima 4-kombinacija (fy).

RjeSenje. Elemente a i ¢ mozemo uzeti 0,1 ili 2 puta, dok elemente b i ¢ mozemo uzeti ili ne uzeti:
f@)=(1+z+2*)(1+z)(1+z+2%) (1+2)
Sada je lako to izmnoziti te potom o¢itati (z*)
f(x) =144z + 82 + 1023 4 8x* + 425 + 2°

= (') =38

8.2 Glavni zadaci

Do sada smo pod rjeSenjem kombinatornih problema uglavnom podrazumijevali zatvorenu formulu, npr. n! za
broj permutacija ili (Z) za broj k-kombinacija skupa od n elemenata. No, nemaju svi kombinatorni problemi
rjeSenje u obliku zatvorene formule pa smo npr. sa S (n, k) oznacili broj k-particija skupa od n elemenata, a
B,, za broj particija skupa od n elemenata. Neke probleme poput odredivanja broja k-kombinacija konacnog
multiskupa, odredivanje broja permutacija s ponavljanjem kona¢nog multiskupa trebalo je rastaviti na slucajeve
i onda rijesiti svaki slucaj posebno. Kod takvih problema od velike pomo¢i su nam funkcije izvodnice koje ne
samo da mozemo shvatiti kao rjeSenje danog problema, ve¢ su i mocan tehnicki alat za rjesavanje kombinatornih
problema.

Pomodu funckija izvodnica mozemo opravdati metodu za rjeSavanje linearnih rekurzija s konstantnim koefici-
jentima. Ovdje ¢e nas vise zanimati modeliranje kombinatornih problema (kombinacije kona¢nog mutiskupa,
permutacije s ponavljanjem).

Dio zadataka se moze prebaciti na 9. vjezbe buduéi da FUI ne bi trebala zahtijevati 2 sata.

Interpretacija binomnog poucka pomocu funkcija izvodnica

(Z) = broj k-kombinacija n-¢lanog skupa

Neka je S = {51,592, ,S,} n-¢lani skup, te A = {S;,,Si,, - ,Si.} C S k-¢lani podskup od S.
Na koliko na¢ina mozemo odabrati A?
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8.2 Glavni zadaci

Prvi element mozemo uzeti 0 puta ili jednom, drugi element mozemo uzeti 0 puta ili jednom, ... i n-ti element
mozemo uzeti 0 puta ili jednom, odnosno:

l+z)-14+xz)---Q+z)=0+2)"

Dakle f (z) = (1+2)" = Z <Z) z¥ je funkcija izvodnica za ay = broj k-kombinacija n-¢lanog skupa.

k=0
Naglasavamo da je ovjde niz (ay) indeksiran sa k, a n je samo neki fiksni parametar u problemu (primjerice
n = 100). Naravno, za k > n vrijedi ax = 0.

Sto je s kombinacijama s ponavljanjem n-élanog skupa?
Svaki element mozemo uzeti proizvoljno mnogo puta!

fl@) =Q+z+2>+-) - Q+az+2>+) - (1+a+2°+)
1 1 1
Cl-z l-x 1—x
B 1
\1-2z
=ag+ a1z + ax® + -
Dobiveni red nazivamo funkcijom izvodnicom za k-kombinacije multiskupa {S7°,55°, - ,5:°}. Koeficijente

mozemo izracunati uz pomo¢ pravila inverzije.

f@ - (1)

= (30— x) "

()

=S (M) et
- 20 ("t e

Zadatak 8.2. Odredite funkciju izvodnicu za broj kombinacija multiskupa {alo, b, 012} te odredite koliko ima
15-kombinacija.

RjesSenje. Element a mozemo uzeti proizvoljan broj puta, od 0 do 10, b od 0 do 7 puta i ¢ od 0 do 12 puta:

(I+z+ - +2"0) (Q+az+-+2") (1+z+-+2'?)
11 8 13

f (@)

1—=x 1—2° 1—=x

1—=z 1—=z 1—=z

(1—2") - (1-2% -(1-2")-(1- z)7?

o e

k k

:(1—I8—$11—$13+I19+"')'Z(kZQ)xk
k

:><x15>: <151<5k2> B <7J7r2> B <422> B <242r2> _ g
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8.2 Glavni zadaci

Napomena 8.5. Primijetimo da broj 15-kombinacija daje odgovor na sljedece pitanje. Imamo 15 kuglica, i
zelimo ih rasporediti u 3 kutije na nacina da prva kutija sadrzi maksimalno 10, druga maksimalno 7, i treéa
maksimalno 12 kuglica (v. zadatak [8.2).

Opcenito, u prethodna dva zadatka smo prezentirali drugi na¢in rjesavanja Primjera na stranici
(probajte ga rijesiti s ovom metodom), s tim da s funkcijama izvodnicama mozemo raditi s proizvoljno mnogo
ogranicenja. Takoder bismo lako rijesili problem da neka varijabla mora biti djeljiva s 2 i sl. (samo uzimamo
parne potencije...).

Zadatak 8.3. Na koliko nacina se 24 jednaka bombona moze raspodijeliti medu 4 djece tako da svako dijete
dobije barem 3, ali ne vise od 8 bombona?

RjesSenje. Svakom od njih ¢etvero mozemo dati 3, 4, ... ili 8 bombona.

f (@) :<x3+x4+~--+w8)4
=z 1+:1c—|— +:c5)4
g9 (1l-x
= (H)
=z!2. (1717) (1—a)*

4
=z!2. (1 425 + 621% — 4z18+x24) ( > k
b=

k

= (212 — 4™ 4 622t — 4070 1 27) . < +3> k
— k
1243 6+ 3 3
) = —4- 6-
= (%) - (% )* ;

Zadatak 8.4. Broj particija p; (n) od n u razli¢ite sumande jednak je broju particija ps (n) od n u neparne
sumande. Dokazite!

Rjesenje. Naéi éemo funkcije izvodnice za oba problema, i pokazati da su jednake! Same brojeve takvih par-
ticija ne znamo izra¢unati, pa nam funkcije izvodnice uvelike pomazu u ovom slucaju.
Pogledajmo particije od n = 6 u razli¢ite i u neparne sumande:

6 =1+24+3 =1+1+1+1+1+1

=145  =1+14+143
=244 =145
=6 =3+3

Funkciju izvodnicu f; za racunanje p; (n) nije tesko odrediti, svaki od sumanda mozemo uzeti 0 ili 1 put, dakle:

file) =1+a)- (1+2?)-(1+a™) -
H(1+:ck)
k=1

Analogno odredimo i f5, smijemo uzimati samo neparne sumande, ali ih mozemo uzeti proizvoljno mnogo puta:

fa (7) :(1—|—x+x2+---)~(1+x3+x6+-~-)~(1+x5+x10+~-~)-~-
= 1 . 1 . 1 DRI
S l—z 1—a23 1-2ab
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8.2 Glavni zadaci

Preostaje pokazati da su te dvije funkcije jednake:

\

&

I
::]8

(1+2")

(=)

x2 11—z

b
I
—

|
H :jé%

1—2a28 1—28

—z 1-22 1—-2% 1—2%
(;c)
Jer se svi faktori oblika 1 — z2* pokrate.

Napomena 8.6. Pogresno bi bilo funkciju izvodnicu za broj particija u razli¢ite sumande iz prethodnog zadatka
definirati kao f(x) = (1+2z)-(1+z)--- (14 ). Do tog rezultata dolazimo razmisljajuéi na sljedeéi naé¢in; u

n puta
rastavu broja n na razli¢ite sumande, jedinicu ¢emo uzeti ili ne uzeti, analogno, dvojku ¢emo uzeti ili ne uzeti

itd. To razmiSljanje je definitivno to¢no, ali nam ovdje svaki od odabira nije ”jednako vrijedan”, kao
kod npr. odabira k-clanog podskupa n-¢lanog skupa! Primijetimo da bismo u tom slucaju koeficijent (z™) koji
odgovara broju rastava broja n na razlicite sumande dobili na jedan jedini nacin; iz svake zagrade odaberemo
2 (dakle ni iz jedne ne odaberemo 1) i sve ih pomnozimo. Vidjeli smo da za n = 6 takav prikaz nije jedinstven
(zapravo, za svaki n € N, n > 3 takav prikaz nije jedinstven). Uoc¢imo da svaki od navedenih rastava u primjeru
za n = 6 odgovara jednom od nacina na koji mozemo dobiti " iz funkcije fi i obratno:

14243+t -22- 43
145+ 2"z
244+ 2%- 1

6 <« 25

Jasno je da isto vrijedi za svaki n € N. RjeSavanje raznih kombinatornih problema pomoéu funkcija izvodnica
naizgled zaobilazi ”problem” zbrajanja, stvar se svodi na mnozenje, zapravo je u pozadini

Upravo bi iz tih razloga bilo jednako krivo definirati doti¢nu funkciju kao f (z) = (1 + ) - (1 + 2z) - -- (1 + nz).

Eksponencijalne funkcije izvodnice
Prisjetimo se, za niz (a,),y pridruzena eksponencijalna funkcija izvodnica (skraceno EFI) je formalni red
(oo}
.. An p
potencija Z n'x .

n=0
Veza permutacija i kombinacija n-¢lanog skupa:

ax = P(n, k) = (Z) B (Z)

oo oo

Dakle e ( Z —]: Z ( > (14 z)™ je eksponencijalna funkcija izvodnica za k-permutacije n-¢clanog
k=0 k=0

skupa.

Primjer 8.5. Neka je S = {a7]",a5?,--- ,a;"} multiskup. Odredite eksponencijalnu funkciju izvodnicu za per-

mutacije multiskupa.

Rjesenje. Element a; mozemo uzeti od 0 do n; puta, i tako Vi =1,2,--- | k:
x x? ™ x x™? x x™
e(x)=[1+ 2 4+ 4... R I I i T o142 4l
(@) (+1!+2!+ +n1!) <+1!+ +n2!) (—i_l!+ +nk!)
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8.2 Glavni zadaci

Primjer 8.6. Koliko ima rije¢i duljine 4 sastavljenih od slova B,A,N,A,N i A?

RjesSenje. Traze se 4-permutacije multiskupa S = {AS, B, Nz}. Slovo A mozemo uzeti od 0 do 3 puta, B uzeti
ili ne, a C' mozemo uzeti 0, 1 ili 2 puta:

3 2

e(r) = <1+z+x2+x> (14 w)- <1—|—x—|—x>

2! 3! 2!

19 19 1 1
_ 2 3 4 1 6
=143z +4x +—6x +—12m +2x +—12x

%:<x4>:%:>a4:38

Zadatak 8.7. Koliko ima ternarnih nizova duljine n, tako da imamo paran broj nula, neparan broj jedinica i
proizvoljno dvojki?

RjeSenje. Za nule uzimamo samo parne potencije, za jedinice neparne, a za dvojke sve:

1’2 1,4 1‘3 .132
<1+2!+4!+~-~>-<m+3!+~-~>-<1+x+2!+-~->

ef +e T e¥—e”

e(x)

- 2 9 ¢
:% (62(1{7_6—22) . e%
_ . e3m_e—m
_31 ( = <3x>’“) = (—2)"
:4'<Z k! -2 k! )
k:og k_k:_Ol)k
i
k=0
-3
e — 3n_i_1)n

Prisjetimo se, deranzman je permutacija bez fiksnih to¢aka. Na predavanjima smo odredili broj deranzmana
rekurzijom i indukcijom.
Zadatak 8.8. Odredite EFI za deranZzmane!

RjeSenje. Oznacimo broj deranzmana n-clanog skupa sa d,, EFI za broj deranzmana sa d(x). Sada je

d(z) = Z %x”

n=0
n

Skup svih permutacija S,, skupa od n elemenata, mozemo razdvojiti na disjunktnu uniju U S,(Lk) gdje je Sflk)

k=0
skup svih permutacija n-¢lanog skupa koje imaju k fiksnih tocaka, i to za svaki k = 0,1,--- ,n. Dobivamo
" /n
=3 ( k) do
k=0
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8.3 Daljnji zadaci

n
.. . . T,
Pomnozimo dobiveni rezultat sa —» imamo
n!

k=0
) . oo n n dn_k .
ot =33 (3) %
n=0 n=0 k=0
1 > — n dnfkr n
1—x _Z (k) al *
n=0 k=0
o) o [e%s) dn .
o= () (S %)
n=0 n=0
=e" - d(x)
= d(z) = ! e
T)=1_,€
Preostaje razviti dobivenu funkciju:
1 —x
d(z) = T ¢
= g ()"
> — 71)16 n
= x
>
n=0k=0 K

"

o pale

Sada lako vidimo koliki je broj deranzmana n-¢lanog skupa, naime (z") = Z
k=0

n

8.3 Daljnji zadaci

Zadatak 8.9. Petero djecaka dijeli n jednakih slatkisa na nacin da drugi djecak uzme najvise 5 slatkisa,
cetvrti djecak uzme koliko prvi, drugi i treéi zajedno, a peti djecak uzme za jedan vise od drugog. Napisite
funkciju izvodnicu za (a,), gdje je a, broj nacina na koji djecaci mogu rasporediti slatkise. Nadalje, koristeéi
dobivenu funkciju izvodnicu, izracunajte agq i ao3.

9 Formula ukljuc¢ivanja i iskljuc¢ivanja

9.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Za dva disjunktna skupa, A i B, znamo da je broj elemenata njihove unije jednak zbroju elemenata u svakom
od njih. Opéenito vrijedi |X UY| < |X|+|Y]| (pri zbrajanju kardinalnih brojeva skupova dvaput su brojani
elementi presjeka). Vrijedi

|AUB| = |A| +|B| - |[AN B|
Teorem 9.1. Formula ukljuéivanja i iskljuéivanja
Neka je S konacan skup i Ay, Ag, ..., A, € S. Tada je broj elemenata njihove unije

[ATUA UL UA =)A= > JANAl+ > JANA DA+ 4+ ()" A N AN N A,
=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n
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9.2 Glavni zadaci

Odatle slijedi:

A Ap A =181 =D A+ ) AN A =4 (D) AN N Ay
i=1 i<j
Napomena 9.2. Cesto u zadacima imamo [A4;| = by, |A4; N Aj| = by,... (kardinalni broj presjeka svaka dva

skupa je jednak...) pa se gornja formula pojednostavljuje u

AL UAsU...UA,| = 2(1)1'1(7)@.

7

i=1
Provjerite!
Zadatak 9.1. Neka je S = {1, 2, 0, 106}. Koliko je brojeva iz S koji nisu djeljivi ni s dva, ni s tri niti sa
cetiri?

RjeSenje. Oznacimo: A; = {x € S :ilx}. Vrijedi |4;] = {%J Nas zanima |/[2 N AsN Ayl, a on je, prema

drugoj tvrdnji prethodnog teorema, jednak

|AsN A3 N Ay = || —|Az| — |As| — |A4| + |A2 N As| + [A2 N Ag| + |[A3 N Ay| — |42 N Az N Ay
= 333333.

Zadatak 9.2. Odredite broj deranzmana n-clanog skupa

Rjesenje. Neka je S, skup svih permutacija n-¢lanog skupa. Nas zanima koliko je permutacija = € S,, takvih
da je w(i) # i, Vi. Uvedimo oznaku A; = {w € S,, : ©(i) =i}

|Sn| = n!
Al = (n—=1)!
A1NAn...NA = 1

Sada koristenjem FUI dolazimo do formule za broj deranzmana

9.2 Glavni zadaci

Zadatak 9.3. Koliko brojeva dijeli barem jedan od brojeva 10%°, 2059, 30407

RjeSenje. Oznatimo A = {d e N : d[10°°}, B={d e N : d20°°}, C = {d € N : d|30"}

Kako je 1090 = 260 . 560 gvi brojevi iz A su oblika 2%t - 52, uz 0 < aj,as < 60. Zato je |A] = 612. Istim
zaklju¢ivanjem nalazimo |B| = 101 -51 i |C| = 41 Zanima nas i koliko ima brojeva koji su istovremeno i u A i
u B. Oni u svom rastavu na proste faktore smiju imati samo dvojke i petice, pri ¢emu dvojki smije biti najvise
60 (zbog oblika brojeva iz A), a petica najvise 50 (zbog oblika brojeva iz B). Zato je |A N B| =61 - 51.
Slicno je i |[BNC| =41%]JANC|=41%|ANBNC| =41%. Sada prema formuli ukljucivanja i iskljucivanja
nalazimo |[A U B U C| = 73001

Zadatak 9.4. Pustinjom putuje karavana od devet deva. Nakon odmora u oazi, potrebno je promijeniti
redoslijed deva tako da niti jedna deva ne hoda iza one deve iza koje je hodala prije dolaska u oazu. Na koliko
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9.2 Glavni zadaci

je nagina to moguce napraviti?

RjeSenje. Ako je S skup svih redoslijeda deva, a A; ={redoslijed u kojem i-ta deva hoda iza (i — 1). deve},
i = 2,...,9, zelimo utvrditi koliko je |/I2ﬁfigﬁ...ﬂ149’. Znamo da je |S| =911 |Ag] =8, za2 <k <9
(dvije deve promatramo kao blok). Isto tako znamo da za sve i,j vrijedi A; N A; = 7! (promatramo ili dva
bloka od dvije deve i jos 5 deva ili, u slucaju da su i i j uzastopni, jedan blok od tri deve i jos 6 deva). Sli¢nim

razmiSljanjem dolazimo do |A; N A; N Ax| =6!,...,|A2NA3N...N Ag| = 1. Zato je trazeni broj redoslijeda
B B B 9
|A2ﬂA3ﬁ...ﬂA9| = |S|—Z‘A1|+ Z |AiﬂAj‘—...+(—1)8'|A20A3ﬂ...ﬁA9‘
=2 1<i<j<9

8 8
= 9/ -8.8! ST — . 6!
9! -8 8.+<2> 7! (3) 6! +...+1

= kz:(—l)k- (2) (99— k)!

Zadatak 9.5. Na pocetku nove sezone RK Zagreb potpisuje ugovore s pojacanjima. Na potpisivanje je doslo
n rukometasa, svaki u pratnji agenta i lijecnika. Na koliko na¢ina mozemo tu grupu od 3n ljudi rasporediti u
troclane grupe sastavljene od jednog rukometasa, jednog agenta i jednog lijecnika, ali tako da nijedan rukometas
nije u grupi s oba svoja pratitelja?

Rjesenje. Svih moguéih grupiranja u trojke ima n!? (rukometas odreduje grupu, a zatim agente i lijeénike
mozemo rasporediti po grupama na n! na¢ina). Neka je A; skup onih grupiranja u kojima je i-ti rukometas u
grupi sa svojim lije¢nikom i agentom. Tada je |A;| = (n—1)!? (jedna je grupa zadana, brojimo na¢ine na koliko

se moze sastaviti preostalih n — 1 grupa), |[4; N A4;| = (n —2)!%,...,|A; N A2N...N A,| = 1. Na kraju je
n
|Ainden. A, = nP =D A+ JANA] =+ (D) A N AN N Ay
i=1 i<j

= n—n-(n—1)"2+ (;‘) S(n—2)1% - (g) =3+ . (=1)"- (Z)()!Q

= é(_l)k : (Z) (n— k)12

Definicija 9.3. Eulerova funkcija broja n, ¢(n), je broj prirodnih brojeva manjih ili jednakih od n koji s
brojem n nemaju zajednickih djelitelja

Zadatak 9.6. Pronadite izraz za Eulerovu funkciju

Rjesenje. Broj n mozemo prikazati kao umnozak njegovih prostih faktora, n = p{"* - p5? - ... - pp*
Neka je A; skup svih viSekratnika broja p; manjih ili jednakih od n, 1 < i < k. Tada je

en) =|A1NAyN...NA|=n—]A1UAU...UAl,

Sto racunamo po formuli uklju¢ivanja i iskljucivanja. Uz

n
|Ail = —
7
n
A, NA;| =
Pi - Pj
' n
Ay NAsN...NAy| =
P1-P2...Pk
imamo
n n n n n n n
on) = n—(—+—+...+ - - —+ —1)”“' )
P1 D2 Dk P1 P2 p1-Dps3 Pk—1 Dk P1-pP2-... Dk
1 1 1
= nl-—)1-=)...-(1-=)
P P2 Dk
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Zadatak 9.7. Koliko je najkra¢ih puteva u cjelobrojnoj resetki od ishodista do tocke (7,5) koji ne prolaze
segmentima [(2,2),(3,2)] i [(4,2),(4,3)]?

()02 (00) - (57 (29 (7))

Zadatak 9.8. Koristeci formulu ukljucivanja i isklju¢ivanja odredite koliko ima cjelobrojnih rjesenja jednadzbe
1+ a2+ 23+ 24+ 25 =50

uz uvjete: x1, x4, x5 > 0; 2 <23 <7; 2 <2y <8.

Dio III

Teorija grafova
10 Osnove teorije grafova i stabla

10.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljuéni pojmovi: graf, izomorfizam grafova, stupanj vrha, Setnja, put, stablo, povezanost, komponenta pove-
zanosti, razapinjucéi podgraf, razapinjuce stablo, bipartitan graf

Zadatak 10.1. Je li moguce da u grupi od sedam osoba svaka osoba ima to¢no tri poznanika?

Rjesenje. Definirajmo problem u terminima teorije grafova: neka su vrhovi osobe, a poznanstva bridovi (spo-
jimo poznanike bridom). Kada bi svaka osoba imala toéno tri poznanika, tada bi stupanj svakog vrha bio tri,
tj. (Vv € V) d(v) = 3, §to je u kontradikciji s lemom o rukovanju. Bez koristenja leme o rukovanju iz relacije

2B =) dv)=7-3=21,
veV

uocavamo da je na lijevoj strani jednakosti paran broj, dok je na desnoj strani neparan broj, pa takav graf ne
postoji.

Zadatak 10.2. Ispisite sve klase izomorfizama grafova koji imaju 4 vrha.

Rjesenje. Dijelimo na slucajeve ovisno o broju bridova:
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10.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

L
LA
XX

|El =5

X
1o &

Primijetite da slucaj |E| = i ima isto klasa kao i slucaj |E| = 6 —i. To je zato §to slucaj |E| = 6 — ¢ dobijemo
tako da u slucaju |E| = i sve bridove obriSemo, a sve tocke koje nisu bile spojene bridom spojimo.

Zadatak 10.3. Odredite broj oznac¢enih multigrafova koji imaju n vrhova i m bridova.

Rjesenje. Neka je V = {v1,---,v,} skup vrhova. Bridovi su parovi oblika e = {v;,v;},i # j, Sto nam daje

mogucénosti. Jo§ preostaje odabrati koliko puta se koji brid pojavljuje u grafu, pa je rjesenje, koristeéi

@) o).

metodu ”kuglica i stapiéa”, (
m—1
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10.2 Glavni zadaci

10.2 Glavni zadaci

Zadatak 10.4. Jesu li sljedeci grafovi izomorfni?

Rjesenje. Uzmimo neka se a preslikava u 1 (ovu pretpostavku uzmimamo jer su grafovi simetriéni tj. svi
vrhovi su “ravnopravni”). Kada bi grafovi bili izomorfni moralo bi vrijediti {b, ¢, f,g} — {2,4,5,7} jer su to
susjedni vrhovi vrhu a, odnosno vrhu 1. Promotrimo li inducirani podgraf s vrhovima {f,g,b,c} i inducirani
podgraf s vrhovima {7,4, 5,2}, uo¢avamo da bi moralo vrijediti {b, g} — {4,5} jer su to vrhovi stupnja dva u
pripadnim induciranim podgrafovima. Uzmimo b — 4 pa je onda g — 5. Nadalje, b i ¢ su susjedni pa mora biti
c— 7,aondai f+— 2. Preostaje nekako pridruziti {d,e} — {3,6}. Stavimo d — 3 jer d nije susjedan s g, a 3
nije susjedan s 5, te naposljetku e — 6. Sada lako provjerimo da je dobiveno preslikavanje zaista izomorfizam,
dakle grafovi su izomorfni.

Napomena 10.1. Ako je 0: Vi — Vs izomorfizam grafova G; = (Vi, E1) 1 G2 = (Va, E»), onda vrijedi
(1) Vi = [va|
(2) |Er| = | B2l
(3) Yv € V1 d(v) = d(0(v))
(4) Ako je (vg,v1,- - ,vy) ciklus duljine n u Gi, onda je (8(vog),8(v1),--- ,0(vy)) ciklus duljine n u Ga.
(5)

5) Podgraf od G induciran s V' C V] izomorfan je s podgrafom od Gs induciranim s (V) C V5.

Zadatak 10.5. Odredite jesu li sljedeéi grafovi izomorfni.
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10.2 Glavni zadaci

RjesSenje. Odmah uocavamo da je broj vrhova i broj bridova isti u oba grafa. Takoder vidimo da u oba grafa
postoje 4 vrha stupnja 2 i 4 vrha stupnja 3. Pokusajmo provjeriti svojstvo 5 iz gornje napomene. Promotrimo
inducirani podgraf G = ({b,d, f,h},{bf,dh}). Vrhovi tog podgrafa su stupnja 3 pa se moraju preslikavati u
vrhove {1, 4, 5, 8}, ali kako god ih preslikali, ta dva inducirana podgrafa neée biti izomorfni (na primjer, prvi
ima 2 brida, a drugi 4). Zaklju¢ujemo, grafovi nisu izomorfni.

Zadatak 10.6. Koliko ima medusobno neizomorfnih grafova s 5 vrhova ¢iji su nizovi stupnjeva (a) (1,1, 1,2, 2);
(b) (1,1,2,2,2)? Koliko ima takvih povezanih grafova?

RjeSenje. (a) Lema o rukovanju kaze da je zbroj stupnjeva svih vrhova u grafu paran, a kako je zbroj danih
stupnjeva jednak 1+ 1+ 1424 2 =7, zakljucujemo da ne postoji takav graf.

(b) Promotrimo sluc¢ajeve ovisno o tome s ¢ime su spojeni vrhovi stupnja 1:

1. sluéaj: Vrh stupnja 1 spojen je s drugim vrhom stupnja 1. Tada su preostali vrhovi (oni stupnja 2) spojeni
u ciklus i imamo sljedeéi graf:

M

2. slucaj: Vrh stupnja 1 spojen je s vrhom stupnja 2. Tada je i drugi vrh stupnja 1 spojen s vrhom stupnja
2. Kada bi oba vrha stupnja 1 bili spojeni s istim vrhom, preostala 2 vrha morali bi biti spojeni medusobno i
tada bi bili stupnja 1, a ne 2, sto je u kontradikciji s pretpostavkom zadatka. Dakle, vrhovi stupnja 1 spojeni
su s razlicitim vrhovima stupnja 2. Ostaje nam zadnji vrh stupnja 2 koji onda mora biti spojen s druga dva
vrha stupnja 2. Imamo sljedeéi graf:

Dakle, imamo 2 neizomorfna takva grafa, od kojih je 1 povezan.

Zadatak 10.7. Dokazite da svaki graf s barem dva vrha sadrzi dva vrha jednakog stupnja.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno. Neka je G = (V,E) graf s n > 1 vrhova takav da su mu svi vrhovi
razli¢itog stupnja. Tada svaki vrh moze biti najvise stupnja n — 1, a najmanje stupnja 0, to jest Vv € V|,
d(v) € {0,...,n —1}. Taj skup ima n — 1 — 0+ 1 = n elemenata. Medutim, primijetimo da graf ne moze
istodobno imati vrh stupnja 0 i vrh stupnja n — 1. Kada bi graf imao vrh stupnja 0 i vrh stupnja n — 1,
vrh stupnja n — 1 bio bi povezan sa svim ostalim vrhovima, pa tako i s vrhom stupnja 0, $to je nemoguce.
Zaklju¢ujemo da ne mozemo imati graf s n > 1 vrhova takav da mu stupnjevi vrhova poprimaju sve vrijednosti
iz skupa {0,...,n — 1}, odnosno mogu poprimiti vrijednosti iz skupa s najvise n — 1 elemenata. Kako svakom
od n vrhova pridruzujemo jednu od n — 1 vrijednosti, slijedi da moraju postojati barem dva vrha istog stupnja,
Sto je u kontradikciji s pocetnom pretpostavkom.
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10.2 Glavni zadaci

-1
Zadatak 10.8. Dokazite da je jednostavan graf s n vrhova i strogo vise od (n 9 ) bridova povezan.

Primijetimo da graf H,, koji se sastoji od (n—1)-klike i jednog izoliranog vrha nije povezan, i ima (";1) bridova,
§to znaci da je prethodni rezultat optimalan. Taj primjer sluzi kao inspiracija za dokaz. Nadalje, iz dokaza cée
se lako moéi zakljuciti da je H,, jedini takav graf.

n
Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, neka je G nepovezan graf s vise od < > bridova i n vrhova. Ozna¢imo

komponente povezanosti s G1,Go, ..., G, te definirajmo G; i glc = U G;.

i=2
Gy ima najvise bridova ako je potpun graf. Neka G; ima z vrhova, tada je |E(G1)| < |E (K,)|, takoder,
|E(GY) | < |E(Kn-2)|-

_ 2 _
Tada je |E| < (2) + (n 5 ﬁ) =z —nx+ n 5 L f(z). Buduéida je z € {1,2,...,n — 1}, i koeficijent uz

x? strogo pozitivan, f () postize maksimum na rubovima segmenta, no
1 n—1 n—1
1 =
=) (") = (%)
n—1 1 n—1
~1) =
0 = ()0 () = (%)

n—1 n—1
wer[rllix—l]f(x) < 2 ) | |< 2 )ZM:

Graf G = (V, F) nazivamo bipartitnim ukoliko se skup V' moze particionirati u dva skupa A, B tako da svaki
brid iz E spaja vrh iz A s vrhom iz B. (Drugim rije¢ima, ako vrhove mozemo obojiti u dvije boje na nacin da
nijedan brid nije jednobojan.)

Zadatak 10.9. Dokazite da je graf bipartitan ako i samo ako nema neparan ciklus.

RjeSenje. Neka je graf bipartitan, odnosno postoje A i B iz definicije. Pretpostavimo da postoji neparan
ciklus (vg,e1,v1,...,ex,vx), gdje je k € 2N —1. BSO mozemo pretpostaviti da je vy € A; sad je, redom,
v € B,vs € A,u3 € B,...,v; € B, n0 vg = v, =<

Za obrat, pokazimo prvo da je svako stablo bipartitno. Poénimo bojenje od proizvoljnog vrha v . Zatim obojimo
svaki preostali vrh w ovisno o parnosti duljine jedinstvenog puta od v do u. Time je svaki brid dvobojan.
Nadalje, neka graf G nema neparnih ciklusa. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je G povezan
(inace dokaz provodimo za svaku komponentu zasebno). Uzmimo razapinjude stablo T' grafa G i obojimo nje-
gove vrhove dvjema bojama kao gore — time je definirano neko bojenje vrhova, i tvrdimo da nijedan brid nije
jednobojan. Naime, svaki dodatni brid uv koji nije u T zatvara ciklus u G s jedinstvenim putem izmedu v i v u
T, a taj je ciklus nuzno parne duljine. To povlaci da je put izmedu u i v u T neparne duljine, dakle u i v imaju
razli¢ite boje.

Napominjemo da je ideja prethodnog dokaza bojiti vrhove od G “pohlepno pocevsi od v”, ali u toj varijanti je
potrebno dokazati da su sve zatvorene Setnje parne duljine — pokusajte!

Zadatak 10.10. Dokazite da stablo koje ima vrh stupnja d ima barem d listova.
Rjesenje.

Pretpostavimo suprotno, da postoji stablo G = (V| E) koje sadrzi vrh v € V stupnja d i koje ima manje od d

listova. S predavanja znamo da je |[E| =n — 1. S druge strane, kako je 2|F| = Z d (v) i stablo nema vise od

veV
n — 1 lista, vrijedi ocjena:

Q(n—l):Zd(v)2\(%_/+(d—1)-1+(n—d)-2:2n—1$¢

—_—————  ——
veV 1 2 3
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10.3 Daljnji zadaci

(1) vrh o
(2) listovi

(3) preostali vrhovi, za koje pretpostavljamo da niti jedan nije list, dakle, svi su stupnja barem 2 i ima ih
n—d.

Uz ovo “globalno” rjeSenje, postoji i alternativno “lokalno” rjeSenje u kojemu izbriSemo vrh stupnja d. Tada se
graf raspada na bar d komponenti jer se svaki od susjeda mora nalaziti u razli¢itoj komponenti, a svaka takva
komponenta doprinosi bar jednim listom. Zaista, ako se sastoji samo od tog susjeda, onda je on list u polaznom
stablu, a u suprotnom imamo bar dva lista pa ¢e jedan od njih biti list u polaznom stablu.

10.3 Daljnji zadaci

Zadatak 10.11. Za graf G = (V,E) i vth v € V, sa G — v oznacavamo podgraf grafa G induciran skupom
vrhova V' \ {v}. Ako je G povezani graf s barem dva vrha, dokazite da postoje razli¢iti vrhovi x i y iz V' takvi
da su grafovi G — x i G — y povezani. (Hint: Promotrite listove razapinjuéeg stabla.)

Zadatak 10.12. (Ispit 2023.) Koliko ima jednostavnih grafova sa skupom vrhova {1,2,...,n} koji nemaju
izoliranih vrhova?
Koliko najmanje bridova moze imati takav graf? (Hint: Koristite FUT)

11 Stabla

Kljuéni pojmovi: stablo, Suma, list, Priferov kod, tezinski graf, minimalno razapinjuce stablo

11.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Zadatak 11.1.

a) Odredite Priiferov kod za sljedeée oznaceno stablo T

3 6 1 10
/N
295
7 8

b) Koliko ima oznacenih stabala izomorfnih stablu 77 (Ne morate izra¢unati konacan broj.)
c¢) Koje oznaceno stablo ima Priiferov kod (5,1,1,7,7,5)7

Rjesenje.

a) Pratimo algoritam za trazenje Priiferovog koda. Prvo pronalazimo list s najmanjom oznakom, u ovom
slucaju to je 2. Zatim u niz dodajemo oznaku njegovog jedinstvenog susjeda, u ovom sluc¢aju 1. I na kraju
iz stabla izbacujemo list iz prvog koraka te nastavljamo postupak sve dok stablo sadrzi strogo vise od 2
vrha. Dakle Priiferov kod ovog stabla je (1,6,1,4,4,6,1,1).

b) Pronadimo prvo broj permutacija vrhova koje fiksiraju oznaceno stablo. Primijetimo da je takvoj permu-
taciji 1 fiksna tocka jer je 1 jedini vrh koji je susjedan cCetiriju listova. Buduéi da su 4 i 6 jedini vrhovi
stupnja 3, oni se moraju medusobno permutirati. Kako je 6 susjedan s 1, a 4 nije, slijedi da su oba vrha
fiksne tocke. Vrh 3 se onda mora preslikati u neki list susjedan vrhu 6, a to je jedino vrh 3 pa je i 3
fiksna tocka. Vrhovi 7 i 8 se moraju preslikati u listove susjedne vrhu 4, a vrhovi 2,5,9,10 se moraju
preslikati u listove susjedne vrhu 1. Takvih permutacija ima 2!4!, a lako uoc¢avamo da sve one daju stablo
jednako pocetnome. Ukupno postoji 10!‘ bijekcija vrhova, od kojih 2!4! fiksiraju pocetno, a time i sva

10

njemu izomorfna stabla, dakle postoji 537 oznacenih stabala izomorfnih stablu T'.
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11.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

¢) Pratimo algoritam za konstrukciju stabla iz Priiferovog koda (p1, ..., ps). U k-tom koraku pronademo naj-
manju neiskoriStenu oznaku koja se ne pojavljuje u (pg, ..., ps), u prvom koraku to je 2. Zatim povezemo
Pk s tim vrhom i oznac¢imo ga kao iskoristen. Nastavljamo postupak te na kraju povezemo preostala dva ne-
iskoristena vrha. Bridovi koje dobivamo algoritmom su redom (2, 5), (3,1), (4,1), (1,7),(6,7),(7,5), (8,5).

Zadatak 11.2. Odredite broj razapinjuc¢ih stabala grafa Ko .

RjeSenje. Graf Ky 5 prikazan je na sljedecoj slici:

Neka od moguéih razapinjuéih stabala su

WO/

Neka su A i B klase vrhova grafa veli¢ina 2 i m redom. Kako je |V| = |A| + |B| = 2 + m, to razapinjude stablo
ima m + 1 brid. Tvrdimo da to¢no jedan vrh u B ima stupanj 2 u razapinju¢em stablu, a ostali su listovi.
Naime, nemoguca je situacija

jer bismo imali ciklus, takoder kad bi svi vrhovi u B bili listovi, onda podgraf ne bi bio povezan:
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11.2 Glavni zadaci

Vrh stupnja 2 biramo na m nacina, za preostalih m — 1 vrhova iz B biramo jedan od 2 vrha u A s kojim je
spojen. Shodno tome, rjesenje je

m-2m L

Napomena 11.1. Zadatak je moguce rijesiti i na nac¢in da primijetite da je proizvoljno mnogo od 1 do m
vrhova iz B spojeno sa jednim vrhom u A, i jedan od tih sa drugim u A, kao i ostali iz B, dakle kao rjeSenje
dobivamo

UHEEHED M GO RIS

11.2 Glavni zadaci

Zadatak 11.3. Nadite minimalno razapinjuce stablo za tezinski graf sa slike

Rjesenje. Koristimo Kruskalov algoritam:

(1) S=0
(2) uzimamo brid najmanje tezine, S = {CD}

(3) mozemo uzeti DE ili CFE

1° biramo DE, S = {CD,DE}
2° biramo CE, S = {CD,CE}

(4)  1° ne mozemo uzeti CE pa uzimamo CB, S = {CD,DE,CB}
2° biramo CB, S = {CD,CE,CB}

(5) 1° biramo AD, S ={CD,DE,CB,AD}
2° biramo AD, S = {CD,CE,CB, AD}
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11.2 Glavni zadaci

1. slucaj 2. slucaj

Kao sto vidimo rjeSenje nije jedinstveno, i u oba slu¢aja imamo da suma tezina odabranih bridova iznosi 22.
Zadatak 11.4. Rijesite zadatak [[1.3] Primovim algoritmom polazeéi od vrha A.

RjeSenje. T i F oznacavaju redom skup vrhova i bridova trenutno izgradenog stabla, dok je S skup preostalih
vrhova. U svakom koraku prikazani su svi bridovi izmedu 7' i S, odnosno kandidati za iduéi brid koji odabiremo.

T = {A} = {A,D}
(1) = 0 (2) = {AD}
S = {B,C,D,E} S = {B,C,E}
9
T = {AC,D} T = {AC,D,E}
(3) 2 F = {AD,DC} (4 = {AD,DC,CE}
= {B,E} s = {B}
5
T S
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11.2 Glavni zadaci

T = {AB,C,D,E}
— {AD,DC,CE,CB}
S = 0

T S

U ovom smo sluc¢aju dobili isto razapinjuée stablo kao u kod Kruskalovog algoritma.

Zadatak 11.5. Neka su n > 2 te dy,...,d, cijeli brojevi. Dokazite da postoji stablo s nizom stupnjeva
(di,...,dy) ako i samo ako d; > 1 zasvaki1 <i<nted .  d =2n—2.

Rjesenje. Pretpostavimo prvo da postoji stablo s nizom stupnjeva (dy,...,d,) za n > 21 dy,...,d, cijele
brojeve. Kako ovo stablo sadrzi barem 2 vrha, a svako stablo je nuzno povezano, odmah slijedi da je stupanj
svakog vrha barem 1, d; > 1 za svaki 1 < i < n. Stablo s n vrhova ima totno n — 1 bridova pa iz leme o
rukovanju slijedi da je Y"1 ; d; = 2(n — 1).

Obrat dokazimo indukcijom. Za bazu uzmimo n = 2 pa kako je dy > 11dy > 1, a di + do = 2 odmah
uocavamo da je nuzno d; = do = 1. Lagano vidimo da u stablu sa toéno 2 vrha oba vrha imaju stupanj 1
pa postoji trazeno stablo. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki n > 2 te dokazimo da za svaki niz
(diy...,dp,dny1) takav da je d; > 1 za svaki 1 <i<n+1 te Z?:ll d; = 2n postoji stablo s vrhovima odgo-
varajuceg stupnja. Primijetimo da je neki element niza jednak 1 jer bi inace svaki d; bio vedi ili jednak 2, ali
onda bi suma Z?:ll d; bila vecéa ili jadnaka 2n + 2, $to nije moguée. Takoder, nisu svi elementi niza jednaki 1
jer inace je Z?:ll d; = n+1 = 2n, ali to ne moze vrijediti jer je n > 2. Bez smanjenja opcenitosti sada mozemo

pretpostaviti da je d,11 = 11d, > 2. Niz (dy,...,dn—1,d, — 1) je duljine n i svaki njegov ¢lan je veéi ili jednak
od 1 i njihova suma je upravo Z?;ll di+ (d,—-1)= Z;:ll d; —2 = 2n — 2 pa po pretpostavci indukcije postoji
stablo s n vrhova stupnjeva (dy,...,dp—1,d, — 1). Tom stablu dodamo jo$ jedan vrh koji povezemo samo sa
zadnjim vrhom te dobijemo stablo s vrhovima stupnja (dy, . ..,d,—1,ds,1). Time smo dokazali korak indukcije,

dakle tvrdnja vrijedi za svaki n > 2.

Zadatak 11.6. Neka je T stablo te neka su 717, ..., Ty podstabla od T. Pretpostavimo da svaka dva podstabla
T;, T; imaju zajednicki vrh. Dokazite da postoji vrh koji je zajednicki svim podstablima 77, ..., T}.
Napomena. Podstablo je podgraf koji je sam po sebi stablo.

Rjesenje. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po broju vrhova stabla T'. Ako T ima samo jedan vrh, tvrdnja
je trivijalna.

Pretpostavimo da tvrdnja zadatka vrijedi za svako stablo s n vrhova te neka 7" ima n 4+ 1 vrhova. Uzmimo
proizvoljan list v stabla T te promotrimo dva slucaja. Ako je list v sadrzan u svim podstablima 77, ..., Tk,
onda je to taj trazeni vrh. U protivnom, izbacimo v iz stabala, odnosno promotrimo stablo T"— v i podstabla
Ty —v,...,Tx —v. To mozemo napraviti jer svako stablo sadrzi neki vrh osim v; naime kad bi neko podstablo
T; sadrzavalo samo vrh v onda bi zbog pretpostavke zadatka svako podstablo T sadrzavalo vrh v, no to je
suprotno pretpostavci ovog slu¢aja. Dokazimo da svaka dva podstabla T; — v i T — v imaju zajednicki vrh.
Kada bi postojala dva podstabla T; — v i T; — v koja nemaju zajednicki vrh, onda, bududi da T; i T; imaju
zajednicki vrh, taj zajednicki vrh je upravo v. No, kako podstabla T; i T; moraju sadrzavati neki vrh razlicit od
v onda, zbog povezanosti stabla, moraju sadrzavati susjeda od v, §to je u kontradikciji s pretpostavkom da T; — v
i T; —v nemaju zajednicki vrh. No sada, kako T'—v ima n vrhova, iz pretpostavke indukcije dobivamo da podsta-
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Planarni grafovi

bla 71\ —v, ..., T, —v imaju zajednicki vrh, a onda naravno i podstabla T, .. ., T takoder imaju zajednicki vrh.

Zadatak 11.7. (2. kolokvij 2022.) Zadan je graf G = (V,E) sa skupom V = {1,2,3,4,5,6}. Za svaki
a,b €V, a#b, vrthovi a i b spojeni su bridom tezine

w({a,b}) = ((ab+4) (mod 6))+1,

gdje je sa r (mod 6) oznacen ostatak pri dijeljenju broja r sa 6. Kruskalovim algoritmom odredite te skicirajte
jedno razapinjajuée stablo od G minimalne tezine. Koliko ima takvih stabla? Ako postoji minimalno razapi-
njajuce stablo u kojem je vrh 1 stupnja 3, odredite Priiferov kod tog stabla.

Rjesenje. Bridovi minimalne tezine 1 su (1,2),(2,4) i (4,5) pa u prvom koraku odabiremo jedan od njih. U
drugom koraku i dalje postoji brid tezine 1 koji mozemo dodati u minimialno razapinjajuce stablo pa biramo
jedan od preostalih bridova tezine 1, a i u tre¢em koraku takoder mozemo dodati zadnji brid tezine jedan. Dakle
neovisno o poretku odabira, jedina moguénost nakon treéeg koraka je da su dodani toéno bridovi (1,2),(2,4)
i (4,5). Sada su bridovi najmanje tezine (1,3),(3,5), oba tezine 2. Nakon cetvrtog koraka moguénosti su
(1,2),(2,4),(4,5),(1,3) 1 (1,2),(2,4), (4,5), (3,5). Peti korak mozemo skratiti tako da primijetimo da neovisno
o slu¢aju iz ¢etvrtog koraka moramo dodati brid koji sadrzi vrh 6, a svi takvi bridovi imaju tezinu 5. Dakle za
svaku od 2 mogucnosti iz cetvrtog koraka na 5 na¢ina mozemo dovrsiti Kruskalov algoritam pa, buduci da su svih
10 rezultata razliciti, postoji 10 razli¢itih minimalnih razapinjaju¢ih stabala. Jedno minimalno razapinjajuce
stablo je:

Vrh 1 ima stupanj 3 u ovom stablu pa pronadimo Priiferov kod za ovo stablo. Listovi najmanje oznake ce
redom biti 3, 5,4, 2. Dakle Priiferov kod ovog stabla je (1,4,2,1).

Napomena. U rjesenju prethodnog zadatka presutno smo koristili ¢injenicu da je svako minimalno razapinjuce
stablo mogude generirati Kruskalovim algoritmom (uz odgovarajuéi medusobni poredak bridova jednake tezine).
Pokusajte za vjezbu dokazati/uvjeriti se u tu ¢injenicu.

Uputa. Za dano minimalno razapinjuce stablo T', bridove jednake tezine poredajte tako da prvo dolaze oni koji
se nalaze u T. Potom indukcijom dokazite da ¢e Kruskalov algoritam uzeti odredeni brid ako i samo ako se on
nalazi u 7.

12 Planarni grafovi

Klju¢ni pojmovi: Ulaganje, planarnost, Eulerova formula, subdivizija

12.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Zadatak 12.1. Dokazi da jednostavan, povezan, planaran graf s n vrhova ima najvise 3n — 6 bridova.
RjeSenje. Iz toga sto je graf jednostavan, zaklju¢ujemo da vrijedi d(f) > 3,Vf € F.

2
2-|B|= Y d(f) 23 |F| = |F| < Z|B]
feF
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12.2  Glavni zadaci

Uvrstivsi to u Eulerovu formulu, dobivamo

2
2+|B[=VI+|F| <n+g|E|

1
SIBl<n—2= B[ <306

Zadatak 12.2. Dokazi da jednostavan, povezan, planaran i bipartitan graf s n vrhova ima najvise 2n — 4
bridova.

Rjesenje. Graf je bipartitan ako i samo ako nema ciklus neparne duljine pa je d(f) > 4,Vf € F. Dalje vrijedi

E
2'\E|:Zd(f)24~|F|:>|F|§%
feEF

E
2+\E|:|V|+|F|§n+|—2|:>|E|§2n—4

Definicija 12.1. Subdivizija brida {4, B} je dodavanje u graf vrh C' i zamjena brida {A, B} bridovima
{A,C} i {C, B}. Subdivizija grafa G je graf H dobiven rekurzivnom subdivizijom bridova polaznog grafa.

Teorem 12.2. (Kuratowski)
Graf je planaran ako i samo ako ne sadrzi subdiviziju od Ks ili subdiviziju od K3 3 kao podgraf.

Primjer 12.3. Nadite subdiviziju K33 u Petersenovom grafu.

Rjesenje. V. Sliku[]]

Slika 1: Subdivizija K3 3 kao podgraf Petersenovog grafa: plavi i zeleni vrhovi predstavljaju vrhove na dvjema
stranama grafa K3 3; crveni bridovi su bridovi subdivizije.

12.2 Glavni zadaci

© )
Zadatak 12.4. Odredite je li graf na slici planaran. i o
i 0
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12.2  Glavni zadaci

Rjesenje. Promatramo mozemo li brisanjem nekih vrhova stupnja dva doéi do K3 3 ili K5 (tada se mozemo
pozvati na teorem Kuratowskog). Uklonimo li vrhove a, d, ¢ 1 f dobivamo zaista C3 3 i zato je graf neplanaran.

Zadatak 12.5. Odredite je li graf na slici planaran.

RjeSenje. Promotrimo graf dobiven uklanjanjem vrhova f i h. Svaki od vrhova a,c, g povezan je sa svakim
od vrhova b,d, e pa pocetni graf ima podgraf K3 3. Zaklju¢ujemo da graf sa slike nije planaran. Naglasimo da
u ovom slucaju nije potreban ni teorem Kuratowskog, jer, naravno, dodavanjem vrhova i bridova neplanarnom
grafu K33 ne mozemo dobiti planarni graf.

Zadatak 12.6. (2. kolokvij 2015.) Neka je G graf dobiven iz potpunog grafa g brisanjem dva brida. Dokazite
da G nije planaran. Nadalje, Sto mozete reéi u slu¢aju da smo obrisali tri brida; je li takav graf uvijek planaran,
ili uvijek neplanaran, ili nijedno od toga?

Rjesenje. Pretpostavimo da je G planaran. Vrijedi [V| = 6,|E| = (§) — 2 = 13. Po Eulerovoj je formuli
|F|=2—|V|—|E|=2-64 13 =9. Kako je graf jednostavan, vrijedi d(f) > 3,Vf € F. Sada je

26=2-|E|=> d(f)>3-|F| =27,
feEF

§to je ocito kontradikcija. Dakle, G nije planaran.
Brisanjem tri brida mozemo dobiti graf koji je planaran ili nije planaran. Primjer takvog planarnog grafa slijedi.

A A4\,

Primjer grafa koji nije planaran slijedi.

33



12.2  Glavni zadaci

U gornjem grafu svaki od vrhova A, B, C povezan je sa svakim od vrhova D, E, I pa graf ima K3 3 za podgraf.
Dakle, gornji graf nije planaran.

Definicija 12.3. Tijelo nazivamo Arhimedovim ako je svaki vrh istog stupnja i istog tipa (tj. tijelo je jednako
iz. perspektive svih vrhova) te ako su strane tijela dvije vrste pravilnih mnogokuta (stupanj vrha je broj bridova
koji iz njega izlaze).

Napomena 12.4. Na predavanju smo vidjeli da svakom tijelu mozemo pridruziti graf. Tijelo spljostimo u
ravninu tako da crtamo $to vidimo gledajuéi kroz gornju plohu. Odatle i naziv strane za podrué¢ja u grafu. Na

primjer, kocka predstavljena grafom izgleda ovako.

Zadatak 12.7. Odredite sva Arhimedova tijela ¢ije su stranice pravilni peterokuti i Sesterokuti.

Rjesenje. Oznacimo s n broj peterokuta, a s m broj Sesterokuta. Stupanj svakog vrha je tri (Kod geometrijskih
je tijela stupanj svakog vrha barem tri. Unutarnji kut u pravilnom peterokutu iznosi 108°, a u pravilnom
Sesterokutu 120°. Kad bi stupanj nekog vrha bio veéi od tri, najmanji moguéi zbroj kutova uz taj vrh bio bi
4-108° > 360°, $to nije moguce). Kako je tijelo simetri¢no, svi su vrhovi isti: u njima se sastaju ili dva peterokuta
i Sesterokut, ili dva Sesterokuta i peterokut. Prvisluc¢aj otpada; naime, promatrajmo neki peterokut i mnogokute
koji ga okruzuju. Tih pet mnogokuta bi trebali biti naizmjence peterokuti i Seterokuti, Sto je nemoguée bududci

da je pet neparan broj. Dakle, bavimo se prvi slucajem, pa vrijedi |[V|=5-n=6- % Nadalje, imamo
> d(v) =3|V| =2|E| =Y _ d(f) =5n+6m,
veV fer
te |F| = n + m. Iz Eulerove formule slijedi:
2+ |E| = [F|+ V]|

5n + 6m 5n + 6m
2+T=n+m+T

=>n=12,m =20

Radi se zapravo o staromodnoj lopti ili o0 modelu molekule fulerena Cgg.
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12.3 Daljnji zadaci

12.3 Daljnji zadaci

Zadatak 12.8. (2. kolokvij 2017.) Dokazite da svaki planaran graf ima barem jedan vrh kojemu je stupanj
najvise 5.

Zadatak 12.9. (2. kolokvij 2018.) Koliko najvise bridova mozemo dodati stablu s n vrhova tako da novi
planaran graf i dalje ostane jednostavan planaran graf?

13 Eulerovi i Hamiltonovi grafovi

Kljuéni pojmovi: Eulerova Setnja, Eulerova tura, Hamiltonov ciklus.

13.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Lema 13.1. Ukoliko u Hamiltonovom grafu postoji vrh stupnja dva, tada oba brida s njim incidentna moraju
biti dio Hamiltonovog ciklusa.

Dokaz. Predstavimo Hamiltonov ciklus kao (orijentiran, kruzni) slijed vrhova vy, vs, - v,,v1. Vrh v; ima
prethodnika i sljedbenika. Dakle, za svaki vrh,to¢no dva brida incidentna s njim dio su Hamiltonovog ciklusa.
Ako je v; stupnja dva, to su i jedina dva brida koja iz njega izlaze. |

U sljedeé¢im zadacima provjerite postoje li:
1. Eulerova tura
2. Eulerova Setnja

3. Hamiltonov ciklus

Zadatak 13.1.

Rjesenje. DA, DA, DA

Zadatak 13.2.

Rjesenje. NE, NE, DA. Stupanj svakog vrha je tri = ne postoje Eulerova Setnja ni Eulerova tura (¢etiri vrha
neparnog stupnja). Hamiltonov ciklus postoji.
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13.1 Ponavljanje i preliminarni zadaci

Zadatak 13.3. %

Rjesenje. DA, DA, NE. Stupanj svakog vrha je paran: graf jest Eulerov. Ipak, nije Hamiltonov.(Lema 13.1.
povlaci da bi svi bridovi trebali biti ukljuceni u ciklus H, ali tada imamo vrhove sa dg(v) = 4.)

Zadatak 13.4. ./L

Rjesenje. NE, NE, NE. Graf nije ni Eulerov ni Hamiltonov

Zadatak 13.5.

RjesSenje. DA, DA, NE. Eulerova tura ide po vrhovima:

a—b—c—f—i—-h—g—d—e—f—h—e—b—d—a

Tvrdimo da ne postoji Hamiltonov ciklus. Ako postoji vrh stupnja dva, tada se, prema Lemi 13.1. u Ha-
miltonovom ciklusu moraju pojaviti oba brida incidentna s tim vrhom. Promatramo vrh a. Bez smanjenja
opcenitosti, krenemo od a do b. Sada moramo u ¢ (jer je stupnja dva) i zatim u f. Sada moramo u ¢ pa u h.
Nakon toga je jasno da ne mozemo obiéi oba vrha g i e i vratiti se u a; g je stupnja dva pa bi morali nastaviti
u njega i zatim u d, a nakon d moramo u a §to bi izostavilo vrh e.

Zadatak 13.6.

Rjesenje. NE, NE, DA. Graf ne sadrzi Eulerovu Setnju (vise od dva vrha su neparnog stupnja), ali, prema
Diracovom uvjetu, jest Hamiltonov.

56



13.2 Glavni zadaci

Zadatak 13.7.

Rjesenje. NE, NE, NE. Graf ne sadrzi Eulerovu Setnju (Cetiri vrha su neparnog stupnja). Primijetimo da
se radi o bipartitnom grafu i da je |A| = 4,|B| = 6 pa zato (kao $to ¢e biti dokazano u sljedeéoj lemi) nije
Hamiltonov.

Lema 13.2. Za bipartitan i Hamiltonov graf, ¢iji je skup vrhova V particioniran u skupove A i B, vrijedi
4] = |BI.

Dokaz. Neka je ai,as---a,,a; Hamiltonov ciklus i neka je a; € A, za i neparan te a; € B, za ¢ paran. = n je
paran jer su a, i aj susjedni, a kako se vrhovi iz A i oni iz B redaju naizmjence, |A| = |B. |

13.2 Glavni zadaci

-1
Zadatak 13.8. Dokazite da je graf s n vrhova i barem (n 5 ) + 2 brida Hamiltonov.

Rjesenje. Pokazat ¢emo da su zadovoljeni uvjeti Oreovog teorema. Promatrajmo neka dva nesusjedna vrha A
i B. Neka je G’ dobiven od G izbacivanjem A i B i svih njihovih bridova.

(n ; 1) Lo < |B|
|E'| + d(a) + d(b)

S |Kn—2‘ + d(a) + d(b)
- (” ; 2) +d(a) + (b)
d(a) + d(b) > (n— 1)2(71—2) to_ (n—2)2(n—3) -

Zadatak 13.9. Mis gricka put kroz 3 x 3 x 3 kocku sira grickajuéi svih 27 1 x 1 kockica. Ako mi$ po¢ne grickati
u kutu i uvijek se pomice za po jednu susjednu kockicu, moze li na kraju doéi u sredinu? (Susjedne su kockice
one koje dijele jednu stranu.)

Rjesenje. Opisimo problem pomo¢u grafa: 27 vrhova (svakoj gradivnoj kockici odgovara jedan), a bridovi
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13.2 Glavni zadaci

postoje izmedu onih koje predstavljaju susjedne kockice. Ako s v; ozna¢imo vrh koji odgovara kockici u kutu,
a s v vrh koji odgovara onoj u sredini, sveli smo problem na trazenje Hamiltonovog puta u grafu, s rubnim
totkama v; i vg. Obojimo vrhove crno-bijelo, tako da su susjedni vrhovi razli¢ite boje (to je mogucée, u grafu
nema neparnog ciklusal!) i pretpostavimo da Hamiltonov put postoji. On je se sastoji od 27 vrhova i 26 bridova,
sastavljen naizmjence od crnih i bijelih vrhova. To znac¢i da bi pocetni i krajnji vrh tog puta trebali biti iste
boje, a nije tako. Kontradikcija.

Alternativno: Buduéi da graf nema neparnog ciklusa, on je bipartitan, recimo da je particioniran u skupove
A, B. Primijetimo, pomoc¢u bojanja, da su vrhovi v i v; u razli¢itim skupovima A i B pa dodavanjem brida
izmedu vy i v, graf ostaje bipartitan. Kada bi postojao Hamiltonov put od v; do v u grafu prije dodavanja
brida onda bi postojao i Hamiltonov ciklus nakon dodavanja brida, no to bi znacilo prema Lemi 13.2. da je
|A| = |B|, a bududi da je |A| + | B| = 27 neparan, to nije moguce.

Zadatak 13.10. Na teniskom turniru sudjeluje n igrac¢a. Svaka dva igrac¢a medusobno igraju to¢no jedan mec,
u kojemu jedan od njih pobjeduje (u tenisu nema nerijesenih ishoda). Dokazite da je moguée poredati svih n
igraca u niz tako da je svaki igra¢ osim zadnjeg pobijedio onog koji se nalazi neposredno nakon njega u nizu.

RjeSenje. Modelirajmo zadatak grafom u kojem vrhovi predstavljaju igrace, a usmjereni bridovi predstavljaju
rezultat me¢a medu dana dva igrac¢a (brid ide iz pobjednika u gubitnika). Trebamo dokazati da u ovakvom,
potpuno usmjerenom grafu odnosno turniru, postoji Hamiltonov put.

Za bazu indukcije uzmimo n = 1, tada oc¢ito postoji Hamiltonov put. Pretpostavimo da u svakom turniru
veli¢ine n — 1 postoji Hamiltonov put. Uzmimo proizvoljan turnir veli¢ine n i izbacimo jedan vrh i sve bridove
incidentne njemu pa nam preostaje turnir veli¢ine n—1 i ozna¢imo neki njegov Hamiltonov put s vy, va, ..., vp_1.
Oznadimo s v, vrh koji smo izbacili iz originalnog turnira. Kada u njemu ne bi postojao Hamiltonov put, to bi
znacilo da je brid izmedu vy i v,, usmjeren iz v; u v,; inace je vy, vy, va, ..., v,_1 Hamiltonov put. Sli¢no, kada
bi postojao usmjereni brid iz v, u v, onda bi v, vy,,va, ..., v,_1 bio Hamiltonov put, dakle brid je usmjeren iz
V2 U v,. Induktivno zakljuéujemo da za svaki k € {1,...,n — 1} postoji usmjereni brid iz v; u v,, no tada je
V1, ..., Un_1,V, Hamiltonov put. Dakle, u svakom turniru postoji Hamiltonov put i taj put odreduje poredak
n igraca takav da je svaki igra¢ osim zadnjeg pobijedio onog koji se nalazi neposredno nakon njega u nizu.

Zadatak 13.11. U jednom gradu postoji nekoliko trgova i ulica, pri ¢emu svaka ulica izravno povezuje neka
dva trga. Dosad se svakom ulicom promet odvijao u oba smjera, no gradonacelnik je odlu¢io tome stati na kraj
tako §to ¢e svaku ulicu proglasiti jednosmjernom (time ¢e se promet njome modéi odvijati samo u jednom od dva
moguca smjera). Dokazite da on to moze napraviti tako da se, za svaki trg, broj ulica kojima je moguée uéi na
taj trg i broj onih kojima je moguce izaéi s njega razlikuju za najvise 1.

Rjesenje. Neka vrhovi grafa predstavljaju trgove, a bridovi ulice. Trebamo usmjeriti bridove tako da je apso-
lutna razlika ulaznog i izlaznog stupnja svakog vrha najvise 1. Kako u neusmjerenom grafu postoji paran broj
vrhova s neparnim stupnjem (radi Leme o rukovanju), mozemo upariti takve vrhove u disjunktne parove i dodati
jos jedan brid medu njima. Sada su svi vrhovi parnog stupnja. Dakle, u svakoj povezanoj komponenti postoji
Eulerova tura. Za neku povezanu komponentu odaberimo proizvoljnu Eulerovu turu i proizvoljnu orijentaciju
te usmjerimo bridove po toj orientaciji. Sada je jasno da svaki vrh ima jednak ulazni i izlazni stupanj, no jos
moramo i izbrisati dodane bridove. Kako smo svakom vrhu dodali najvise jedan brid, apsolutna razlika izlaznog
i ulaznog stupnja se brisanjem dodanih vrhova promijeni za najvise 1.

—1
Zadatak 13.12. Dokazi da se za svaki neparan n > 3 bridovi potpunog grafa K, mogu prekriti s r Ha-
miltonovih ciklusa bez zajednickih bridova.
RjesSenje. Oznacimo jedan vrh s v, a ostale s 0,1,2,...,2k — 1 za n = 2k + 1. Jedan Hamiltonov cik-

lus dan je s v,0,1,2k — 1,2,2k — 2,...,k — 1,k + 1,k. Dokazat ¢emo da su Hamiltonovi ciklusi (a,.) =
(v,0+r1+r2k—14+r2+r2k—2+r...;k—14+rk+1+nrk+r), zasvakir € {0,1,...,k — 1},
gdje zbrajanje gledamo modulo 2k odnosno identificiramo 0 = 2k,1 =2k +1,...,2k — 1 = 2k — 1, disjunktni.
Jasno je da je v spojen s r 1 k+r u (c..) pa je svaki njegov brid iskoristen to¢no jednom.

Za proizvoljne i # j € {0,1,...,2k — 1} dokazimo da su susjedni u najvise jednom («;.). Promotrimo prvo
razlike oznaka susjednih vrhova u a, modulo 2k te uot¢imo da su te razlike, neovisno o r, redom jednake
1,2k — 2,3,2k —4,5,2k — 6,...,2k — 3,2,2k — 1. Svaki broj iz {1,2,...,2k — 1} se pojavljuje to¢no jedanput,
§to znaci da se j moze pojaviti odmah nakon ¢ u maksimalno jednom («,) pa jo§ samo trebamo dokazati da
ako se j pojavljuje odmah nakon ¢ u nekon (a;) onda se i ne pojavljuje odmah nakon 4 u niti jednom (o).
Pretpostavimo suprotno, odnosno da su u nekom (a, ) i (e, ) vrhovi i i j susjedni te oznac¢imo s x poziciju vrha
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iu (ap)isy poziciju od ¢ u (e, ). Tada iz niza razlika dobijemo da je y = 2k + 3 — 2. No po definiciji od (o, )
imamo da je (ay, )z — (ay, )y = k (mod 2k). Takoder vrijedi (ar, )y — (@, )y = 72 — r1 (mod 2k) iz Cega slijedi
da je k = ro — 1 (mod 2k). No to nije istina jer 71,79, € {0,1,...,k — 1}. Dakle, danih 2% Hamiltonovih
ciklusa su disjunktni.

Ovu konstrukciju mozemo interpretirati kao rotaciju Hamiltonovog ciklusa na pravilnom 2k-terokutu sa sredistem
(vrh v = wy).

2

Zadatak 13.13. (2. kolokvij 2021.)

(a)

(b)

Neka je G povezan graf s n vrhova. Koji je najmanji k € N takav da dodavanjem k bridova u G mozemo
uvijek dobiti Eulerov graf (koji moze biti i multigraf)? Nadite primjer grafa G kojemu je potrebno dodati
tocno k bridova.

Graf G = (V, E) je Hamiltonov graf i |V| > 4. Uklonimo li brid e € E, dobivamo graf G — e. Dokazite da
dodavanjem najvise dvaju novih bridova f,h ¢ E grafu G — e, mozemo dobiti Hamiltonov graf (mozemo
dodati 0,1 ili 2 nova brida). Navedite primjer Hamiltonova grafa G za kojeg je nuzno potrebno dodati
barem dva nova brida grafu G — e da bismo dobili Hamiltonov graf.

Rjesenje.

(a)

Buduéi da je povezan graf Eulerov ako i samo ako su svi vrhovi parnog stupnja, a dodavanjem jed-
nog brida mozemo promijeniti stupanj najvise dvaju vrhova, jasno je da broj dodanih bridova treba biti
barem polovica broja vrhova neparnog stupnja. Iz Leme o rukovanju slijedi da postoji paran broj vr-
hova neparnog stupnja pa takve vrhove mozemo upariti i dodati po jedan brid medu uparenih vrhova.
Dakle k je totno polovica broja vrhova s neparnim stupnjem, $to je najvise |§]. Za primjer grafa u
kojem je k toc¢no | %] povezimo jedan vrh sa svim ostalima. Odnosno neka je V' = {vi,vs,...,v,}, B =
{(v1,v2), (v1,v3), (V1,04),..., (v1,v,)}. Ako je n paran svi vrhovi su neparnog stupnja, a ako je neparan
svi vrhovi osim v; su neparnog stupnja, dakle k = [ ].

Neka je n = |V|. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je v, ve, ..., Vn—1,VUpn, v1 Hamiltonov ciklus i
e = (vp,v1). Dodajmo bridove (v1,v,—1), (v2, vy), ako veé nisu u E. Primijetite da vy, va, vy,—1, v, sigurno

postoje i razli¢iti su jer n > 4. S ovim novim bridovima imamo Hamiltonov ciklus
V1, Un—1,Un,V2,VU3,V4,...,Un—-2,Un.

Za primjer uzmimo V = {vy,ve,...,0n-1,0n}, E = {(v1,02), (v2,v3),..., (Vn-1,0n), (vn,v1). Kako svaki
vrh ovakvog grafa ima stupanj jedan koji god brid izbriSemo postojat ¢e dva vrha kojima je novi stupanj
jednak jedan. Kako ne smijemo dodati isti brid primjeéujemo da nakon dodavanja samo jednog brida
barem jedan od ta dva vrha ¢e i dalje biti stupnja 1. No kada bi takav graf bio Hamiltonov njegov stupanj
bi morao biti barem 2 tako je nuzno dodati barem dva nova brida da bismo dobili Hamiltonov graf.
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13.3 Daljnji zadaci

Zadatak 13.14. (2. kolokvij 2017.) Koliko najmanje bridova mora imati jednostavni graf sa 7 vrhova tako da
sigurno mozemo zakljuciti da je Hamiltonov?
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