Matematika 2 za kemicare
Rjesenja pismenog ispita od 9. srpnja 2025.
Matea Celar & Franka Miriam Briickler

1. (20) Linearan operator A : R® — R? zadan je svojim djelovanjem na bazi f =
((1,0,-1),(1,0,1),(0,2,0)):

f [ bj

1 2 3

Afy =(—1,1,-4), Afs = (5,3,6), Afs =(2,0,4)
(pri ¢emu su gornje koordinate dane s obzirom na kanonsku bazu).
(a) (5) Dokazite da je f = (fi, f2, f3) zaista baza prostora R3.
(b) (8) Odredite matricu operatora A u kanonskoj bazi.
(c) (7) Odredite vektor v € R? takav da je Av = (1,—1,3) (s obzirom na kanonsku bazu).
Rjesenge.
(a) Racunamo rang matrice ¢iji stupci su elementi baze f:
1 10 0 20 010 100
r{ 0 02]=r[0 O 1}=r{0O01}=r{0 1 0] =3.
-1 10 -1 10 1 00 100
Dakle, skup f se sastoji od tri linearno nezavisna vektora, pa je to baza za R3.
(b) Imamo e; = (1,0,0) = 3(fi + f2), e2 = (0,1,0) = 3f3 i e3 = (0,0,1) = 5(f2 — f1).

Stoga je

1 1 1 1 1
Aey = A (§(f1 + fQ)) = §Af1 + EAfQ = 5(_17 L, _4) + 5(57376) = (2’27 1)

Aey = A <1f3) = ap =00 =102

2 2 2
1 1 1 1 1
Aes = A (§(f2 - fl)) = §Af2 - §Af1 = 5(573,6) - 5(—17 L, —4) = (37 1,5)-

Stoga je matrica operatora A u kanonskoj bazi

| | | 2 13
[A}e = A61 A62 A€3 = 2 0 1
| | | 1 25



(c) Ako matrica A ima inverz, onda je

Av=(1,-1,3) &= A TAv=A"(1,-1,3) &= v=A"(1,-1,3).

[zracunamo
2 -1 -1
A=A =9 -7 —4],
-4 3 2
pa je
1 2 -1 -1 1 0
We=[A"-1]=19 -7 —4]|-1]|=|4
3 -4 3 2 3 -1

Dakle, v = (0,4, —1).

2. (20) Odredite opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe

y +tgt(y —t) =sin2t + 1.

Rjesenje. Uvodimo supstituciju v := y — t; tada je v/ =y’ — 1, pa diferencijalna jednadzba
prelazi u
u +utgt = sin 2t. (1)

Pripadna homogena jednadzba je
u +utgt =0,

Cije opce rjeSenje je
u=Ccost, CeR

(singularno rjesenje u = 0 mozemo ukljuciti u opce).
Rjesenje jednadzbe (1) sada trazimo u obliku

u(t) = C(t) cost.
Uvrstavanjem u (1) dobivamo
C'cost — C'sint + C costtgt = sin 2t,

odnosno
(' cost = sin 2t.

Odavde integriranjem dobivamo
C=—-2cost+ D, D eR.
Dakle, opce rjesenje jednadzbe (1) je

u = (D —2cost)cost = Dcost — 2cos’t, D eR.



Rjesenje polazne jednadzbe je tada

y=u+t=Dcost—2cos’t+t, D eR.

3. (20) Zadana je funkcija f : R3 — R,
f(z,y,2) = cosx + y*(1 + 2) + 2°.
(a) (7) Odredite sve stacionarne tocke i Hesseovu matricu funkcije f.
(b) (6) Za koje vrijednosti parametra ¢ skup S C R3,
S... flz,y,2) =c,
jest, a za koje nije ploha? Obrazlozite svoj odgovor.

(c) (7) Odredite najmanju vrijednost koju funkcija f moze posti¢i na zy-ravnini. U kojim
tockama se ona postize?

Rjesenge.
(a) Odredimo prve parcijalne derivacije funkcije f:
o) = s Ly =2+ P =y

Stacionarne tocke su rjeSenja sustava

sinz =0
2y(1+2)=0
y? = —2z2.

Iz prve jednadzbe slijedi x = km, k € Z. Iz druge jednadzbe slijedi y = 0 ili z = —1,
pa uvrstavanjem u treéu jednadzbu dobivamo da je skup svih stacionarnih tocaka

{(k7r,0,0) : k € Z} U{(km,V/2,-1) : k € ZY U {(kr,—V/2,—1) : k € Z}.

Hesseova matrica je

—Cosx 0 0
(Hf)(z,y,2) = 0 2(1+2) 2y
0 2y 2

(b) Skup S je ploha ako i samo ako ne sadrzi nijednu stacionarnu toc¢ku funkcije f. Za
stacionarne tocke imamo

f(km,0,0) = cos(km) +0+0 = =£1
flkm, V2, —1) = cos(km) +2-0+1==41+1
fkm,—v2,=1) = cos(km) +2-0+1==41+1
Dakle, skup S nije ploha za ¢ € {—1,0, 1,2}, a za sve ostale vrijednosti od ¢ jest ploha.



(c) Na zy-ravnini vrijedi z = 0, pa imamo
f(@,y,0) = cosz +y* = g(z,y).

Odredimo lokalne ekstreme funkcije g. Imamo

dg L dg B
%(xvy) - smx, ay(‘ray) - 2y

Stacionarne tocke su Ty, = (km,0), k € Z. Imamo

(Hg)(2lr,0) = (‘01 g) i (Hg) (20 + 1)7,0) = ((1) g)

Dakle, tocke (2[m, 0) su sedlaste tocke, a tocke ((2/+1)m, 0) su tocke lokalnog minimuma,
od g. Imamo ¢((2] + 1)m,0) = —1. Kako je cosz > —1 1 y? > 0, vrijedi g(z,y) > —1
za sve (z,y) € R?. Prema tome, tocke ((20 + 1), 0) su tocke globalnog minimuma od
g i najmanja vrijednost koju f postize na xy-ravnini je —1.

4. (20) Neka je S C R? skup zadan u Kartezijevim koordinatama s
224+ y? <2
S... v=
0<z<2.

(a) (10) Izrazite skup S u cilindri¢nim koordinatama.

(b) (10) Izracunajte integral /y dz dy d=.
S

RjeSenje.
(a) Imamo

P4y <2y = Py -2+ 1<1 = 2P+ (y—1) <1
Dakle, zadani skup je valjak ¢ije baze su krugovi sa sredistem u (0, 1) radijusa 1 u
ravninama z =01 z = 2.
U cilindri¢nim koordinatama imamo
0<r<2sinp
S...q0<p<m
0<z<2.

(b) Trazeni integral je

2 ™ 2sin 8 2 T
/ydxdydz:/// rsingp-rdrdgpdz:—//sin4godgodz:27r.
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