Matematika 1 za kemicare

Rjesenje 5. zadataka od 3. srpnja 2024.

Zadatak. Parametri baze prostora a, l;, Csua=122A,0=935A,¢=316A, a =~ =90°,
[—1,0,2

f =96,5°. Neka su v =[1,0,1] i @ = ]*.

(a) (8) Izrac¢unajte kut medu vektorima o i « i njihove duljine (iznose).

Y

(b) (8) Izracunajte ¥’ x 0.

(¢) (4) Odredite koordinate vektora b* u bazi @, b, &

Za jedan od dijelova ovog zadatka moze Vam dobro doé¢i Lagrangeova formula
X (@) = (77~ (D7

Rjesenje.

(a) (9) Neka je ¢ trazeni kut. Imamo

U W
cosp = .
G
Prvo, v-w = [1,0,1] - [—1,0,2]* = —1. Stoga je sigurno cos ¢ negativan i ¢ mora biti tup.

Dalje,

0] = V- T=+/(@+0) - (@+¢) =+/a?+ 2+ 2accos f = 12,467892... A
Po temeljnom zakonu reciprocne resetke je
@l = —
W = —
0
Uocimo da je b okomit na @ i C, pa stoga b* ima isti smjer kao i 5, a ravnine smjera (102)
su pak paralelne tom smjeru. Stoga je djy, jednak visini trokuta OM P povucenoj iz O
na M P, gdje je M probodiste ravnine —z 4+ 2z = 1 s z-osi, dakle M = (—1,0,0), a P
probodiste iste te ravnine sa z-osi, dakle P = (0,0,1/2). Povrsina AOM P izrazena na
dva nacina je

1 1 .
§|Mp|d102 = §|OM| |OP| sin 3,

dakle je
a- %c -sin 3

= 1,1788545689 A
| M P ’

dTOQ =

(pri éemu se |MP| = 12,5161125... Adobije iz kosinusovog poucka primijenjenog na
AOMP). Dakle, cosp = —%2 = —(,0945512.. . ., odnosno ¢ = 95,43°, |7 = 12,47 Ai

1
| = - = 0,8483 A"

d102




&

(b) Ux W = (d+¢) x (—a*+2¢) = —d x
baze to je dalje jednako

+CEX a4 2a x c*+2¢x ¢*. Po definiciji reciprocne

1 . . . .
V(_*x(bxamax(axb)max(axb)—ax(bxa):Q.

Budué¢i da je b okomit na a@ i ¢, jedinicna celija je uspravna paralelogramska prizma
volumena

V=Bh=uacsinf-b=abcsin (= 358,144 . .. A3).
Iskoristimo Lagrangeovu formulu ¢etiri puta u # pa dobivamo

- -, =,

o= (@ 9+ @ Herae Ha-oc ab+oa-Ha-2a-ai- @b+ @),

Bududi da je b okomit na @ i € to se pojednostavljuje na

1 A —3acsin B — 2a% — 2

= (~@ ab—20-af-2(a-a)b—(c-)b)

b= —1,180b
abcsin g

(zapravo, buduéi da je ¥ iz direktnog prostora, a w iz recipro¢nog, njihov vektorski
umnozak ima mjernu jedinicu A-A~!, tj. ima dimenziju ¢istog broja pa bi konaéni re-
zultat trebalo zapisati kao @ x 1 = —1,180 AA™1b).

(¢) Bududi da je b ovdje okomit na @ i ¢, a takav je uvijek i b%, slijedi da je b* = yb =
0d +yb+0¢ = [0,y,0]. Pritom skalarnim mnozenjem b* = yb s b dobivamo 1 = y b*, dakle
b = [0, &,0] = [0,0.1069 A7, 0],



Matematika 2 za kemicare

Rjesenje 5. zadatka od 3. srpnja 2024.

Zadatak. U razmatranju kemijskih reakcija i reakcijskih sustava s odabranim, fiksnim, tva-
rima koristi se, medu ostalim, tzv. matrica kemijskih formula F' = [f;;]. Ako sve tvari (spojeve
ili ione) koje razmatramo numeriramo od 1 do N, a sve kemijske elemente od kojih su te tvari
sac¢injene numeriramo od 1 do M, onda je f;; jednak broju atoma i-tog elementa u j-toj tvari.
Pritom, ako u reakciji sudjeluju ioni, imamo i jedan dodatni, zadnji, redak u kojem su redom
nabrojani nabojni brojevi tvari koje sudjeluju u reakciji. Svako netrivijalno rjesenje sustava
koji u matricnom obliku ima zapis F - X = 0, gdje je X = (v1,10,...,vx)" vektor nepoz-
natih stehiometrijskih koeficijenata! reakcije u kojoj sudjeluju promatrane tvari, nazivamo
kemijskom reakcijom s tim tvarima.

Konkretno, u nastavku razmatramo moguce reakcije u kojima sudjeluju sljedece cetiri
tvari: HySO4, HSO,, SO3~ i HY. Zapisite odgovarajuéu matricu F i odredite joj rang. Ako
bi se istovremeno desavalo vise reakcija s te ¢etiri tvari, koliko najvise odjednom ih moze biti
linearno nezavisno? Zasto? Ako taj maksimalni broj linearno nezavisnih reakcija oznacimo s
1, napisite konkretan primjer p linearno nezavisnih kemijskih reakcija s navedenim tvarima.
Rjesenje. U F stupci odgovaraju HoSO,, HSO,, SO~ i HF, a retci H, S, O i nabojnim
brojevima te je

2 1 01
1 1 10
F= 4 4 40
0 -1 =21

Elementarnim transformacijama po retcima i stupcima dobivamo da je rang matrice F' jednak
2. Kad bismo trazili sve reakcije s tim tvarima, tj. rjeSenja sustava F' - X = 0, buduéi da se
radi o homogenom 4 x 4-sustavu, uspjet ¢emo eliminirati prva dva stupca, a preostala dva bit
¢e umetnuta, tj. imat ¢emo prostor rjeSenja dimenzije 2, odnosno maksimalni broj nezavisnih
istovremenih reakcija s navedenim tvarima je 2: p = 2. Da bismo nasli primjer dvije takve,
mozemo GauBovom metodom eliminacija rijesiti sustav F' - X = 0 i odabrati dva nepropor-
cionalna rjesenja. Alternativno, nije nuzno rijesiti sustav nego jednostavno isprobavanjem
uvrstavanja vy, e, v3 i v4 nademo dva neproporcionalna rjeSenja (to ima smisla ako smo veé
prethodnim argumentom zakljucili da je maksimalni broj nezavisnih rjeSenja 2, inace se mora
rijesiti sustav i pritom ¢e se vidjeti da se dobilo dvoparametarsko rjesenje te ¢e iz toga slije-
diti i g = 2). Primjer dvije nezavisne reakcije je (—1,1,0,1)" (dakle, H,SO, —HSO; +H*) i
(0,—1,1,1)! (dakle, HSO; —SO* +H™).

Podsje¢amo, reaktantima odgovaraju negativni stehiometrijski koeficijenti.



