LINEARNA ALGEBRA 1
Prvi ispitni rok - 31. sije¢nja 2025.

|ZADATAK 1]

Neka je U < Mj3(R) vektorski potprostor realnih gornjetrokutastih matrica kojima su svi
dijagonalni elementi medusobno jednaki.

(a) (8 bodova) Odredite dimenziju potprostora U te jednu njegovu bazu.
(b) (6 bodova) Odredite jedan direktni komplement od U u M3(R).

(c) (6 bodova) Neka je N dobiveni direktni komplement. Odredite rastav proizvoljne ma-
trice
A € M;(R) s obzirom na rastav M3(R) = U 4 N.

RjesSenje:
(a) Neka je A € U proizvoljna matrica. Tada je:

aix aiz Az
A= 10 an ag| =an(En+ Ew+ Es3) + anFia + aisEis + ass Eas.
0 0 aiq

Lako se vidi da je skup {E11 + Eas + E33, Ev2, F13, Fo3} linearno nezavisan, a to je i skup
izvodnica za U, pa je to i baza za U. Slijedi da je dimU = 4.

(b) Nadopunimo bazu za U do baze za M3(R), npr.
{E1 + B + Es3, By, B3, Eaz, By, B, oy, E3y, Esp}.
Jedan moguéi direktni komplement je N = [{E11, Fas, Fo1, E31, E30}.

(c) Racunamo:

ailz aiz a3
A= layn an a23

azy dasz aii
= (B + B + Es3) + asErg + asEis + agEog
+ B1En + BoBas + B3l + Balis + Bl

Slijedi da je oy = as3, ag = a2, a3 = a3, Qg = a3, f1 = a11 — asz, P2 = a2 — ass,
53 = ag1, By = as, 55 = a32.

as3 a2 A3 ayp — ass 0 0
Dakle, Ay = | 0 ass ags|, Ay = 21 azy —azz 0

0 0 as3 azy ass 0



(a)

(b)

|ZADATAK 2|

(10 bodova) Odredite parametar ¢ € R tako da u vektorskom prostoru R* skup
Wy = {(21, 29, 23, 24) € R* : 311 — 2wy + 23 + 24 — t(27 + 27) = 0}

bude potprostor.

(10 bodova) Ovisno o t € R odredite dim [IV].

Rjesenje:

(a)

Pretpostavimo da je W; < R*. Kako se vektor z = (1,0,¢ — 3,0) nalazi u W;, moralo
bi vrijediti da je i 2z = (2,0,2t — 6,0) € W,;. No tada je 6 + 2t — 6 — 4¢ = 0, odnosno
t=0.

Provjerimo da je Wy = {(z1, T2, ¥3,74) € R* : 321 — 2w+ 23+ 14 = 0} potprostor. Neka
sux = (x1,%2,23,24),y = (Y1, Y2,Ys3,ys) € Wy proizvoljni i a, 8 € R proizvoljni. Tada
vrijedi

ax + By = (axy + Byi, axy + Bya, axs + Bys, axs + Bya),

tj.

3(axy + Byr) — 2(axs + By2) + (axs + Lys) + (axy + Bys)
=a (3w — 2w+ 23+ 24) +5 (31 — 2y2 +y3 + ya) = 0.

[\ J S

0, jer je z€Wp 0, jer je yeWo
Dakle az + By € W, pa je Wy < R%.

Kako je Wy potprostor, tada je [Wy] = Wy. Primijetimo da ako je x € W, tada mora
vrijediti
T4 = —3x1 + 229 — 23,
pa je
(xla T, X3, $4) = 1’1(1, 07 07 _3> + .Z'Q(O, 17 Oa 2) + 5173(07 07 17 _1)
Dakle, {(1,0,0,-3),(0,1,0,2),(0,0,1,—1)} je baza za Wy, pa je dim|[W,] = dim W, = 3.

S druge strane, za t # 0 mozemo naéi 4 linearno nezavisna vektora koja su u W; pa je
dim[W;] = 4 (jer je dimR* = 4). Ti vektori su

3 1
(;707070)7<070707¥>7(0717270>7(1707t_370)7 t7é37

odnosno

1
(1,0,0,0),(0,0,0,§>,(0,1,2,0),(1,1,0,0), t=3.



|ZADATAK 3|

1 =z -1 2
(a) (6 bodova) Odredite nepoznanicu x u matrici A= {2 —1 =« 5| ako je poznato da
1 10 -6 1
12 1 3
je A ekvivalentna matrici B= |0 4 4 1].
2 0 =25

(b) (8 bodova) Dane su A, B € M, te matrica C' € M,, u blok zapisu C = [A B.
Dokazite ili opovrgnite kontraprimjerom

(bl) r(A)=n = r(C)=n
(b2) r(A) <n = r(C) <n.

(c) (6 bodova) Neka su A, B € M,,, proizvoljne. Pokazite da je (A + B) < r(A) + r(B).
Rjesenje:

(a) Kako je {RP, RP} o¢ito linearno nezavisan skup, te je RY = 2R; — RP. vidimo da je
r(B) = 2. S obzirom da su matrice ekvivalentne ako i samo ako su istog ranga, potrebno
je odrediti x takav da je r(A) = 2. Standardnim na¢inom se dobije da je

2, =3
r<A>:{3 2#3,

pa zakljucujemo da mora biti z = 3.

(b1) Ukoliko je r(A) = n, slijedi da stupci matrice A ¢ine linearno nezavisan skup. Posebno,
kako su oni ujedno i stupci matrice C, slijedi da je r(C') > n. S druge strane, zbog
dimenzija je ocito i r(C) < n, odakle slijedi r(C') = n.

(b2) Implikacija ne vrijedi: mozemo uzeti A = 0, B = [,,; u tom slucaju je 7(A) = 0 < n no
r(C) = n.

(c) Kako za stupce matrice A 4+ B o¢ito imamo SJ-A+B = SJA + SJB, j=1,...,n, imamo
{Sf+B7"7S’;?+B} g [{5147"'75’[1?75137"'755}] = [{Sf7"'757?}]+ [{SF7"'7S7?}]'

Uzimanjem linearne ljuske u prethodnoj inkluziji te promatranjem dimenzija odmah
slijedi trazena nejednakost.



|ZADATAK 4|

(a) (12 bodova) Izra¢unajte determinantu matrice A = [a;;] € M, (R) dane s

{1, i+j=n+1,

Qi = . ..

J, inace.

(b) (8 bodova) Neka su A, B € M, regularne. Pokazite da je AB = BA.
Rjesenje:

(a) Ratunamo

1 2 3 n—2 n—1 1
1 2 3 n—2 1 n
1 2 3 1 n—1 n '
det A= : : : L] = e D
121 n—2 n—1n e
11 n—2 n—-1n
12 3 n—2 n—1n
1 0 0 0 0 —(n-1)
1 0 0 0 -n-2 0
1 0 0 —(n—3) 0 0
_ . __ Laplaceov razvoj
- : ~ po zadnjem retku
1 0 -2 0 0 0
1 -1 0 0 0 0
1 0 O 0 0 0
0O 0 0 0 0 —(n—1)
0O 0 O 0 —(n—2) 0
0O 0 O —(n—13) 0 0
:(_1>n+1 —u tren%?giafrtlal;igﬁé?ijalima
0O 0 -3 ... 0 0 0
o -2 0 ... 0 0 0
-1 0 0 ... 0 0 0
—(—1) )T ) T e = )= ()T T (- )

(b) Kako su A i B regularne, tada je i AB regularna. Stoga je

AB = det(AB)(AB) ™' B-C (det A - det BYB™'A™' = BA.



(a)

(b)

|ZADATAK 5|

(6 bodova) Neka je A € Ma, , antisimetri¢na matrica (to jest, takva da je AT = —A).
Dokazite da je A singularna matrica.

(14 bodova) Neka je A € M,,,,n > 2, matrica ranga n — 1, te neka su Sy, Ss,...,S,
njezini stupci. Ako je prvi stupac matrice A jednak sumi svih preostalih stupaca od A,
odredite skup svih rjesenja sustava AX = S — 25,.

Rjesenge:

(a)

(b)

Iz det A = det AT = det(—A) = (=1)*""'det A = —det A slijedi det A = 0, pa je A

singularna.

Znamo da je (z1,xs,...,2,) rjeSenje sustava AX = B ako i samo ako je B = x5 +
x9So+. . .+1,5,. Odavde slijedi da je (1, —2,0,...,0) jedno partikularno rjesenje sustava
AX = 51 —28,. Takoder, zbog S; = Sa+...4+ S, to jest S — Sy —...— S, = 0, slijedi
idaje (1,—1,—1,...,—1) jedno rjeSenje homogenog sustava AX =0. lzr(A)=n—1
zakljucujemo da je dimQ =n — (n—1) =1, paje Q = [{(1,—1,...,—1)}]. Sada je
skup svih rjesenja sustava AX = 57 — 255 jednak

{1,-2,0,...,0)+ A(1,-1,—1,...,—1) : A € F}.



