POGLAVLJE 4

Neprekidnost i limes funkcije

4.1. Limesi elementarnih funkcija
PRIMJER 4.1. Dokazimo po Cauchyjevoj definiciji da vrijedi

lim 22 = 8.
r—2

RJESENJE. Neka je € > 0 proizvoljan. Trazimo 6 > 0 tako da za sve z € R takve da je
|z — 2| < § vrijedi |2® — 8| < e. Primijetimo
2} — 8= (z—2)(2* + 2z +4).
Za x € R takav da je |t —2| <6 1d <1 vrijedi

lz] =]z —2+2| <]z —-2|+2<0+2<1+2=3

P=(r-2+22=(2-22+4(z—2)+4<+45+4<1+4+4=09.
Dakle, koristenjem nejednakosti trokuta slijedi:

2% — 8| = |(z — 2)(z® + 27 + 4)| < §(|2?| + 22| + [4]) < §(9 + 6 + 4) = 194.
Kona¢no, odabirom ¢ = min{1, 55} slijedi |#* — 8| < € i time je tvrdnja dokazana. U

Na predavanju se dokazu sljedeéi teoremi, analogni onima za limese nizova.

TEOREM 4.2 (Operacije s limesima). Neka je I C R ic € I i neka su funkcije f, g : I\{c} —

R takve da postoje limesi lim,_,. f(x) i lim, . g(z). Tada vrijedi

(i) Za sve \, p € R vrijedi:

lim(Af (x) + pg(x)) = Alim f(x) + p lim g().

(i1) Vrijedi
tin((2)g()) = lim /) i ),
(i1i) Ako je g(x) # 0 za sve x € I\ {c} i vrigedi lim,_,. g(z) # 0, tada je
. f(z)  limg, f(x)
:lzlgl: g(x)  lim,.g(x)

Na predavanju se dokaze da sljedeci limesi postoje i izracuna im se vrijednost.

PropozIiCclIA 4.3. Vrijed:
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PropozICIA 4.4. Vrijed:

et —1
lim =
z—0 x

1

Sljedeéi teorem slijedi jednostavnom modifikacijom teorema o kompoziciji neprekidnih funk-
cija s predavanja (potrebno je samo zamijeniti pojam neprekidnosti sa postojanjem limesa i

dokaz je identic¢an).
TEOREM 4.5. Neka su I, J C R otvoreni intervali te neka je ¢ € I. Neka je f: I\ {c} - R

funkcija takva da postoji | = lim,_,. f(z) te f(I\ {c}) C J\{l}. Akojeg: J\{¢} - R
funkcija takva da postoji lim,_,; g(y), tada vrijedi:

lim g(f(z)) = lim g(y).

T—C y—l

ZADATAK 4.6. Izrac¢unajte limese sljede¢ih funkcija

(a) hmx%ioo (ngi%(f;j_s;(if_m (d) hma:—)—i—oo L (f> lirnac—):l:oo %_11-&-1
(b) 1 (:)3+1)2 ZIH*\/JH’\/E ( ) hm oz
1My +oo 302—r—4 (e) hma:—)—i—oo :(:22-11 g T——00 412
(€) limy 4o 1925 T (h) lim, o (V22 =52 + 6 + )

RJESENJE. Navedeni limesi se, kao i kod limesa nizova, rijeSe dijeljenjem brojnika i nazivnika
sa vodeé¢im ¢lanom. U slucaju limesa x — —oo, moze se napraviti supstitucija y = —x, ¢ime

se limes svede na y — 00. O

ZADATAK 4.7. Dokazite da vrijedi

. l—cosz 1
lim ———— =
z—0 xT 2
RJESENJE. Koriste¢i identitet za dvostruki kut cos 2t = cos?t — sin?t = 1 — 2sin’ ¢, slijedi
1—cosz _ 1sin? % 1
lim = lim = —,
x—0 ;132 z—0 2 (E)Q 2

gdje posljednji zakljucak slijedi primjenom teorema 4.5 najprije na kompoziciju funkcija x —

sin x
T

in
SlIl2

1x— 3, uz propoziciju te zatim kompozicijom funkcija x +— %2 i x > 22,

N

Drugi na¢in. MnoZenjem brojnika i nazivnika pocetnog izraza sa (1 + cosx) slijedi

. l—cosz . 1—cos’x . (sinz\® 1 , 1 1
lim —— =lim ——— = lim =12.2 =2,
=0 12 a0 x2(1 + cosz) -0\ =z 1+ cosz 2 2
gdje smo u zadnjem koraku koristili propoziciju [4.3]1 neprekidnost kvadratne funkcije. 0
ZADATAK 4.8. Dokazite da vrijedi
In(1
fim 22
z—0 xT
RJESENJE.
. In(1+42) y=In(l+z)er=e -1 ) y
lim — = = lim =1,
e=0 r—0 = y—0 y—=0e¥ — 1

gdje zadnja jednakost slijedi iz propozicije [4.4]
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Formalno opravdanje. Neka je f : (—1,00) — R funkcija zadana s f(z) = In(1 +
x). Funkcija f je neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija  +— Inz iz — 1+ z.
Primijetimo sada da vrijedi lim, o f(z) =0 i

In(l1+x)  f(z)
x Cefle) — 17

Koristeci propozicijuznamo da je lim; . etT’l = 1 pa po teoremu uz supstituciju t = f(x)
slijedi da desna strana konvergira k 1 pa zakljuc¢ujemo da je i lim,_,o ln(lT”Lx) =1.

Napomena. Vidimo da se u nizu jednakosti u prvom redu rjeSenja teorem [£.5 koristi da
zaklju¢ujemo da limesi postoje ¢itajuéi jednakosti unazad. Preciznije, posljednji limes postoji
po propoziciji [f.4] zatim supstitucijom x = ¥ — 1 slijedi  — 0 pa po teoremu [4.5 slijedi da i

prvi limes postoji i jednak je zadnjem. U

ZADATAK 4.9. Dokazite da vrijede sljedeci limesi.

(a) Neka je a > 0. Dokazite da vrijedi

lim (ax —Inx) = 400
T—00

(b) Neka su a,p > 0. Dokazite da vrijedi

D
. X
lim — =0
r—o0 4T

(c) Neka je p > 0. Dokazite da vrijedi

RJESENJE. Na predavanju se dokaze da za svaki > 0 vrijedi da je niz ((1+ %)n)n rastuci

i konvergira k e®. To posebno znaci da za svaki x > 01in € N vrijedi
e’ > (1+£> > r ().
n n"
(a) Logaritmiranjem nejednakosti () slijedi da je > nlnz — nlnn. Odaberemo li n € N
tako da je % < a, tada iz prethodnog izraza, podijeljenog sa n slijedi:
2 T
ar—Inx > —x—Inx > — —Inn.
n n
Konacno, kako je lim, o, ¥ = 00, slijedi tvrdnja zadatka.
(b) Koristenjem definicije 27 := eP!"® slijedi

P

_ epln:lz—ax _ ep(lnzf%m)‘

eaz

Iz nejednakosti (x) za n = 1 slijedi da je € > 1 4+ x pa je lim, .o e* = +oo, ali odatle
koristenjem identiteta e™* = eix slijedi da je i lim, ,,,e™® = 0. Konacno, iz prethodnog
podzadatka znamo da lim, . (Inz — %:1:) = —oo pa koristenjem slijedi da je trazeni

limes jednak 0.
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(c) Iz prethodnog pozadatka slijedi da za svaki p > 0 vrijedi lim,,o Z% = 0. Prema tome,
supstitucijom x = €¥, iz teorema [4.5] slijedi
Inz . Inx

0= lim = lim —.
T—00 eplnx z—o00 P

O

Napomena. Iz prethodnog zadatka slijedi da svaka eksponencijalna funkcija raste asimp-

totski brze od svake potencije te da svaki korijen raste asimptotski brze od logaritma.

ZADATAK 4.10. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izracunajte ih

. in(13 . in (7 . in(m
(a) lim,_,q :ingﬂg (C) limg, Ssin((;.g;;)) (f) lim, ssirg(g)
(b) lim,, o0 2sin = (d) lim, o 2resine (8) limy o =57
(e) limx_% SRS CORT Cz’;;’” (h) limg, Si;gm

RJESENJE. (a) Dijeljenjem brojnika i nazivnika sa x i koristenjem slijedi:

sin(13z) 13 sin(13z) 21w R 13
sin(2lz) 21 _ 13z sin(2lz) ~ 21°
—_— ——
—1 —1

(b) Primijetimo da je zsin T = - S22 Kako je lim, o = = 0, koristenjem [4.3] [1.5] slijedi da

x

je limes jednak 7.
()

. sin(mz)
lim ———— =
z—1 sin(37x)

sin(zm(y +1)) . sin(ry) 1

~ 50 sin(3r(y + 1)) g0 sin(37y) 3

(d) Supstitucija y = arcsin z.

(e) Koriste¢i adicijske formule i formule razlike kosinusa: cosa — cosb = 2sin(%2) sin(%2)

slijedi
. sinz —V3cosz ) 2sin(r — %) ) sin(z — %)
lim = lim = lim = =
et 1 —2cosx v—>Z 2(cos § —cosx) a7 ZSin(x_f)sin(x;§)

i siny 92
= lim = . il
y—=02sin(4)sin(4+%) v=0 y sin¥ sin(4+%) 3

y sin(m/) y=x—1 y sin(my/1 +y) Y sin(r(v/I+y —1))
im ————=~ = = lim ———= = lim
z=1 sin(mz) r—1 = y—0] v=0sin(r(l+y)) v=0 sin(7y)
— lim STr) v oy L
y=0 e my sin(my) 2

2
57— =20

sin” x

11— 1-—
lim cos( 5 cos ) = lim(1 — cos ) -

1 —cos(l —cosz) 1—cosx =
z—0 sin® z—0 (1 — COS I)2 T

2
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(h) Vrijedi 0 < |S;%\ < I—lg, i $—13 — 0 za x — oco. Po teoremu o sendvicu limes je jednak 0.
O

ZADATAK 4.11. Neka je n € N. Dokazite da sljedeéi limes postoji i izracunajte ga.
1— 27) - - -

lim cos x cos(2x) - - - cos(nx)

x—0 x2

RJESENJE. Po prethodno raspisanom limesu vrijedi (1) = Pretpostavimo da limes

1
5.
postoji za neki n € N, oznacimo ga sa I(n).

Koristimo trik teleskopiranja:

1 —cosz---cos((n+1)x) _1- cos x cos(2x) - - - cos(nx) 1 —cos((n+1)z)

+cosx - - - cos(nw) -

2 2 2

T T T

Prvi ¢lan prethodnog zbroja konvergira k I(n), dok drugi ¢lan konvergira k % Dakle,

vrijedi
n+1)2
In+1)=1(n)+ %
Teleskopiranjem navedenog izraza slijedi:

= k2 _nn+1)2n+1)

2 12
k=1

I(n) =

O

Napomena. Cesti pogresan pokusaj rjesenja prethodnog zadatka prethodnog oblika je slje-

dedi:
—1 —1
— e
. 1—cosxz-cos(2z)---cos(nx) . 1l—cosx 1
lim =lim ——— = —.
z—0 x? z—0 x? 2

Medutim, takvo zakljuc¢ivanje je krivo! Naime, limese ne smijemo pustati parcijalno, tj.

tako da uvrstimo grani¢nu vrijednost samo za neki dio izraza. Elementarniji primjer na kojem

se vidi da je takvo zakljucivanje oc¢ito krivo je sljedeéi limes:

1—(1—2)(1-2 3z — 22
g Lm0 =20) o Sr =20t e o3

z—0 X z—0 €T z—0

u kojem bismo, koristenjem (1 — z) — 0 za  — 0, dobili sljede¢i pogresan rezultat

1—(1-— 1-2 1—(1-2
pol-(—w)(1-20), . 1-(1-22)
z—0 €T z—0 X

= 2.

ZADATAK 4.12. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izracunajte ih

(a) lim, .o (%)Hx (c) limy—s o (%)x (e) lim, o (cosx)%
(b) lim, e (£5)° (d) Timzsioo (1+ %) a €R - (£) Tim, g (cos )

RJESENJE. (a)

(sin;ac) R exp ((1 . <sinx2x)) |

Pustanjem x — 0, koriStenjem propozicije slijedi da % — 2 pa po neprekidnosti

funkcije In slijedi ln(%) — In2 te kona¢no po limesu produkta slijedi da izraz unutar
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funkcije exp konvergira k In2. Kona¢no, po neprekidnosti funkcije exp slijedi da je limes
jednak exp(In2) = 2.

(b)
(22111):02 = exp <x2 In (22:1)) = exp (x2 In (% <1—|— 2x1+ 1))>
= exp <x2 (—1n2—|—ln (1—1— 2xl+ 1)))

Po neprekidnosti funkcije In slijedi da In(1 + ﬁ) — 0 pa koristeci limes zbroja i ¢injenicu

da je lim,_, 4., 2% = +00, po limesu produkta slijedi da izraz unutar funkcije exp konvergira

k —oo pa slijedi da je trazeni limes jednak 0 po teoremu [4.5

(c)

z—1\" z—1 2 —2z In(1—--5)
=exp (zln =exp|(zln(1-— = exp : )
r+1 r+1 r+1 r+1 )

Koristeci limes [1.8] 1 limes produkta slijedi da izraz izraz u zagradi konvergira k —2 pa po

neprekidnosti funkcije exp slijedi da je limes jednak e=2.

(d)

(e)

1 In(cos x) In(1+cosx—1) cosx —1

(cosz)z =exp | ————= | =exp : sz ).
x cosx — 1 x?

Koristeci limese [4.8]1[4.7] slijedi da izraz unutar funkcije exp konvergira k 0 pa je po teoremu

[4.5 limes jednak 1.
(f)

a In(cos x) In(1+cosx —1) cosx —1
(cosz)s? =exp | ———= | = exp : :
x? cosx — 1 x?

Koristeéi limese i slijedi da izraz unutar funkcije exp konvergira k —% pa je po

teoremu limes jednak e 2.
O

4.2. Neprekidnost funkcija

ZADATAK 4.13. Dokazite da svaki polinom neparnog stupnja ima barem jednu realnu nul-

tocku.

RJESENJE. Neka je p(z) = a,2™ + -+ + ap. Polinom je neprekidna funkcija kao zbroj
neprekidnih funkcija. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a, > 0 (u suprotnom

promotrimo —p). Po limesu produkta slijedi:

r—Fo00 r—+o00

lim p(z) = lim a,z" (1 + Zakxk"> =+00-1=+o0.
k=1
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Prema tome, po definiciji limesa postoje x1, 29 € R, 21 < x9 takvi da je p(z1) < 01 p(xg) >
0. Medutim, tada po teoremu o meduvrijednosti slijedi da postoji zo € (z1,x9) takav da je
p(zo) = 0. O

ZADATAK 4.14. Neka je f : [0,1] — [0,1] neprekidna funkcija. Dokazite da f ima fiksnu
tocku, tj. da postoji zo € [0, 1] takav da je f(z) = xo.

RJESENJE. Promotrimo funkciju g(xz) = f(x) — x, koja je neprekidna. Bududéi da je
f([0,1]) € [0, 1], slijedi g(0) = f(0) > 01ig(1) = f(1) =1 < 0. Po teoremu o meduvrijednosti
slijedi da postoji xy € [0, 1] takav da je g(zo) = 0, odnosno f(xy) = xo. O

Napomena. Neprekidna funkcija f: (0,1) — (0,1) ne mora imati fiksnu tocku, npr. f(z) = 2%

ZADATAK 4.15. Neka je I C R interval te f: I — R neprekidna injekcija. Dokazite da je f

strogo monotona.

RJESENJE. Pretpostavimo suprotno. Kako f nije strogo rastuca, postoje x; < xs u I takvi
da f(z1) > f(x2). Kako f nije strogo padajuca, postoje y; < yo u I takvi da f(y1) < f(y2)-
Promotrimo funkciju

9:[0,1] = R, g(t) = f((1 =)z +ty1) — f((1 = t)z2 + tye).
Ona je neprekidna te zadovoljava g(0) = f(z1) — f(z2) > 0, g(1) = f(y1) — f(y2) < 0. Dakle,
po teoremu o meduvrijednosti postoji ty € [0, 1] takav da g(to) = 0. No, primijetimo da vrijedi
(1 —to)z1 +toyr < (1 —to)x2 + toye

pa iz injektivnosti funkcije f slijedi

g(to) = f((1 —to)xy + toyr) — f((1 — to)z2 + toy2) # 0,
Sto je kontradikcija. O

Napomena. Alternativno, iz pretpostavke da f nije strogo monotona mogucée je dokazati da
postoje x < y < z u [ takvi da f(x), f(2) < f(y) ili f(z), f(z) > f(y). Tada moZzemo dobiti
kontradikciju s injektivnoséu funkcije f koristeéi teorem o meduvrijednosti. Na primjer, u
prvom slucaju, ako je f(z) < f(z), tada mozemo zakljuciti da postoji w € (z,y) takav da

f(w) = f(2). Sli¢no, ako je f(z) > f(z), tada postoji w € (y, z) takav da f(w) = f(x).
Napomena. Bez pretpostavke o neprekidnosti funkcije f, tvrdnja ne mora vrijediti, npr.
L ako x #0
fR—=R, f(x)=<¢"
0 akoz =0

je injekcija, ali nije strogo monotona.
ZADATAK 4.16. Odredite sve neprekidne funkcije f : R — R takve da za sve z,y € R
vrijedi

fle+y) = f@)+ f(y).
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RJESENJE. Uvrstavanjem x = y = 0 slijedi f(0) = 2f(0) pa zaklju¢ujemo da je f(0) = 0.
Uvrstavanjem y = nx za n € N induktivno slijedi

flnz) =nf(z) (x).

Oznac¢imo i sada a := f(1), slijedi f(n) = nf(1) = an za sve n € N. Nadalje, slijedi i

a = f(1) = f(n- L) = nf() pa zakljucujemo da je i f(2) = £ za sve n € N. Konatno,

)
ponovnim uvrstavanjem z = 2 za m,n € N slijedi f(*) = a™ za sve m,n € N. Konacno,
uvrStavanjem y = —z slijedi f(—x) = — f(x) pa zaklju¢ujemo da za sve ¢ € Q vrijedi f(¢) = aq.
Konacno, ako je z € R, tada postoji niz ¢, € Q takav da je lim,,_, ¢, = = pa zbog toga sto je
f neprekidna slijedi

f(x) = lim f(g,) = lim ag, = az.

n—o0

Dakle, zaklju¢ujemo da su sva rjeSenja dane jednadzbe odredena s f(x) = ar zanekia € R. O

ZADATAK 4.17. Neka je f : [1,00) — [0,00) zadana s f(z) =z Inz.

(a) Dokazite da je f bijekcija.
(b) Dokazite da za y > e vrijedi f~!(y) > L.

Iny
(c) Odredite lim, . £ Ily).
ny

RJESENJE. (a) Funkcija f je neprekidna kao produkt neprekidnih funkcija x +— zix +— Inz.
Takoder, kako su obje navedene funkcije strogo rastuce i nenegativne na [1, 00), slijedi da
je i njihov produkt strogo rastuca funkcija pa zaklju¢ujemo da je f injekcija.

Primijetimo da je f(1) = 0. Neka je sada y € (0,00) proizvoljan. Zbog toga §to je
lim, ., f(z) = oo, slijedi da postoji ' > 0 takav da za sve x > 2’ vrijedi f(z) > y + 1.
Kona¢no, zbog toga §to je y € [0,y + 1] C [0, f(2')], po teoremu o meduvrijednosti slijedi
da postoji z € (1,00) takav da je f(x) =y. Dakle, f je bijekcija.

(b) Ozna¢imo sa zg rjeSenje f(xy) = y. Tada vrijedi

_ Y
Inzy

Zo

Ako dokazemo da je xq < y, tada Ce, uz opservaciju Inxg > 0, vrijediti

Y Yy
= >
Inzy  Iny

Lo
Kada bi vrijedilo x¢ > y, zbog toga Sto f rastuca funkcija, tada bismo imali
rolnzg > ylny > ylne =y,

Sto je kontradikcija s definicijom xy. Dakle, tvrdnja je dokazana.
(c) Kako je f strogo rastuca bijekcija, za svaki y > 0 postoji z > 1 takav da je y = f(z) i
vrijedi da x — oo za y — oo. Tada je

f'y) x _ Inz+Inlnx +1n1nx
Y zlnzx _ - .
m Inz+Inlnz Inz Inz
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Posljednji izraz na desnoj strani, zbog lim,_, 1“72 =1i teoremauz supstituciju z = Inx
konvergira k 1 kad z — oo pa po teoremu , uz supstituciju x = f~1(y), slijedi da je i
trazeni limes jednak 1.

O

ZADATAK 4.18. Neka je f:[0,1] — R neprekidna funkcija takva da f(0) = f(1) = 0.
Pretpostavimo da za svaki x € (0, 1) postoji § > 0 takav da = — §,z + 9 € (0,1) te

oy = LE= 0 Iar )

Dokazite da je f(x) = 0 za svaki z € [0, 1].

RJESENJE. Kako je f neprekidna funkcija na ograni¢enom zatvorenom intervalu, ona je

ogranicena te postize svoje granice. Dakle, postoji
M = sup{f(x) | x € [0,1]}

te je skup S := {x € [0,1] | f(z) = M} neprazan. Promotrimo z, := inf S € [0, 1]. Tvrdimo da
vrijedi zg € S. Zaista, postoji niz (a,) u S takav da a, — x¢ pa kako je f neprekidna, slijedi
f(an) = f(xo). Dakle, f(z¢) = M, odnosno zy € S. Nadalje, tvrdimo da z € {0,1}. Zaista,
ako to ne vrijedi, tada postoji 6 > 0 takav da z¢g — §,z9 + 0 € (0,1) te

fan) = LE =D o 48]

Zbog o — § < xg slijedi xg — 6 € S, stoga f(xg — 0) < M. Takoder vrijedi f(zo+ ) < M pa
iz gornje nejednakosti dobivamo f(xg) < M, $to je kontradikcija. Dakle, mora biti zg € {0, 1},

Sto znaci da je M = 0. Medutim, potpuno analognim argumentom mozemo dobiti da vrijedi
inf{f(z) | z € [0,1]} = 0.
Dakle, za svaki = € [0, 1] imamo f(z) = 0, §to je i trebalo dokazati. O

4.3. Zadaci za vjezbu

ZADATAK 4.19. Izracunajte limese:

(a) lim, 4o % (b) limg oo (V r+1- \/5) (c) limg o @;3

ZADATAK 4.20. Izracunajte limese:

- 22°—3w44 - (z+2)3(2? +a+1)° - Va3t
(a) 11m$_>_oo ﬁ (b) 11m$_>+oo AT B0zi5 (C) llmx_)+oo I

ZADATAK 4.21. Izracunajte limese:

(z—1)3 22 —5z+1

(a) 11m:c—>—oo m (b) 11m£lf—>—oo 3547 (C) hmmg),oo \/:W

ZADATAK 4.22. Izracunajte limese:
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(a) lim,_,; 22521 (b) lim,_,3 S=22E8 (¢) limy 55y, myn € N

ZADATAK 4.23. Izracunajte limese:

(a) Tim,y TEV2 (b) Tim, o 2= (c) lim,_yy Y21
ZADATAK 4.24. Izracunajte limese:

(a) lim, o 828 0 bER (b) lim, s (c) lim, ., Stz
ZADATAK 4.25. Izracunajte limese:

(a) lim,_,_, % (b) lim,_,, %, ac€R (c) limyyoowsin T
ZADATAK 4.26. Izracunajte limese:

(a) lim, o \/Szi%fl (b) limg 4o S22 (c) limg =z (tgz — =)

ZADATAK 4.27. Odredite parametar a takav da funkcija f : R — R zadana s

1—2% <0,
f(z) = a, x =0,
l+2, x>0
bude neprekidna.

ZADATAK 4.28. Izracunajte limese:

. . . in2 i i
<a> llmm_m w (b) hma:—)() \/1+:1:Ssli111:13xfcosz (C) llmx—>§ Slm(gxcossx)

ZADATAK 4.29. Izracunajte limese:

m _n 1
\/cosoazfx2 \/COS,BQU7 m e N, a, ﬂ cR (C) hm:pﬁo (COS .CL') ZTtsinx

(a) lim, o

(b) lim, o (cos z)Fr®

ZADATAK 4.30. Izracunajte limese:

1 1

(a) lim, o (cos z) 7= (b) lim,g (L+sin@)#2 (o) lim, o 202200"2)
ZADATAK 4.31. Izracunajte limese:
(a) lim, .o M (b) lim,o W (c) limg_o S5

ZADATAK 4.32. Izracunajte limese:
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i 2m . 3 ) .
(a) Tim, = sin(o+27 ) (b) lim, .3 giﬁvjﬁ (c) limg— oo —;j\/%

3 cos(as—i—%)

ZADATAK 4.33. Je li moguée progiriti funkciju f(z) = arctg ﬁ do neprekidne funkcije na
R?

ZADATAK 4.34. Izracunajte limese:

: 2% —cosx . (tg x—sinx)? V/ 227
a) lim _\tgx—sSmz)” : cos2z-e“® —1
( ) x—0 32 _cosz (b) hmx—)O 22 tg(x?) sin(z2) (C) hmxﬁo In(1+22) In(1+2 arcsin @)

ZADATAK 4.35. Izracunajte limese:

(a) limg % (b) limy, 0+ l_eimﬁ;n;_cow (c) limgx (tg (Z sin J;))COt(mmx)

ZADATAK 4.36. Izracunajte limese:

i In(224324+4) | © 0%
(a) limg 4o In(z2+22+3)

(b> limxﬁo tglatz) tg;c;—a:)_tg2a7

aeR\{S+kr:keZ}
ZADATAK 4.37. Izracunajte limese:

1 1 : 1 In(a—2)—21
(a) lim, o (fis%)sm (b) lim,_0 (fi;iiﬂ;)sinsz (¢) lim,_,q 2late)t nx(g z)—2Ina

ZADATAK 4.38. Izracunajte limese:

In(14+5%)

2 .
612,1) +z2 (b) hmx_>_oo Tn(1437)

(a) Lm0 oo

ZADATAK 4.39. Moze li se funkcija

_Vr+l1-1
M) = 11

progiriti do neprekidne funkeije na [—1,00)7

ZADATAK 4.40. Neka je f: (—a,a) \ {0} — R funkcija. Koje su od sljedec¢ih tvrdnje nuzno
istinite:
(a) lim, o f(z) =1 <= lim, o f(sinz) = I;
(b) limy_o f(z) =1 <= limy_o f(|z]) =17

Dokazite ili opovrgnite kontraprimjerom!

ZADATAK 4.41. Dokazite da za f : (—a,a) \ {0} — (0, +o0) takvu da je
) 1
i (160 + 775) =

vrijedi

lim f(z) = 1.

x—0

Dokazite da limes lim,_,o f(z) ne mora postojati ukoliko 2 zamijenimo sa 3.

ZADATAK 4.42. Izracunajte limese:
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(a) lim,_, sinz cos m% (b) lim,_,o| x| sin(7z) (c) limg, 4o S:fiiif;i

ZADATAK 4.43. Izracunajte limese:
. e . 1 . . 1 .
(a) limg s oo % (b) lim, o 23 L;J (¢) limg 400 [sm (x + 5) — sin a:]
ZADATAK 4.44. DokaZite da jednadzba 2°—3x—1 = 0 ima barem jedno rjeSenje na segmentu
[1,2].

ZADATAK 4.45. Neka su f,g : [0,1] — [0, 1] neprekidne funkcije takve da je fog=go f.
Dokazite da postoji o € [0, 1] takav da je f(xo) = g(zo).

ZADATAK 4.46. Neka je f : R — R neprekidna i periodi¢na s periodom 7 > 0. Dokazite da
postoji zp € R takav da je f(zg+ %) = f(z0).

ZADATAK 4.47. Neka je f : [0,2] — R neprekidna funkcija. DokaZite da postoje x,y € [0, 2]
takvi da je

ZADATAK 4.48. Nadite sve neprekidne funkcije f : R — R takve da je f(1) > 0 i da za sve
z,y € R vrijedi

flx+y) = f(x) fly)

ZADATAK 4.49. Neka su aq,...,a, > 0 pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi
1
. aw + . _|_ am x
lim (4) = Ya,---a,.
x—0 n

ZADATAK 4.50. Trkac¢ je pretrcao ravnu stazu duljine 6 kilometara za 30 minuta. Dokazite

da je postojao dio staze duljine 1 kilometar koji je pretréao za toéno 5 minuta.

ZADATAK 4.51. Planinar se poc¢eo penjati na planinu u 8:00 i stigao je na vrh planine u
20:00. Sljedeéi dan krenuo se spustati istim putem u 8:00 i spustio se s planine u 20:00. Dokazite

da je postojalo mjesto na putu na kojem se u oba dana nalazio u isto vrijeme.

ZADATAK 4.52. Neka je f : R — R neprekidna padajuc¢a funkcija. Dokazite da sustav
jednadzbi:
y=flx), z=[fly), z==/f(z)

ima jedinstveno rjeSenje (z,vy, z) € R3.

ZADATAK 4.53 (*). Neka je a € (0,1) realan broj i f : R — R funkcija koja zadovoljava

uvjete:

(i) lim,_,o {821 — g,

Dokazite da vrijedi lim, o £ = 0.
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