JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

MATEMATICKA ANALIZA 1
Cetvrti ispit — 7. 9. 2026.

Na kolokviju/ispitu nije dozvoljeno koristiti nista osim pribora za pisanje i sluzbenog salabahtera.

Zadatak 1. (30 bodova)

(a) (15 bodova) Odredite supremum i infimum skupa

dnx — 2 2
:{m: T+ 3n + :nEN,sz}.
(n+3)(2z+1)
(b) (15 bodova) Neka je niz (ay,)nen zadan rekurzivno:
0 4a, + 3
a; = A1 = :
1 3 +1 a + 2

Ako postoji, odredite limes niza.
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Zadatak 2. (20 bodova)

(a) (10 bodova) Odredite limes superior i limes inferior niza

nm n cos(nm)
=(ra(3))
(—l—sm 5

(b) (10 bodova) Ispitajte konvergenciju reda

2n + cosn
2-n n10/3

n=1

Uputa za rjeSenje. (a) Promatramo podnizove ovisno o ostatku pri dijeljenju indeksa n s 4 (k € Np):

— Zan = 4k: sin(2km) = 0, cos(4kn) = 1. Slijedi ag, = 2** — +o0.

— Zan =4k + 1: sin(2km + 7/2) = 1, cos((4k + 1)7r) = —1. Slijedi ay = 3~ @+D — 0.

— Zan =4k + 2: sin(2km + ) = 0, cos((4k + 2)7r) = 1. Slijedi agy 2 = 2?2 — +o0.

— Zan =4k + 3: sin(2km + 37/2) = —1, cos((4k + 3)7) = —1. Slijedi agpy3 = 1"+ =1 - 1.

Skup svih djelomi¢nih limesa (gomilista) niza je {0, 1, +oo}. Slijedi: limsup,,_,,, @, = +00, liminf, . a, =
0.
(b) Koristimo granicni kriterij u usporedbi s redom ) Jb, = > —55 = S ~7. Neka je a, = %
Trazimo limes kvocijenta:
n(2+ COSn)
ap n10/3( 257 41 2+ 240
lim — = hmM: lim i =2¢€ (0, +00).
n—00 bn n—00 73 n—o00 10/3 +1 0 =+ 1
Buduéi da referentni p-red > # konvergira (p = % > 1), po grani¢nom kriteriju konvergira i zadani

red.
YA\
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Zadatak 3. (25 bodova)

(a) (15 bodova) Odredite limes
. V14224522 - (1+2)
lim - .
20 x arcsin

(b) (10 bodova) Odredite limes
, (x2+2x+3>2$1
lim | ———— :

z=>0\ 2 —x+3

Uputa za rjeSenje. (a) Limes ima neodredeni oblik %. Mnozimo brojnik i nazivnik konjugiranim izrazom

V1+2x+ 522+ (1 +2):

2 _ 2
I - lim 142z +5x°— (1+x)

2=0 garcsing - (V14 2z + 522 + (1 + z))

Nakon kvadriranja (1 4+ x)? = 1 + 2z + 22 i oduzimanja, dobivamo:

. 422
L = lim
z—=0 g arcsin & - (\/1 +2x+5x2+1+ x)
Kratimo x te koristimo tabli¢ni limes lim, ;o —— = 1
1 1

L=4-1lim - lim =4.1- 4 = 2.

x
s=0arcsing a—0 /1 + 2z + 52+ 1+ Vi+1l

(b) Uvrstavanjem dobivamo neodredeni oblik 1%°. Bazu transformiramo izdvajanjem broja 1:

1
2

?*4+2r+3 (2P—2+3)+3x 3z
2 —x+3 22 —x+3 2 —xr+3

Cijeli izraz svodimo na tabli¢ni limes za e:

3z
12714»3 (1271+3)(2171)
3

lim | (14 —% ’
11m —_—
z—0 2 —x+3

Baza u uglatoj zagradi tezi u e. Za eksponent racunamo zasebno:

. 3z . 3 T
lim = lim . —
=0 (22 —x+3)(2* —1) 2-022—-2+4+3 2v—1

Wl w

1

Konacni rezultat je emz.
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Zadatak 4. (25 bodova)

(a) (15 bodova) Definirajte limes niza realnih brojeva i dokazite da ako je lim, o, a, = ailim, ., b, = b,
da je onda lim,,_,(a, + b,) = a + b.

(b) (10 bodova) Dokazite po definiciji da je funkcija f : R — R zadana s f(z) = 2z — 1 neprekidna u
svakoj tocki xg € R.



