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OSNOVE STATISTIKE




“Statisticki nacin misljenja jednog ce
dana za svakodnevni Zivot gradana
postati jednako neophodan kao znanje
Citanja i pisanja.”

Herbert G. Wells (1866.—1946.)




Teorija vjerojatnosti:

* matematiCka disciplina koja
opisuje 1 primjenjuje pravilnosti
povezane uz slucajne dogadaje

e osnova matematicke statistike

Matematicka statistika:

* teorija numeriCkog opisa 1 ispitivanja
velikog broja dogadaja koji se
pojavljuju u prirodi 1 drustvu

DesKkriptivna statistika:

e clementarni dio matematicke statistike

* bavi se opisom, obradom, podjelom 1
prikazom empirijskih podataka

Osnovni zadatak statistike:
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podataka na temelju man] eg skupa
podataka dobivenog opazanjem
(slucajno uzorkovanje)



pogreske u kemijskoj analizi mogu imati ozbiljne posljedice jer se
analitiCki rezultati Cesto koriste u:

dijagnozi bolesti,

prosudbi opasnih otpada 1 onecis¢enja,
rasvjetljavanju zloCina,

kontroli kvalitete industrijskih proizvoda, itd.

mjerenja nuzno ukljucuju pogreske i nesigurnosti — ponekad osobne,
ponekad prouzrocCene loSim kalibracijama 1li standardizacijama te
slu¢ajnim varijacijama i nesigurnostima rezultata

 Cestim kalibracijama, standardizacijama i analizama poznatih
uzoraka moZe se smanjiti sve osim slu¢ajnih pogreSaka i1 nesigurnosti

- procjena pouzdanosti rezultata



OSNOVNI POJMOVI

istovjetni uzorci — uzorci priblizno iste veliine, koji se u tijeku analize obraduju na
identi¢an nacin (kolokvijalno — "paralelke")

obiCno se analizira 2—5 i1stovjetnih uzoraka (praktikum: minimalno tri1!) — rezultati
mjerenja rijetko su isti, pa se kao rezultat uzima

srednja "najbolja" vrijednost

— ~

srednja medijan
vrijednost

O srednja vrijednost (aritmetiCka sredina, prosjek)

 7zbroj rezultata mjerenja istovjetnih uzoraka podijeljen brojem mjerenja

O medijan
* srediSnji rezultat u nizu po veli¢ini
mjerenja)

 srednja vrijednost srediSnjeg para rezultata u nizu po veli¢ini poredanih
podataka (za paran broj mjerenja)



Primjer:

* analizirana je standardna otopina | .
zeljeza(I11) (Cppay, = 20,00 ppm) 11978 |

* Sest jednakih obroka otopine s oo o s @
analizirano je na identi¢an nacin 1 ) L 1

19.2 19.6 20.0 204
ppm iron(III)

Rezultati kvantitativnog odredivanja Zeljeza

srednja vrijednost

19,4 +19,5+19,6 +19,8 + 20,1 + 20,3
6

X = =19,78 19,8 ppm Fe

medijan

19,6 +19,8

medijan = =19,7 ppm Fe



preciznost — reproducibilnost mjerenja

* blizina rezultata mjerenja dobivenih na identi¢an nacin

mjera preciznosti — funkcija odstupanja od srednje vrijednosti:

* standardno odstupanje (devijacija)
* varijanca

* koeficijent varijacije

* raspon

d.=

X.—X

to¢nost — blizina rezultata mjerenja i to¢ne ili prihvacene vrijednosti

mjera tonosti: pogreska
apsolutna relativna
X —X
E=x-x E =——=*-100%
‘xt




TOCNOST I PRECIZNOST

toc¢no neto¢no




ILUSTRACIJA TOCNOSTI, PRECIZNOSTI I
APSOLUTNE POGRESKE

toCnost 1 preciznost

mala toc¢nost, mala toc¢nost,
mala preciznost velika preciznost

&
AN N

velika tocnost, velika toCnost,
mala preciznost velika preciznost




apsolutna pogreska

ANALITICAR 1
Benzil izotiourea
hidroklond

ANALITICAR 2
Benzil izotiourea
hidroklorid

ANALITICAR 3
Nikotinska kiselina

§ o o

ANALITICAR 4
Nikotinska kiselina

=2,0

-1,5

-1,0 -0,5
Apsolutna pogreska (X; — x,) %N

0

0,5 1,0



primjer — nastavak: o e

x, = 20,00 ppm

x; = 19,80 ppm (prvi slijeva) **r L cl
apsolutna pogreska:

E=x —x E =19,80 ppm — 20,00 ppm = —0,20 ppm

relativna pogreska:
X=X, o, 19,80 ppm —20,00 ppm _ o
bk =— -+ 100% L= — — - 1U07% = —17%

' X ' 20,00 ppm




O

PRECIZNOST

standardno odstupanje uzorka:

odstupanje i-tog mjerenja
od srednje vrijednosti

* za mali skup Z
i=1

podataka s = broj stupnjeva slobode

il1 (drugi oblik jednadzbe):

stupnjevi slobode — prikazuju broj nezavisnih rezultata koji
ulaze u racun standardnog odstupanja

* kad je populacusko standardno odstupanje n poznato dvije
li¢in

ine moraii ftavietnih miereniar T 1 o
ine moraju izvuci iz istovjetnih mjerenja: x 1 s

(I)

C V

)]

* jedan stupanj slobode se trosi na utvrdivanje x = N-1
odstupanje daje nezavisnu mjeru preciznosti



e gstatisticki:

uzorak

* analiticki uzorak = konac¢an broj podataka — dio populacije

* statisticki populacija = beskonacan broj podataka

 srednja vrijednost populacije, u

 standardno odstupanje populacije, o

vrijedi pravilo: N>20 = s 2 o

uzorak = populacija




varijanca, s° = kvadrat standardnog odstupanja

relativno standardno odstupanje, RSD =
dijeljenje standardnog odstupanja sa
srednjom vrijednosti

koeficijent varyjacije, CV = dijeljenje
standardnog odstupanja sa srednjom
vrijednosti

A) — 7‘9’7]1](9 1’7mP(11] 1"\91‘79("9 1
QL1 Q 1diiiiva i vVvw 1

l, vy P s £ ’ 8 AL LWJ \J
.

najmanje vrijednosti skupa podataka

Q
-

RSD =(s/%)-1000

dijelovi na tisucu, ppt

CV =(s/%)-100

postoci, %

Ww=X — X

maks min




STANDARDNO ODSTUPANJE IZRACUNATIH REZULTATA

Razvoj pogreske pri raCunanju

Standardno odstupanje od y

Zbrajanje 1 oduzimanje y=a+tb-c S, = \/sj‘ +5, +5°
S s Y s, ) s\
Mnozenje 1 dijeljenje y=a-blc L = (_aj + (_b) + (_Cj
y a b c
c . Sy Sa
Potenciranje y=a —=X—
y a
Logaritmiranje y=log,,a s = (),434S_a
a
S)’
Antilogaritmiranje y = antilog,, a —=2,3035s,

y



Primjer: standardno odstupanje zbroja i razlike

3 =0,50 (£0,02) + 4,10 (£0,03) — 1,97 (£0,05) = 2,63 (£ ?)

y=a(ts,)+b(ts,)—c(+s,)

|2, 2, 2
S, —\/Sa +5, + 5,

5, = 1J(£0,02) +(+0,03)* + (£0,05)° = +0,06

= 0,50 (£0,02) + 4,10 (+0,03) — 1,97 (+0,05) = 2,63 (+0,06)



Primjer: standardno odstupanje umnoska i koli¢nika

_ 4,10(£0,02) -0,2050 (+0,0001)
1,97 (+0,04)

y =0,4266 (+£?)

_a(xs,)-b(xs,)
- c(£s.)

R OEOEC)

2 2 2
+ + +
Sy _ +0,02 N +0,0001 N + 0,04 — 10,0209
y 4,10 0,2050 1,97

s, = -(0,0289) = 0,4266 - (+0,0209) = +0,00891

~ 4,10(£0,02) -0,2050(£0,0001)
1,97 (£0,04)

= 0,43(+0,01)



Primjer: standardno odstupanje eksponencijalnih racuna

* Produkt topljivosti K, neke srebrove soli AgX iznosi 4,0 (+ 0,4)-10-%. Topljivost
(T) AgX u vodi 1znosi:

T=(Ky)" = (4,0 10812 =2,0 10

Kolika je nesigurnost izracunate vrijednosti za topljivost AgX u vodi?

s s s 04-107°
:[aisa]x~ L = x4 @ =
Y (&s.) y a a 4,0-107°
5104 605
y 4,0

s, =2,0- 10*.0,05=0,1-10""

7=2,0(£0,1)-10* mol dm™



Primjer: standardno odstupanje logaritma

y =10g[2,00(20,02)-10™*] = —3,6990 (+?)
y =logla(£s,)]

s, =0,434°2

-4
s, =0,434- 90,0219

= 10,004
2,00-107

y =10g[2,00(£0,02) - 10™*] = —3,699 (+ 0,004)



Primjer: standardno odstupanje antilogaritma

y = antilog[45,4(+0,3)] = 2,5119-10% (£?)

y = antilog[ a(%s, )]

S
2 223035,
y

222,303 (+£0,3)= +0,69
y

s =+0,69y=%0,69-2,5119-10° = £1,7-10%

y
y = antilog[45,4(+0,3)] = 2,5(+1,7)-10* %

% velika nesigurnost izracunate vrijednosti — velika nesigurnost u mantisi
broja — brojevi lijjevo od decimalnog zareza sluze samo da bi se smjestio zarez



PODJELA POGRESAKA

sustavna (odrediva)

* srednja vrijednost podataka, razli¢ita od prihvacene vrijednosti — utjece
na tocnost rezultata

slucajna (neodrediva)

* podaci rasprSeni manje 1li viSe simetri¢no oko srednje vrijednosti — utjece
na preciznost mjerenja

pojave rezultata koji odstupaju

/N

test)



sustavne pogreske:

e prema podrijetlu mogu biti:
instrumentne — nesavrSenost mjernih uredaja 1 nestabilnost napajanja
metodne — neidealno kemijsko 1l1 fizicko ponasanje analitickih sustava
osobne — nepaznja 1l1 osobna ogranicenja

* prema utjecaju na rezultat mogu biti:
konstantne — stalne, neovisne o velicini uzorka
proporcionalne — razmjerne, ovisne o veli¢ini uzorka

* mMogu se:

utvrditi i ukloniti (primjena standardnih referentnih materijala, primjena
druge nezavisne analiticke metode, analiza "slijepog" uzorka, promjena
veliine uzorka,...)

 "slijepi uzorak" — sadrzi sve komponente osim analita, a analizira se pri
1stim uvjetima kao uzorak koji sadrzi analit



Primjer proporcionalne pogreske:

* pretpostavka: gubi se 0,5 mg taloga zbog
ispiranja s 200 mL otopine za ispiranje

* ako talog ima masu 500 mg, relativna pogreska
prouzrocCena gubitkom zbog otapanja je

—(0,5/500) - 100 =-0,1%

* ako talog ima masu 50 mg, gubitak rezultira\ utjecaj 1'1a
relativnom pogreskom / rezultat!
—(0,5/50) - 100 =—-1,0%



O slucajne pogreske:

* postoje pri svakom mjerenju
* pojavljuju se pri krajnjim granicama osjetljivosti mjernog
sustava
* postoji niz uzro¢nika, ne mogu se identificirati, myeriti niti
kontrolirati
* razdioba eksperimentnih podataka:

Gaussova krivulja

Relativna uéestalost

 simetri¢na razdioba podataka
oko srednje vrijednosti za

beskonadan

UNWOUOIZNWULL 7 8

17 podataka
tJU\.&u

(9 CTaNE Y

=)

ﬂlr Odstupanje od sredine




Primjer: pismo-glava

* baciti kovanicu 10 puta = koliko puta ¢e se okrenuti glava?

» podaci studenata tijekom 18 godina (1980.—1998.)

Broj glava

0

O 0 39 O O B~ W N =

1

1
22
42
102
104
92
48
22

100

30

60

Frekvencija

40

=

1=5.04
o=1.62

T~

(]

4 6

Broj glava

0

10

LV

histogram



Primjer: bazdarenje pipete

A

B C D

E F G

.Istovj-étﬁ Podaci za baZzdarenje pipete volumena 10 mL

1 uzorak
2 Pokusaj

b =

YOG ] Oy e de L

10

12
13
14
15
16
17

Volumen / mL.  Pokusaj
9,988
9,973
0,986
9,980
9,975
0,082
0,986
0,082
9,981
9,990
9,980
0,989
9,978
9,971
0,082
0,983
0,088

L T N e B e e I R e I e I
L R R v s R = T Tt S U T SN I e BV

32
33
34

Volumen / mL.  Pokusaj
9.975
9,980
9,994
9.962
9,984
9,981
9,987
9,978
9,983
9,982
0,991
9,981
9,969
0,985
9,977
9,976
0,083

35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

Volumen / mL
0,976
0,990
0,088
0,971
0,986
0,978
0,986
0,082
0,977
0,977
0,986

0,978
9,983
9,980
0,084
9,979



Raspodjela zastupljenosti podataka iz tablice
Raspon volumena / mL Broj uzoraka % wu rasponu
9,969-9.971 3 6
9,972—9,974 1 2
9.975-9,977 7 14
9,978-9,980 9 18
9,981-9.983 13 26
9,984-9,986 7 14
9.987-9,989 5 10
9,990-9,992 4 8
9,993-9,995 1 2
Ukupno =50 Ukupno 100%
28
24
L~
C@ ’
= 20 / 5
o / 7
= 16
= Z
A A—
g 12 /
@2 N
g 8 / ‘\
4 /.r N
0 ]
9.969 9972 9975 9978 9981 9.984 9987 9990 9.993
9.971 9.974 9977 9980 9983 9986 9989 9992 9.995

Raspon mjerenih vrijednosti / mL




Relativna udestalost

(a)

Relativna uestalost

)

0.4

o
W)

=
o

=
[S

0 dvije populacije podataka — razlika u
standardnom odstupanju — za B je dvostruko
veca nego za A

O kad se uvede nova apscisa z, obje krivulje
postaju jednake (z — populacijsko odstupanje
rezultata prema standardnom odstupanju —
bezdimenzijska veli€ina)

0,4

=
w

=
o

0,1

O opcenita svojstva "normalne" krivulje:

Odstupanje od sredine, x - 4 1. srednja vrijednost je u srediSnjoj tocki s
najvecom ucestaloScu

2. oko maksimuma je simetri¢na razdioba
pozitivnih 1 negativnih odstupanja

3. uCestalost se eksponencijalno smanjuje s
povecanjem odstupanja

O povrsina ispod normalne krivulje:

* 68,3% je u granicama jednog
standardnog odstupanja (+1o) od
srednje vrijednosti u

* 95,5% je u granicama +20

* 99,7% je u granicama +3o



definiranje intervala oko srednje vrijednosti skupa gdje se moze
ocekivati da se nalazi populacijska srednja vrijednost uz odredenu
vjerojatnost

GRANICE POUZDANOSTI (confidence limits) odreduju podrucje oko
X u kojemu se vjerojatno nalazi u.

INTERVAL POUZDANOSTI (confidence interval) je interval omeden
granicama pouzdanosti

 ako je s dobra aproksimacija od o, interval pouzdanosti je uzi nego
ako se procjena temelji na samo nekoliko mjerenja

RAZINA POUZDANOSTI (confidence level) je vierojatnost 1zrazena u
postocima



osjencana povrsina je izmedu —z 1 +z

broj na osjen¢anoj povrsini je postotak ukupne
vrijednosti povrsine pod krivuljom

primjer: 90% je vjerojatno da se ¢ nalazi u granicama
+1,64 011,64 o svakog mjerenja, odnosno razina
pouzdanosti = 90%:; interval pouzdanosti = +1,64 ¢

interval pouzdanosti pojedinacnog mjerenja:

U=xtzo

interval pouzdanosti za vise (N) mjerenja

U=xtzo/AN
Razina
pouzdanosti, % z
50 0,67
68 1,00 .
80 1,29 =
90 1,64 £l
95 1,96 A
96 2,00 E
gg 7 ggg § 2,58 +2580
99:9 3’29 _4g30-20-10 0 lo 20 30 4o
== o

Relativna ulestabost yih

5.—... =

it

g !

gt

= ,

-4o-30- Ea Ir.r ﬂ lcr Ea i 4-:
z-—“i""ﬂr

=T

=

-g -

i

E [1.96¢g 95% +1,96 o

= :

~dag=3o-2o-lcd 0 lo 2o 307 4o
z=:—;£



0 ako je broj podataka mali (< 20), standardno odstupanje populacije (o) se
aproksimira standardnim odstupanjem uzorka (s)

O u tom slucaju koriste se sljedeci 1zrazi:

* interval pouzdanosti pojedinaCnog mjerenja:

H=XZXLS

* interval pouzdanosti za viSe (N) mjerenja
U=x=xt, s/A/N

t-vrijednosti za razliCite intervale pouzdanosti

SRR

3,08 6,31 12,71 63,66
2 1,89 2,92 4,30 9,92
3 1,64 2,35 3,18 5,84
4 1,53 2,13 2,78 4,60
5 1,48 2,02 2,57 4,03
10 1,37 1,81 2,23 3,17
15 1,34 1,75 2,13 2,95

20 1,32 1,73 2,09 2,84



Primjer: odredivanje sadrzaja olova u uzorku krvi

1 0,752 0,565504
2 0,756 0,571536 » srednja vrijednost
3 0,752 0,565504 * standardno odstupanje
4 0,751 0,564001
5 0,760 0,577600 i ’
X.
Sx,;=3,771  Yx2?=2,844145 i =1
X —
§ = V i=1 N
X, 1 B _
X = 2% 3771 _ 0,7542 ~ 0,754 ppm Pb N-1

N
2
>x) (33721) _ 14220441 _ 5 2440882

-~ -~

N
. \/2,844145—2,8440882 _ \/0,0000568

-~ =0,00377 ~ 0,004 ppm Pb



d)

s* =(0,0038)" =1,4-107°

RSD

4

= 0’00348 1000 ppt = 5,0 ppt
0,0038 100% = 0,50%
0,754

w=0,760— 0,751 = 0,009 ppm Pb

2

Z(xi _)7)2 Z(dl)z

S = =
N -1 N -1
varijanca
7T S 1NNO0/
CV =—-100%
X

koeficijent varijacije

RSD =5, =

Rl |«

relativno standardno odstupanje (devijacija)

RSD (u ppt) =—-1000 ppt

=] |«

w=X.

i maks

X

i min

raspon



PROSUDBA ANALITICKIH PODATAKA
MJERENJE = NEPOUZDANOST = PONAVLJANJE

OSNOVNI IZRAZI
PRECIZNOST
N
S B Z X, x, = pojedinaéno
srednja vrijednost, x = mijerenje
N N = broj mjerenja
odstupanje od srednje vrijednosti, d, di =X =X

standardno odstupanye, s

=\ N1 = heai
_X/} IV—1 Ul J
stupnjeva
—1 slobode




varijanca, s-

N
> (%)
2 -l

§° =
N -1

relativno standardno odstupanje

. RSD = (s/x)-1000 t

(devijacija), RSD (s/%) (ppt)

koeficyent varyjacyje, CV = (s/%)-100 (%)
w=Xx — X

raspon, w




N
populacijska srednja vrijednost, u B ZZ_I:X" N — o0
SN
N
) | > (3, — )
populacijsko standardno odstupanje, ¢ —
0O =
N
standardna pogreska srednje vrijednosti, s, s, = S/ JN
vrijedi pravilo: N>20 =S~ o
TOCNOST
apsolutna pogreska, £ E=x —x,
. v _ XX 0
relativna pogreska, £ E = " -100 (%0)
4




METODA NAJMANJIH KVADRATA ZA 1ZVEDBU
BAZDARNOG DIJAGRAMA (regresijska analiza)

uvjet

» istinski linearan odnos > odstupanje
toCaka rezultat je pogreske mjerenja

rezultat

=
[=

 pravac kojim su minimizirani kvadrati
pojedinacnih vertikalnih odstupanja

. Povriina ispod pika

201

N

* najbolja ravna linija za niz parova X,y

od

1,0 /

0,0 0,5 1,0 1,5 20

x, Koncentracija izooktana, mol %




jednadzba pravca:y=ax +b
prema jednadzbi slijedi:
N = broj parova podataka x,y

Sy Oyy = sume kvadrata odstupanja od srednje vrijednosti za
pojedina¢ne x 1 y

> S = (r—%) :le_z_(Z;)z

a=S,/S. W= 207 =2y - ( y’)z

b=y-ax Sy=21% =Xy =¥ =20 Zx;\,z'y"



Primjer: analiza eksperimentnih podataka metodom najmanjih kvadrata

Povrsina ispod pika

Mnozinski udio

izooktana, X; y,
0,352 1,09 0,12390 1,1881 0,38368
0,803 1,78 0,64481 3,1684 1,42934
1,08 2,60 1,16640 6,7600 2,80800
1,38 3,03 1,90440 9,1809 4,18140
1,75 4,01 3,06250 16,0801 7,01750
> X = 5,365 dYi=12,51 > X?=6,90201 >Vi?= 36,3775 > xy=15,81992
* *
X y

raCun pomocu kalkulatora: y=2,09 x + 0,26 R?>=0,9877



racun pomocu tablice:
sume kvadrata

(Z )2 odstupanja od
Se = Z X x srednje vrijednosti
. S, =1,14537
syy:z(yl.—yf:zyf—M -
S,,=5,07748

Sy =21 =3y —9)=D —Zx;\;y" Sy = 2,39669

a

xy/Sxx

b=v—ax

a=2 /1,145 1045 =209
’ ’ y = 2,09 X + 0,26
b=2,502-2,10-1,073 = 0,2567 = 0,26



PODACI KOJI ODSTUPAJU - ODBACITI ILI NE?

VELIK BROJ MJERENIH REZULTATA — STATISTICKA
PRAVILA T TESTOVI

t-test — granica pouzdanosti za srednju vrijednost;
Q-test — test za sumnjivi rezultat;
F-test — usporedba preciznosti, usporedba postupaka, odredivanje

1dentiénosti 111 razli¢itostt analiziranih uzoraka



MALI BROJ MJERENIH REZULTATA - PREPORUKE ZA OBRADU:

O

provjera svih ¢imbenika koji mogu utjecati na sumnjivi rezultat

osnovni zahtjev:

* pozorno pisan laboratorijski dnevnik koji sadrzi biljeske o svim
opazanjima

procjena preciznosti koju se moze oCekivati uz primijenjenu metodu (kada
je moguce) 1 procjena je 11 podatak koj1 odstupa doista sumnjiv

ponavljanje analize (kada je moguce)

primjena nekog od statistickih testova ako nije moguce ponoviti analizu



ZNACAJNE ZNAMENKE I ZAOKRUZIVANJE REZULTATA

0 ZNACAJNE ZNAMENKE: znamenke kojima se vrijednost
pouzdano zna i samo jedna nesigurna znamenka

0 ZAOKRUZIVANJE REZULTATA: rezultat treba sadrzavati znacajne
znamenke!

0 REZULTAT SE ZAOKRUZUJE TEK NAKON ZAVRSENOG
RACUNA!

0 REZULTAT SE NE TEMELIJI NA BROJU ZNAMENAKA
UPORABLJENOG KALKULATORA!!



raCunalni programi namijenjeni statistici, razlicitim izraCunima,

grafickim prikazima....
primjer:

Microsoft Excel
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Primjer: gravimetrijsko odredivanje klorida

tekstualni unos:

postoj1 mogucénost proSirivanja
kolona (ugadanje prema duljini
teksta)

lllll
T limrm v, pn sl e =% § "Ll ] ey ool e
llllllllllllllllll

ﬂ aﬁs of battle plus sample, g
| [Mass afhuttle Iess sample g

;r Chioride
Mean % Chloride
Standard deviation, %, Chloride
_D. parts per thnusg_r}d
|

L |




unos brojcanih vrijednosti:

Crucible masses, with AgCl, g

IF' {
Uy |

Ty

e sl - am o o ae m e gmmamdhs gy ma
L.FLIN IINE Tiidn=1= Brrirmnw . 13
=5 e —ca 1t = =i =

Mass of AgCl, .

1

"-'.Dlﬂjﬂ‘hlmth-h-tﬂh.]—*

A B C B
Gravimetnc Determination of Chlonde |
Samples 1] 2 3
Mass of bottle plus sample, g 27B115  27.2185  26.8105
Mass of bottle less sample, g 272185 268105 26.4517
Mass of sample, g 0.3930 I l

racun razlike:
* odabrati polje B5

e unisati
1%
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