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Predgovor

Ovaj nastavni materijal iz matematicke logike nastao je na osnovu zabiljeski
iz poslijediplomskog kolegija Primijenjena logika koji sam nekoliko godina pre-
davao na Matematickom odsjeku PMF-a u Zagrebu. Nadam se da ¢e tekst
zanimati sve one koji zele dublje proniknuti u osnove matematike, ili pak zele
svoje prije stec¢eno znanje osvjeziti.

Osnovne teme ovog nastavnog materijala su teorija modela i Godelovi te-
oremi nepotpunosti. Dane su osnovne definicije i rezultati o apstraktnoj teoriji
modela, teoriji rekurzije, teoriji slozenosti i teoriji kona¢nih modela.

Svaki ispravak, ili pak sugestije, koje bi mogle doprinijeti poboljSanju ovog
teksta, rado ¢u prihvatiti.

U Zagrebu, travanj 2011. Mladen Vukovié¢






Uvod

Kolegij Primijenjena logika trebao bi biti opée—obrazovni ($to god da to znacilo;
svakako nije koncipiran kao specijalni) kolegij iz matematicke logike s naglascima
na primjenama u matematici.

O pozeljnom predznanju: Bilo bi jako dobro da ste odslusali (i uspjesno polozili)
dodiplomske kolegije Teorija skupova, Matematicka logika i Matematicka teorija
racunarstva, ali to nije nuzno za slusanje ovog kolegija.

Centralni dio kolegija, odnosno prvo poglavlje, je teorija modela. Proucavat
¢emo osnovne pojmove i konstrukcije modela kao sto su:

e clementarna ekvivalencija

(jaki) homomorfizmi

(parcijalni) izomorfizmi

e (clementarna) smjestenja
(elementarni) podmodeli
(elementarni) lanci

e Henkinova metoda konstrukcije pomocu konstanti
e metoda dijagrama

e reducirani produkti i ultraprodukti
e eliminacija kvantifikatora

e saturacija

e tipovi

"Naoruzani” tim tehnikama i rezultatima promotrit ¢emo primjene teorije mo-
dela redom na:

e Ramseyev teorem



e definabilnost u logici prvog reda
e Axov teorem

e Hilbertov Nullstellensatz

Na kraju poglavlja o teoriji modela razmatrat ¢emo tzv. apstraktnu teoriju
modela gdje ¢emo dokazati Lindstromove teoreme o karakterizaciji logike prvog
reda. Dio predavanja bit ¢e posvecen teoriji kona¢nih modela. Kao osnovnu
tehniku za tu teoriju razmatrat ¢emo Ehrenfeuchtove igre.

U drugom poglavlju razmatrat ¢emo osnovne tehnike teorije dokaza:

e normalizacija izvoda u sistemu prirodne dedukcije;

e climinacija reza u sistemu sekvenata

U tre¢em poglavlju proucavat ¢emo Godelove teoreme nepotpunosti.

O literaturi:

e osnovna literatura za teoriju modela su knjige [7] 1 [6]
e osnovna literatura za teoriju dokaza su knjige [27] 1 [26]

e osnovna literatura za Godelove teoremi nepotpunosti je knjiga

[5]



Poglavlje 1

Teorija modela

1.1 Osnovni pojmovi i oznake

Ponavljamo osnovne pojmove iz logike prvog reda koji su nam potrebni.
Signatura o (neke teorije prvog reda) je unija skupova Ay, A, i Aj gdje su
redom skupovi A; definirani sa:

Ay ={R;* : ke I}, skup cije elemente nazivamo relacijski simboli.
Skup [ je neki podskup N. Prirodan broj nj se
naziva mjesnost relacijskog simbola. Pretpostav-
ljamo da ovaj skup sadrzi barem jedan dvomjesni
relacijski simbol.

Ay ={f" : ke J}, skup cije elemente nazivamo funkcijski simboli.
Skup J je neki podskup N, mozda i prazan. Pri-

rodan broj my, se naziva mjesnost funkcijskog sim-
bola.

A3 ={cx : k€ K}, skup cije elemente nazivamo konstantski sim-
boli. Skup K je neki podskup N, mozda i prazan.

U definiciji smo naveli da pretpostavljamo da skup A; sadrzi barem jedan dvo-
mjesni relacijski simbol (rezerviran je za relaciju jednakosti). Skupovi funkcij-
skih i konstantskih simbola mogu biti i prazni.

Logika prvog reda je jedna istaknuta teorija prvog reda, koju ¢emo oznacavati
s FO (eng. first order logic). Signatura opo logike prvog reda je unija prebro-
jivo mnogo relacijskih simbola, prebrojivo mnogo funkcijskih simbola i prebro-
jivo mnogo konstantskih simbola. Stovige, smatramo da za svaki k € N postoji
prebrojivo mnogo relacijskih i funkcijskih simbola mjesnosti k.

U sljede¢im definicijama o—terma i o—formule pretpostavljamo da je o neka
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4 POGLAVLJE 1. TEORIJA MODELA

proizvoljna signatura.
o—term, odnosno kratko term, je rije¢ definirana sljede¢om induktivnom
definicijom:

a) svaka individualna varijabla i svaki konstantski simbol koji pri-
pada o su termi;

b) ako je f neki n—mjesni funkcijski simbol iz oity, ..., t, o-termi,
tada je rije¢ f(ty, ..., t,) term;

c) rijec je o-term ako i samo ako je nastala pomoc¢u konaéno mnogo
primjena pravila a) i b).

Ako je R neki n—mjesni relacijski simbol iz o, te su t{, ..., t, termi, tada
rije¢ R(ty, ..., t,) nazivamo atomarna formula. Pojam c—formule, odnosno
kratko formule, definiran je sljede¢om induktivnom definicijom:

a) svaka atomarna formula je formula;

b) ako su A i B formule tada su (-=A), (AAB), (AVB), (A— B) i
(A + B) takoder formule;

c) ako je A formula, a x varijabla, tada su rijeci (VzA) i (3xA) takoder
formule;

d) rije¢ je o—formula ako i samo ako je nastala primjenom kona¢no mnogo
puta pravila a), b) i ¢).

Smatramo da su sljede¢i pojmovi dobro poznati: konvencija o ispustanju
zagrada, slozenost formule, potformula, shema formule, slobodni i vezani nastup
varijable u formuli, zatvorena formula ili recenica, ... (vidi [28]).

o-struktura, odnosno kratko struktura, je uredeni par 9 = (M, ¢), gdje
je M mneprazni skup koji nazivamo nosac, a ¢ je preslikavanje sa skupa ne-
logickih simbola ¢ koje ima sljedeca svojstva:

a) svakom relacijskom simbolu R;* iz o pridruzuje se ng-mjesna relacija
p(Ry") na M;

b) svakom funkcijskom simbolu f;"* iz o pridruzuje se my-mjesna funkcija
o(fi™*) sa M™ u M;

c¢) svakom konstantskom simbolu ¢, iz o pridruzuje se neki element ¢(cy) iz
M.
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Ako je M = (M, p) struktura ponekad ¢emo umjesto M koristiti i oznaku
| M | . Zatim, umjesto p(R), o(f) i ¢(c) redom éemo koristiti oznake R™, f™
i ™,

Kardinalnost strukture 9@ je kardinalni broj skupa | 9t |, pa ¢éemo
tako govoriti o konacnim i beskonacnim, odnosno o prebrojivim i neprebrojivim
strukturama.

Za danu strukturu 9t svaku funkciju sa skupa individualnih varijabli u nosac
strukture nazivamo valuacija.

Lema 1.1. Neka je M neka o—struktura ¢ v neka valuacija. Postoji jedinstveno
progirenje v' od v koje je definirano na skupu svih terma, koji odreduje dani skup
nelogickih simbola o, te v' ima sljedeca svojstva:

Viee) = (k)

v'(e) = ™,

V(f(t, s ) = (), - V()

za sve varijable i, sve konstantske simbole c i sve funkcijske simbole f iz o, te
za sve o—terme t;.

U daljnjem tekstu smatramo da je svaka valuacija definirana na skupu svih
terma, i to na nacin kao sto je navedeno u iskazu prethodne leme.
Ako je 9 neka o—strukura, v valuacija na 9t i ¢ term, tada ¢emo obi¢no

umjesto v(t) pisati t™[v]. Odnosno, ako je sa t(x1,...,x,) oznacen term &iji
je skup varijabli podskup od {z1,...,z,}, te su ay,...,a, € |9M|, tada sa
t™ay, ..., v,] oznacavamo valuaciju terma pri cemu vrijedi v(z;) = a;, za sve
1=1,...,n.

Svaki uredeni par neke o—strukture 9 i proizvoljne valuacije v na M nazi-
vamo o—interpretacija, ili kratko interpretacija.

Za danu valuaciju v i varijablu x sa v, oznacavamo svaku valuaciju koja se
podudara sa v na svim varijablama osim mozda na varijabli x.

Neka je (9,v) neka o—interpretacija. Istinitost o—formule F' za danu
interpretaciju, u oznaci M =, F, definiramo induktivno po slozenosti formule
F ovako:

a) ako je I atomarna formula, tj. F je oblika R(t, ..., t,), tada definiramo:

M k=, F ako i samo ako (tT'[v], ..., t™[v]) € R™;
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b) ako je F' formula oblika =G tada definiramo:

M =, I ako i samo ako ne vrijedi M =, G;

c¢) ako je F' formula oblika A A B tada definiramo:

M =, I ako i samo ako M =, A i M |, B;

d) ako je F' formula oblika A V B tada definiramo:

M =, F ako i samo ako M =, A ili M |, B;

e) ako je F' formula oblika A — B tada definiramo:

M =, F ako i samo ako ne vrijedi M =, A ili vrijedi M =, B;

f) ako je F formula oblika A <+ B tada definiramo:

M |=, F ako i samo ako vrijedi da je M =, A ekvivalentno sa M =, B;
g) ako je F' formula oblika VG (JzG) tada definiramo:

M =, F ako i samo ako M =, G za svaku (neku) valuaciju v,.

U daljnjem tekstu umjesto "ne vrijedi MM =, F” pisat ¢emo samo kratko
M =, F, i govorit ¢emo da je formula F' neistinita za danu interpretaciju. Ako
je F(xy,...,z,) formula, te v valuacija na 9, tada umjesto M |=, F koristimo
i oznaku M = Flay,...,a,], gdje je a; = v(x;), za sve i = 1,...,n. Neka je
[’ skup formula, te 9t struktura za I' i v valuacija na M. Sa 9 |=, ' kratko
oznacavamo da za sve I’ € T" vrijedi M =, F.

Kazemo da je formula F' ispunjiva (oboriva) ako postoji interpretacija
(O, v) tako da vrijedi M =, F (M -, F). Kazemo da je struktura 9t model
za formulu F' ako je to struktura za F' i vrijedi MM |=, F za sve valuacije v. Tu
¢injenicu oznacavamo sa 9 = F. Kazemo da je formula valjana ako je istinita
za svaku interpretaciju.

Za dvije o-strukture 91 i N kazemo da su elementarno ekvivalentne
ako za sve zatvorene formule F' vrijedi

M = F  akoisamo ako M= F
Oznaka: M =N
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1.2 Preslikavanja izmedu struktura

Neka su 9t i 1 neke dvije o-strukture. Homomorfizam je svaka funkcija
h: M — N koja ima sljedec¢a svojstva:

(i) za svaki relacijski simbol R € S isve ay,...,a, € M vrijedi

ako R™(ay,...,a,) tada R™(h(a1),...,h(ay,));

(i) za svaki funkcijski simbol f € S i sve ay,...,a, € M vrijedi:

R(f™ (a1, ... a,)) = 7 (h(ar),. .., hay));

(iii) za svaki konstantski simbol ¢ € S vrijedi h(c™) = ™.

Primjer 1.2. Homomorfizam grupa:
h:(G,-) = (G o), fa-b) = f(a)o f(b)
Homomorfizam vektorskih prostora (linearni operator):
h:U—=YV, h(v +w) = h(v) + h(w), h(awv) = ah(v)
Lema 1.3. Neka je h homomorfizam struktura M i« N. Tada za svaki term
t(z1,...,xy) 1 SVE Ay, ..., a, € M| vrijedi:
h(t™ay, ..., an]) = t"h(ay), ..., h(a,)].

Posebno, ako je t zatvoreni term tada vrijedi h(t™) = ™.

Napomena 1.4. Neka je h homomorfizam struktura M +N. Tada niti cak za
svaku formulu F(zq,...,x,) bez kvantifikatora ne mora vrijediti:

ako M = Flay,...,a,] tada N E F[h(ay),...,h(a,)]

gdje su ay,...,a, € M. Npr. neka je 0 = {=}, te M = (Z,=) i N=(N,=)
normalne strukture. Preslikavanje h : Z — N koje je definirano sa h(z) = |z|
je ocito homomorfizam struktura MM ¢ N. Ocito vrijedi M = —(x = y)[—1, 1],

ali M —(z = y)[h(=1), A(1)].

Homomorfizam h : M — N nazivamo jaki homomorfizam ako za svaki
relacijski simbol R i sve aq,...,a, € M vrijedi

R™(ay,...,a,) akoisamo ako R™(h(ay),...,h(a,)).
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Propozicija 1.5. Neka je h jaki homomorfizam struktura 2 ¢ N. Tada za
svaku formulu F(z1,...,x,) bez kvantifikatora i sve aq,. .., a, € M vrijedi:

M = Flay,...,a, ako i samo ako N = F[h(ay),. .., h(a,)]

Napomena 1.6. Twrdnja prethodne propozicije opéenito ne vrijedi za svaku
formulu. Npr. funkcija h : N — Z, h(x) = x, je jaki homomorfizam struktura
(N, <) i (Z,<). No, imamo N |= JaVy(x < y), ali Z = FaVy(z < y).

Jaki homomorfizam koji je injekcija nazivamo smjestenje.

Neka su 9t i 91 dvije o—strukture. Kazemo da je 91 podmodel od 1, i piSemo
M C N, ako vrijedi:

(i) MCN

(iii) za svaki funkcijski simbol f vrijedi f%|y = f™

(i

Oznaka: 9t C 9. Ako je M podmodel od 91 tada kazemo jos da je N proSirenje
modela 901.

)

(i) za svaki relacijski simbol R vrijedi R™|y; = R™
)
) N

v) za svaki konstantski simbol ¢ vrijedi ¢™ = ¢

Lema 1.7. Neka M CN ¢ v valuacija na M. Tada:
(i) za svaki term t vrijedi t™[v] = t™[v];

(11) za svaku formulu F bez kvantifikatora vrijedi

M=, ' ako i samo ako N |=, F.

Izomorfizam struktura je jaki homorfizam koji je bijekcija. Oznaka: 9T ~ N

Propozicija 1.8. Neka su M i N dvije o—strukture. Sljedece tvrdnje su ek-
vivalentne:

a) postoji smjestenje h : M — N;
b) postoji podmodel L od N tako da vrijedi I ~ 4L

¢) za svaku atomarnu formulu F(xq,...,2,) i sve aq,...,a, € M vrijedi:

M = Flay,...,a,] ako i samo ako N = Flh(ay),. .., h(a,)]
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Lema 1.9. Neka jeh : M — N izomorfizam struktura. Tada za svaku valuaciju
v na M vrijedi:

(i) h(t™[v]) = t2h o v], za svaki terme t;
(ii)) M =, F ako i samo ako N |=pey F, za svaku formulu F.

Teorem 1.10. Ako vrijedi M ~ N tada vrijedi i M = N

Obrat prethodnog teorema opcéenito ne vrijedi. Kasnije ¢emo dokazati da
vrijedi (Q, <) = (R, <). Oc¢ito (Q, <) # (R, <). No, vrijedi nesto oslabljena
verzija.

Propozicija 1.11. Ako je M konacna struktura, te vrijedi M = N, tada imamo
79 ~ M.

Neka su 9 i 9 dvije o-strukture. Preslikavanje h : M — N nazivamo ele-
mentarno preslikavanje ako za svaku formulu F'(zy,...,z,)isveay,...,a, €
M vrijedi

M = Flay,...,a,] akoisamo ako N = [h(ay),...,h(a,)]

Napomena 1.12. Oc¢ito homomorfizam 1 jaki homomorfizam nisu nuzno i ele-
mentarna preslikavanja. Svaki izomorfizam je elementarno preslikavanje. Ako
1zmedu struktura postoji elementarno preslikavangje tada su te strukture posebno
elementarno ekvivalentne. Elementarno preslikavanje na normalnim struktu-
rama je jaki homomorfizam.

Neka 2t C 91. Kazemo da je 9 elementarni podmodel od 91 ako za svaku
formulu F(zy,...,z,) isve a,...,a, € M vrijedi

M E Flay,...,a,] akoisamo ako M= [aq,...,a,]

Oznaka: 2 < 9. Ako je M elementarni podmodel od D tada kazemo jos
da je 91 elementarno prosirenje od 1.

Napomena 1.13. U definiciji elementarnog podmodela suvisno je zahtijevati
da vrigedi M CN. Uocimo prvo da i1z uwvjeta da za sve ay, . ..,a, € M vrijedi:

M = Flay,...,a,] ako i samo ako N = Flay, ..., a,)
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trivigalno slijedi M C N. Neka je c¢ proizvoljni konstantski simbol. Tada iz
definicije elementarnog podmodela slijedi da za formulu x = ¢ vrijedi:

M =z = c[c™] ako i samo ako N = x = c[™]
Posto ocito vrijedi M = x = c[c™] (implicite pretpostavijamo da je interpreta-
cija simbola = jedna refleksivna relacija!), tada imamo i N = x = c[c™]. Iz ovog
posljednjeg slijedi ™ = c™. Analogno bi dokazali da tvrdnja vrijedi za relacijske
i funkcijske simbole.

Propozicija 1.14. Neka su M 1+ N o-strukture. Tada vrijedi:
(i) ako M <N tada M = N,
(11) ako M < L M < U, M CN tada M < N.

Sljedeci vazan teorem lako je dokazati indukcijom po slozenosti formule.

Teorem 1.15. (Tarski-Vaughtov kriterij za elementarne podmodele)
Neka O C N, te neka za svaku formulu F(xy, ... x5, x) i sve a,...,a; € ||
vrigedi:

ako M= 3xFlay,...,a;] tada postoji a € M| takav da N = Flay, ..., ax,al.
Tada vrijedi DN < M.

Primjer 1.16. Vrijedi (Q,<) < (R,<), a onda i (Q,<) = (R, <) (vidi
propoziciju 1.14.).

Uputa: ako qq,...,q, € Q i r € R tada postoji automorfizam h : R — R takav
da je h(q;) = ¢; i h(r) € Q. Primijenite Tarski—Vaughtov kriterij za elementarne
podmodele.

Ocita posljedica prethodnog primjera je da aksiom potpunosti skupa R ne
mozemo izraziti nekom recenicom prvog reda.

Napomena 1.17. Podmodel moze biti ¢ak izomorfan nekom svom prosirenju,
ali ipak nije elementarni podmodel. Navodimo tri primjera za to. Ocito vrijedi
(2Z2,0,+) C (Z,0,+), te (2Z,0,+) ~ (Z,0,+), ali ne vrijedi (2Z,0,4) <
(Z,0,4). Ocito (Z,0,+) C (Q,0,+), ali ne vrijedi (Z,0,+) < (Q,0,+). Polje
racionalnih brojeva je podmodel polja R, ali nije elementarni podmodel.

Neka je h smjestenje strukture 9t u strukturu 9 (tj. h je jaki homomorfizam
koji je injekcija). Kazemo da je h elementarno smjeStenje ako je h(9)
elementarni podmodel od 1.
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Propozicija 1.18. Neka su M i N dvije o—strukture, te neka je h neka funk-
cija iz |M| w |N|. Tada vrijedi:

a) funkcija h je smjestenje ako i samo ako za svaku formulu F bez kvanti-
fikatora i svaku valuaciju v na M vrijedi da je M =, F ekvivalentno s

N ):hov F;

b) funkcija h je elementarno smjestenje ako i samo ako za svaku formulu F
i svaku valuaciju v na M vrijedi da je M =, F ekvivalentno s N Epoy F.

Propozicija 1.19. Neka su M i N dvije o-strukture. Tada vrijedi: pos-
togi elementarno smjestenje strukture 9N u strukturu I ako © samo ako postoji
elementarni podmodel 4 od N tako da vrijedi M ~ 3.

Neka je (I, <) linearno ureden skup (tj. relacija < je irefleksivna, tranzitivna
i linearna). Za familiju o—struktura {9; : i € I'} kazemo da je (elementarni)
lanac struktura ako za sve 4,5 € I takve da je ¢ < j vrijedi 9, C 9N,
(0%, < ).

Teorem 1.20. (Teorem o uniji (elementarnog) lanca struktura)

Neka je (I,<) neki linearno uredeni skup i {9, : i € I} neki (elementarni)
lanac o—struktura. Oznacimo sa M o—strukturu ¢iji je nosac unija nosaca dane
familije o—struktura, te su na analogni nacin (pomocéu unije) definirane inter-
pretacije simbola iz 0. Tada za svaki i € I vrijedi 9%, C O (M, < ).

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule treba provjeriti da je ispunjen Tarski—
Vaughtov kriterij za elementarne podmodele.
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1.3 Parcijalni izomorfizmi

Ova tema je prirodan nastavak proucavanja preslikavanja medu strukturama
(homomorfizmi, smjestenja, izomorfizmi, ...) Bili smo dokazali da 9t ~
povlaci M = N. [staknuli smo da obrat prethodne tvrdnje opéenito ne vrijedi. Iz
tog razloga prirodno se postavlja pitanje Sto najvise o ”izomorfnosti” struktura
mozemo dobiti ako su strukture elementarno ekvivalentne. No, ipak glavni
razlog uvrstavanja ove teme je dokaz Fraisséovog teorema koji se koristi u dokazu
Lindstromovog prvog torema koji karakterizira logiku prvog reda. Parcijalni
izomorfizmi posluzit ¢e nam i kao motivacija za Ehrenfeuchtove igre. Detalje o
parcijalnim izomorfizmima mozete ¢itati u knjizi [8].

Definicija 1.21. Neka suM i N dvije o—strukture. Parcijalni izomorfizam
je svaka injekcija p : S € M — N koja ima svojstva:

a) za svaki relacijski simbol R" € o i sve aq,...,a, € S vrijedi:

(ar,...,a,) € R™ ako i samo ako (p(ay),...,p(a,)) € R™
b) za svaki funkcijski simbol f™ € o i sve ay,...,a, € S, takve da je
™(ay,...,a,) €S, vrijedi:
p(fMar,. . an)) = fp(ar),. .. plan))
n

¢) za svaki konstantski simbol ¢ € o, takav da je ™ € S, vrijedi p(c™) = ™.

Uocite da o parcijalnom izomorfizmu p ne mozemo govoriti kao o izomorfizmu
nekih podmodela, jer Dom(p) ne mora biti podmodel (ne mora sadrzavati in-
terpretacije svih konstantskih simbola, te skup Dom(p) ne mora biti zatvoren
na interpretacije svakog funkcijskog simbola).

Lema 1.22. Neka je o relacijski skup nelogickih simbola, te neka su 9 + N
dvije o—strukture. Neka su ay,...,a, € M 1 by,... b, € N prowzvoljni. Tada
je ekvivalentno:

a) parcijalna funkcija p iz M uw N definirana sap : {ay,...,a,} — {b1,...,bn},
pla;) = b;, je parcijalni izomorfizam.

b) za svaki relacijski simbol R™ € o vrijedi

M = Rlai,,...,a;,| akoisamo ako M= R[by,...., b, ]
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Definicija 1.23. Za o-strukture M ¢+ N kaZemo da su konac¢no izomor-
fne ako postoji niz (I,)nen nepraznih skupova parcijalnih izomorfizama tako da
vrijeds:
(forth) za sve p € I,+1 i a € M postoji parcijalni izomorfizam q € I,
tako da vrijedi a € Dom(q) i q 2 p
(back) za sve p € I,.1 i b € N postoji parcijalni izomorfizam q € I,
tako da vrijedi b € Rng(q) i ¢ 2 p

Oznake: (I,,) : M~ N, M~ N

Definicija konaéne izomorfnosti, odnosno uvjeti (forth) i (back), analogni su
Cantorovom dokazu teorema o uredanoj karakteristici skupa Q (vidi npr. [29]),
odnosno ta definicija je analogna definiciji bisimulacije u modalnoj logici (vidi
npr. [3]). Fraisséov teorem tvrdi da vrijedi:

M =N ako isamo ako M ~; N

(samo za konacne skupove nelogickih simbola). Fraisséov teorem dokazujemo

nizom lema.

Neka je o fiksirani konacni skup relacijskih simbola, te » € N. Tada sa L7

oznacavamo skup svih o—formula ¢ije varijable pripadaju skupu {vy, ..., v,.}.
Dokazat ¢emo da tvrdnja Fraisséovog teorema vrijedi za konacne relacijske

jezike. Moze se dokazati da tvrdnja vrijedi za proizvoljne konacne signature.

Definicija 1.24. Svakoj o—formuli pridruzujemo kvantifikatorski rang koji
je induktivno definiran sa:

qr(F) =0, ako je F' atomarna formula
qr(—F) = qr(F)
qr(F o G) = max{qr(F),qr(G)}, gdjeje o€ {AV,= <}

qr(3zF) = qr(VaF) = qr(F) + 1

Grubo receno kvantifikatorski rang neke formule je duljina maksimalnog niza
uklopljenih kvantifikatora koji se pojavljuju u toj formuli.

Lema 1.25. Neka je (Ip)nen : M 2 N, te F' € L7 takva da je qr(F) < n.
Tada za svakip € I, i sve aq,...,a. € Dom(p) vrijedi

M= Flay,...,a.] ako i samo ako N = Flp(ay),...,pla,)]
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Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule F.

Korolar 1.26. Neka je o konacan skup relacijskih simbola. Za svake dvije
o-strukture M 1 N vrijedi:

ako M~ N tada M=N

(Tvrdnja korolara slijedi direktno iz leme 1.25. primjenom na zatvorene for-
mule).

Ponovimo definiciju relacije logicke posljedice. Neka je F' neka o-recenica i S
neki skup o-recenica. Kazemo da formula F' logicki slijedi iz skupa formula
S ako za svaku o—strukturu 9 vrijedi da MM | S povlaci M | F. To kratko
oznacavamo sa S |= F. Relaciju |= nazivamo relacija logicke posljedice. Ako
je skup S jednoclan, tj. S = {A}, tada umjesto {A} &= B pisemo i A = B.
Kazemo da su o-recenice F' i G logicki ekvivalentne ako vrijedi F' = G i
F = G. Tu ¢injenicu oznacavamo sa F' < G.

Definicija 1.27. Neka je ¥ neki skup o—formula. Sa (X) éemo oznacavati
najmangi skup o—formula koji sadrzi X2 1 zatvoren je na propozicionalne veznike.

Istaknimo dva ocigledna svojstva upravo definiranog operatora () :

a) Neka su ¥; 1 3y skupovi o—formula koji imaju svojstvo da za svaki
F € 3 postoji G € X, tako da vrijedi F' < G. Tada to isto vrijedi i za
skupove (31) 1 (X))

b) Akoje Fe L7 i qr(F)<n+1 tada vrijedi
Fe( {GelL?:qr(G)<n}U{dzG € L?:qr(G) <n}u
{VaG € L7 : qr(G) < n} )
Te ¢injenice trebaju za dokaz sljedece leme.
Lema 1.28. Neka sun,r € N proizvoljni. Tada postoji konacno mnogo, do na
logicku ekvivalenciju, razlicitih formula iz LY, ¢iji je kvantifikatorski rang mangi
il1 jednak n.

Dokaz. Indukcijom po n. Ovdje je vazna konacnost skupa o.

Lema 1.29. Neka je o konacan skup relaciyskih simbola, te neka su M 1 N
dvije o—strukture. Ako 9 =N tada M ~; N.
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Dokaz. Za svaki n € N definiramo skup [,, parcijalnih izomorfizama:

pe€l, < p je parcijalni izomorfizam iz 9t u N,
postoji r € N, postoje aq,...,a, € M takvi da
Dom(p) ={ay,...,a.} i

za svaku formulu F' € LY za koje je qr(F) <mn vrijedi:
M = Flay,...,a,] akoisamo ako M= Flp(ay),...,p(a,)]

Primijetimo da za svaki n € N imamo I,, # 0, jer je # € I,,. Dokazimo sada
da niz (I,)nen ima svojstvo (forth). Neka sup € I,,;1 i a € M proizvoljni.
Ozna¢imo Dom(p) = {ai,...,a,} (primijetimo da za svakin € Nip € [, u
ovoj lemi vrijedi da je Dom(p) konacan skup). Iz leme 1.28. slijedi da postoji
konacan podskup {Fi,..., F,} od L7, tako da je gr(F;) < n i za svaku formulu
F e L7, | postojii € {1,...,s} tako da vrijedi ' & F;. Za svaki i € {1,...,s}
definiramo formulu G; ovako:

F;, ako M = Flay,...,a,,d]
Gi =
-F;, ako ME —Flay,...,a,,d

Iz definicija formula G; ocigledno slijedi:
Qﬁ):31),,+1(G1/\.../\Gs)[al,...,aT (*)
Uocimo jos da vrijedi:

(T (G A AGY)) <n+1

To znaci da na danu formulu mozemo primijeniti uvjet iz definicije niza (I,,).
Time imamo da iz (x) slijedi

NE 1 (G AL AGy)[plar), ..., plar)]
Tada postoji b € N tako da vrijedi

NE (G AN...NGy)plar),...,p(a), b (%)

Neka je F € L7, formula takva da ¢r(F) < n. Iz definicije skupa formula
{F\, ..., Fs} slijedi da postoji i € {1,...,s} tako da vrijedi F' < F;.
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Pretpostavimo sada da vrijedi MM = Flay,...,a,,a]. Tada iz ¢injenice F' <
F; slijedi M |= Fjlay, . .., a,,a]. 1z definicije formule G; tada slijedi da je formula
G; jednaka formuli F;. Sada iz (*x) posebno slijedi: M | G;[p(aq),...,p(a,),b],
a onda N = Fi[p(ay),...,p(a,),b]. Iz ¢injenice F' < F; posebno slijedi

N ): F[p<a1)a s 7p<ar)7b]'

Rezimirajmo: za svaku formulu F' € L7, za koju je ¢r(F') < n vrijedi:
M = Flay,...,a.,a] ako isamo ako M = Fp(ay),...,p(a,),d] (%)

(Mi smo bili dokazali jednu implikaciju. Analogno se dokazuje druga implikacija.
Prisjetimo se da moramo dokazati da postoji proSirenje ¢ od p koje pripada
skupu 1,,, te vrijedi a € Dom(q) ).

Ako je a € Dom(p) tada uzmemo ¢ := p. Promotrimo sada slucaj kada a ¢
Dom(p) = {ay,...,a,}. Tvrdimo da je p U {(a,b)} € I,, tj. da je to jedno
trazeno prosirenje od p. Pokazimo prvo da je funkcija pU{(a,b)} injekcija. Neka

je F' = /\vi # V1. Uocimo da je F € L7, te vrijedi M = Flas, ..., ar,al.

i=1

Posto je ocito ¢gr(F') = 0, tada je posebno ¢r(F) < n. Sada iz (* ) slijedi

N IZ F[p<a1)a s 7p<ar)7b]7

a onda iz toga i definicije formule F slijedi b & {p(a;),...,p(a,)}.

Kako bi dokazali da funkcija pU{(a,b)} pripada skupu I,,, potrebno je jos vidjeti
da za svaki relacijski simbol R¥ € o isve cy,...,cx € Dom(p) vrijedi

(c1,...,cr) € R™ ako isamo ako (p(cy),...,p(cr)) € R™

No, to slijedi iz (* * *) i ¢injenice da je Dom(p) = {a1,...,a,}. O

Teorem 1.30. (Fraisséov teorem). Neka je o konacan relacijski skup nelo-
gickih simbola. Neka su 9N i N proizvoljne dvije o—strukture. Tada vrijedi:

M~ I ako i samo ako M =N
Dokaz. Korolar 1.26. i lema 1.29.

Sada definiramo jos jednu verziju izomorfnosti struktura, te navodimo lemu u
kojoj isticemo veze izmedu raznih pojmova izomorfnosti. Sve to ¢emo koristiti
u poglavlju o apstraktnoj teoriji modela.
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Definicija 1.31. Za o-strukture M 1 N kaZemo da su parcijalno izomorfne
ako postoji neprazan skup I pracijalnih izomorfizama izmedu struktura N 1 N
tako da vrijedi:

(forth) za svakip € I i a € M postoji q € I tako da imamo a €
Dom(q) i ¢2p

(back) za svakip € I i b € N postojiq € I tako da imamo b € Rng(q)
i q2p

Oznaka: I ~, N
Lema 1.32. Neka su 9N 1 N dvije o-strukture. Tada vrijedi:

a) ako M ~ N tada M ~, N
b) ako M ~, N tada M ~; N
c) ako M >~ N i struktura M je konacna tada M ~ N

d) ako M ~, N, te su strukture M i N najvise prebrojive, tada M ~ N
(Karpov teorem)

Dokazujemo samo tvrdnju d), tj. Karpov teorem. Neka vrijedi I : 9 ~, 9.
Zatim, neka je M| = {ag, a1, as,...} 1 || = {bo,b1,ba,...}. Neka je py € I
proizvoljan ali fiksiran parcijalni izomorfizam. Primjenom uvjeta (forth) i (back)
induktivno mozemo konstruirati niz parcijalnih izomorfizama (p,) C I tako da
vrijedi: ag € Dom(p1), by € Rng(p2), a1 € Dom(ps), by € Rng(ps), ...,
odnosno tocnije niz (p,) ima sljedeca svojstva:

a) za svaki n € N vrijedi p, C pniq
b) ako je n neparan broj, tj. n = 2r + 1, tada vrijedi a, € Dom(p,,)

c¢) ako je n paran broj, tj. n = 2r, tada vrijedi b, € Rng(p,)

Iz uvjeta a) slijedi da je dobro definirana funkcija p = U,p,, koja je ocito
parcijalni izomorfizam struktura 9 i M. Iz uvjeta b) i ¢) slijedi Dom(p) = |M|
i Rng(p) = |M|. To znaci da je p jedan izomorfizam struktura. O
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1.4 Teorem kompaktnosti

U ovoj tocki éemo primjenom Henkinove konstrukcije dokazati teorem kompak-
tnosti za logiku prvog reda, te ilustrirati neke primjene teorema kompaktnosti.
Neka je S neki skup o-recenica i 9t neka o—struktura. Ako za svaku formulu
F € S vrijedi M = F, tada to oznacavamo sa M = S.
Za skup S o-reCenica kazemo da je ispunjiv ako postoji o—struktura 9t
tako da vrijedi 9 |= S. Za skup S o-recenica kazemo da je kona¢no ispunjiv
ako je svaki njegov konacni podskup ispunjiv.

Propozicija 1.33. Sljedece turdnje su ekvivalentne:
a) svaki konacéno ispunjiv skup recenica je i ispunjiv.

b) za svaki skup recenica S i svaku recenicu F, takve da S = F, postoji
konacan podskup S" C S tako da vrijedi S" |= F.

Teorem 1.34. ( Teorem kompaktnosti)
Skup recenica S je ispunjiv ako i samo ako je svaki konacan podskup od S
1SPUNJIV.

Dokaz ovog vaznog teorema ¢emo provesti primjenom Henkinove konstrukcije
modela pomoc¢u konstanti. Na taj nacin je dokazan generalizirani teorem pot-
punosti za teorije prvog reda u skripti [28]. U istoj skripti teorem kompaktnosti
je dobiven kao jednostavna posljedica generaliziranog teorema potpunosti za
teorije prvog reda. No, sada uopc¢e ne razmatramo formalni racun.

Za skup S o-recenica kazemo da je potpun ako za svaku o-recenicu F
vrijedi S = Fili S | —F.

Lema 1.35. (Lindenbaumova lema)
Za svaki konacno ispungjiv skup formula S postoji konacno ispungjiv potpun skup

S’ tako da vrijedi S C S'.
Skica dokaza. Neka je
S={T : SCT, T jekonacno ispunjiv }.

Primjenom Zornove leme! slijedi da parcijalno ureden skup (&, C) sadrzi mak-
simalni element S’. Lako je vidjeti da je S’ potpun skup recenica. O

1Zornova lema: Neka je (A, <) neprazan parcijalno ureden skup koji ima svojstvo da za
svaki lanac od A postoji gornja meda. Tada skup A ima barem jedan maksimalni element.
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Za skup S o-recenica kazemo je Henkinov skup recenica ako za svaku for-
mulu oblika 3z F'(z) iz S postoji zatvoreni o—term ¢ tako da vrijedi F(t/x) € S.

Za o—strukturu 9 kazemo da je kanonski model ako za svaki a € ||
postoji zatvoreni term t tako da vrijedi t™ = a.

Teorem 1.36. Za svaki potpun konacno ispunjiv Henkinov skup o-recenica S
postoji kanonski model.

Skica dokaza. Neka je T skup svih zatvorenih terma. Na skupu 7' definiramo
binarnu relaciju ~ ovako:

ty ~ty akoisamo ako t; =ty € S

Lako je provjeriti da je ~ relacija ekvivalencije (pretpostavlja se da S sadrzi sve
instance shema aksioma za jednakost). Za ¢t € T sa [t] oznacavamo pripadnu
klasu ekvivalencije. Neka je M = {[t] : t € T'}.

Na skupu M definiramo interpretaciju svakog nelogickog simbola iz 0. Npr.
za n—mjesni relacijski simbol R iz o definiramo relaciju R™ sa:

([t], .-, [ta]) € R™ ako i samo ako R(t,...,t,) € S

Analogno se definiraju interpretacije funkcijskih i konstantskih simbola. (Lako
je dokazati neovisnost o izboru reprezentanata). Sada treba indukcijom po
slozenosti formule dokazati glavnu pomoénu tvrdnju:

za sve zatvorene terme ti,...,t, i svaku o—formulu F(xy,...,z,)
vrijedi
M = F[ [ta],...,[tn] ] akoisamo ako F(ti,...,t,) €S
Iz te pomocne tvrdnje ocito slijedi da je 01 model za skup recenica S. 0

Lema 1.37. Svaki konacno ispunjiv skup recenica je ispunjiv.

Skica dokaza. Neka je Sy konac¢no ispunjiv skup op-recenica. Sada induktivno
definiramo niz skupova nelogickih simbola (o,,) i niz skupova recenica (S,,).

Opt1 = o0,U{ c¢p:F jeo,~formulas totno jednom
slobodnom varijablom }

Spy1 = SpU{ JaF(z) — F(cp/z): F je o,~formula
s to¢no jednom slobodnom varijablom }
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Pretpostavljamo da je za svaki n € N\ {0} i svaku o,~formulu F's to¢no jednom
slobodnom varijablom cg novi konstantski simbol, tj. cp & o, te za sve razlicite
on,—formule F' i G vrijedi ¢p # c¢g. Dokazimo indukcijom da je za svaki n € N
skup S,, kona¢no ispunjiv. Pretpostavimo da je n € N takav da je skup S,
konacno ispunjiv. Neka je > proizvoljan konacan podskup od S,,1 1. Zatim, neka
je X1 =X NS,. Posto je 31 konacan podskup od S, tada je on ispunjiv. Neka
je 9 neki model za skup ¥;. Neka je {cg,...,cg,} skup svih konstantskih
simbola iz 0,41 \ 0, koji se pojavljuju u formulama skupa ¥. Na o,—strukturi
M definiramo interpretaciju konstantskih simbola o, na sljedeéi nacin:

a € |M| takav da vrijedi M = Fi[a], ako takav a postoji
Cr, =
proizvoljan a € |9M|, inace

Time smo dobili strukturu I koja je oc¢ito model za skup recenica X..

Neka je S” potpun konac¢no ispunjiv nadskup skupa formula US,, (iz Lin-
denbaumove leme slijedi da takav skup postoji). Ocito je S’ Henkinov skup
formula. Iz teorema 1.36. slijedi da je S’ ispunjiv skup formula. Neka je 2 neki
model za S’. Redukcijom strukture 4 na signaturu oy dobivamo trazeni model
za skup Sy. O

1.4.1 Definabilnost u logici prvog reda
Ako je S neki skup o—formula tada uvodimo oznaku:

Mod(S) = {9 : M je o—struktura takva da M = S}

Definicija 1.38. Neka je K neka klasa o—struktura. KaZemo da je klasa IC
elementarna ako postoji skup o—formula S tako da vrijedi Mod(S) = K.

Primjeri elementarnih klasa:

° klasa svih parcijalno uredenih skupova
° klasa svih grupa

° klasa svih vektorskih prostora

° klasa svih prstenova

° klasa svih polja
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Definicija 1.39. Za neku klasu K o-struktura kaZemo da je A—ele-
mentarna ako postoji konacan skup o—formula S tako da vrijedi Mod(S) = K.

Propozicija 1.40. Neka je K A—elementarna klasa o—struktura i S neki skup
o—formula tako da vrijedi Mod(S) = K. Tada postoji konacan podskup S C S
tako da vrijedi Mod(S") = K.

Dokaz. Posto je po pretpostavci klasa K A-elementarna, tada postoji konacan
skup recenica ¥ tako da vrijedi K = Mod(X). Posto je 3 konacan skup formula,
tada je dobro definirana formula A,y F. Ocito vrijedi K = Mod(/ pex, F).
Posto Mod(S) = K tada posebno slijedi S = A pey. F. 1z teorema kompakt-
nosti slijedi da postoji konacan podskup {¢1,...,p,} skupa S tako da vrijedi

{e1,-- s on} E Apes F. Posto {¢1,...,0,} € S tada ocito

U drugu ruku posto {¢1,...,@n} F Apes I tada imamo

Mod({¢1,. ., n}) € Mod( J\ F)=Mod(X) =K
Fex
Time smo dokazali K = Mod({¢1,...,¢n})- O

Propozicija 1.41. Neka je K neka klasa o-struktura. Sa K¢ oznacimo klasu
svih o—struktura koje ne pripadaju KC. Tada vrijeds:

klasa IC je A—elementarna ako i samo ako klase K i K° su elementarne

Dokaz. Pretpostavimo da su klase K i K¢ elementarne. Neka su S; i Ss
skupovi formula za koje vrijedi K = Mod(S;) i K= Mod(Ss). Ocito vrijedi

@ = KNK° = MOd(SlLJSQ)

To znaci da skup formula S; U Sy nije ispunjiv. Iz teorema kompaktnosti
slijedi da postoje kona¢ni podskupovi {¢1,..., 0.} € S1 i {¢1,...,¢%m} C S,
takvi da skup formula {¢1, ..., @n, ¥1,. .., ¥y} nije ispunjiv. Tada ocito vrijedi

MOd({Soh730n})mMOd({¢177wm}) = (Z) (*)
Zatim, iz {p1,..., 00} € S1 1 {1, ..., ¥n} C 55 ocito slijedi

Mod({p1,...,0n}) 2 Mod(S,) =K (%)

Mod({11,...,¥m}) 2 Mod(Sy) = K¢ (% % %)
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Iz (%), (xx) i (xxx) slijedi £ = Mod({¢1,...,¢n}). Drugi smjer u tvrdnji
propozicije slijedi direktno iz definicija. O

Primjer 1.42. Klasa Ko, svih beskonacnih skupova je elementarna, ali nije
A—elementarna. Npr. za skup formula S = {3y, . ..Elyn/\yi #y; - n € N}
i#]

ocito vrijedi Mod(S) = K (promatramo samo normalne strukture). Kako bi
dokazali da klasa Ko nije A—elementarna primijetimo prvo da klasa K- svih
konacnih skupova nije elementarna. (Ako je S skup formula takav da za svaku
konacnu strukturu O vrijedi M = S tada iz Léweinheim—Skolemovog teorema
slijedi da postoji beskonacna struktura N tako da vrijedi N = S). Ocito vrijedi
K¢ = Keoo- Iz propozicije 1.41. slijedi da klasa Ko nije A—elementarna.

Primjer 1.43. Za fiksirani prosti broj p klasa svih polja karakteristike p je
A—elementarna. Klasa Ky svih polja karakteristike nula je elementarna, ali nije
A—elementarna.

Oznacimo sa Sy skup aksioma teorije polja (to su sve formule logike prvog
redal!). Za proizvoljni prosti broj p sa p oznacimo term 1+ ...+ 1 (p-puta).
Tada za

S =S U{Z#0, 340, ...}

imamo Mod(S) = Ko, pa je klasa ICy elementarna.
Pretpostavimo da je klasa Ko A—elementarna. Iz propozicije 1.40. slijedi
da postoje prosti brojevi py, ..., pr tako da za konacan skup formula

S'=S,U{p1 #0,...,pr # 0}

(S, je meki konacan podskup od Sp) wrijedi Mod(S") = Ky. Neka je p prosti
broj takav da je p > p;, za svaki i € {1,...,k}. Tada ocito vrijedi Z, = S’ ali
Zp g IC().

Klasa svih polja, ¢ija je karakteristika razlicita od nule, nije elementarna.
Klasa svih algebarski zatvorenih polja je elementarna, ali nije A—elementarna.

Primjer 1.44. Neka je (G,o) Abelova grupa, ten € N\ {0} i y € G. Tada sa
ny oznacavamo yo...oy (n—puta). Za Abelovu grupu kazemo da je djeljiva
ako za svakin > 1 1 x € G postoji y € G tako da vrijedi ny = x. Klasa svih
djeljivih grupa je elementarna, ali nije A—elementarna.
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Samo isticemo da vrijedi sljedece (vidi teorem 1.118. na strani 61) :
Neka je IC neka klasa o—struktura. Tada vrijedi:

a) Klasa K je elementarna ako i samo ako klasa IC je zatvorena za
ultraprodukte i elementarnu ekvivalenciju.

b) Klasa K je A-elementarna ako i samo ako klase K i K¢ su
zatvorene za ultraprodukte i elementarnu ekvivalenciju.

Pojam ultraprodukta ¢emo definirati kasnije.

1.4.2 Neka prosirenja logike prvog reda

Prethodni primjeri mogu nam posluziti kao motivacija za razmatranje prosirenja
logike prvog reda. Ovdje navodimo neka prosirenja logike prvog reda. U logici
drugog reda dopustena je i kvantifikacija po relacijskim i funkcijskim varija-
blama. U logici drugog reda mogu se definirati pojmovi ”biti beskonacan” i
"biti prebrojiv’. No, u logici drugog reda ne vrijedi teorem kompaktnosti. To
isticemo u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.45. Za logiku drugog reda ne vrijedi teorem kompaktnosti.

Dokaz. Za svaki n € N, n > 2 uvodimo formulu:

P>n = /\ T # T,

0<i<j<n

Zatim, neka je
¢wrin = "svaka injekcija na proizvoljnom skupu je i surjekcija”

Lako je vidjeti da svaki konacan podskup od {¢i,} U{p>, : n > 2} ima model,
ali sam skup nema model. O
Posto ne vrijedi teorem kompkatnosti tada odmah slijedi da je u logici drugog
reda nemoguce definirati relaciju izvoda g analognu kao u logici prvog reda.
To znaci da za svaki skup formula S U {F'} ne vrijedi sljedeéa ekvivalencija:

SEF ako 1 samo ako Stgo F

Drugim rije¢ima, u logici drugog reda ne vrijedi jaki teorem potpunosti. No,
mozZemo se pitati vrijedi li tvrdnja za S = 0, tj. vrijedi li za logiku drugog reda
analogon Godelovog teorema potpunosti. Moze se pokazati da ne vrijedi, tj. da
skup svih valjanih formula logike drugog reda nije rekurzivno prebrojiv.
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Propozicija 1.46. Za logiku drugog reda ne vrijedi ni Lowenheim—Skolemouv
teorem “na dolje”.

Dokaz. Definiramo formulu koja ima model, ali nema prebrojiv model.

Yrin(X) = interpretacija od X je konacna unarna relacija”
Pomocu formule ¢, nije tesko definirati sljedecu formulu.

Y, = 7postoji relacija uredaja tako da

79

svaki element ima samo kona¢no mnogo prethodnika

Neka je ¢pep = 710y Ocito za svaki model 9 vrijedi:

M = Vnep ako i samo ako skup |90 je neprebrojiv. O

U beskonaénoj logici dopustene su beskonacne disjunkcije. Odnosno, to¢nije
logika L, dopusta i sljedeca pravila izgradnje formula:

ako je S prebrojiv skup formula tadasu A S 1 \/ S takoder formule.

Simbol L,,, oznacava da je dozvoljeno prebrojivo mnogo (< w;) konjunkcija
i disjunkcija, te najvise konatno mnogo (< w) kvantifikatora. Loweinheim—
Skolemov teorem "na dolje” vrijedi za logiku L, ., a teorem kompaktnosti ne.

Promatraju se i druga prosSirenja logike prvog reda. Npr.: viSesortna logika
prvog reda, slaba logika drugog reda, monadska logika drugog reda,
logike s dodatnim kvantifikatorima, itd. Logika prvog reda ima istaknuto
mjesto medu svim tim sistemima. O tome govore Lindstromovi teoremi. Njih
razmatramo u poglavlju 1.15.

1.4.3 Ramseyev teorem

U grupi od 6 ljudi uvijek postoje 3 koje se medusobno poznaju, ili pak postoji
grupa od 3 ljudi u kojoj nitko nikog ne poznaje. Kolika mora biti najmanja
grupa ljudi tako da sigurno postoje 4 osobe koje se medusobno poznaju, ili pak
postoji grupa od 4 osobe u kojoj nitko nikog ne poznaje?

Ovi primjeri su motivacijski primjeri za Ramseyev teorem koji jednostavno
tvrdi da za svaki zadani n € N postoji broj R,, tako da u svakoj grupi ljudi koja
sadrzi barem R, ljudi, postoji grupa od n osoba koji se svi medusobno poznaju,
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ili pak nitko nikog ne poznaje. Posto je uobicajno Ramseyev teorem iskazati u
terminima grafova tada prvo dajemo neke definicije iz teorije grafova.

Za proizvoljan skup V oznacimo [V]? := { {a,b} : a,b € V,a # b}. Graf je
uredeni par (V, E), gdje je V proizvoljan skup ¢ije elemente nazivamo ¢vorovi,
te £ C [V]? ¢ije elemente nazivamo bridovi. Za graf (U, F') kazemo da je
podgraf grafa (V, E) ako je U C V, te je F = EN[U]?. Za podgraf (U, F) grafa
(V, E) kazemo da je potpuni (prazni) podgraf ako je F = [U]> (F =0).

Teorem 1.47. (Ramseyev teorem)

Za svaki prirodan brojn € N\ {0} postoji prirodan broj R, (tzv. n—ti Ramseyev
broj) tako da svaki graf koji ima najmanje R, c¢vorova, sadrzi barem jedan pot-
puni podgraf s n cvorova ili pak sadrzi barem jedan prazan podgraf s n ¢vorova.

Vrijedi: Ry =1, Ry = 2, R3 = 6, ... Ramseyev teorem je relativno tesko
dokazati (vidi npr. D. Veljan, Kombinatorika i teorija grafova, SK, Zagreb) No,
jednostavno je dokazati analogni rezultat za beskonacne grafove. Nakon toga
¢emo relativno jednostavno primjenom tog rezultata i teorema kompaktnosti
dokazati Ramseyev teorem.

Lema 1.48. (”Beskonacna” verzija Ramseyevog teorema)
Svaki beskonacni graf (V, E) sadrzi beskonacni potpun podgraf ili pak sadrzi be-
skonacan prazan podgraf.

Dokaz. Neka je ag € V' proizvoljan. Oznacimo:
Vo={zx eV \{ao} : {ao,z} & E}
Voo ={x € V\{ao} : {ap,z} € E}

Ocito vrijedi: VUV, =V 1 V3NV, = (). Posto je po pretpostavci teorema
skup V' beskonacan, tada je barem od jedan od skupova Vj i V., beskonacan.
Neka je

Vo, ako je skup Vp beskonacan;
V, =
V., inace.
Neka je a; € V; \ {ao} proizvoljan. Oznacimo:

Wy ={z e Vi\{ao,a1} : {a1,2} € £}

We ={z € Vi \{ao,a1} : {a1,2} € E}
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Posto je skup V; \ {ao, a1} beskonacan tada je barem jedan od skupova W)
ili W, beskonacan. Neka je

Wy, ako je skup Wp beskonacan;
Wy =
W4, inace.

Na taj nacin konstruirali bi niz elemenata ag, ay, ao, .... Primijetimo da
skup {a, : n € N} nije nuzno potpun, a ni prazan podgraf. Npr. po definiciji
elemenata a, moze npr. vrijediti {ag,a;} € F, ali {a1,a2} ¢ F. No, taj niz ipak
ima vazno sljedece svojstvo:

(Vn € N)(Vk > n){an,ar} € E ili (Vn € N)(Vk > n){an,ar} € E
Neka je

By ={a, : (Yk>n){an,ar} & E}

By ={a, : (Yk>n){a,,a} € E}

Ocito vrijedi: By U By ={a, :n €N} i By N By =1, te je barem jedan od
skupova B; beskonacan. Dakle, ili je B; jedan beskonacan prazan podgraf, ili
je By jedan beskonacan potpun podgraf. O
Sada dokazujemo Ramseyev teorem. Pretpostavimo da Ramseyev teorem ne
vrijedi, tj. da postoji ng € N takav da ne postoji R,, € N koji ima svojstvo da
svaki graf s najmanje R,, ¢vorova sadrzi potpuni podgraf s ny ¢vorova ili sadrzi
barem jedan prazan podgraf s ng ¢vorova. Odnosno,

postoji ng € N takav da za svaki m € N postoji p > m
(¥) ¢ takav da postoji graf s p ¢vorova koji ne sadrzi potpuni

podgraf s ny ¢vorova, a ni prazan podgraf s ng ¢vorova.

Uvodimo oznake za formule:
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Yr = Jyr...3uk N\ vi #vyj, zasvaki ke N\{0,1}
1#]

no
Prazan,, = Jy; ... Ely,m( ée\ vi #y; ANVy(Vy= y,)) A
i#j i=1
—JzJy E(z,y)

no
Potpun,, = Jy; ... Elym( éé\yz #y; N Vy(‘\/1 Y= yz)> A
1#£] 1=
VaVy(z # y — E(z,y))
Neka je ¥ = {p, : £ € N\ {0,1} U {=Prazan,,, —Potpuny,,}. Tvrdimo da je
skup formula ¥ konacno ispunjiv. Neka je Xy proizvoljan konac¢an podskup od
Y. Neka je m € N najveéi prirodan broj takav da je ¢, € ¥g. Iz pretpostavke
(x) slijedi da postoji p > m i graf G s p évorova koji ne sadrzi potpun podgraf
s ng ¢vorova, a ni prazan podgraf s ng ¢vorova. Iz ovog posljednje ocito slijedi
G = X. Posto je, dakle, skup X konac¢no ispunjiv, tada iz teorema kompaktnosti
slijedi da za ¥ postoji model 9. Ocito je M beskonacni graf koji ne sadrzi
potpun podgraf s ng ¢vorova, a ni prazan podgraf s ng ¢vorova. Tada, ocito, graf
2N ne sadrzi ni beskonaé¢ni potpun podgraf, a ni beskonacan prazan podgraf, sto
je u suprotnosti s prije dokazanom lemom (”beskonacéna” verzija Ramseyevog
teorema). O
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1.5 Lowenheim—Skolemov teorem ”na dolje”

Kao jos jednu primjenu Tarski-Vaughtov kriterija o elementarnim podmodelima
ovdje dajemo dokaz Lowenheim—Skolemovog teorema "na dolje” u jacoj formi
od one koju je navedena u diplomskom studiju, tj. koja je dana u skripti [28].
Prvo podsje¢amo na izreke Lowenheim—Skolemovih teorema koje su dane na
diplomskom studiju.

Lowenheim—Skolemov teorem ”na dolje”
Svaka teorija prvog reda koja ima beskonac¢an model ima i prebrojiv model.
(Vazno je naglasiti da se ovdje misli na proizvoljne modele, a ne samo normalne).

Lowenheim—Skolemov teorem ”na gore”
Neka je a beskonacan kardinalni broj i 1" proizvoljna konzistentna teorija prvog

reda. Tada postoji model za 7' ¢iji je kardinalni broj jednak a.

Lowenheim—Skolemov teorem "na gore” ¢emo dokazati nakon sto obradimo me-
todu dijagrama. Za dokaz teorema koristit ¢emo lemu o dijagramu i teorem
kompaktnosti. Lowenheim—Skoelmov teorem "na gore” koristit ¢emo za dokaz
Los—Vaughtovog testa za potpunost teorije.

U ovoj tocki dopustamo da skup nelogickih simbola ¢ i skup svih
varijabli mogu biti proizvoljnog kardinaliteta. Naravno, skup svih
varijabli mora biti barem prebrojiv. Sa L, oznacavamo uniju skupa
svih varijabli i skupa 0. Sada navodimo iskaz Lowenheim—-Skolemovog te-
orema koji nam je glavni cilj u ovoj tocki.

Neka je M neka o—struktura i B C |9M|, te neka je kard(L,) <
kard(OM). Tada postoji elementarni podmodel $4 od M, tako da
vrijedi B C || 1 kard(i) = max{kard(B), kard(Ly)}.

Ovaj teorem u nazivu ima "na dolje” jer je 4 minimalni podmodel u smislu
kardinalnosti s danim svojstvima. Koliko je ovaj teorem opcenitiji od teorema
istog naziva navedenog na dodiplomskom studiju? Prije svega promatraju se
proizvoljni alfabeti prvog reda, a ne samo prebrojivi. Zatim, tvrdi se egzistencija
elementarnog podmodela koji mora sadrzavati zadani podskup nosaca. Primi-
jetite da sada ne spominjemo teorije prvog reda, ve¢ je na pocetku zadana neka
struktura 9%. To zapravo znaci da promatramo teoriju Th(9M) = {F : M | F}.
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Posto ¢emo ga nekoliko puta spominjati (zapravo, ve¢ smo ga spomenuli prili-
kom dokaza Fraisséovog teorema) ovdje navodimo:

Knaster—Tarskijev teorem.

Neka je A proizvoljan skup, te F': P(A) — P(A) rastuca funkcija.
Tada postoje X1, Xy C A tako da vrijedi F(X;) = X;, te je X
najmanja fiksna tocka, a X5 je najveca fiksna tocka funkcije F.

Pojmove i ¢injenice iz teorije skupova koje spominjemo mozete pogledati u
skripti [29].

Neka je 9 neka o-struktura, te neka je B C |9| proizvoljan. Definiramo
preslikavanje F': P(|9]) — P(|M]) sa

F(X) = BUXU{™(a1,...,ar): f €0, ar,...,a € BUX}

UH{™:ce o}

Ocito je funkcija F' rastuca pa iz Knaster—Tarskijevog teorema slijedi da
postoji (najmanjal!) fiksna tocka Xy za F. Ocito je X, nosa¢ podmodela od
M. Taj podmodel nazivavamo podmodel generiran sa skupom B. Sljedeca
propozicija jednostavno govori da je kardinalnost podmodela generiranog nekim
skupom B jednaka kard(B), ako je kardinalnost od B ”dovoljno” velika.

Propozicija 1.49. Neka je M neka o—struktura, te B C |IM| takav da vrijedi
kard(Ly) < kard(B). Oznacimo sa N podmodel od M generiran sa skupom B.
Tada vrijedi kard(2M) = kard(B).

Dokaz. Svaki element skupa 9] je interpretacija nekog o—terma s ” parametrima
iz. skupa B” (umjesto varijabli u terme stavljamo elemente skupa B. Npr. ako je
fteo,tecy,co €0iby, by € Btadaje f4(by, ¢y, o, bsy) jedan term s parametrima
iz skupa B). Skup svih o—terma s parametrima iz skupa B je podskup skupa
svih konaé¢nih nizova od B U o, tj. skupa (B U o)*. Iz toga slijedi kard(91) <
kard((BU o)*) = kard(B).
Posto je B C |M| tada je kard(B) < kard(M). Iz Cantor-Schréder—Bernsteinovog
teorema slijedi kard(N) = kard(B). |
Sljedecu lemu ¢emo koristiti u dokazu Lowenheim—Skolemovog teorema ”na
dolje”.

Lema 1.50. Neka je M neka o—struktura i B C |9M|. Neka je p kardinalni broj
takav da kard(Ly) + kard(B) < p < kard(OM). Tada postoji podmodel N od
M, takav da B C|MN| @ kard(N) = p.
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Dokaz. Neka je By proizvoljan podskup od |9| takav da B C By i kard(B) =
. (Primijetimo da takav podskup By postoji, jer je po pretpostavci leme pu <
kard(9M) i B C |9M| ). Definiramo funkciju £ : P(|9]) — P(|9M]) sa:

F(X) = XU By JU{™:ceo}

U {/f™ai,...,a,): f €0, a; € ByUX}

(Funkcija F' je rastuca, pa iz Knaster—Tarskijevog teorema slijedi da za F' postoji
fiksna tocka Xy. Skup Xy je nadskup od B, te je nosac¢ jednog podmodela od
2. No, moramo pazljivije provesti razmatranja kako bismo dobili podmodel
kardinalnosti p.)

Za svaki n € N definiramo B,, 11 = F(B,,). Posto je kard(By) = p i kard(c) <
p, tada za svaki n € N vrijedi kard(B,) = p. Tada je kard(|J, ey Bn) = 1
(Ovdje koristimo sljedece svojstvo kardinalnih brojeva: ako je Wg < pu tada
No - o = p ). Ocito je skup (J,, o Brn jedna fiksna tocka funkcije F, tj. |, ey Bn
je nosac¢ jednog podmodela od 9 ¢ija je kardinalnost p, te sadrzi skup B. O

Teorem 1.51. (Lowenheim—Skolemov teorem "na dolje”)

Neka je M neka o—struktura @ B C |9M|, te neka je kard(L,) < kard(9N).
Tada postoji o-struktura L takva da: 4 < M, B C |U| i kard(h) =
max{kard(B), kard(L,)}.

Dokaz. Dokazujemo prvo tvrdnju teorema uz pretpostavku kard(B) > kard(L,).
Posto je kard(L,) beskonacni kardinalni broj tada vrijedi kard(B)+kard(L,) =
kard(B). Tada iz prethodne leme (zadavsi p = kard(B) ) slijedi da postoji
podmodel 9t od M takav da je B C M| i kard(N) = kard(B). (Primje-
nom podmodela D1 definirat ¢emo trazeni elementarni podmodel . Nakon toga
¢emo razmatrati slucaj kada je kard(B) < kard(L,) ). Induktivno definiramo
niz (A,) podskupova od |9 stavljajuéi prvo Ay = |9|. Pretpostavimo da smo
za neki ¢ € N definirali skup A;. Kako bi definirali skup A;;; tada za svaku
o—formulu F(vg,v1,...,v,) i svaki niz elemenata @ = (ay,...,a,) iz A;, za koji
vrijedi M = JvgFlay, ..., ay|, izaberemo element apz € |M| tako da vrijedi
M = Flapg, a1, ..., a,). Sada definiramo

B, = A U{arz : F(vo,v1,...,v,) je o—formula ,

ar,...,an € A;y, M= Flapa, ar, ..., a,)}

Neka je A;11 nosa¢ podmodela koji je generiran sa skupom B;. Primijetimo
da za upravo definirani niz skupova (A4;) vrijedi:
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CL) AogAl QAQ g
b) kard(A;) = kard(Ay), zasvaki i € N (zbog propozicije 77?)
¢) Skup U A; sadrz sve interpretacije konstantskih simbola,

te je zatvoren za interpretacije svih funkcijskih simbola iz o.
Dakle, U A; je nosa¢ nekog podmodela 4

Vrijedi:
kard({) = kard(U,en4;) = > kard(A;) =
ieN
= > kard(Ay) =N - kard(Ap) =
ieN
= max{kard(Ap),No} = kard(Ag) =
= kard(B)

Primjenom Tarski-Vaughtov kriterija o elementarnim podmodelima dokazu-
jemo da vrijedi 4 < M. Neka je F(vg, vy, ..., v,) neka o—formula, te ay, ..., a, €
UA; takvi da vrijedi 9 = JvgFlay, . .., ay,]. Bili smo primijetili da je niz (4;)
rastuci niz skupova. Tada postoji i € N takav da je aq,...,a, € A;. Iz definicije

skupa A; ;1 slijedi da postoji apz € A1 tako da vrijedi M |= Flapg, ay,. .., a,).
[z Tarski-Vaughtov kriterija o elementarnim podmodelima slijedi £ < M.
Rezimirajmo: ako je kard(B) > kard(L,) tada smo dokazali egzistenciju
elementarnog podmodela & od 9 za koju vrijedi B C || i kard(Y) = kard(B),
tj. kard(U) = max{kard(B), kard(L,)}.
Promotrimo sada slucaj kada je kard(B) < kard(L,). Neka je B’ proizvoljan
podskup od || za koji vrijedi B C B’ i kard(B') = kard(L,). Primjenom
prethodno dokazane tvrdnje na skup B’ slijedi da postoji elementarni podmodel
U od M tako da vrijedi B C || i kard(W') = max{kard(B'), kard(L,)}.
Ocito vrijedi B C |, te kard(L') = max{kard(B), kard(L,)}. O

Primjer 1.52. 1. Neka je 0 = {+,-,0,1} (signatura teorija polja). Neka je
sa M oznaceno polje realnih brojeva. Iz Lowenheim—Skolemovog teorema
"na dolje” slijedi da postoji prebrojivo polje N tako da vrijedi I < M.

2. Skolemov paradoks. Ako za teoriju skupova ZF postoji model tada za
nju postoji © prebrojiv model. Posto se u ZF mozZe dokazati egzistencija
neprebrojivih skupova (npr. R), kako ZF moZe imati prebrojiv model?
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Odgovor je jednostavan: pojam prebrojivosti promatran u samom modelu
1 1zvan modela nije isti.
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1.6 Metoda dijagrama

Metoda dijagrama nam omogucava konstrukciju prosirenja modela i elementar-
nih prosirenja. Prije nego sto napisemo definiciju dijagrama strukture prisjetimo
se jednog analognog pojma. Grupe se mogu zadavati na razne nacine. Jedan
nacin je zadavanje tablice binarne operacije. Iz tablice mozemo procitati sve
informacije o grupi. Uocimo ovdje jos jedan detalj. Kako bismo mogli napisati
tablicu za grupu moramo imati simbol za svaki element grupe.

Prije definicije dijagrama uvedimo jednu oznaku. Neka je 9t neka o-struktu-
ra. Oznacimo sa o9y skup nelogickih simbola koji je dobiven dodavanjem skupu
o novih konstantskih simbola za svaki element od 9. Dakle, oogn = cU{a : a €
|90%|}, pri cemu je za svaki a € || sa @ oznacen konstantski simbol tako da
vrijedi: @ & o, te za a # b imamo @ # b. Na taj nacin smo za svaki element
strukture u jezik dodali njegovo ime.

Za danu o-strukturu 9 sa (M, a)ecpm 0znacavamo ogp-strukturu ciji je
nosa¢ |9M|, za svaki simbol s € o pripadna interpretacija je jednaka s™, te za
svaki a € |9 definiramo da je interpretacija konstantskog simbola @ jednaka a.

Propozicija 1.53. Neka su 9 i N dvije o—strukture. Tada vrijedi:
1. ako M C N tada (M, a)acim S (N, @)acim)
2. ako M ~MN tada (M, a)acjom ~ (M, a)acim|
3. ako M < N tada (M, a)aepm < (M, Cl)aer.m\
Definicija 1.54. Neka je 9 neka o —struktura. Jednostavni dijagram struk-

ture M je sljedeci skup osy recenica:

AN ={G(@1, ...,a,) : G je otvorena o—formula,

ai,...,a, € M|, i vrigedi M = Glay, ..., a,)}

Potpuni dijagram strukture N je sljedeci skup ogp—recenica:

D) ={F(ar, ...,a,) : F(v1,...,v,) je o—formula,

ai,...,an € |M|, i vrgedi M= Flay, ..., a,)}

Neka su o i o dvije signature, takve da vrijedi o C o’. Neka je 9 neka
o—struktura, a 9 neka o’—struktura. Kazemo da je 9t jedna o-redukcija od
M’ ako vrijedi |M| = M|, te s™ = s™', za svaki s € 0. Kazemo jos da je 9V
jedna o’'—ekspanzija od 9.
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Lema 1.55. (Lema o dijagramu,)
Neka su DN 1 N dvije o-strukture. Tada vrijedi:

a) strukutru M je moguce smjestiti u strukturu N ako i samo ako postoji
om—ekspanzija od M koja je model za jednostavni dijagram A(ON)

b) strukutru M je mogule elementarno smjestiti u strukturu M ako i samo
ako postoji ogp—ekspanzija od N koja je model za potpuni dijagram D(IN)

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je strukturu 91 moguée smjestiti u strukturu
M. Tada postoji podmodel A C D tako da vrijedi M ~ 2A. Neka je f neki
izomorfizam struktura M 1 2A. Oznacimo N = (N, f(a))acjom-

Tvrdimo da je ogp—struktura M’ jedan model za A(9M). Neka je F(ay, ..., a,)
proizvoljna formula iz A(9N). Tada vrijedi M = Flay, ..., a,]. 1z ovog posljed-
njeg i ¢injenice da je f izomorfizam struktura 9 i 2, ocito slijedi da vrijedi i
A = Flf(ar),..., f(a,)]. Posto je F' formula bez kvantifikatora, te imamo da
vrijedi 2 C M, tada N = F[f(a1),..., f(a,)]. 1z ovog posljednjeg ocito slijedi
(M, f(a))acim) = F(a1,...,an), tj. imamo da vrijedi W = F(ay, ..., an).
Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da je ogp—ekspanzija DV strukture 9t jedan
model za jednostavni dijagram A(9N). Definiramo funkciju g : |9 — [N sa
g(a) =a”. Tvrdimo da je funkcija g smjestenje strukture 9t u strukturu 9. U
tu svrhu dokazujemo da je g injekcija i jaki homomorfizam. Neka su a,b € |9,
a # b proizvoljni. Ocito vrijedi: 9 = (z # y)[a, b]. To znaci da vrijedi @ # b €
A(9N). Posto po pretpostavci leme imamo 9 = A(9N), tada posebno vrijedi
N = @ # b, odnosno @ # ", Time imamo g(a) # g(b). Dakle, funkcija g je
injekcija.

Sada dokazujemo da je funkcija ¢ jaki homomorfizam. U tu svrhu za svaki
nelogicki simbol iz ¢ provjeravamo uvjet iz definicije. Neka je ¢ € o proizvoljan
konstantski simbol. Oznacimo a = ¢™. Tada vrijedi: g(c™) = g(a) = @™ . Ocito
vrijedi @ = ¢ € A(9MN). No, posto je N’ model za A(IM), tada posebno imamo
NWEa=c tja" =c. Sadaiz g(c™) =a”" i @ =V slijedi g(c™) = V.
No, posto je M ekspanzija o—strukture 91, tada je po definiciji ¢® = ¢™. Time
smo dokazali da vrijedi g(c™) = ¢™. Sasvim analogno se dokazuje tvrdnja za
funkcijske i relacijske simbole iz o.

Tvrdnja b) dokazuje se sasvim analogno. O

Napomena 1.56. Neka je 9N proizvolyna o—struktura. Pretpostavimo da smo
na neki nacin uspjeli konstruirati oop—strukturu N koja je model za jednos-
tavni (potpuni) dijagram A(ON) (odnosno, D(M)). Oznacimo sa N pripadnu
o-redukciju od . Iz leme o dijagramu slijedi da je 9 moguce (elementarno)
smyjestiti u strukturu N. Lako je vidjeti da bez smanjenja opcéenitosti mozZemo
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tada pretpostaviti da zapravo vrijedi M C N (odnosno M < N.) Upravo opi-
sani postupak konstrukcije (elementarnog) prosirenja zadane strukture nazivamo
metoda dijagrama.

Sada dajemo jednu vrlo jednostavnu primjenu metode dijagrama.

Propozicija 1.57. Neka je M neka beskonacna o-struktura. Tada postoji
o—struktura N za koju vrijedi M £ MN 1 M < MN.

Dokaz. Neka je ¢ novi konstantski simbol koji ne pripada skupu ogy. Zatim,
definiramo skup formula

S=DM) |J{c#a:ac M}

Neka je S’ proizvoljan konacan podskup od S. Tada postoji konacno mnogo a €
|21| tako da se @ pojavljuje u nekoj formuli skupa S’. Posto je po pretpostavci
skup |9M| beskonacan tada postoji ay € || takav da se konstantski simbol ag
ne pojavljuje niti u jednoj formuli skupa S’.

Neka je sa O’ oznacena (oo U {c})—ekspanzija od (I, a)ecpon) pri cemu de-
finiramo da je interpretacija konstantskog simbola ¢ jednaka ag. Ocito vrijedi
m =S

Iz teorema kompaktnosti slijedi da postoji barem jedan model za skup
S. Dakle, postoji (ogn U {c})-struktura 9V za koju vrijedi

WD) | J{c#a: ac M}

Posebno, posto je M model potpunog dijagrama D(IM) iz leme o dijagramu
slijedi da je u o-redukciju 91 od M moguée elementarno smjestiti strukturu
M. No, kao sto smo veé i bili spomenuli, strukturu 91 mozemo promatrati kao
elementarno prosirenje od 9. Posto vrijedi W | {c # @ : a € |M|}, tada
imamo M # N. 0
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1.7 Lowenheim—Skolemov teorem ”na gore”

Vrlo vazna primjena metode dijagrama je dokaz Lowenheim—Skolemovog te-
orema "na gore”. Prisjetimo se izreke tog teorema koja je dana u dodiplomskom
kolegiju Matematicka logika, odnosno u skripti [28].

Lowenheim—Skolemov teorem ”na gore”
Neka je o beskonacan kardinalni broj i 'I" proizvoljna konzistentna teorija prvog

Sada dajemo sljede¢u pojacanu verziju.

Teorem 1.58. (Loéwenheim—Skolemov teorem "na gore”).

Neka je 9N neka beskonacna o-struktura, te neka je A kardinalni broj za ko-
jeg vrijedi A > max{kard(IM), kard(L,)}. Tada postoji o—struktura N za koju
vriedi M <N i kard(N) = .

Dokaz. Dokazujemo prvo da postoji o-struktura 2 za koju vrijedi 9t < A i
kard(2) > X. Za svaki kardinalni broj ¢ < A uvodimo novi konstantski simbol
¢; koji ne pripada o, te definiramo sljede¢i skup formula:

S =D(M) U{Ci#cjiiaj</\a i#J}

Lako je vidjeti da je svaki konac¢an podskup od S ispunjiv (struktura 9t je
beskonacna pa uvijek za konacan S’ C S mozemo definirati neku ekspanziju od
M ). Iz teorema kompaktnosti slijedi da postoji model 2’ za skup formula
S. Ozna¢imo sa 2 pripadnu o-redukciju od 2. Posto A’ = D(M) tada iz
leme o dijagramu slijedi da strukturu 9t mozemo smjestiti u 2. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je 9 < . Ocito je kard(A') > A, pa iz
|20 = | slijedi i kard(L) > .

Preostalo je primjenom upravo dokazane tvrdnje dokazati tvrdnju teorema.
Iz upravo dokazane tvrdnje slijedi da postoji elementarno prosirenje 2l od 9
takvo da je kard(2() > A. Neka je A proizvoljan podskup od || za koji vrijedi
9| € A i kard(A) = . Iz dokazanog Lowenheim—Skolemovog teorema ”na
dolje” slijedi da postoji o—struktura N za koju vrijedi

ACI, M=<A te kard(N) =\

Primijetimo jos samo da iz 9 <A, N <A i 9 C N primjenom propozi-
cije 1.14. slijedi 9 < IN. 0
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1.8 Los—Vaughtov test potpunosti
Za zadanu signaturu o proizvoljan skup o-reCenica nazivamo teorija.

Definicija 1.59. Za ispunjivu teoriju T kaZemo da je kategori¢na ako su svi
njeni modeli izomorfni.

Iz Lowenheim—Skolemovog teorema "na gore” slijedi da niti jedna ispunjiva
teorija nije kategoricna. Iz tog razloga uvodimo pojam A—kategori¢nosti.

Definicija 1.60. Neka je A neki kardinalni broj. KaZemo da je neka teorija T
A-kategoricna ako T ima barem jedan model kardinalnosti X 1 ako su svi njens
modeli kardinalnosti \ izomorfni.

Iz Cantorovog teorema o uredajnoj karakteristici skupa Q slijedi da je teorija
gustih prebrojivih linearnih uredaja bez krajnjih tocaka Ny—kategoricna.

Sada nam je cilj dokazati Los—Vaughtov test potpunosti u kojem se primje-
njuje A\-kategori¢nost. U tu svrhu prvo dokazujemo sljedecu lemu.

Lema 1.61. Neka je T' teorija koja ima beskonacan model M, te neka je A
neki beskonacan kardinalni broj. Tada postoji model N za T kardinalnosti A
koji je elementarno ekvivalentan s modelom N, tj. vrijedi M = N.

Dokaz. Oznacimo sa Th(9) skup svih zatvorenih formula istinitih na modelu
M. (To nije dijagram struktrure 90, jer se ne promatraju i zatvorene formule
jezika ogy ). Posto je M beskonacan model za Th(9), tada iz Lowenheim—Sko-
lemovog teorema "na gore” slijedi da postoji model I za Th(9M) kardinaliteta
A. Dakle, vrijedi 91 = Th(9M), tj. Th(M) C Th(N).

Za dokaz obratne inkluzije uzmimo proizvoljnu zatvorenu formulu F' za koju
vrijedi M |= F. Pretpostavimo M p= F. Tada vrijedi MM = —F. No, posto je
Th(9) C Th(MN), tada vrijedi N = —F. To je kontradikcija s pretpostavkom
NE=F 0

Za teoriju T kazemo da je potpuna ako za svaku zatvorenu formulu F
vrijedi: T = F ili T = —F.

Lema 1.62. Neka je T neka teorija. Slhedece turdnje su ekvivalentne:
a) teorija T je potpuna
b) svi modeli od T su elementarno ekvivalentni

Primjer 1.63.  a) Teorija grupa nije potpuna posto svi njeni modeli nisu
elementarno ekvivalentni (npr. komutativne i nekomutatione grupe)
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b) Teorija polja karakteristike nula nije potpuna.
Npr. polja C i R nisu elementarno ekvivalentna, jer je jedno algebarsko
zatvoreno, a drugo nije.

c) Teorija ACFy algebarski zatvorenih polja karakteristike nula je potpuna.
(Dokazat éemo kasnije)

d) Teorija ACF (alegebarski zatvorena polja proizvoljne karakteristike) nije
potpuna, jer svi njeni modeli nisu elementarno ekvivalentni. Npr. polje
C nije elementarno ekvivalentno s algebarskim zatvorenjem niti jednog
konacnog polja (svako konacno polje je karakteristike razlicite od nula, pa
je i njegovo algebarsko zatvorenje karakteristike razlicite od nule).

Teorem 1.64. (Los—Vaughtov test potpunosti)
Neka je T teorija koja je A\—kategoricna, za neki beskonacan kardinalni broj X,
te neka je svaki model od T' beskonacan. Tada je T potpuna teorija.

Dokaz. Neka su 91 i 91 proizvoljni modeli od T'. 1z pretpostavke teorema slijedi
da su to beskona¢ni modeli. Iz leme 1.61. slijedi da postoje modeli 92" i N
kardinalnosti A tako da vrijedi: 9T = 9 i 91 = M. Posto je po pretpostavci
teorema teorija 1" A\—kategori¢na tada su modeli 9V 1 9N izomorfni. Tada
znamo da su ti modeli elementarno ekvivalentni, tj. vrijedi 9V = 9. Sada je
lako vidjeti da vrijedi 21 = 1. Time smo dokazali da su svaka dva modela od
T elementarno ekvivalentna. Iz leme 1.62. slijedi da je T' potpuna teorija. 0O

Primjenom Lo$-Vaughtovog testa slijedi da je teorija gustih linearnih uredaja
bez krajnjih tocaka potpuna. No, spomenimo i ogranic¢enost primjene Los$-
Vaughtovog testa. Postoje potpune teorije koje imaju samo beskona¢ne mo-
dele, ali nisu A-kategori¢ne niti za jedan beskonac¢ni kardinalni broj A. Zapravo,
ogranicenost primjene testa najbolje ocrtava sljedeci teorem:

Morleyev teorem. Neka je T potpuna teorija koja je A\—kategoricna za neki
beskonacni neprebrojivi kardinalni broj A, te nema konacnih modela. Tada je
T p—kategoricna za svaki neprebrojivi kardinalni broj.

Kao jednu primjenu Los—Vaughtovog testa dokazat ¢emo da je teorija AC'F),
potpuna (za p=0 ili p prost broj), a onda iz toga dobiti jednu verziju tzv.
Lefschetzovog principa ("ono $to je istinito za polje C istinito je i za svako
algebarsko zatvoreno polje”).

Nakon toga ¢emo kao malu ilustraciju primjene dokazati sljedeéi Axov te-
orem:

Svaka polinomijalna injekcija f : C* — C" je i surjekcija.
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(Kazemo da je funkcija f polinomijalna ako je svaka njena koordinatna funkcija
polinom).

Signatura teorije polja uz simbol za jednakost sadrzi i dva binarna funkcijska
simbola koja obi¢no oznacavamo sa + 1 -, te dva konstantska simbola koja
oznacavamo sa 0 i 1. Teorija algebarski zatvorenih polja AC'F je skup sljedeé¢ih
recenica:

a) aksiomi polja

b) YagVa, ...Va,—1(Va, # 0)(3x)(az™ + ...+ a1x +ag = 0), za svakin € N|
n > 0.

Lema 1.65. Svako algebarski zatvoreno polje je beskonacno.

Dokaz. Neka je K algebarski zatvoreno polje (proizvoljne karakteristike). Do-
kazujemo da za svaki n € N vrijedi kard(K) > n. Neka su a4, . .., a, proizvoljni
razlic¢iti elementi polja K, gdje je n > 1. Neka je polinom f € K|[X]| definiran
sa f(z) = (r—a1)...(x —a,) + 1. Posto je po pretpostavci polje K algebarski
zatvoreno, te je stupanj polinoma f barem 1, tada postoji a € K tako da vrijedi
fla) = 0. Ocito je a # a;, za svakii € {1,...,n}. |

Za svaki prosti broj p ozna¢imo F, =1+ ...+ 1 = 0. Za prosti broj p oznacimo

p—puta
sa AC'F, teoriju

ACF U {—Fy : k je prosti broj, k <p} U {F,}
Sa AC'F, oznacavamo teoriju ACF U {—=F), : p je prosti broj }.

Lema 1.66. (Steinizov teorem)
Svaka teorija ACF, je A-kategoricna za svaki neprebrojivi kardinalni broj .

Skica dokaza. Za X C K kazemo da je algebarski nezavisan ako za svaki
polinom ¢ € Z[X3,...,X,] i sve medusobno razlicite elemente ay,...,a, € X
za koje vrijedi ¢q(aq, ..., a,) =0 imamo g = 0 nad poljem K.

Transcendentna baza nekog polja je svaki maksimalan algebarski nezavisan
podskup. Stupanj transcendentnosti polja je kardinalitet proizvoljne transcen-
dentne baze. Klju¢na ¢injenica za dokaz je sljedece:

Dva algebarski zatvorena polja su izomorfna ako i samo ako su iste
karakteristike, te imaju isti stupanj transcendentnosti.

(Detalje 0 ovom dokazu mozete pronac¢i u S. Lang, Algebra, Addison—Wesley,
Reading, MA, 1971.)
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Korolar 1.67. Za svaki prosti broj p i p = 0 teorija AC'F, je potpuna.

Dokaz. Primjenom lema 1.65. i 1.66., te Los—Vaughtovog testa potpunosti.

Znamo da su svaka dva modela potpune teorije elementarno ekvivalentna. Po-
sebno time imamo da za svako algebarski zatvoreno polje K karakteristike nula
vrijedi C = K. No, vrijedi i vise. To isticemo u sljede¢oj propoziciji koja je
verzija Lefschetzovog principa.

Propozicija 1.68. Neka je F' proizvoljna recenica teorije polja. Sljedece tvrd-
nje su ekvivalentne:

a) CEF
b) za svako algebarsko zatvoreno polje K karakteristike nula vrijedi K = F
¢) postoji algebarski zatvoreno polje K karakteristike nula tako da K = F

d) za svaki m € N postoji prosti broj p > m i postoji algebarski zatvoreno
polje karakteristike p tako da K = F

e) postoji m € N takav da za svaki prosti broj p > m i svako algebarski
zatvoreno polje K karakteristike p vrijedi K = F

Dokaz. Zbog potpunosti teorije AC'Fy vrijedi (a) < (b) < (c¢). Zatim, ocito
vrijedi (e) = (d).

Dokazimo (b) = (e). Pretpostavimo da vrijedi AC'F}, = F. Tada iz teorema
kompaktnosti slijedi da postoje prosti brojevi py,...,p, tako da vrijedi:

ACF | J{=F,,....~F,}EF (%)

Neka je m € N najmanji prirodan broj takav da je m > max{ps,...,p,}. Tada
za svaki prosti broj p > m i svako algebarsko zatvoreno polje K karakteristike
p o€ito vrijedi

KE-F, N...\N"F,,
Iz ovog posljednjeg i (x) slijedi K = F.

Preostalo je jos dokazati implikaciju (d) = (b). Pretpostavimo AC'F (= F. Tada
iz potpunosti teorije ACFy slijedi AC'Fy = —F. Ovo posljednje je ekvivalentno
sa

ACF U{_'FP :p prosti broj} = —F.
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Iz teorema kompaktnosti slijedi da postoje prosti brojevi py, ..., p, tako da
vrijedi

ACF | {=F,,.....~F,,} = -F.

Neka je p najmanji prosti broj takav da p > max{pi,...,p,}. Iz prethodno
dokazane ¢injenice posebno slijedi

ACF\ J{=F, ... ~F} (B} E-F
Time imamo ACF, |= —F, aonda i ACF), [~ F. O

Za funkciju f : C* — C" kazemo da je polinomijalna ako je svaka koordinatna
funkcija polinom.

Teorem 1.69. (Azov teorem)
Za svakin € N\ {0} svaka polinomijalna injekcija f : C* — C™ je i surjekcija.

Dokaz. Dokazujemo da tvrdnja vrijedi za svaku polinomijalnu injektivnu funk-
ciju na proizvoljnom algebarski zatvorenom polju proizvoljno velike karakteris-
tike p. Za sve n,d € N oznac¢imo sa ®,, 4 recenicu koja ima svojstvo da za svako
polje K vrijedi slijedece:
K = ®,, akoisamo ako svaka polinomijalna injekcija g : K™ — K™,
¢ija je svaka koordinatna funkcija polinom
najvise stupnja d, je surjekcija.
Npr. @, je sljedeca recenica

(VCLO,()) (VCLOJ) (VCL()Q) (V(Ilyo) (‘v’al,l) (vazo) (Vbo}o) C (ng’o)

2 . 2 .
id i,
(VZ'IV@V%VW ( > Qij T1Y1 = > @ij TaYp N

1,j=0, i+j<2 1,§=0, i+j<2

2 . 2 .

id i

A > bij Ty = > bij x5y ) —

i,j=0, i4+j<2 i.j=0, i+j<2

—>(.I‘1:.I‘2 A y1:y2)> —

2 , 2 o
— YuVvdxrdy < > aij iyl =u A 3 by wiyl = v) )

i,j=0, i+j<2 i,j=0, i+j<2

Primijetite da je tu vazno da promatramo polinome. Kvantifikacija po poli-
nomima zapravo znac¢i kvantifikaciju po koeficijentima polinoma. Naravno, ne
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smatramo da su a;; i b;; elementi polja, a ni neki posebni simboli alfabeta.
Mogli smo u formuli ®, 5 te koeficijente oznaciti "obi¢nim” varijablama.

Neka je K konacno polje. Tada je za svaki n € N skup K™ takoder konacan.
Iz toga slijedi da je svaka injekcija f : K™ — K™ ujedno i surjekcija. Oznac¢imo
s K algebarsko zatvorenje polja K. Znamo (vidi npr. Langovu knjigu) da vrijedi
K = UK;, gdje je (K;) rastuéi niz kona¢nih polja (koje dobivamo rekurzivnim
dodavanjem nul-tocaka polinoma).

Neka je f : K — K proizvoljna polinomijalna injekcija. Neka je d € N
koji je jednak najveéem stupnju koordinatnog polinoma od f. Neka je iy =
Y1y, Yn) € K" proizvoljan. Tada postoje i1, ... ,i, € N takvi da je y; € K.
Posto je (K;) rastuéi niz polja tada postoji jo € {i1,...,i,} tako da vrijedi
Yi,.--,Yn € Kj,. Posto je f|K;,zO injekcija, te je K7 konacan skup, tada je ta
funkcija i surjekcija. To znaci da za zadani § postoji & € K7 tako da vrijedi
f(@) =7 -

Time smo dokazali da za sve n,d € N postoji algebarski zatvoreno polje K
tako da vrijedi K | ®, 4. Zapravo, dokazali smo da za svaki m € N postoji
prosti broj p > m i algebarski zatvoreno polje K karakteristike p tako da vrijedi
K= ®,, 4. Iz prethodne propozicije slijedi C = @, 4. O

Napomena 1.70. J. Az je dokazao prethodno navedeni teorem u ¢lanku:

J. Ax, The elementary theory of finite fields, Annals of Mathematics,
88 (1968), 239-271

Isti rezultat za R™ je dokazan u ¢lanku

A. Bialynicki-Birula, M. Rosenlicht, Injective morphisms of real al-
gebraic varieties, Proceedings of the American Mathematical Society,

102 (1988), 804-808
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1.9 Robinsonov teorem konzistentnosti

Ponovimo prvu definiciju teorije prvo reda. Neka je o neka signatura. Svaki
skup o—zatvorenih formula nazivamo o—teorija, ili samo kratko teorija. Za
teoriju T kazemo da je konzistentna ako za nju postoji model.

Teorem 1.71. (Robinsonov teorem konzistentnosti)

Neka je T potpuna o—teorija, te neka su o1 1 0o signature takve da vrijeds
0 = 01 N oy. Neka je Ty konzistentna oi—teorija i Ty konzistentna os—teorija,
tako da vrigedi T'C Ty N'Ty. Tada je teorija Ty U Ty konzistentna.

Prvo dokazujemo tri leme koje ¢emo na kraju iskoristiti za dokaz Robinso-
novog teorema. Neka su o 1 o' signature takve da vrijedi o C o’. Ako je 2
neka o’-struktura tada ¢emo sa A~ oznaciti o-redukciju strukture L.

Lema 1.72. Neka su o i o9 signature takve da o C oy. Zatim, neka je T neka
potpuna o—teorija, a Ty neka konzistentna oo—teorija tako da vrijedi T C Tj.
Ako je M model za teoriju T tada postogi model B za teoriju Ty tako da vrijedi
M < B,

(Krace: ako M =T tada postoji B |= Ty takav da MM < B~)

Dokaz. Lemu ¢emo dokazati primjenom metode dijagrama. Iz leme o dijagramu
slijedi da je dovoljno dokazati da je teorija To U D(9) konzistentna. Pretposta-
vimo suprotno. Iz teorema kompaktnosti slijedi da postoji konacan podskup
S C Ty UD(IM) za koji ne postoji model. Posto je svaki potpuni dijagram
zatvoren na konjunkciju tada postoji formula F(ay,...,a,) € D(M) koja je
ckvivalentna kona¢nom skupu formula S N D(9M). Posto za skup formula S ne
postoji model, tada posebno vrijedi Ty = —F(ay,. .., a,), a onda i

Ty =Yy .. Yo, ~F(vy,...,0) (%)

Formula Yv; ...Vv,—F(vy,...,v,) je o-formula. To zna¢i da mozemo razma-
trati da li ta formula logicki slijedi iz teorije T. Pretpostavimo li da iz teorije T’
logicki slijedi formula =Vv; ...Vv,—F(vq,...,v,), tada zbog 0 C oy i T C Ty,
imamo Ty = —Vvy ... Vo, = F (v, ..., v,).

Iz ovog posljednjeg i (*) dobivamo kontradikciju s pretpostavkom da je T3 kon-
zistentna teorija. Dakle, T' £ —Vv; ... Vv,—~F(vy,...,v,). Posto je po pretpos-
tavei leme teorija T' potpuna, tada vrijedi T' = Voy ... Vo, —F(vy, ..., v,). Time
je dobivena kontradikcija, jer je 9t model za teoriju 7T, te posebno iz pretpos-
tavke F'(ag,...,a,) € D(M) slijedi M |= Flay, ..., an). O
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Lema 1.73. Neka su o @ oy signature takve da o C o,. Zatim, neka je T’ neka
potpuna o—teoryja, a Ty neka konzistentna oy—teorija tako da vrijedi T C Tj.
Neka M =T i Ay = T1 tako da vrijedi A7 < M. Tada postoji Ay model za T,
tako da vrijedi

A <Ay ¢ 9)?<Ql;

Dokaz. Kao u i dokazu leme 1.72. znamo da je primjenom metode dijagrama
dovoljno dokazati da je teorija 7" := D(9M) U D(2y) konzistentna. Pretposta-
vimo da teorija 7" nije konzistentna. Primjenom teorema kompaktnosti, te
¢injenice da je svaki potpuni dijagram zatvoren za konjunkciju, slijedi da postoji
o—formula F, te ai,...,an, € |A1] 1 ani1y ..., anp € 9]\ |2 tako da vrijedi:

F(a_l’...,m,a/n+1,...,an+p)ED(W) 1

D(Q(1> ): —|F(a_1, N 7%7 Apt1y- - - ,an+p)
Tada vrijedi D(2;) = Yoy ... Yo, F(ay, ..., an,v1,...,0,), a onda i

2, =Y. Yo, Flag, ..., ap)

Ocito M = Jvy ... v, Flay, ..., a,). Time je dobivena kontradikcija s pretpos-
tavkom A, < 9. O

Zamjenom teorije 717 s teorijom 75 u iskazu prosle leme dobivamo sljede¢u lemu.

Lema 1.74. Neka su o i o9 signature takve da o C oy. Zatim, neka je T neka
potpuna o—teorija, a Ty neka konzistentna os—teorija tako da vrijedi T C Ts.
Neka MpET i BTy tako da vrigedi  B] < M. Tada postoji
By model za Ty tako da vrijedi

B < By 1 m%%;

Dokazimo sada Robinsonov teorem. Neka je 2l; proizvoljan model teorije T}
(po pretpostavci ta teorija je konzistentna). Posto je po pretpostavci teorema
T C Ty tada ocito vrijedi 1] = T. Primjenom leme 1.72. slijedi da postoji
model B, teorije T tako da vrijedi A, < B (uzmemo M := 2 ). Posto
B, =T, 1 T CTy, tada B] | 7. Sada primjenom leme 1.73.
(uzimajucéi M := B ) slijedi da postoji model A, teorije T tako da vrijedi:
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Posto je po pretpostavci teorema T C Ty tada ocito vrijedi 25 = T. Sada pri-
mjenom leme 1.74. (uzimajuéi M := 25 ) slijedi da postoji model B, teorije T
tako da vrijedi: By < By 1 A, < B, . Uzastopnom naizmjeni¢nom primjenom
lema 1.73. 1 1.74. dobili bi niz (2,,) modela teorije 7} i niz (28,) modela teorije
T, tako da za svaki n € N vrijedi:

Ay, <Ay, B < By, A, <B, i B, <A,

Oznacimo A = [J, & 1 B = U,enyDBn- Iz teorema o uniji lanca
elementarnih struktura, tj. teorema 1.20., slijedi posebno 24; < 2 i B; < ‘B.
Posto je 2; model teorije 77 tada je i 2 model teorije 77. Iz analognog razloga
B je model teorije T5. Ocito je

A= Ju, =JB, =2
neN neN

Iz toga slijedi da je dobro definirana (o7 U oy)-struktura 20 U B koja je ocito
model teorije T) U T5. Time smo dokazali da je teorija 177 U T, konzistentna. 0O

Napomena 1.75. U knjizi [5] Robinsonov teorem konzistentnosti iskazan je u
sljedecem obliku:

Neka su Ty 1T, proizvoljne konzistentne teorije. Teorija Ty U'T5 je
konzistentna ako i samo ako ne postoji recenica F' tako da vrijedi
FeTl, 1 =FeTs.

U knjizi [5] prvo je dokazana Craigova lema, a onda je Robinsonov teorem
dokazan njenom primgjenom.

Jednostavna posljedica Robinsonovog teorema konzistentnosti je Craigova
interpolacijska lema.

Lema 1.76. (Craigova interpolacijska lema)
Neka su F' i G zatvorene formule za koje vrijedi F = G. Tada postoji zatvorena
formula H tako da vrijedi:

1. F= H
2. H=G

3. svaki nelogicki simbol (osim simbola za jednakost) koji nastupa
u formuli H nastupa u formulama F i G

Formulu H nazivamo interpolant formula F' i G.
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Dokaz. Pretpostavimo da formula s navedenim svojstvima ne postoji. Osnovna
ideja dokaza sastoji se od konstrukcije potpune teorije T' za koju su teorije
TU{F} i TU{~G} konzistentne. Tada iz Robinsonovog teorema slijedi da je
teorija T'U { F, =G} konzistentna, $to je nemoguée zbog pretpostavke da vrijedi
F = G.

Oznac¢imo sa op, odnosno sa o¢, skup svih nelogickih simbola koji nastupaju
u fomuli F, odnosno u formuli G.

Neka je 0 = (o Nog) U {=}. Skup svih o-recenica je prebrojiv. Neka je
{4, : n € N} skup koji sadrzi sve o-recenice, pri ¢emu je Ay = Jvg(vy = vp).
Konstruirat ¢emo niz o-recenica {B,, : n € N} koji ima sljedeéa svojstva:

(i) formula B, 1 — B, je valjana za svaki n € N

(ii) za svakin € N barem jedna od formula B, — A,, i B, — -4,
je valjana

(iii) niti za jedan n € N ne postoji interpolant za formule F'A B,, i
G A B,

Neka je By := Aj. Lako je provjeriti da By ispunjava sva tri trazena uvjeta.
Neka je za neki n € N ve¢ definirana formula B,,. Prije definicije formule B,, 14
isticemo sljedeé¢u pomo¢nu tvrdnju:

Moguca su samo sljedeca dva slucaja:

1. Ne postoji interpolant za formule FAB,AA,, 11 1 GAB,ANA, 11

2. Ne postoji interpolant za formule A B, A—=A,.1 1 GAB, A
_'An+1

(Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje o-recenice H; i H, tako da su sljedece
formule valjane:

(F N Bn N An—l—l) — Hl, H1 — (G/\ Bn A An+1>,

(F/\Bn/\ﬁAn_H) —>H2, Hy, — (G/\Bn/\_'An—i—l)

Tada su takoder valjane i sljedece formule:

((F ANB,NAn1) V (FAB,A ﬁAnH)) — (Hy V Hy) i

(H, Vv Hy) — ((G A By A Anit) V (G A By A ﬂAnH))
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Iz valjanosti posljednjih formula lako slijedi valjanost formula (FAB,,) — (HyV
H,) i (HyV Hy) = (G A B,). No, to je zbog pretpostavke indukcije nemoguce
(formula B,, mora ispunjavati svojstvo (iii). )

Sada definiramo trazenu formulu B,,;; na sljedeé¢i nacin:

e Ako ne postoji interpolant za formule F A B, A A,.1 i GAB, N A,
tada definiramo B, 1 = B, A A1

e Ako ne postoji interpolant za formule FF'A B, A—A,;1 1 GAB, A=A,
tada definiramo B, 1 = B, A A, 11

Lako je provjeriti da formula B,,,; zadovoljava sva tri trazena svojstva (i)—(iii).

Sada definiramo teoriju 7' := {B,, : n € N}. Redom dokazujemo da su teorije
TU{F} i TU{-G} konzistentne, te da je teorija T potpuna.

U svrhu dokaza da je teorija T'U {F'} konzistentna prvo dokazujemo da je
za svaki n € N formula F' A B,, konzistentna. Lako je provjeriti da je formula F
konzistentna (ako je F' inkonzistentna tada je npr. formula =Vu,(vg = vg) jedan
interpolant za formule F' i G, Sto je u suprotnosti s poc¢etnom pretpostavkom da
za te formule ne postoji interpolant). Posto smo definirali By = F'AJvg(vy = vg)
tada je ocito formula By konzistentna. Neka je n € N proizvoljan. Iz definicije
niza (B,) znamo da vrijedi:

Bn+1 = Bn A An+1 ili Bn+1 = Bn VAN _|An+1

Radi ilustracije razmatramo slucaj kada je B,.1 = B, A —A,,.1. Tada znamo da
za formule A= FAB,AN—-A,,1 i B=GAB,A—-A, 1 ne postoji interpolant.
Pretpostavimo da je formula F' A B, inkonzistentna. Posto je A = F'A B,
tada formula A nije konzistentna. No, tada je npr. formula —Vvg(vy = vp) jedan
interpolant za formule A i B §to je suprotno pretpostavci.

Iz teorema kompaktnosti slijedi da je za dokaz konzistentnosti teorije
T U {F} dovoljno dokazati da je svaki njen kona¢an podskup konzistentan.
Neka je {B;,, ..., B;,} proizvoljan konacan podskup od 7', pri ¢emu vrijedi i; <
... < 1. Prije smo bili dokazali da je formula F' A B; konzistentna. Neka je 9
neka op—struktura koja je model za formulu F' A B;, . Iz uvjeta (i) iz definicije
niza formula (Bj) znamo da je za sve ¢ < j formula B; — B; valjana. Iz toga
slijedi da imamo M = B;, A ... A B;,. Time smo dokazali da je svaki konacan
podskup od T'U {F'} konzistentan. Sasvim analogno bi dokazali da je teorija
T'U{~G} konzistentna.

Dokazimo jo$ da je teorija T potpuna. Neka je A proizvoljna zatvorena
o—formula. Tada postoji n € N tako da vrijedi A = A,. Iz uvjeta (ii) iz
definicije niza formula (B,,) slijedi da je barem jedna od formula B, — A, i
B, — —A, valjana. Neka je 91 proizvoljan model za teoriju T. Posto je po
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definiciji "= { By : k € N} tada iz valjanosti formule B, — A, ili B, — —A,
slijedi da vrijedi 9 = A, ili M | —A,. Time smo dokazali da vrijedi T' = A
ili T —A, tj. da je teorija T potpuna. |

Korolar 1.77. Neka je T konzistentna o—teorija, a Ty konzistentna oo—teorija.
Oznacimo o = o1 N oq. Tada vrijedi:

teorija Ty U'T, je konzistentna ako © samo ako ne postoji o—recenica
F tako da vrijedi Ty = F i Ty = —F.

Vaznu primjenu Craigova lema (tj. Robinsonov teorem i metoda dijagrama)
ima u teoriji definicija. To je Bethov teorem definabilnosti koji je zapravo obrat
jednostavnog i klasi¢nog rezultata iz teorije definicija koji se naziva Padoaova
metoda. Ta metoda se vrlo cesto primjenjuje kada se zeli pokazati da odredeni
pojam ne moze biti definiran pomoc¢u nekih drugih danih pojmova.

Neka je T neka o—teorija i P neki n—mjesni relacijski simbol takav da P ¢ o.
Oznac¢imo ¢’ = o U {P}. Neka je P, neki drugi n—mjesni relacijski simbol koji
takoder ne pripada 0. Ako je G neka o'-formula tada sa Gp,p oznacavamo
formulu dobivenu iz formule G zamjenom svakog relacijskog simbola P sa P;.

Lema 1.78. Ako je F neka o—formula, a G neka o' —formula, tada vrijedi:

ako F =G tada F = Gpp

Definicija 1.79. Neka je T neka o' = o U{P}~teorija (P je n—-mjesni relacijski
simbol koji ne pripada o). KaZemo da je relacijski simbol P implicitno defi-
nabilan u teoriji T ako za svaki n—mjesni relacijski simbol Py koji ne pripada
signaturi o vrijedi:

TUT, val...an(P(vl,...,vn) > Pl(vl,...,vn)>

gdje je T teorija dobivena zamjenom svakog nastupa relacijskog simbola P sa
Py u svakoj formuli iz T.

Propozicija 1.80. Neka je T neka o' = o U {P}—teorija. Tada su sljedece
tordnje ekvivalentne:

1. relacigski simbol P je implicitno definabilan u teoriji T

2. Za svaku o-strukturu 9N postoji najvise jedna interpretacija relacijskog
simbola P tako da je o’'—ekspanzija od O model za T.
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Definicija 1.81. Neka je T neka o U {P}-teorija (P je n—mjesni relacijski
simbol kogi ne pripada o). KaZemo da je relacijski simbol P eksplicitno defi-
nabilan u teoriji T ako postoji o—formula F(vy, ..., v,) tako da vrijedi:

T ):Vvl...an(P(vl,...,vn) YRS F(Ul,...,vn)>

Propozicija 1.82. (Padoaova metoda)

Neka je T' neka o U{P}~teorija (P je n—mgjesni relacijski simbol koji ne pripada
o). Ako je relacijski simbol P eksplicitno definabilan u teoriji T tada je on i
implicitno definabilan u teoriji T.

Primjer 1.83. Neka je 0 = {+,=} (+ je dvomjesni relacijski simbol), i R
neki dvomgjesni relacijski simbol. Oznacimo sa T skup svih o U{R}-recenica F'
za koje vrijedi (Z,+,<) = F. Tordimo da relacijski simbol R nije eksplicitno
definabilan u teoriji T. Uocimo da je (Z,+,>) takoder model za teoriju T jer
vrijedi (2, +, <) ~ (Z,+ >) (izomorfizam je funkcija x — —x). To znaci da ne
postoji jedinstvena interpretacija relacijskog simbola R u o—strukturi (Z,+) tako
da je o U{ R}—ekspanzija od (Z,~+) model za teoriju T. Iz propozicije 1.80. slijedi
da relacijski simbol R nije implicitno definabilan u teoriji T, a iz propozicije 1.82.
slijedi da tada nije ni eksplicitno definabilan u teoriji T.

Teorem 1.84. (Bethov teorem definabilnosti)

Neka je T neka o U {P}-teorija, gdje je P neki relacijski simbol koji ne pri-
pada o. Ako je relacijski simbol P implicitno definabilan u teoriji T tada je i
eksplicitno definabilan.

Dokaz. Neka su ¢y, . . ., ¢, medusobno razli¢iti konstantski simboli koji ne pripa-
daju 0. Neka je Py proizvoljan n—mjesni relacijski simbol koji ne pripada o U{ P}.
Posto je po pretpostavci relacijski simbol P implicitno definabilan u teoriji T’
tada vrijedi TU Ty = Yuy... Vo, (P(v1...,v,) <> Pi(v1,...,v,)), pri ¢emu je
T1 teorija dobivena zamjenom svakog nastupa relacijskog simbola P sa P, u
svakoj formuli iz T'. Iz ovog posljednjeg lako slijedi da je inkonzistentna teorija
TU{P(c1,...,cn)}UTHU{=Pi(c1,...,¢n)}. Iz teorema kompaktnosti slijedi
da postoje konac¢ni podskupovi S C T i S C T takvi da je inkonzistentna
teorija S U {P(c1,...,¢c,)} US" U{=Pi(c1,...,¢cn)}. Oznacimo F = /\ A i
Aes
G = /\ B. Tada formula F'A P(cy,...,¢,) NG A=Pyi(cq, ..., ¢,) nije ispunjiva,
Bes’
pa je valjana formula ﬂ(F/\P(cl, e ) ANGA-P (e, .. ,cn)>, odnosno vrijedi

(F/\P(cl,...,cn)> = (G—)Pl(cl,...,cn)>.
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Iz Craigove interpolacijske leme slijedi da postoji o U {cy,..., ¢, }-recenica H

tako da vrijedi (F A P(cl,...,cn)> = H i H= (G — Pl(cl,...,cn)>.

Ocito se relacijski simboli P i P, ne pojavljuju u formuli H. Posto S C T i

F =\ Atada ocito viijedi T = F. 1z T |= F i (F/\P(cl,...,cn)> = H
Aes

slijedi T' = P(cq,...,cn) — H. Posto {c1,...,c,} No = 0 tada iz posljednjeg

slijedi

T):VUl...an(P(vl,...,vn)—>H) (%)

Posto Ty G 1 H= (G — Pi(cy, ... ,cn)> tada Ty = H — Pi(c1,...,¢,). 1z
ovog posljednjeg zamjenom relacijskog simbola P; sa P, i primjenom leme 1.78.,
dobivamo T' = H — P(cy,...,¢,). Posto {c1,...,¢c,} No = () tada dobivamo

da vrijedi T' = Yy ... Vo, (H — P(vy, ... ,vn)>. Iz ovog posljednjeg i () slijedi
da je relacijski simbol P eksplicitno definabilan u teoriji 7. |
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1.10 Ultrafiltri i ultraprodukti

U dokazu teorema kompaknosti koristili smo Henkinovu konstrukciju modela.
Sada ¢emo navesti joS jednu metodu za konstrukciju modela. To su ultrapro-
dukti. Kao jednu primjenu dat ¢emo drugi dokaz teorema kompaktnosti za
logiku prvog reda. No, prvo dajemo primjere koji isticu jos jednu motivaciju za
uvodenje ultraprodukata.

Primjer 1.85. Kartezijev produkt familije grupa je grupa.
Skiciragmo dokaz te turdnje. Neka je {(G;,0;) : i € I} familija grupa. Oznacimo

G = HGi ={f|f:1— VUG, zasvaki i€l wrijedi f(i) € G;}

iel
Zatim, neka je o binarna operacija na G definirana sa:
(fog)(i) = f(i) oi g(i).
Lako je provjeriti da je za sve f,g € G funkcija f o g ponovno element od G, te

da je (G,o) grupa. To znaci da je Kartezijev produkt proizvoljne familije grupa
PONOUNO grupa.

Primjer 1.86. Kartezijev produkt polja opcenito nije polje.

Kako bi dokazali tu tvrdnju definirajmo prvo Kartezijev produkt polja. Neka
je I # 0, te za svaki i@ € I neka je F; = (A;,+4i,,0:, 1;) polje. Oznacimo
A =[Lic; Ai- Redom definiramo:

a) funkciju 0 : I — UA; sa 0(i) = 0;
b) funkciju 1: 1 — UA; sa 1(i) =1,

c) funkcije + i - sa:

(f+9): T = UectAi,  (f+9)(@) = f(i) +i g(i)

(f-9): 1= Uer, (f-9)@)=f(i)-g()

Uz tako definirane operacije Kartezijev produkt polja opcenito nije polje.
Npr. R x R nije polje, jer uredeni parovi (0,1) i (1,0) razliciti su od nule,
ali (0,1)-(1,0) =0.
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Primjer 1.87. Kartezijev produkt linearno uredenih skupova opéenito
nije linearno ureden skup. U svrhu dokaza te tvrdnje prvo wvodimo potrebne
definicije. Neka je I # 0, te za svakii € I neka je {(A;, R;),i € 1} neka familija
linearno uredenih skupova (to znaci da je svaka relacija R; irefleksivna, tran-
zitivna i linearna). Oznacimo A = [[,.; Ai te definiramo relaciju R C A x A
sa:

il

fRyg ako i samo ako za svaki i € 1 wrijedi f(i)R;g(i).

Uz tako prirodno definiranu relaciju R skup (A, R) opéenito nije linearno ureden.
(Npr. na R x R elementi (0,1) i (1,0) nisu usporedivi).

Kako rijesiti istaknute probleme? Ideja je jednostavna. Na Kartezijevom
produktu [[..; A; definiramo posebnu relaciju ekvivalencije, te promatramo pri-
padni kvocijenti skup. U tu svrhu ¢emo sada definirati pojmove filtra i ultrafil-
tra.

Definicija 1.88. Neka je I # 0. Za F C P(I) kaZemo da je filtar nad skupom
I ako vriyedi:

(i) I € F

(ii) ako su X,Y € F tada X NY € F
(zatvorenost na presjeke)

(i11) ako X € F te X CZ C I tada je Z € F
(zatvorenost za nadskupe)

Uocite da uvjet (i) u definiciji garantira nepraznost filtra. Ako bi na pocetku
definicije zahtijevali F' # (), tada uvjet (i) slijedi iz uvjeta (iii).

Primjer 1.89. 1. Za svaki skup I je {I} filtar. Nazivamo ga trivijalni
filtar.

2. Za svaki skup I partitivni skup P(I) je filtar nad I. Nazivamo ga nepravi
filtar.

3. Ako je I skup te X njegov proizvoljni podskup tada je skup F ={Y C I :
X C Y} filtar nad I. Nazivamo ga filtar generiran skupom X. Ako je
X jgednoclan skup tada F nazivamo glavni filtar.

4. Neka je I beskonacan skup. Tada je F = {X : X C I, X° konacan}
filtar. Nazivamo ga Fréchetov filtar.
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5. Neka je (X, T) topoloski prostor i x € X. Tada je skup

{Y:YCX takavda (U € T)(x €U CY)} filtar.

Propozicija 1.90. Neka je F filtar nad skupom I. Tada vrijedi:
a) ako Xi,..., X, € F tada je XyN...NX, € F,
b) ako X,Y € F tada je X UY € I
c) ako je {X; : j € J} familija skupova iz F tada je UX; € F.

Propozicija 1.91. Neka je I neprazan skup, te w € I. Tada je {X : X C
I i we X} filtar nad I.

Propozicija 1.92. Svaki konacni filtar je glavni.

Propozicija 1.93. Neka je E proizvoljan podskup od P(I), i neka je
F:ﬂ{F’ . F' je filtar nad I, E C F'}.

Tada vrijedi:

a) F je filtar nad I. Nazivamo ga filtar generiran s podskupom E od
P(I).

b) F={X C1I : postojeYq,...,Y, € E tako da vrijedi Y1N...NY, C X}.

Propozicija 1.94. Neka je E prebrojiv podskup od P(N). Tada je filtar gene-
riran s E glavni filtar.

Definicija 1.95. Za filtar F nad skupom I kaZemo da je pravi ako je:
(iv) F #P(I).

Za pravi filtar nad skupom I kaZemo da je ultrafiltar ako za svaki X C [
vrijeds:

(v) X € F ako i samo ako I\X ¢ F.

Napomena 1.96. Za definiciju ultrafiltra uvjet (i) iz definicije filtra je suvisan,
jJer slijedi iz uvjeta (v) i (iii). Uvjeti iz definicije ultrafiltra biti ce jasni kada se
detaljno raspise dokaz Losovog teorema koji cemo navesti kasnije.

Svaki glavni filtar je ultrafiltar.



54 POGLAVLJE 1. TEORIJA MODELA

Propozicija 1.97. Vrijedi:
a) Filtar F je pravi ako i samo ako () & F.

b) Neka je E C P(I), te F = N{F' : F' je filtar nad I takav da E C F'}.
Tada vrijedi: F je pravi filtar ako i samo ako E ima svojstvo konacénih
presjeka tj. za sve Xy,..., X, € E vrijedi X, N ... X, # 0.

Propozicija 1.98. Neka je I beskonacan skup. Za X C I kaZemo da je kofi-
nitan ako je skup I\ X konacan. Tada vrijedi:

a) Skup svih kofinitnih podskupova od I ima svojstvo konacnih presjeka.

b) Postoje ultrafiltri nad I koji ne sadrze niti jedan konacan podskup od I.

c¢) Ultrafiltar U nad I nije glavni ako i samo ako U sadrzi samo beskonacne
skupove ako i samo ako U sadrzi sve kofinitne podskupove od I.

d) Svaki ultrafiltar nad I ima beskonacno mnogo elemenata.

Propozicija 1.99. Neka je F pravi filtar nad skupom I. Sljedeée tvrdnje su
ekvivalentne:

a) F je ultrafiltar.

b) F je maksimalan filtar, tj. ne postoji pravi fillar F' nad I takav da je F
pravi podskup od F”.

c) za sve X, Y C I vrijedi:
XUY eF akoisamoako X €F ili Y € F.

Teorem 1.100. Neka je I neprazan skup i E C P(I) koji ima svojstvo konacnih
presjeka. Tada postoji ultrafiltar U nad I takav da je E C U.

Dokaz. Oznacéimo
Fy=(\{F : F filtarnad I i ECF'}

Iz propozicije 1.93. slijedi da je Fy filtar, a iz propozicije 1.97. slijedi da je
Fy pravi filtar. Neka je F = {F” : I’ je pravi filtar nad I i £ C F'}. Posto
je Fy € F tada je F neprazan skup. Skup (F,C) je parcijalno ureden skup.
Neka je L proizvoljan lanac u F. Oznac¢imo sa Fj uniju svih filtera iz £. Lako
je provjeriti da je F} pravi filtar koji sadrzi F. Time imamo da za svaki lancu
F postoji gornja meda. Iz Zornove leme slijedi da postoji maksimalni element
U u F. 1z propozicije 1.99. slijedi da je U ultrafiltar. ]
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Teorem 1.101. (Teorem o ultrafiltru).
Svaki pravi filtar F' nad I moZe biti prosiren do ultrafiltra nad I.

Dokaz. 1z propozicije 1.97. znamo da svaki pravi filtar ima svojstvo konacénih
presjeka. Iz prethodnog teorema slijedi trazena tvrdnja. O

Propozicija 1.102. Neka je U ultrafiltar nad skupom I, te X € U proizvoljan.
Tada je UNP(X) ultrafiltar.

Propozicija 1.103. Neka je U ultrafiltar nad skupom I, te neka je I = Ay U
... UA,. Tada postoji © takav da je A; € U. Ako su skupovi A; u parovima
disjunktni tada postoji toéno jedan i takav da je A; € U.

Dokaz. Ako A; ¢ U tada je A{ € U. Posto je
P=1I=(AU...UA,) =A{N...NAS

tada je nemoguce da za svaki ¢ vrijedi A; ¢ U (svaki ultrafiltar ima svojstvo
konaé¢nih presjeka). Ako su skupovi u A; u parovima disjunktni tada je ne-
moguce A;, A; € U, opet zbog svojstva konacnih presjeka svakog ultrafiltra.
O

Propozicija 1.104. Neka je U ultrafiltar nad skupom I, takav da postoji konacan
skup A ={ay,...,a,} za kojeg vrijedi A € U. Tada je U glavni ultrafiltar.

Dokaz.  Ocito I = A°U{a;1} U...U{a,}. Iz prethodne propozicije slijedi da
postoji ¢ takav da je {a;} € U. Tadaje U ={X CI:q; € X}. 0

Propozicija 1.105. Neka je S skup podskupova nekog skupa I takav da za sve
X, ..., X, € S vrigedi da je X1 N...N X, beskonacan skup. Tada je skup S
sadrzan u nekom ultrafiltru nad I koji nije glavna.

Dokaz.  Ozna¢imo sa F Fréchetov filtar nad skupom I. Ocito skup S U F ima
svojstvo konacnih presjeka. Iz teorema o ultrafiltru slijedi da postoji ultrafiltar
U tako da je SUF C U. Iz propozicije 1.104. slijedi da ultrafiltar U nije glavni.
O

Koristec¢i pojam ultrafiltara sada ¢emo definirati pojam ultraprodukta. Prvo
¢emo definirati pojam ultraprodukta familije skupova, a nakon toga pojam ul-
traprodukta familije proizvoljnih struktura iste signature.
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Definicija 1.106. Neka je {M; : i € I} proizvoljna familija skupova, te U
proizvoljan ultrafiltar nad I. Na Kartezijevom produktu familije skupova {M; :
i €1}, tj. na skupu

HM" ={f | f:1—= VUM, tako da je za svaki i € I ispunjeno f(i) € M;}
i€l

definiramo binarnu relaciju ~ ovako:
f~g akoisamo ako {ie€l: f(i)=g(i)} €U

Lako je pokazati da je relacija ~ jedna relacija ekvivalencije. Za f € [],c; M;
sa fuy oznacavamo pripadnu klasu ekvivalencije. Skup svih klasa ekvivalencije
nazivamo ultraprodukt familije skupova {M; : i € I}, te ga oznac¢avamo sa

T] M.
U

Definicija 1.107. Neka je o proizvoljna signatura, te neka je {9; = (M;, @;) :
i € I} neka familija o—struktura. Neka je U proizvoljan ultrafiltar nad skupom
I. Definiramo o—strukturu M = (M, @) na sljedeci nacin:

M =T M;
U

za relacigski simbol R™ € o definiramo:
(fD)us---s (fu)v) € e(R)  ako i samo ako
{o: (A0, ... fuli)) € pi(R)} €U

za funkcijski simbol " € o definiramo:

AN ) = (i = @A, £0) )

U

za konstantski simbol ¢ € o definiramo ¢(c) = (z — <pi(c)>
U

Upravo definirana struktura se maziva ultraprodukt familije struktura
{M :i eI} ioznacavamo je sa [[M;.
U
Ako su sve strukture IM; medusobno jednake, tj. M; = N, za svaki i € I,

tada pripadni ultraprodukt nazivamo ultrapotencija strukture 1.

Propozicija 1.108. Definicija ultraprodukta ne ovisi o izboru reprezentanata.
Tocnije, ako I # 0, {9 = (M;, ;) : i € 1} familija o-struktura, U ultrafiltar
nad I, te

Fiooo s 91 gn € [[ My tako da vrijedi fi~ g1, ... fur~ g,
i€l

tada vrijedi:
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a) {i:(fi(i),..., fu(d)) € pi(R)} € U ako i samo ako
{t:(9100),- -+, 9n(0)) € @:i(R)} € U;

b) (i = @il @ ful®) ) ~ (i a0 00(0) )

Napomena 1.109. Neka je {9, : i € I} neka familija o-struktura. Ako je F
filtar nad skupom tada je relacija ~ na [[,c; M; takoder relacija ekvivalencije.
To znaci da moZemo promatrati kvocijentni skup [[,c; M;/ ~ . Interpretacije
nelogickih simbola definiramo isto kao i u definiciyi ultraprodukta. Tako defini-
ranu o-strukturu nazivamo reducirani produkt.

Neka je I # (), U neki ultrafiltar nad skupom I, {9 : i € I} familija
o-struktura, {v; : i € I} familija valuacija (v; je valuacija na strukturi 9t; ).
Kazemo da je valuacija v na ultraproduktu 9t = [ [, 91; inducirana familijom
valuacija {v; : i € I} ako za svaku individualnu varijablu z vrijedi v(z) = (i —
Ui<l'))U.

Lema 1.110. Neka je I # 0, U neki ultrafiltar nad skupom I, {9, :i € I}
neka familija o—struktura, {v; : i € I} familija valuacija (v; je valuacija na
strukturi M; ), te v valuacija na ultraproduktu M = [, M; koja je inducirana
familijom valuacija {v; : i € I'}. Tada za svaki o—term t vrijedi

v(t) = (i — v(t))y.

Dokaz. Indukcijom po duljini terma ¢ dokazujemo danu tvrdnju. Neka je term
t jednak nekom konstantskom simbolu ¢. Tada imamo:
v(c) = (definicija progirenja valuacije na terme) = ™
(definicija interpretacije) = (i — ™)y
= (i—v(0))u

Ako je term t jednak individualnoj varijabli tada trazena jedankost slijedi iz
definicije valuacije v.

Neka je n € N\ {0} takav da za svaki term ¢’ ¢ija je duljina strogo manja od
n vrijedi trazena tvrdnja. Neka je ¢ proizvoljan term duljine n. Posto je n > 0
tada je t = f(t1,...,tx) za neki funkcijski simbol f i terme tq,..., %, Cija je
duljina strogo manja od n. Tada redom imamo:



o8 POGLAVLJE 1. TEORIJA MODELA

’U(t) = U(f<t177tk)) =
= (definicija prosirenja valuacije na terme)
= fM(t),...,v(ty)) = (pretpostavka indukcije)
= fim((Z i—)Ui(tl))U,...,(i Hvl(tk))U)
= (definicija interpretacije na ultraproduktu)

(z' = M (), .- 7Ui(tk>))U
= (definicija prosirenja valuacije)
= (i u(f(t,....t)v = (@—v(t)u
0

Teorem 1.111. Neka je I # 0, U neki ultrafiltar nad skupom I, {9M; :i € I}
familija o—struktura, {v; : i € I} familija valuacija (v; je valuacija na struk-
turi M; ), te v valuacija na ultraproduktu [ [, M; koja je inducirana familijom
valuacija {v; : 1 € I}. Neka je F' neka o—formula. Tada vrijedi:

Hm E, F' ako i samo ako {i: M, F} €U
U

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formuli F' dokazujemo danu tvrdnju. Promo-
trimo prvo slucaj kada je F' atomarna formula, tj. F = R(ty,...,t), gdjeje R
neki k—mjesni relacijski simbol, a ty,...,t; su o-termi. Tada redom vrijedi:

HUDJIZ‘ ):v F < HUSITZ, ):v R(tl,...,tk)

& (v(ty),...,v(ty)) € R™

& <(z’ s 0 (0)rs - (i vi(tk))U) € R¥

s i (v(th),...,vi(te)) € R} e U

& {i:M =, R(ty, ..., tp)} €U
Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za svaku formulu ¢ija je slozenost strogo
manja od nekog n € N\ {0} i svaku familiju valuacija {v; : i € I}. Neka je
F proizvoljna o—formula slozenosti n. Promatramo sluc¢ajeve obzirom na oblik
formule F.
Promotrimo prvo slucaj kada je F' oblika =G. Tada redom vrijede sljedece ek-
vivalencije:

[[;MiE Fe [[pMiE -G < [[pMEG
(pretpostavka indukcije)
s {iel M=, G¢U
(uvjet (v) iz definicije ultrafiltra)
< I\{iel M|, GteU
s {iel M, GelU
& {iel M, GreU
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Promotrimo sada slucaj kada je formula F' oblika G A H. Redom vrijede sljedece
ekvivalencije:

Iy = Fe [[ME.GANH

& [[MiE=G 1 J[Mi = H
(pretpostavka indukcije)

s {iME,GreU i {i: M, H €U
((=) slijedi zbog zatvorenosti ultrafiltra na presjeke)
((«=) slijedi zbog zatvorenosti ultrafiltra na nadskupove)
s{i:M =, G N {i:ME, H €U
s{i:ME, GANH} eU

Na kraju razmatramo slucaj kada je F¥ = JxG(x). Pretpostavimo prvo da
vrijedi [ [, 9, = J2G(x). Tada iz definicije istinitosti slijedi da postoji valuacija
vy : Var — [[; M; tako da vrijedi v, (y) = v(y) za svaku varijablu y razli¢itu
od z, te imamo [[, IM; =,, G(x). Lako je vidjeti da vrijedi

{i o M, Clo)

{i : postoji valuacija (v;), tako da IM; f=(,), G(x)}
{i + M; =, J2G(x)}

Il Iﬂg

(Pazite! Valucije (v;); 1 (v;). opéenito nisu iste.) Iz uvjeta zatvorenosti na
nadskupove iz definicije ultrafiltra slijedi {i : 9M; |=,, J=G(x)} € U.

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da vrijedi S = {i : IM; |=,, Jz=G(x)} € U.
Tada za svaki i € I postoji valuacija (v;), tako da vrijedi:

v;(y) = (v3).(y), za svaku varijablu y razlicitu od =z
(%)
M =y, G(2)

Neka je za svaki i € I valuacija (v;), fiksirana (aksiom izboral). Posto je ocito
ispunjeno S = {i : |5, G(z)}, tada iz pretpostavke S € U slijedi i

V.

{i : ):('Ui)z G(.’L’)} elU (**)

Oznacimo v € [[,.; M; tako da za svaki i € S vrijedi u(i) = (v;).(7). Za
svakii € I'\ S sa (v;), oznac¢imo valuaciju na 9; koja je na svim varijablama y
definirana sa: (v;),(y) = u(7). Neka je sa v oznacena valuacija na ultraproduktu
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koja je inducirana familijom valuacija {(v;), : ¢ € I}. Iz (*x) i pretpostavke
indukcije slijedi

Hﬁﬁi o G(2) ( * )
U

Iz (x) slijedi da za svaku varijablu y # z vrijedi S C {i : (v;).(y) = vi(y)}.
Posto je S € U tada iz uvjeta nadskupa iz definicije ultrafiltra ocito slijedi da
vrijedi {7 : (v;).(y) = v;(y)} € U. Iz ovog posljednjeg slijedi (i — (v;).(y))v =
(i = vi(y)v , tj- V(y) = v(y), za svaku varijablu y # x. Sada iz (* * %) i
definicije istinitosti kona¢no dobivamo [[, M; =, JxG(x). O

Sljedeci teorem je direktna posljedica teorema 1.111.

Teorem 1.112. (Losov osnovni teorem o ultraproduktima)
Neka je I # 0, {9M; :i € I} proizvoljna familija o—struktura i U proizvoljan
ultrafiltar nad I. Tada za svaku zatvorenu formulu F' vrijedi:

Himl):F ako i samo ako {i€I: M, =F} e U.
U

Napomena 1.113. Lako je pokazati da je ultraprodukt proizvoljne familije po-
lja ponovno polje (nad proizvoljnim ultrafiltrom). Zatim, ultraprodukt familije
linearno uredenih skupova je linearno ureden skup. No, sve te tvrdnje direktno
slijede iz sljedeceq Losovog teorema.

Sada dajemo jos jedan dokaz teorema kompaknosti.

Teorem 1.114. (Teorem kompaktnosti)
Neka je S proizvoljan skup zatvorenih formula. Za skup S postoji model ako 1
samo ako za svaki konacan podskup od S postoji model.

Dokaz. Pretpostavimo da za svaki konacan podskup od S postoji model.

Oznacimo sa I skup svih konac¢nih podskupova skupa S. Za svaki ¢ € I neka

je sa M; oznacen neki model za skup formula i. Za svaki F' € S oznacimo

Sp={iel:Fei},te E={Sp:F e S} Lako je dokazati da skup F ima

svojstvo konacnih presjeka. Iz teorema 1.100. slijedi da postoji ultrafiltar U

nad I takav da je E C U. Dokazimo da je ultraprodukt []9; model za skup
U

recenica S. Neka je ' € S proizvoljna recenica. Za svaki ¢ € Sg oc¢ito vrijedi
M, =i, te F' € i. Tada ocito za svaki i € Sp vrijedi M; = F. 1z toga slijedi:
Sp C{i el :M | F}. Posto je po definiciji Sp € FE, te je E C U, tada
imamo Sr € U, aondai{i € I : M, = F} € U. Iz Losovog teorema sada slijedi
[[9 = F. 0
U
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Za ultrafiltar U kazemo da je prebrojivo nepotpun ako nije zatvoren za pre-
brojive presjeke, tj. postoji niz (X,) C U takav da NX,, & U.

Primjer 1.115. Ultrafiltar nad N koji sadrzi Fréchetov filtar je prebrojivo ne-
potpun. Neka je X,, = N\ {n}. Posto je svaki skup kofinitan tada je X, € U.
Ocito je N, X, = (. Svaki glavni ultrafiltar je prebrojivo potpun. Ako je U =
{X C1I:a€ X} neki glavni filtar, te (X,,) C U, tada je ocito a € NX,,. Iz toga
odmah slyedi NX,, € U, tj. glavni ultrafiltar U je prebrojivo potpun.

Propozicija 1.116. Neka je I # () i U ultrafiltar nad I. Tada su sljedeée tord-
nje ekvivalentne:

a) ultrafiltar U je prebrojivo nepotpun;

b) postogi niz (Y,) C U takav da vrijedi

NnY,=0 i I=Y,2Y, DY, D ...

c¢) postoji niz (Z,) C P(I) takav da za svakin € N vrijedi Z, & U, a za sve
n # m vrijedi

Z,NZ, =0 i UZ,=1

Napomena 1.117. Ultrapotencija nad glavnim ultrafiltrom je elementarno ek-
vivalentna pocetnom modelu, pa takve konstrukcije nisu zanimljive. Tocénije:
akoje I £0, ae€l i U={XC1I : a€ X}, te M neka o-struktura, tada
vrijedi [ [, M = M.

Teorem 1.118. Neka je K neka klasa o—struktura. Tada vrijedi:

(a) klasa K je elementarna ako i samo ako klasa IC je zatvorena za ultrapro-
dukte i elementarnu ekvivalenciju.

(b) klasa K je A—elementarna ako i samo ako klase KK i K° su zatvorene za
ultraprodukte i elementarnu ekvivalenciju.

Dokaz a). Pretpostavimo prvo da je klasa K elementarna, tj. da postoji skup
formula ¥ tako da vrijedi K = Mod(X). Svaka elementarna klasa je ocito zatvo-
rena za elementarnu ekvivalenciju. Neka je {9; : ¢ € I} neka podklasa od I, te
U neki ultrafiltar nad I. Posto za svaki ¢ € I vrijedi 9; |= X, tada iz Losovog
teorema slijedi [[,9; = X, aondai [, M; € K.
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Dokazimo sada obrat u tvrdnji a). Neka je K proizvoljna klasa o—struktura
koja je zatvorena za ultraprodukte i elementarnu ekvivalenciju. Neka je X =
{F : K | F}. Tvrdimo da vrijedi K = Mod(X). Ocito je K C Mod(%).
Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je 91 € Mod(2). Neka je I skup svih konaé¢nih
podskupova skupa Th(M) (= {G : M = G} ). Lako je provjeriti da za svaki
i € I postoji o-struktura 9; tako da vrijedi 9M; = i. Na isti nacin kao u
dokazu teorema kompaktnosti mozemo izabrati ultrafiltar U nad skupom I tako
da vrijedi [[, 9 = Th(M). Posto je po pretpostavci klasa K zatvorena za
ultraprodukte tada je [ [, 9, € K. Iz [ [, 9, = Th(N) lako slijedi [, M; = M.
Posto je po pretpostavci klasa I zatvorena za elementarnu ekvivalenciju tada
imamo N € K.

Tvrdnja b) teorema slijedi iz upravo dokazane tvrdnje a) i propozicije koja
govori da je neka klasa K A-elementarna ako i samo ako su klase K i K¢
elementarne. O

Bez dokaza ovdje isticemo pojacanu verziju prethodnog teorema (vidi npr. [6]).
Teorem 1.119. Neka je K neka klasa o—struktura. Tada je ekvivalentno:

(i) klasa KC je elementarna;

(i1) klasa K je zatvorena za ultraprodukte i izomorfizme, a klasa K¢ je zatvo-
rena za ultraprotencije.
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1.11 Teoremi o ocuvanju

Teoremi o o¢uvanju dovode u vezu sintakticku formu teorije (tj. njenih formula)
i zatvorenosti klase svih modela teorije u odnosu na neko svojstvo. Mi ¢emo pro-
matrati teorije cCije klase modela su redom zatvorene na: podmodele, prosirenja
modela, unije lanaca modela, homomorfizme i reducirane produkte.

Za formulu F' kazemo da je univerzalna formula ako postoji otvorena formula
G tako da vrijedi: F =Vx;...Vx,G. Za teoriju T" kazemo da je univerzalna
teorija ako sadrzi samo univerzalne recenice.

Teorija linearnih uredaja je univerzalna teorija. Teorija grupa je takoder uni-
verzalna teorija ako uz simbole -;1 i = uvedemo i jednomjesni funkcijski simbol
~! te umjesto recenice VrIy(z-y = y-z = 1) stavimo Vo(x-z™ ' =271z = 1).

Primijetimo da konjunkcija dvije univerzalne formule nije univerzalna formula,
ali je konjunkcija univerzalnih formula logicki ekvivalentna univerzalnoj formuli.

Ako je T neka teorija tada sa Mod(T') oznacavamo klasu svih modela teorije
T. Kazemo da su dvije o—teorije T i T’ ekvivalentne ako vrijedi Mod(T) =
Mod(T").

Za teoriju T' kazemo da je o€uvana za podmodele ako za svaki model 91 te-
orije T i svaki podmodel 9t od 9t vrijedi da je M takoder model od T'. (Odnosno,
klasa Mod(T) je zatvorena za podmodele).

Teorem 1.120. Neka je T neka o—teorija. FEkvivalentno je:
a) teorija T je ocuvana za podmodele

b) postoji univerzalna o—teorija T" koja je ekvivalentna s teorijom T.

Dokaz. Dokazimo prvo da b) povlaci a). Neka je 9t proizvoljni model teorije T
i M C M. Posto je Mod(T) = Mod(T") tada ocito vrijedi 9 = T". Indukcijom
po broju kvantifikatora formule oblika Vz; ... Vz,G, gdje je G otvorena formula,
lako je dokazati da vrijedi:

ako M Ve, ...Vo,G tada NEVe...Ve,G

Sada posebno za svaku univerzalnu recenicu F' € T” vrijedi 9 |= F. Time smo
dokazali M = T", a onda iz Mod(T) = Mod(T") slijedi Mt =T

Dokazimo sada obrat, tj. a)=b). Definiramo teoriju 7" = {G : G je univerzalna
recenica i T' = G}. Tvrdimo da su teorije T i T” ekvivalentne. Ocito T = T".
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Za dokaz ekvivalentnosti teorija ' i T” treba jos samo dokazati da za svaku
formulu F' € T vrijedi 7" = F. Neka je 9 proizvoljan model za teoriju 7".
Dokazujemo da je teorija T'U A(9M) konzistentna. (Uoc¢imo da tada iz leme o
dijagramu slijedi da tada postoji model 9t za TUA (M), tako da vrijedi M C N~
Tada iz pretpostavke da je teorija T' o¢uvana za podmodele slijedi 9 =T ).
Pretpostavimo suprotno, tj. da je teorija U A(9N) inkonzistentna. Tada iz
teorema kompaktnosti slijedi da postoji skup {Gy,..., G} C A(9N) 1 skup
{Hy,...,H,} C T tako da skup formula {Gy,...,G,,, H, ..., H,} nije ispunjiv.
Neka su ay,...,a, € |9M| takvi da su @y, ..., a, svi konstantski simboli koji se
pojavljuju u nekoj od formula Gy, ..., G,,. Iz definicije dijagrama slijedi da je
skup A(9) zatvoren za konjunkcije. Iz toga slijedi da je Gy A ... AG,, € A(DN).
Oznac¢imo G(ay,...,a,) = G1 A ... AN Gp,. Tada vrijedi T' | =G(ay, . ..,a,) A
Hi A...AH,. Posto je G(ay,...,a,) € A(9N) tada po definiciji vrijedi:

M= Glay, ..., an (%)

Iz T —G(ai,...,a,) i ¢injenice {ay,...,a,} No = 0, slijedi da tada vrijedi
1T = V... Ve, G(x, ..., x,). Iz definicije teorije T" slijedi da joj formula
Vi ... Vr,~G(zy,...,x,) pripada. Posto je 9t model za teoriju 7" tada posebno
vrijedi M =V, ... Vao,~G(xq,. .., x,), Sto je kontradikcija sa (x). O

Primjer 1.121. Veé smo bili istaknuli da za signaturu o = {-,1,=} teorija
grupa nije univerzalna teorija. Postavlja se pitanje postoji li univerzalna teorija
(iste signature!) koja je ekvivalentna teoriji grupa. U tu svrhu primijenimo
prethodni teorem. Neka je M = (Z,+) i@ N = (N, +). Struktura M je model
teorije grupa, te vrijedi Y C 9. No, posto N nije grupa, tada teorija grupa
nije ocuvana za podmodele. Iz prethodnog teorema slijedi da teorija grupa nije
ekvivalentna nekoj univerzalnoj teoriji. To moZemo interpretirati i na sljedeci
nacin: ne postoji aksiomatizacija teorije grupa u signaturi o koja sadrzi samo
univerzalne formule.

Za formulu F' kazemo da je egzistencijalna formula ako postoji otvorena
formula G tako da vrijedi: F = dxy...3dx,G. Za teoriju T kazemo da je
egzistencijalna teorija ako sadrzi samo egzistencijalne recenice. Za teoriju
T kazemo da je o€uvana za prosirenja modela ako za svaki model 9T teorije
T i svako prosirenje DM od M vrijedi da je I takoder model od T. (Odnosno,
klasa Mod(T') je zatvorena za prosirenja modela).

Teorem 1.122. Neka je T' neka o—teorija. Ekvivalentno je:
a) teorija T je oc¢uvana za prosirenja

b) postoji egzistencijalna o—teorija T' koja je ekvivalentna s teorijom T.
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Dokaz. Dokazimo prvo da vrijedi b) = a). Neka su 9 i 9 dvije o—strukture
takve da M C M 1 M |= T. Pretpostavimo da postoji F' € T" takva da I [~ F.
Posto je F recenica tada vrijedi 91 = —F. Posto je recenica —F ekvivalentna
univerzalnoj recenici tada iz teorema 1.120. slijedi da je teorija {—F'} oc¢uvana
za podmodele. Sada iz M C N i N | —F slijedi M = —F. U drugu ruku iz
MET, FeT i Mod(T)= Mod(T"), imamo M = F. Time je dobivena
kontradikcija. To znaci da je 9 model za teoriju 7. Posto Mod(T) = Mod(T"),
tada je 1 model i za teoriju 7T, pa smo dokazali da je teorija T" ocuvana za
prosirenja.

Dokazimo obrat. Neka je teorija 1" o¢uvana za prosirenja. Za svaku zatvorenu
formulu F' oznacimo:

U(F):={G : G je univerzalna recenica, F' — G je valjana}

Primjenom metode dijagrama lako je dokazati da je za svaku recenicu F' teorija
A(9N)U{ F'} konzistentna. Tada ocito vrijedi sljedeca tvrdnja, koju oznacavamo
sa ():

za svaku recenicu F' i svaki model 9 za teoriju U(F') postoji model
N za F' koji je prosirenje strukture 9.

Primjenom pomoéne tvdnje (x) lako se dobiva da vrijedi:
za svaku recenicu F' € T teorija U(—F)UT je inkonzistentna

Neka je F' € T proizvoljna. Iz prethodne tvrdnje i teorema kompaktnosti sli-
jedi da postoje recenice Gy, . .., G, € U(—F) tako da je teorija {Gy, ..., G, }UT
inkonzistentna. Neka je G = G; A ... A G,,. Posto je svaka recenica G; uni-
verzalna formula, tada bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je i
formula G univerzalna formula. Posto je ocito teorija TU{Gr} inkonzistentna,
tada vrijedi:

T = -Gp (%)

Neka je T" := {=~Gr : F € T}. Bili smo primijetili da je svaka formula
Gr univerzalna, pa je formula =G ekvivalentna egzistencijalnoj formuli. Bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je svaka formula -G egzisten-
cijalna, tj. da je teorija T" egzistencijalna. Iz (xx) slijedi 7' |= T". Dokazimo
obrat. Neka je 9 proizvoljan model za teoriju 77, i F € T. Posto je formula
—~Gr — F valjana, te je -Gp € T', tada I = F. |

Za reCenicu F' kazemo da je Vid—formula ako postoji otvorena formula G tako
da vrijedi F' =V ...Va,3r,q ... 3z, G, pri cemu dopustamo da je n = 0 ili
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m = 0 (moze i oboje). Za teoriju T" kazemo da je V3—teorija ako su svi njeni
elementi V3-formule.

Primijetimo da su univerzalane i egzistencijalne formule posebni primjeri upravo
definiranih V3-formula. Primijetimo, zatim, da su konjunkcija i disjunkcija V3-
formula ekvivalentne nekoj V3—formuli (potrebno je samo preimenovati vezane
varijable).

Kazemo da je neka teorija 7" ocuvana za unije lanaca modela ako za svaku
familiju {9; : ¢ € I} modela teorije T' takvu da je (I, <) linerano ureden skup,
te za sve ¢ < j imamo IMM; C M, vrijedi da je U;e9; model teorije T

Cilj nam je dokazati teorem koji govori da je teorija ocuvana za unije lanaca mo-
dela ako i samo ako je ta teorija ekvivalentna nekoj V3-teoriji. No, prije toga is-
kazujemo tri leme. Neka 9t C 91. Kazemo da je 91 jedan 1—elementarni pod-
model od M ako za svaku univerzalnu formulu F(vq,...,v,) i sve ay,...,a,
iz |9 vrijedi da M = Flay,...,a,] povlaéi N = Flay,...,a,]. Ako je M
neki 1-elementarni podmodel od 91 tada to oznacavamo sa 9 <; N. Sljedecu
lemu je jednostavno dokazati indukcijom po broju kvantifikatora formule F.

Lema 1.123. Neka M <1 N. Tada za sve univerzalne i egzistencijalne formule
F vrijedi

M= Flag, ..., an ako i samo ako NE= Flay, ..., a,)
Sljedece dvije leme se na standardni nacin dokazuju metodom dijagrama.

Lema 1.124. Neka O <1 N. Tada postoji struktura A tako da je M < A i
2N C A

Lema 1.125. Neka je T neka o—teorija. Oznacimo:
T :={G:G je VI-recenica, T | G}.
Neka je M neki model za teoriju T'. Tada postoji struktura N tako da vrijedi:
M=<1N i« NET
Teorem 1.126. Neka je T neka o—teoryja. Ekvivalentno je:

a) teorija T je ocuvana za unije lanaca modela

b) postoji Vi-teorija T koja je ekvivalentna s teorijom T.
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Dokaz. Primjenom teorema o uniji lanaca modela lako je dokazati da je svaka
V3-formula ocuvana za unije lanaca modela.

Dokazimo obrat. Neka je teorija T' ocuvana za unije lanaca modela. Oznacimo:
T":={G : G je V3iAformula, T = G}. Ocito T |= T". Dokazimo da vrijedi i
obratno. Neka je 9%, proizvoljan model za teoriju T”. Iz leme 1.125. slijedi da
postoji model M za teoriju T tako da vrijedi My <1 M;. Sada iz leme 1.124.
slijedi da postoji struktura 9, tako da vrijedi My < My 1 My C My, (Posto
Mo =T 1 My < My tada My = T" ). Uzastopnom primjenom lema dobivamo
lanac modela {9, : k € N} tako da za svaki k& € N vrijedi:

Mo =T 1 Mopyr =T
Mor <1 Mogr1, Mop < Mogre 1 Mogr € Mopyo

Iz gornjeg posebno slijedi da za svaki k& € N vrijedi MMy, C Mori1. 1z ovog
posljednjeg i IMori1 € Mokio, slijedi da za svaki &k € N vrijedi My C M.
Oznacimo M = UgenMi.  Uocimo da je M 1= UpenMorr1. Posto za svaki
k € N vrijedi Mory1 = T, te je po pretpostavei teorija T' o¢uvana za unije
lanaca tada imamo 9 = T. Posto My, < Morio 1 M = UMy, tada iz
teorema o uniji elementarnih lanaca slijedi 9y, < 9. Sada iz M | T slijedi
My =T. O

Primjeri nekih V3-teorija su: teorija grupa, teorija polja i teorija gustih linearnih
uredaja bez rubnih tocaka.

Za teoriju T kazemo da je modelno potpuna ako za svaka dva modela 9 i
N teorije T, takve da je MM C N, vrijedi M < N.

Propozicija 1.127. Svaka modelno potpuna teorija je ekvivalentna nekoj
V-teoriji.

Dokaz. Neka je {9; : i € I} neki lanac modela za teoriju T Neka su i,j € [
takvi da je © < j. Tada imamo M; C 9, a onda iz modelne potpunosti teorije
T slijedi M; < M. To znaci da je {IM; : i € I} elementarni lanac modela
za teoriju 7T Iz teorema o uniji elementarnih lanaca slijedi da je UMM model
za teoriju T. Iz prethodnog teorema slijedi da je teorija T' ekvivalentna nekoj
V3-teoriji. O

Primjer 1.128. Navodimo jedan primjer teorije koja mije ocuvana za unije
lanaca modela. Neka je T teorija gustih linearnioh uredaja s rubovima. Za
svaki k € N neka je My = ([—k, k], <). Tada ocito za svaki k € N vrijedi
My, |=T. No, posto je ocito Uy, = R, tada UpMy = T.
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Kazemo da je neka formula ¢ pozitivna ako je izgradena iz atomarnih formula
samo pomoc¢u veznika A i V, te pomocu kvantifikatora 3 1 V (dakle, u sebi ne
sadrzi negaciju, kondicional, a ni bikondicional). Za neku teoriju kazemo da je
pozitivna teorija ako je svaka njena recenica pozitivna formula.

Kazemo da je neka o—formula ¢(vy,...,v,) oCuvana za homomorfizme
ako za sve o-strukture 9 1 N, te za svaki homomorfizam A : 9T — DN i sve
ai, ..., a, iz |M|, vrijedi

ako M E glay,...,a,] tada N plh(ay),...,kh(a,)]

Kazemo da je teorija ocuvana za homomorfizme ako je svaka njena formula
ocuvana za homomorfizme.

Teorem 1.129. Neka je T neka konzistentna o—teorija. Ekvivalentno je:

a) teorija T je oc¢uvana za homorfizme
b) postoji pozitivna o—teorija T' koja je ekvivalentna s teorijom T.

Dokaz. Prvo, primijetimo da je bitan zahtjev na konzistentnost. Naime, inkon-
zistentna teorija je trivijalno zatvorena za homomorfizme (jer nema modela),
no nije ekvivalentna niti jednoj pozitivnoj teoriji, jer je kontradikciju nemoguce
zapisati kao pozitivnu formulu. U drugu ruku, primijetimo da struktura {0},
u kojoj su svi konstantski simboli interpretirani s 0, svi funkcijski simboli kao
konstantne O—funkcije, a svi relacijski simboli kao {(0, ..., 0)}, je model za svaku
pozitivnu formulu nad bilo kojim skupom simbola ¢. Dakle, za svaku pozitivnu
teoriju postoji model.

Za jedan smjer, da ekvivalentnost s pozitivhom teorijom povlaci zatvorenost
za homomorfizme, dovoljno je vidjeti da je svaka pozitivna formula ocuvana
za homomorfizme (onda ¢e i njihove logicke posljedice biti takve). No to je
jednostavno dokazati indukcijom po slozenosti formule. Uoc¢imo da su otvorene
pozitivne formule dobivene pomocu konjunkcije i disjunkcije iz atomarnih, koje
su pak ocuvane za homomorfizme po definiciji.

Dokazimo drugi smjer, odnosno da zatvorenost za homomorfizme povlaci ekviva-
lentnost s nekom pozitivnom teorijom (i konzistentnom). Neka je T konzistentna
o—teorija koja je zatvorena za homomorfizme. Na proizvoljnim o—strukturama
definirajmo binarnu relaciju =, ovako:

M =,MN akoisamo ako
(VF' pozitivnu o-recenicu) (M = F ako i samo ako 0N = F)
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Sada nam trebaju dvije leme.

Lema 1.130. Neka su 9 i N proizvoljne o-strukture. Ako M =, N tada
postogi o—struktura U, takva da vrijedi:

(1) NM<A
(ii) postogi smjestenge f: M — A takvo da (M, a)acim =p (A, f(a))acim|-

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da su strukture 9
i 91 disjunktne (inace uzmemo njihove izomorfne kopije). Dokaz provodimo
metodom ”pozitivnog” dijagrama. U tu svrhu definiramo dvije nove teorije
(“pozitivni dijagrami”):

Ton := {F : F je pozitivna ojgn—recenica, (M, a).ciom = F}

Ty :={F : F je pozitivha oy -recenica, (M, a)q.cm = F'}

Naravno, Ty je omm—teorija, a Ty je o;q—teorija. No, obje teorije se mogu proma-
trati i kao ogy U og—teorije. Oznacimo T := Ton UTy. Teorija T” je konzistentna
(prije smo bili primijetili da to vrijedi za svaku pozitivnu teoriju). Stovise,
posto vrijedi M =, N 1 |9M|N|MN] = 0, tada postoji model B za teoriju 7" koji
je oblika (2L, a’,b)acimrveim|, gdje je A o-struktura. Opisimo malo preciznije
konstrukciju modela B. Za svaki konac¢an podskup od T”, ozna¢imo s Fy, ..., F},
sve njegove elemente iz Ty, a s Gy, ..., G sve njegove (preostale) elemente iz
Ty. Konjunkcija svih F;, F':= /\f:1 F;, je takoder pozitivna oy -recenica, koja
je istinita na (9N, a)acjm, te je F' € Toy. Jednako tako je G := /\;:1 G; € Tw.
Model za formule F i G bit ée model i za pocetni konacan podskup od 7".
Model za F i G postoji unutar ||, samo §to ¢emo za a € ||, morati @
interpretirati s nekim o’ € |N|. 1z B | Ty zakljucujemo N = A, a bududi da je
1M C |, imamo DN < 2A. Jednako tako iz B |= Tiy slijedi drugi dio leme. 0O

Zamjenom uloga struktura 91 i 1 u iskazu prethodne leme dobivamo sljedecu
lemu.

Lema 1.131. Neka su 9 i N proizvoljne o—strukture. Ako M =, N, tada
postogi o-struktura A, takva da vrijedi:

(1) M <A

(ii) postogi smjestenje g : 9 — A takvo da (A, g(b))acin =p (N, b)pem-
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Iz prethodne dvije leme mozemo dobiti da za nasu teoriju T vrijedi sljedece:

Propozicija 1.132. Neka je T konzistentna o-teorija koja je zatvorena za
homomorfizme, te neka su My @ Ny dvije proizvoljne o—strukture. Ako vrijedi
Mo =,MNo @ My =T, tada imamo i Ny =T

Dokaz. Prvo na strukture 9%, i 9%, primijenimo lemu 1.130. Dobijemo struk-
turu, koju oznac¢imo sa D1y, i homomorfizam fy : MMy — My, takve da vrijedi

Mo <M i (Mo, @)aciomo =p (M1, fola))aeiomo|

Sada, primijenimo li lemu 1.131. na modele My 1 Ny (tocnije, na strukture
(Mo, a)acimy; 1 (1, fola))aciom| ), dobijemo strukturu My i homomorfizam
g1 - Ny — My, takve da je

Ny < My i
(mh a, gl(b))aé‘mo‘/\berﬁﬂ Ep (mh b)bE“ﬁﬂ = (m()? fO(a)7 b)a€|9ﬁo|/\b€|m1‘

Sada imamo strukture 9t; i Dy, na odgovarajuéi nacin prosirene, izmedu kojih
vrijedi relacija =,, pa na njih ponovo mozemo primijeniti lemu 1.130. Dobit
¢emo strukturu 9y i homomorfizam fi, no iz dokaza leme 1.130. se vidi da
mozemo uzeti f; kao prosirenje od fy. Jednako tako ¢emo u sljedec¢em koraku
dobiti strukturu 9, i homomorfizam g», i tako dalje. Uzastopnom primjenom
lema 1.130. i 1.131. dobivamo dva elementarna lanca struktura, u kojima je
svaka elementarno prosirenje one prethodne, te homomorfizme medu njima koji
takoder Cine rastuéi niz:

zasvaki n e N je f,:9M, — MN,11 homomorfizam,
te Vrijedi fn g fn—f—l

To znaéi da ako napravimo unije lanaca:

‘Jﬁw::U‘)ﬁn i ’ﬁw::U‘ﬁn,

new new

tada ¢e unija homomorfizama, f, := J, ., fx, biti homomorfizam izmedu 91,
i M, (svaka formula u sebi sadrzi samo kona¢no mogo varijabli, te ako su para-
metri a; iz pojedinih |91;,|, od svih j; postoji najveci, jmax. Sada jednostavno
iskoristimo ¢injenicu da je f;,... homomorfizam).

Iz teorema o uniji elementarnih lanaca slijedi da je svaka struktura 9;
elementarna podstruktura od 91,. Specijalno vrijedi My < M. Jednako tako
je 19y < MN,. No ako je My model za T, tada je zbog My < M, i M, takoder
model za T. Sada napokon iskoristimo da je T' zatvorena na homomorfizme:
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M, je homomorfna slika od M, (po homomorfizmu f,), te je i N, model za
T. 1 natrag, jer je 9y < N, dobivamo da je My model za T, Sto smo i trebali
dokazati. O

Sada upravo dokazanu propoziciju iskoristimo za dokazivanje da je teorija T’
ekvivalentna nekoj pozitivnoj teoriji. Neka je 9, kanonski model za teoriju T’
(tada za svaku o-recenicu F' vrijedi: T = F ako i samo ako My = F ). Po
uzoru na prije provedene dokaze drugih teorema o ocuvanju, logican izbor za
ekvivalentnu pozitivnu teoriju je:

T':={F : F je pozitivna o-recenica, My = F'}

Ocito T = T" (M, je kanonski model za T'). Dokazimo suprotni smjer. U tu
svrhu neka je 9y proizvoljni model za T”. Po definiciji skupa 7" svaka pozitivna
o-recenica koja vrijedi u 9My, vrijedi i u MNMy. To znaci da vrijedi My =, Ny, te
buduéi da je My model za T', imamo iz propozicije 1.132. da je i 9y model za
T. 0

Elementarna Hornova formula H je formula oblika H; V ... V H,, gdje je
najvise jedna formula H; atomarna, a ostale formule H; su negacije atomarnih.

Napomena 1.133. Ako je n = 1 tada je elementarna Hornova formula H
neka atomarna formula ili negacija atomarne formule. Ako je n > 1, te je
upravo formula H, atomarna, a za svakii € {1,...,n— 1} imamo H; = -G,
gdje su G1,...,G,_1 atomarne formule, tada imamo:

H = _|G1 V ...V Gn—l V Hn
& —(Gy AN ... N Gyy) V OH,
4 (G1 VANRAN anl) — Hn

Ako jen > 1, te niti jedna formula H; nije atomarna, tj. za svakii € {1,...,n}
imamo H; = —G;, gdje su Gy, ...,G, atomarne formule, tada vrijedi:

< Gy AN .o NGy VL

~ (Gl/\/\Gn)—)J_
Za formulu kazemo da je Hornova formula ako je dobivena iz nekih elemen-
tarnih Hornovih formula samo pomoc¢u veznika A i kvantifikatora V i 4.
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Napomena 1.134. Primjenom teorema o preneksnoj normalnoj formi sli-
jedi da za svaku Hornovu formulu H postoje elementarne Hornove formule
Fi,...,F, tako da vrijedi H = Qi1 ...Qmzm (F1 A ... AN F,), gdje su
Q; € {V, 3}

Teorija grupa i teorija prstena mogu biti aksiomatizirane samo sa skupom Hor-
novih formula. Teorija polja ne moze biti aksiomatizirana s Hornovim formu-
lama. Aksiom Vz3dy(x # 0 — 2z -y = 1) nije ekvivalentan niti jednoj Hornovoj
formuli.

Neka je I # () i F proizvoljan filtar nad I. Neka je {90; : i €} neka familija
o-struktura. Na Kartezijovom produktu [ [, , |9 definiramo relaciju ~p sa:

frrg ako i samo ako {i: f(i)=g()} e F

Lako je provjeriti da je relacija ~p relacija ekvivalencije. Za f € [, |9]
pripadnu klasu ekvivalencije oznacavamo sa f. Na skupu [Tic/ 19|/ ~F de-
finiramo interpretacije nelogickih simbola iz ¢ na isti nac¢in kao kod definicije
ultraprodukta struktura. Na primjer za k—mjesni relacijski simbol R definiramo
interpretaciju R™ sa:

(fi,....fr) € R™® ako 1 samo ako
{i (h(@).. fuli) € B™) € F
Tako definiranu o—strukturu 9 nazivamo reducirani produkt familije
o-struktura {9; : i € I}, te ga oznacavamo sa [[,., M,/ F.

Za formulu ¢ kazemo da je to formula ocuvana za reducirane produkte
ako za svaku familiju {9, : ¢ € I} o-struktura i svaki filtar /' nad skupom /
vrijedi:

ako {i:9M; =} e F  tada HS)JTZ/F):gp

i€l

Propozicija 1.135. Hornove formule su ocuvane za reducirane produkte.

Dokaz se provodi indukcijom po broju koraka koji su potrebni za izgradnju
Hornove formule.

Univerzalna Hornova formula je formula oblika Vz; ... Vz,(Hy A ... A Hy,),
gdje su H; elementarne Hornove formule.
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Propozicija 1.136. Neka je ' neka zatvorena formula. Ekvivalentno je:
a) formula F je ekvivalentna nekoj univerzalnoj Hornovoj formuli;
b) formula F je ocuvana za reducirane produkte i podmodele;

¢) formula F je ocuvana za konacne produkte i podmodele.
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1.12 Tipovi

Tipovi su jedan od centralnih pojmova teorije modela. Mi ¢emo uvesti osnovne
pojmove u vezi tipova. Glavni cilj nam je dokazati teorem o omasivanju tipova,
te dati primjenu tipova na Np—kategori¢ne teorije. U ¢itavom ovom poglavlju T’
oznacava proizvoljnu, ali fiksiranu, potpunu o—teoriju.

Definicija 1.137. Neka je n € N proizvoljan. Svaki skup S nekih o—formula
koji je zatvoren za konjunkciju, te je skup svih slobodnih varijabli koje nastupaju
u formulama od S podskup od {x1,...,x,}, nazivamo n-tip teorije T.

Umjesto "n-tip teorije T” govorit ¢emo najces¢e samo "n-tip”, odnosno "tip”,
kada nece biti nuzno isticati teoriju, odnosno n.

Definicija 1.138. Neka je S neki n—tip, M neki model za teorijuT @ aq,...,a,
neki elementi od | M | . KaZemo da niz ay,...,a, realizira tip S ako za
svaku formulu F € S vrijedi M = Flay,...,a,]. KaZemo da model 9 teorije
T realizira tip S ako postoji niz uw M koji realizira S. Ako neki model M teorije
T ne realizira tip S tada kaZemo da model 91 omasuje tip.

Napomena 1.139. Neka je S neki tip, te neka su 9 ¢ N dva modela teorije
T. Tada vrijedi:

a) ako M <M, te je ay,...,a, niz iz M koji realizira tip S, tada taj isti niz
realizira tip S w strukturi N

b) ako M ~MN i model M realizira tip S, tada i model N realizira tip S.

Definicija 1.140. Za tip kaZemo da je konzistentan tip ako postoji model O
za teoriyju T koji ga realizira.

U sljedeceoj lemi dajemo karakterizaciju konzistentnih tipova.

Lema 1.141. Neka je T neka potpuna o—teorija, te neka je S neki n—tip. Ek-
vivalentno je:

a) postoji prebrojiv model M za teoriju T koji realizira tip S
b) postoji neki model za teoriju T koji realizira tip S

¢) za svaku formulu F € S vrijedi T = 3xq ... Jx, F
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Dokaz. Implikacija a) = b) je ocita. Dokazujemo b) = c¢). Neka je 9t model za
teorijul 1 ai,...,a, niz uM tako da za svaki F' € S vrijedi M = Flay, ..., a,).
Neka je 91 proizvoljan model za teoriju T i F € S proizvoljna formula. Posto
M = Flay,...,a,] tada ocito M = Tz ...z, F Posto je po pretpostavei T
potpuna teorija tada vrijedi 9t = 9N, pa imamo N = Iz ...z, F.

Dokazimo sada ¢) = a). Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja c¢). Neka je o/ =
oU{ci,...,cn}, gdjesucy,. .., ¢, novi konstantski simboli (medusobno razlic¢iti).
Neka je 7" = T U{F(cy,...,¢,) : F € S}. Tvrdimo da je teorija 7" konzis-
tentna. Pretpostavimo suprotno. Iz teorema kompaktnosti slijedi da postoji
konacan podskup S’ od S tako da je teorija TU{F(cy,...,¢,) : F € S’} inkon-
zistentna. Neka je sa G oznacena konjunkcija formula iz skupa S’. Iz definicije
tipa znamo da je skup S zatvoren za konjunkciju, pa vrijedi G € S. Iz inkonzis-
tentnosti teorije T'U {F(c1,...,¢,) : F € S’} ocito slijedi T = —G(cq, ..., ¢n).
Posto ¢1,...,¢, & o tada imamo T = —3x; ... 3x,G(z1, ..., x,). Time je dobi-
vena kontradikcija, jer smo bili pretpostavili da vrijedi tvrdnja c) iz leme. Posto
je teorija T" konzistentna, tada iz Lowenheim—Skolemovog teorema "na dolje”
slijedi da za teoriju 7" postoji prebrojiv model M. Za svaki i € {1,...,n}
oznaéimo a; = ¢ . Oznac¢imo sa 9 o-redukeiju modela M. Ocito je M pre-
brojiv model teorije T' ¢ji niz a4, ..., a, realizira tip S. O

Lema 1.142. Neka su 9 i N dvije o-strukture. Ekvivalentno je:

(i) M=N
(i1) postoji o—struktura 2 tako da vrijedi M <A 7 N < 2.

Dokaz. Implikacija b) = a) lako slijedi iz ¢injenice da opéenito K < £ povlaci
R=L

Dokazimo obrat. Pretpostavimo da vrijedi 9t = 1. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da su strukture 9t 1 O disjunktne (inac¢e uzmemo neke
njihove disjunktne izomorfne kopije). Dokazujemo da je teorija 7" = D(9) U
D(MN) konzistentna. Pretpostavimo suprotno, tj. da je teorija 7" inkonzistentna.
Iz teorema kompaktnosti slijedi da postoji kona¢ni S; C D(9M) tako da je
skup S;UD(M) inkonzistentan. Oznacéimo sa F(xy,...,x,) onu o—formulu koja
ima svojstvo da je F(ag,...,a,) konjunkcija svih formula iz S;. Posto je ocito
svaki potpuni dijagram zatvoren za konjunkciju, tada imamo F(ay,...,a,) €
D(M). Iz inkonzistentnosti skupa formula S; U D(M) lako slijedi da vrijedi
D) = —F(ay,...,a,). Posto konstantski simboli @y, . . ., @, ne nastupaju niti
u jednoj formuli iz D(N) tada iz posljednjeg ocito slijedi

DN =V, ... Ve,~F(xy,...,2,)

No, Vz; ...Va,~F(z1,...,x,) je o-formula, pa imamo i
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NE=Vey .. Ve, ~F(xy,...,2,)

Iz pretpostavke M = N tada slijedi i M = Vo, ... Va,~F(z,...,2,). Time
je dobivena kontradikcija s M = Flay,...,a,] (jer je F(ay,...,a,) € D(OM) ).
Time smo dokazali da je teorija T" konzistentna. Iz leme o dijagramu slijedi da
postoji o—struktura 2 tako da vrijedi 9 <A 1 9 < 2A. |

Lema 1.143. Neka je T potpuna o—teorija, M model za T i S neki konzisten-
tan tip. Tada postoji o—struktura A tako da vrijedi M < A+ model A realizira
tip S.

Dokaz. Neka je 9T model za teoriju T koji realizira tip S. Posto je po pretpostavci
leme T potpuna teorija tada vrijedi 9t = I1. Iz leme 1.142. slijedi da postoji
struktura 2 tako da vrijedi 9T < A 1 91 < 2. Posto struktura N realizira tip
S tada i strukutra 2 realizira tip S. O

Definicija 1.144. Neka je S nekin—tip i G(xq, ..., x,) neka o—formula. KaZemo
da formula G izolira tip S ako vrijedi:

a) T E3Jzy...2,G
b) za svaku formulu F € S vrijedi T =V, .. Ve, (G — F)

Za tip S kaZemo da je izolirani tip ako postoji formula koja ga izolira.

Propozicija 1.145. Ako je S izolirani tip tada svaki model teorije T' realizira
tip S. Svaki izolirani tip je konzistentan.

Dokaz. Neka je G(z1,...,x,) formula koja izolira tip S. Neka je 01 neki model za
teoriju T. Posto po pretpostavci vrijedi T' = 3z . .. z,G, tada postoje ay, . .., a,
iz | M | tako da vrijedi M = Glay, ..., a,]. Posto T | V... Vo, (G — F), za
svaku formulu F' € S, tada posebno M = Flay, ..., a,). O

Osnovni teorem o tipovima je obrat prethodne napomene. Iskazujemo ga u
formi obrata po kontrapoziciji.

Teorem 1.146. (Teorem o omasivanju tipova)
Neka je T potpuna o—teorija. Ako je S tip koji nije izoliran tada postoji prebro-
Jivi model teorije T koji omasuje tip S.
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Dokaz. Trazeni prebrojivi model teorije T' ¢emo konstruirati primjenjujuc¢i Hen-
kinovu metodu koju smo koristili na pocetku ovog kolegija za dokaz teorema
kompaktnosti, odnosno na dodiplomskom studiju za dokaz generaliziranog te-
orema potpunosti za teorije prvog reda. Neka je C' = {¢; : i € N} prebrojiv
skup novih, medusobno razli¢itih, konstantskih simbola. Neka je ¢/ = o U C.
Konstruirat éemo o’~teoriju 7" koja ¢e imati sljedeca svojstva:

(1) TCT
(2) T’ je potpuna o’—teorija

(3) T’ je Henkinova teorija, tj. ako je F'(z) neka o’'-formula,
tada postoji i € N tako da JxF(z) — F(¢;/z) € T'

(4)  zasvaki ne N\ {0} isve di,...,d, € C postoji formula
F(zy,...,x,) € S tako da vrijedi —F(dy,...,d,) €T’

Pretpostavimo, za tren, da smo uspjeli konstruirati teoriju 7" koja ima svoj-
stva (1)—(4). Tada na skupu C' novih konstantskih simbola definiramo binarnu
relaciju R ovako:

R(c;, ¢;) ako i samo ako  T' ¢ = ¢

Lako je provjeriti da je R relacija ekvivalencije (prepostavljamo da svaka teorija
sadrzi aksiome jednakosti!) Za ¢ € C sa ¢ ¢emo oznacavati pripadnu klasu

ekvivalencije. Lako je sada definirati o’—strukturu 9% ¢iji je nosa¢ C'/ R, te tako
da za sve dy, ..., d, € C isvaku o—formulu F(zy,...,x,) vrijedi:

M = Fldy, ..., d) ako i samo ako  F(dy,...,d,) €T’
(Prvo bi se definirala interpretacija relacijskih simbola kako je gore zapisano, a
onda bi trebalo indukcijom po slozenosti formule dokazati da tvrdnja vrijedi za
sve formule. Prilikom definicije interpretacije trebalo bi dokazati i neovisnost o
izboru reprezentanata.)

Oznacimo sa M o-redukciju strukture N’. Tvrdimo da strukutra M omasuje
tip S. Neka su dy, . ..,d, € C proizvoljni. Iz uvjeta (4) na teoriju 7" slijedi da
postoji formula F(z1,...,x,) € S tako da je —=F(dy,...,d,) € T'. 1z svojstva
stukture 9 imamo M’ |= —F[dy, ..., d,]. To znaéi da niti jedan niz iz C/R ne
realizira tip S. (Primijetimo jos samo da je 9t model za teoriju 7', jer po (1)
imamo 7" C T”, te po osnovnom svojstvu strukture 2t imamo da je M model

za teoriju 7".)
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Preostaje konstruirati teoriju 7”. Neka je (F; : ¢ € N) niz koji sadrzi sve za-
tvorene o’—formula. Neka je (G;(x) : ¢ € N) niz svih ¢'~formula s jednom
slobodnom varijablom. Neka je (7; : ¢ € N) niz svih uredenih n-torki skupa
C' (posto je S jedan n—tip, tada ovdje promatramo bas n—torke). Indukcijom
¢emo definirati niz teorija (7} : k € N) koji ima sljedeca svojstva:

(a) Tr =T U neki konacan skup o’-recenica
(b) Ty je konzistentna teorija za svaki k € N

(¢) Ty €T, zasve k<m

Nakon toga ¢emo definirati 77 = UT}. Primjenom uvjeta (b) i (c), te teorema
kompaktnosti na standradni nacin lako slijedi da je 7" konzistetna teorija.

Sada indukcijom definiramo niz teorija (Tj). Neka je Ty = T. Neka je k € N
takav da je za svaki m < k teorija T,, definirana. Prilikom definicije teorije
T} 11 razlikujemo tri slucaja:

k=31
T, U{F;}, ako je teorija Tj U{F;} konzistentna
Tyt =
T, U{=F;}, inace
(Uocite da ovime postizemo da je teorija UT} potpuna).
k=3i+1

Neka je j € N takav da ¢; ne nastupa niti u jednoj formuli
teorije Ty, a ni u formuli G;. Tada definiramo:

Tpy1 = T U{F2Gi(x) — Gi(c))}

(Time postizemo da je teorija UT), Henkinova teorija.)

Slucaj k = 3i + 2 je nesto kompliciraniji. Ovdje zelimo da teorija UT} is-
punjava uvjet (4) koji smo prije naveli. Neka su di,...,d, € C takvi da je
vi = (di,...,d,). 1z pretpostavke indukcije znamo da postoji neka zatvorena
o'—formula H tako da je teorija T} ekvivalentna s teorijom T'U{H}. Neka je D
neka o—formula, te ey, ..., e, € C tako da vrijedi H = D(dy,...,dp,€1,...,€m).
Neka je F = Jz,4q ... vy, D. Posto je dxy ... dx, F jedna o-recenica, te je
po pretpostavci teorema 7' potpuna teorija, tada vrijedi 7' = Jx; ... 3z, E. Po
pretpostavci teorema S je n—tip koji nije izoliran. Tada posebno za formulu £
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postoji formula F(xq,...,z,) € S tako da vrijedi T & Va, ...V, (E — F). Iz
ovog posljednjeg slijedi da je teorija T'U {—=Vx; ...Vz,(E — F)} konzistentna.
Tada je i teorija T'U {3z ... 32, (Ixpsq - - - ITpim D A = F)} konzistentna, od-
nosno, teorija TU{3zy ... 3z, Ixpi1 ... 32, m (D A—F)} je konzistentna. Posto
konstantski simboli iz skupa C' ne nastupaju u toj teoriji, tada slijedi da je
konzistentna i teorija T"U {D(dy, ..., dn,€1,...,6n) A F(dy,...,d,)}. 1z toga
slijedi da mozemo definirati Ty = T U {=F(dy,...,d,)}. O

1.12.1 Ny—kategoric¢ne teorije

Prisjetimo se prvo definicije Ny—kategoricne teorije. Za teoriju T kazemo da
je Ng—kategoricna ako ima barem jedan model kardinalnosti Ny, te su svi njeni
modeli kardinalnosti 8¢ medusobno izomorfni.

Korolar 1.147. Neka je T potpuna Ng—kategoricna teorija. Svaki konzistentan
tip je izoliran.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji konzistentan tip S koji nije izoliran. Iz defi-
nicije konzistentnog tipa slijedi da postoji prebrojivi model 91 za teoriju 71" koji
realizira tip S. Iz teorema o omasivanju tipova slijedi da za neizolirani tip S
postoji prebrojivi model N za T koji omasuje tip S. Posto su 91 i I prebrojivi
modeli od T tada mora vrijediti 9T ~ 1. No, to je u kontradikciji s ¢injenicom
da jedan model realizira S, a drugi ga omasuje. 0

Definicija 1.148. Za n—tip S kaZemo da je potpuni tip ako je konzistentan,
te za svaku o—formulu vrijedi: F € S ili = F € S. Skup svih potpunih n—tipova
oznacéavamo sa Sy,

Napomena 1.149. Ako su S; i Sy potpuni n—tipovi, te je S;1 C Sa, tada
vrijedi S1 = So. Ako je 9 neki model potpune teorije, i @ € |IM|", tada je

H@/M) = {Flar,....z,) : 9 b Fla])
primjer jednog potpunog tipa. Svaki potpuni tip je oblika t(a/9M) za neki model
M i neki ae M.

Propozicija 1.150. Ako formula F(x1,...,x,) izolira potpuni tip S tada vri-
jedi F' € S.

Dokaz. Posto F izolira tip S tada posebno vrijedi T | Jzy...x,F. Tada
posebno T p& Vi ...Va,(F — —F). Posto F izolira tip S tada po definiciji
slijedi =F ¢ S. No, S je potpuni tip, pa je F' € S. |
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Korolar 1.151. Neka je T neka potpuna No—kategoricna teorija. Tada je za
svaki n € N skup S,, svih potpunih n—tipova konacan.

Dokaz. Neka je n € N proizvoljan. Ako je S neki potpuni n—tip tada iz korolara
1.147. slijedi da je S izoliran tip. Neka je Fs(z1,...,x,) neka formula koja
izolira tip S. Iz propozicije 1.150. slijedi Fs; € S. Ako su S; i Sy dva razlicita
potpuna n-tipa lako je vidjeti da je tada —Fs, € S;. Pretpostavimo da postoji
n € N takav da je skup S,, beskonacan. Jeziku teorije T" dodajmo skup novih
konstantskih simbola {ci,...,¢,}. Neka je 7" = T U {=Fs : S € S,}. Tvrdimo
da je teorija T" konzistentna. Neka je X proizvoljan konac¢an podskup od S,,.
Dokazujemo da je teorija Ty = T U {—=Fs : S € X} konzistentna. Neka je
So € S, \ X proizvoljan. Iz napomene 1.149. slijedi da postoji model 9 za
teoriju 7' i d € |9M|" tako da vrijedi Sy = t(a/9M). Na pocetku ovog dokaza
smo bili dokazali da za svaki S € X vrijedi -Fs € Sy. Iz ovog posljednjeg, i
So = t(a/9M), slijedi da za svaki S € X vrijedi M = —Fslay, ..., a,]. Kako bi
dobili model za teoriju Tx dovoljno je svaki konstantski simbol ¢; interpretirati
sa a;. Iz teorema kompaktnosti slijedi da je teorija 7" konzistentna. Neka je
2 neki model za teoriju T".

Neka su by, ..., b, € |2 takvi da vrijedi 2 = T"[by, ..., by]. Posebno imamo
da za svaki S € S, vrijedi A = —Fs[by, ..., b,]. Tada iz propozicije 1.150. slijedi
da potpuni n—tip ¢(@/9%) ne pripada skupu S, ¢ime je dobivena kontradikcija.
O

U sljede¢em teoremu isticemo da vrijedi i obrat korolara 1.147..

Teorem 1.152. Neka je T neka potpuna teorija, te neka je za svaki n € N
svaki potpuni n—tip izoliran. Tada je teorija T Wo—kategoricna.

Dokaz teorema lako slijedi primjenom sljedec¢e dvije leme.

Lema 1.153. Neka je za svakin € N svaki potpuni n—tip izoliran. Neka su 9
i N modeli teorije T, te @ € |M|" i b e [N takvi da je t(a/IM) = t(b/MN).
Tada za svaki a € || postogi b € |MN| tako da vrijedi t(a,a/IM) = t(b,b/MN).

Lema 1.154. Neka je T neka potpuna teorija. Neka je za svaki n € N svaki
potpuni n-tip izoliran. Neka su 9N i N dva prebrojiva modela teorije T, te
ae M i be |N" tako da vrijedi t(@/9M) = t(b/N). Tada postoji izomorfizam
f M =M tako da za svakii € {1,...,n} vrijedi f(a;) =b;.

Za n € N neka je sa Lind, oznacena Lindenbaumova algebra nad skupom
svih formula ¢ija slobodne varijable pripadaju skupu {z1,...,z,}. U sljedeéem
teoremu rezimiramo sve veze Ny—kategoricnih teorija i potpunih tipova.
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Teorem 1.155. Neka je T potpuna teorija. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

a) teorija T' je Ro—kategoricna

b) za svakin € N svaki konzistentan n—tip je izoliran
c¢) za svakin € N svaki potpuni n—tip je izoliran

d) za svakin € N skup S,, je konacan

e) za svakin € N skup Lind,, je konacan
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1.13 Eliminacija kvantifikatora

Za dokaz potpunosti neke teorije koristili smo sljede¢i Los—Vaughtov test:

ako neka teorija T nema konacnih modela, te je \—kategoricna za
neki beskonacni kardinalni broj A\, tada je T" potpuna teorija.

Primjenom Los—Vaughtovog testa bili smo dokazali da su teorija gustih li-
nearnih uredaja bez krajnjih tocaka (tj. DLO), te teorija algebarski zatvorenih
polja dane karakteristike (tj. ACF,), potpune teorije. Bili smo veé naveli da
se Vaughtov test ne moze uvijek primijeniti za dokaz potpunosti, jer postoje
potpune teorije koje nisu A-kategoricne niti za jedan beskonaé¢ni kardinalni broj
A. Metoda eliminacije kvantifikatora ¢esto omogucava dokaz potpunosti teorije.
Dokazat ¢emo da teorija AC'F dopusta eliminaciju kvantifikatora, pa ¢emo kao
posljedicu dobiti Hilbertov Nullstellensatz. Zatim, opisat ¢emo kako eliminirati
kvantifikatore u teoriji realnih zatvorenih uredenih polja, te kako iz toga dobiti
Robinsonovo rjesenje Hilbertovog 17. problema.

Definicija 1.156. Za teoriju T kazemo da dopusta eliminaciju kvantifikatora
ako za svaku formulu F(xy,...,x,), n > 1, postoji formula G(x1,...,x,) bez
kvantifikatora takva da

T EVr .. Ve, (F(z,...,x,) < G(ay, ..., x)).

Sljede¢om definicijom i lemama opisujemo pojam egzistencijalne formule koji
¢e nam koristiti u dokazu kriterija kojim teorija dopusta eliminaciju kvantifika-
tora.

Definicija 1.157. Za neku o—formulu kaZemo da je egzistencijalna formula
ako je u preneksnoj formi koja sadrzi jedino egzistencijalne kvantifikartore u
svom prefiksu. Za egzistencijalnu o—formulu kaZemo da je primitivna ako je
oblika 3z ... 32,G(x1,. .., x,), pri éemu je G elementarna konjukcija, tj. G je
kongunkcija atomarnih i negacije atomarnih formula.

Lema 1.158. Svaka egzistencijalna formula je logicki ekvivalentna disjunkciji
primitivnih egzistencijalnih formula.

Lema 1.159. Teorija T dopusta eliminaciju kvantifikatora ako i samo ako je
svaka primitivna egzistencijalna formula sa samo jednim egzistencijalnim kvan-
tifikatorom ekvivalentna u teoriji T nekoj formuli bez kvantifikatora.
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Dokaz. Pretpostavimo da teorija 1" dopusta eliminaciju kvantifikatora. To po
definiciji znaéi da za svaku o—formulu F(zq,...,x,) postoji neka o—formula
G(z1,...,x,) bez kvantifikatora takva da vrijedi T | Va;...Vz,(F + G).
Posebno, gornja tvrdnja vrijedi za svaku primitivnu egzistencijalnu formulu koja
ima samo jedan egzistencijalan kvatifikator.

Dokazimo obrat. Pretpostavimo da je svaka primitivna egzistencijalna formula
sa samo jednim egzistencijalnim kvantifikatorom ekvivalentna u teoriji 7" nekoj
formuli bez kvantifikatora. Iz teorema o preneksnoj normalnoj formi slijedi da
za svaku formulu teorije T" postoji formula u preneksnoj normalnoj formi koja
joj je ekvivalentna. Odavde slijedi da je dovoljno dokazati da je svaka formula
teorije T', koja je u preneksnoj normalnoj formi, ekvivalentna nekoj formuli bez
kvantifikatora. Ovu tvrdnju dokazujemo indukcijom po broju kvantifikatora for-
mule u preneksnoj normalnoj formi. Neka je F' formula u preneksnoj normalnoj
formi koja sadrzi tocno jedan kvantifikator.

1. slucaj: formula F' je oblika dxG, gdje je G otvorena formula.

Tada iz leme 1.158. slijedi da postoje neke primitivne egzistencijalne formule
Gi,...,Gp takve da T = 32G «» (G V...V G,,). Po pretpostavei vrijedi da za
svaku formulu G; postoji otvorena formula F; takva da vrijedi T' = G; <> F;, za
svaki ¢ =1,...,m. Odavde ocito slijedi T = (G1 V...V Gy,) <> (F1 V...V F,),
odnosno T' = F <+ (Fy V...V F,). Formula F; V...V F,, je otvorena, pa je
ovaj slucaj dokazan.

2. slucaj: formula F je oblika VG, gdje je G otvorena formula.

Po De Morganovim pravilima vrijedi = VzG <> —3x—G. 1z upravo razmatranog
1. slucaja slijedi da postoji otvorena formula F' takva da vrijedi T’ |= 32—G > F.
Odavde slijedi T' | =32—G <> —F, odnosno T' | VzG « —F. Formula —F je
otvorena, pa smo dokazali tvrdnju i za ovaj slucaj.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaku formulu G u preneksnoj normalnoj
formi koja ima n kvantifikatora. Neka je F' formula u preneksnoj normalnoj
formi ¢iji prefiks sadrzi tocno n + 1 kvantifikator. Promatramo dva slucaja
obzirom na prvi lijevi kvantifikator.

1. slucaj: neka je F' oblika dxF” gdje je F’ formula u preneksnom obliku ¢iji
prefiks sadrzi tocno n kvantifikatora.

Po pretpostavci indukcije postoji otvorena formula G’ takva da T' = F' < G'.
Tada ocito vrijedi i T' = dxF” <» JzG’. Na isti nac¢in kao u bazi indukcije moze
se pokazati da postoji otvorena formula G takva da T = G > JzG’, odnosno
TEF+G.
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2. slucaj: neka je F oblika VxF”’, gdje je F’ formula u preneksnom obliku ¢iji
prefiks sadrzi toéno n kvantifikatora.

Iz pretpostavke indukcije slijedi da postoji otvorena formula G’ takva da vrijedi
T E F' <+ G'. Tada ocito vrijedi 1 T = Vo F’ <> VaG'. Analogno kao u bazi
indukcije mozemo pokazati da postoji neka otvorena formula G takva da vrijedi

TEG <+ VzG'. O

Sljedec¢i teorem daje jedan kriterij za eliminaciju kvantifikatora.

Teorem 1.160. Neka je T neka o-teorija ¢ F proizvoljna o—formula. Sljedece
tordnje su ekvivalentne:

a) Formula F je ekvivalentna u teoriji T nekoj formuli bez kvan-
tifikatora

b) Neka su i N modeli za teoriju T, Moy CM @ Ny TN, te
neka je f: My ~ No. Tada za sve aq,. .., a, € M| vrijedi da
M = Flas,...,a,] poulaci N = Flf(a), .., f(an).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da vrijedi tvrdnja a). Tada postoji formula G
bez kvantifikatora tako da vrijedi T' = Vap...Vz,(F < G). Neka su MM i
M modeli za teoriju T, My C M i Ny C N, te neka je f : My ~ No.
Neka su ay,...,a, € |My| tako da vrijedi M = Flay,...,a,). Tada vrijedi i
M = Glay, ..., a,]. Posto je G formula bez kvantifikatora, te MMy C M, tada
vrijedii My = Glay, ..., ay]. Posto f: My ~ Ny tada Ny = G[f(ar), ..., flan)]-
Sada iz 9y C M slijedi N = G[f(a1), ..., f(an)]. Posto je M model teorije T,
te vrijedi T' | Vz;...Vz,(F < G), tada iz tog i posljednjeg slijedi konacno
N Flfar), .. flan)

Dokaz obrata je deleko kompliciraniji. Ovdje ¢emo navesti samo glavne crte
dokaza. Prvo se dokaze sljede¢a pomoéna tvrdnja (x):

Neka je T neka o—teorija koja je zatvorena za relaciju logicke posljedice, te
neka je p(x1,...,x,) neka o—formula. Neka je S neki skup o—formula koji je
zatvoren za disjunkciju, i ¢ije slobodne varijable pripadaju skupu {z1, ..., xmy}.
Ekvivalentno je:

(1) T EVzy .. Ve, ili T EVr ... Ve~ ili postoje formule 1, ..., @ €
S tako da vrijedi T = V1 ... Ve, (o < @1 A ... A pp)

(2) Neka su M i N modeli teorije T, ay,...,a, € |M|, by,...,b, € N, te
neka M = play, ..., ay|. Zatim, neka za svaku formulu F' € S vrijedi da
ako M = Flay,...,an) tada N = Fby, ..., by|. Tada imamo da vrijedi
N E by, ..., bl
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Zatim se dokaze da iz tvrdnje b) teorema slijedi tvrdnja (2) prethodne pomoéne
tvrdnje. Za taj dokaz je klju¢no sljede¢e poopcenje leme o dijagramu:

Neka je I neka o—struktura i X C |9|. Oznacimo:

Ax(OM) ={F: F jeotvorena oU{a:a € X}-formula
takva da (M, a).ex = F}

Neka su 9 i M o-strukture i X C |9M| skup generatora za struk-
turu M. Tada vrijedi:

strukutru 9 mozemo smjestiti u strukturu N ako i samo
ako postoji ekspanzija strukture N koja je model za skup
formulu Ax(9N).

Iz pomoéne tvrdnje (x) slijedi da vrijedi (1). Promotrimo posebno svaki od tri
slucaja koji su navedeni u (1).

Ako vrijedi T' = Vz;...Vx,F tada npr. za otvorenu formulu G = z; = x5

vrijedi T =V ... Vo, (F < G).

Ako vrijedi T |= Va; ... Va,—F tada npr. za otvorenu formulu G = —(x; = )
vrijedi T |= V... Vo, (F < G).

Promotrimo jos situaciju kada postoje otvorene formule o1, ..., o € S tako da
vrijedi T' = V.. . Vo,(F < o1 A ... Agg). Tada je oc¢ito G = o1 A ... A @
jedna trazena formula. O

Napomena 1.161. Uvjet b) iz prethodnog teorema 1.160. ekvivalentan je sa
sljedecom tvrdnjom:

Neka su 9N i N modeli teorije T, te My C M ¢ My C N.
Tada za sve ay,...,a, € |My| takve da M = Flas, ..., a,] vrijedi
NE Flay,...,a,).

Teorem 1.162. Neka je T' neka o—teorija. Ekvivalentno je:
a) teorija T dopusta eliminaciju kvantifikatora

b) Neka su M i N modeli teorije T, te My C M konacéno generirani pod-
model. Neka je f:|9Mo| — || smyestenje. Tada za svaki b € || postoji
elementarno prosirenje M od N i smjestenje f = |My| — || koja je
prosirenje funkcije f, a sa M, je oznacen podmodel od M koji je generi-
ran sa |My| U {b}.
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Definicija 1.163. Za teoriju T kaZemo da je modelno potpuna ako za svaka
dva modela M 1+ N teoryje T, takva da je M C N, vrigedi M < N.

Teorem 1.164. Ako teorija T dopusta eliminaciju kvantifikatora tada je ona
modelno potpuna.

Dokaz. Neka 9,9 = T tako da 9 C M. Preslikavanje f : |9 — [N,
definirano sa f(z) = x, je injektivni jaki homomorfizam. Treba samo jos vidjeti
da za svaku formulu ¢ i sve ay, ..., a, € || vrijedi:

M = play, ..., a,) ako i samo ako N = pla, ..., a, (%)

Posto po pretpostavci teorija T' dopusta eliminaciju kvantifikatora, tada je pret-
hodnu tvrdnju dovoljno dokazati za otvorene formule. No, znamo da tvrdnja
(x) vrijedi za otvorene formule kada se radi o jakom homomorfizmu. 0

Napomena 1.165. Pojam modelno potpune teorije je vec¢ definiran prilikom
razmatranja teorema o ocuvanju na unije lanaca. Dokazano je da je svaka
modelno potpuna teorija ekvivalentna nekoj Va—teoriji. Ne postoji direktna veza
izmedu potpunih 1 modelno potpunih teorija. Sljedece teorije su potpune, ali
nisu modelno potpune: teorija gustih lineranih uredaja s rubovima, Th(N, Sc),
Th(N,<) i Th(N,0,Sec,+,+,<). Dokazat éemo da je teorija ACF modelno
potpuna, a bili smo prije primijetili da teorija AC'F nije potpuna.

Definicija 1.166. Za model B teorije T kaZemo da je osnovni model teorije
T ako za svaki model M od T postoji N C M tako da vrijedi I ~ P.

Teorem 1.167. Neka je T modelno potpuna teorija za koju postoji osnovni
model. Tada je T" potpuna teorija.

Dokaz. Dokazujemo da su svaka dva modela 9t i 91 od T' elementarno ekviva-
lentni. Neka je 3 osnovni model za teoriju 7. Bez smanjena opcenitosti mozemo
pretpostaviti da vrijedi B C 9 1 P C . Posto je po pretpostavci teorema
teorija 7" modelno potpuna tada vrijedi 8 <M 1 P < IN. Iz ovog posljednjeg
lako slijedi 91 = . 0
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Neka je opro = {<,=}. Aksiomi teorije gustih linearnih uredaja bez krajnjih
tocaka, kratko DLO (eng. dense linear ordering), su sljedeéi:

(A0)  aksiomi jednakosti

(A1) —(z<ux)

(A2) r<y Ny<z — x<z

(A3) r<yVaz=yVy<zx

(A4) o<y — Fz(z<z<y)

(A5) —JaVy(x <y V z=1y)

(A6) —TaVyly<z V z=y)
Teorem 1.168. Teorija DLO dopusta eliminaciju kvantifiaktora.
Dokaz. Primjena teorema 1.162.

Korolar 1.169. Teorija DLO je potpuna. Teorija DLO je modelno potpuna.
Posebno iz Q C R slijedi Q < R.

Sa ACF oznacavamo teoriju algebarski zatvorenih polja. Tu teoriju ve¢ smo
razmatrali prilikom dokaza Axovog teorema.

Teorem 1.170. Teorija ACF dopusta eliminaciju kvantifikatora.

Dokaz. Iz leme 1.159. slijedi da je dovoljno dokazati da za svaku primitivnu
egzistencijalnu formulu s jednim egzistencijalnim kvantifikatorom postoji otvo-
rena formula koja joj je ekvivalentna u teoriji AC'F. Neka je ¥ (Z,y) neka ko-
njunkcija atomarnih i negacije atomarnih formula. Sada koristimo napomenu
1.161., odnosno teorem 1.160.. Neka su 91 i 1 neka algebarski zatvorena
polja, te My € M 1 My C N. (Uocite da je tada nuzno M, polje, ali nije
nuzno algebarski zatvoreno). Zatim, neka su aq,...,a, € M| takvi da vri-
jedi M = Fyd[ay, ..., an]. Zelimo dokazati da postoji b € 9| tako da vrijedi
N = Jylay, ..., a,,b]. Uotimo da su termi s jednom slobodnom varijablom
jezika o 4cr U{Gy,. .., Gy} zapravo polinomi nad skupom |[9%|, a atomarne for-
mule su oblika f(x) = 0 gdje je f polinom. Posto je ¢(y,ay, ..., a,) konjunkcija
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atomarnih i negacije atomarnih formula, te sadrzi samo jednu slobodnu varija-
blu, tada postoji polinomi fi,..., fr € Me[X] 1 g1,..., 9k € M[X], tako da
vrijedi

m k
Oy, ar,. .. @) = /\fi(y)ZO A /\gj(y)#o

Neka je 2 algebarsko zatvorenje polja 91,. Tada vrijedi 2 C 9T i A C N. Sada
promatramo dva slucaja:

a) postojiig € {1,...,m} tako da f;, nije nul-polinom
b) za svakii € {1,...,m} f; je nul-polinom

Promotrimo prvo slucaj a). Iz pretpostavke I | Jyi[ay, ..., a,] slijedi da
postoji b € [N tako da vrijedi M | Ylay, ..., a,,b]. To znaéi da vrijedi

Mm = (/\fz-(y)zo A /\gj(y) 7&0>[b]

Posebno imamo f; (b) = 0. Iz definicije polja 2 slijedi b € || (posto je A
algebarsko zatvorenje polja 2y tada 2A sadrzi nul-tocku svakog polinoma s
koeficijentima iz |9y| ). 1z Cinjenice A C M i posto je formula ¢ otvorena, tada
vrijedi 1 2 = ¥[b]. Posto je A C N tada je b € |9|. Konacno, iz A = bl

2AC M i cinjenice da je 1 otvorena formula, imamo N |= ¥[b)].

Sada razmatramo slucaj b), tj. slucaj kada su svi polinomi fi,..., f,, nul-
polinomi. Iz pretpostavke 9 = Jyi[ay, ..., a,] tada slijedi M = Jy(A g;(y) #
0). Iz ovog posljednjeg slijedi da niti za jedan j € {1,...,k} polinom g; nije
nul-polinom. Posto g; € My[X], za svaki j € {1,...,k}, te je A algebarski
zatvorenje od My, tada postoji konacan S C || koji sadrzi sve nul-tocke svih
polinoma g;. Iz leme 1.65. znamo da je svako algebarski zatvoreno polje be-
skonacno. Tada postoji b € ||\ S. Iz A C M slijedi b € |9N|. Ocito vrijedi

A = (/\gj(y) # 0) b], tj. A = ¢[b]. Posto A C M, te je formula ¢ (y) je
otvorena, 2 = ¥[b], i ai,...,a,,b€ |N|, tada N = Y[ay,...,a,,b)]. ]

Sada ¢emo primjenom modelne potpunusti teorije AC'F' dati dokaz Hilbertovog
Nullstellensatza. Prvo navodimo pojmove i ¢injenice iz algebre koji su nam
potrebni. Neka je R neki prsten i I C R. Kazemo da je I ideal ako je (I,+)
grupa, te vrijedi R-I C I i I-R C I.Svaki prsten ima barem dva ideala. To
su {0} i R. Nazivamo ih trivijalni ideali. Sve druge ideale nazivamo pravi
ideali. U prstenu Z za svaki m € Z je mZ ideal. Za pravi ideal I C R kazemo
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da je prosti ideal ako za svaki z,y € R vrijedi da x € I 1 y & I povladi
x-y &l

Propozicija 1.171. Neka je R prsten. Tada vrijedi:

a) Neka je R komutativan prsten s jedinicom i (I,4) aditivna pod-
grupa. Tada je I ideal ako © samo ako I - R = 1.

b) Neka je R prsten s jedinicom. Ideal I je pravi ako i samo ako
1€1.

c) Pravi ideal I je prosti ideal ako i samo ako R/I je integralna
domena.

Za pravi ideal I u prstenu R kazemo da je maksimalni ideal ako ne postoji
pravi ideal I’ u R tako da vrijedi I C I’. Svaki maksimalni ideal je prosti ideal.
Obrat opcenito ne vrijedi.

Teorem o maksimalnom idealu
Neka je R prsten i I pravi ideal. Tada postoji maksimalni ideal J koji sadrzi
ideal I.

Ako je R prsten i n € N\ {0} tada sa R[X},...,X,] oznacavamo prsten svih
polinoma s koeficijenima iz R sa n varijabli.

Neka je R komutativan prsten s jedinicom i @ € R proizvoljan. Oznac¢imo
I(a) = {ax : x € R}. Lako je vidjeti da je za svaki a € R skup I(a) ideal
u prstenu R. Nazivamo ga glavni ideal generiran s elementom a. Ako je
{ai,...,a,} € R tada I(ay,...,a,) definiramo kao najmanji ideal u prstenu
R koji sadrzi skup {ai,...,a,}. Nije tesko vidjeti da vrijedi I(ay,...,a,) =
{a1z1 + ...+ apz, :© z; € R},

Za ideal I kazemo da je kona¢no generirani ideal ako postoje ay,...,a, € R
tako da vrijedi I = I(ay,...,a,). Za prsten kazemo da je Noetherin prsten
ako je svaki ideal u prstenu konac¢no generiran. Svako polje je Noetherin prsten.

Hilbertov teorem o bazi
Neka je R Noetherin prsten. Tada je R[X, ..., X,| takoder Noetherin prsten.

Primjer 1.172. Neka su fi, ..., fr proizvoljni polinomi iz C[ Xy, ..., X,]. Koji
su nuzni i dovoljyni uwvjeti da ti polinomi imaju zajednicku nul-tocku?

Ako postoje polinomi gy, ..., g, € C[Xy,...,X,] tako da vrijedi figy + ...+
fogn = 1 (Y. ideal I(f1,..., fn) je nepravi), tada ocito ne postoji zajednicka
nul-tocka.
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Hilbertov Nullstellensatz jednostavno govori da vrijedi © obrat.

Teorem 1.173. (Hilbertov Nullstellensatz)
Neka je F neko algebarski zatvoreno polje, te I C F[Xq,...,X,] neki pravi

ideal. Tada postoji @ € F™ tako da za svaki f € I vrijedi f(d) = 0.

Dokaz. Iz teorema o maksimalnom idealu slijedi da postoji maksimalni ideal
J C F[Xy,...,X,] tako da vrijedi I C J. Tada je F[X},...,X,]/J polje. Neka
je K algebarsko zatvorenje polja F[ X1, ..., X,]/J. Svaki element a € F mozemo
poistovjetiti s klasom a + J, pri ¢emu element a poistovjetimo s konstantnim
polinomom (z1,...,x,) — a, pa imamo F' C K. Iz teorema 1.170. znamo da
teorija AC'F' dopusta eliminaciju kvantifikatora, a onda iz teorema 1.164. slijedi
da je teorija AC'F modelno potpuna. Posto su F' i K modeli teorije AC'F),
te vrijedi /' C K tada imamo F' < K. Posto je svako polje posebno Noetherin
prsten tada iz Hilbertovog teorema o bazi slijedi da postoje ¢1, ..., g.n € J tako

da vrijedi J = I(¢g1, ..., gm). Ozna¢imo G = Jxy ... Elxn</\;11 Gi(T1,...,x,) =
O). Posto za svaki i € {1,...,m} vrijedi ¢;( X1+ J,..., Xp+J) =g +J =0,

te je K algebarsko zatvorenje polja F[Xi,...,X,]/J, tada imamo K | G. Iz
ovog posljednjeg, te F' < K, slijedi F' = G. Neka je @ € F™ takav da vrijedi

g1(@) = ... = gn(@) = 0. Neka je f € I proizvoljan polinom. Iz I C J slijedi
f € J PostoJ =1(g1,...,9m) tada postoje hy, ..., h, € F[Xy,...,X,] tako da
vrijedi f = g1h1+. ..+ gmhm. Sada iz ovog posljednjegi gi(d@) = ... = g(@) =0
ocito slijedi f(a@) = 0. O

Za racionalnu funkciju f = g/h nad poljem realnih brojeva kazemo da je pozi-
tivno semidefinitna ako vrijedi: (Vx € R)(h(z) # 0 — f(z) > 0).

Hilbertov sedamnaesti problem glasi:

Ako je f pozitivno semidefinitna racionalna funkcija nad poljem R
moze li se f napisati kao konacna suma kvadrata racionalnih funk-
cija?

Prvo rjesenje sedamnaestog problema, koje je dao Artin 1927. godine, bilo je
sasvim algebarsko, bez logickih metoda. ”Logicko” rjesenje ovog problema dao
je Robinson 1955., i ono predstavlja jednu od prvih primjena teorije modela
u algebri. Ovaj se problem moze formulirati i za polinome. Hilbert je 1888.
godine dokazao da postoje pozitivno semidefinitni polinomi nad poljem realnih
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brojeva koji nisu konac¢ne sume kvadrata polinoma. Taj Hilbertov dokaz nije
bio konstruktivan, odnosno Hilbert nije dao neki konkretan primjer polinoma
takve vrste. Sada navodimo primjer takvog polinoma kojeg je 1966. godine
dao Motzkin. Polinom p(x,y) = 1+ 2% - ¢y* + 22 - y* — 322 - ¢? je pozitivno
semidefinitan, ali se ne moze napisati kao konacan zbroj kvadrata polinoma
nad R. Iz AG—nejednakosti (aritmeticka sredina je uvijek veéa od geometrijske)
slijedi:

1+at 2 +22 4!
3

> /1 (aty?) - (a%yt) = 2%y,

pa je p(x,y) > 0, za sve z,y € R. Dokaz da se polinom p ne moze napisati kao
suma kvadrata polinoma je nesto slozeniji, pa ga ovdje ispustamo.

Rjesenje 17. Hilbertovog problema slijedi iz ¢injenice da teorija realnih zatvo-
renih uredenih polja dopusta eliminaciju kvantifikatora. Kako bismo definirali
pojam realnog zatvorenog uredenog polja skupu nelogickih simbola teorije po-
lja dodajemo jos i dvomjesni relacijski simbol kojeg ¢emo oznacavati sa <, te
aksiomima polja dodajemo jos i sljedec¢e aksiome:

Aksiomi teorije linearnih uredaja su:
r<y Ny<z —z<z
r<y — r#y

r<yVaoex=yVy<cz

Aksiomi o kompatiblnosti uredaja i operacija
r<y > r+z<y+z

O0<z ANO<y = O0<uay

Polje koje zadovoljava sve navedene aksiome naziva se uredeno polje.

Neka je F' neko uredeno polje i f € F[X] proizvoljan polinom. Kazemo da
polje F' ima svojstvo srednje vrijednosti u odnosu na polinom f ako za sve
a,b € F, takve da je a < b 1 f(a) < 0 < f(b), postoji ¢ € F tako da je
a<c<bi f(c)=0.Za uredeno polje F' kazemo da je realno zatvoreno
uredeno polje ako ima svojstvo srednje vrijednosti za svaki polinom f € F[X].
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Polje realnih brojeva je realno zatvoreno uredeno polje. Polje racionalnih bro-
jeva nije realno zatvoreno uredeno polje, jer nema svojstvo srednje vrijednosti u
odnosu na polinom f(x) = 2? — 2. Polje kompleksnih brojeva nije realno zatvo-
reno uredeno polje jer na C ne mozemo definirati uredaj koji bi bio kompatibilan
s operacijama.

Teoriju realnih zatvorenih uredenih polja kratko ozna¢avamo sa RCOF (eng.
real closed order fields).

Teorem 1.174. Teorija RCOF dopusta eliminaciju kvantifikatora. Teorija
RCOF' je modelno potpuna.

Korolar 1.175. Neka je S neki konacan sustav jednadzbi © nejednadzbi s ko-
eficijentima u nekom uredenom polju F. Ako sustav S ima rjeSenje u nekom
uredenom prosirenju od F, tada sustav S ima rjesenje i u realnom uredenom
zatvorenju F od F.

Dokaz. Primijetimo prvo da u iskazu korolara koristimo ¢injenicu da za svako
uredeno polje F postoji realno zatvoreno uredeno progirenje F. Neka je G neko
uredeno prosirenje od F' u kojem sustav S ima rjesenje. Znamo (!) da u realnom
uredenom zatvorenju G od G postoji potpolje koje je izomorfno zatvorenju F.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti (!) da vrijedi F' C G. Posto je
teorija RCOF modelno potpuna, te su F i G realno zatvorena uredena polja
takva da je F C G, tada vrijedi F < G. Posto sustav S ima rjesenje u polju G,
te je G C G, tada sustav ima rjesenje i u polju G. O¢ito je sustav S ekvivalentan
nekoj formuli oblika 3z, . .. 3z,p. To znaéi da vrijedi G = 3z, ... Iz, 9. Iz ovog
posljednjeg i F' < G slijedi F = 3 ... 3,0 |

Lagrangeov teorem. Za svaki pozitivan racionalan broj q postoje a, b, c,d € Q
takvi da je ¢ = a® + b? + 2 + d>.

Teorem 1.176. (Artinovo rjesenje 17. Hilbertovog problema)
Neka je F polje realnih ili racionalnih brojeva. Neka je f € F(xy,...,x,)
pozitivno semidefinitna racionalna funkcija. Tada postoje polinomi gy, ..., gx €

k
F[X1,...,X,] tako da vrijedi: f =" g2
i=1

Detaljno rjesenje Hilbertovog 17. problema mozete vidjeti u [14], [18], [22] i
[31].
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1.14 Saturacija

Saturirani ili ”zasi¢eni” modeli su modeli koji imaju "maksimalna” svojstva.
Za svaki kardinalni broj A mogu se razmatrati A—saturirani modeli. Kao glavni
alat za konstrukciju saturiranih modela posluzit ¢e nam ultraprodukti. Prije
definicije A—saturiranog modela moramo uvesti jos neke pojmove.

Sa I'(z) oznacavamo skup FO-formula u kojima samo varijabla z moze imati
slobodni nastup. Ako je 9t neki o—model tada skup o-recenica Th(9) = {F :
9 = F'} nazivamo teorija modela 9.

Neka je 9t neka o—struktura i I'(x) skup o—formula. Kazemo da je neki skup
o—formula I'(x) konzistentan s teorijom modela 9t ako postoji c—model N
tako da vrijedi:

a) M=N
b) postoji a € || tako da vrijedi N | I'(z)|a].

(Odnosno, skup formula I'(x) je konzistentan 1-tip u odnosu na potpunu teoriju

Th(o). )

Propozicija 1.177. Neka je M neka o—struktura i I'(z) skup o—formula. Sljedece
turdnge su ekvivalentne:

a) skup I'(z) je konzistentan s teorijom modela M

b) za svaki konacan podskup A(x) od I'(x) postoji
a € M| tako da vrijedi M = A(x)]al

Neka je 91 neka o—struktura. Za svaki A C |9 neka je op = ocU{a:a € A},
gdje je za svaki a € A novi konstantski simbol, te za a; # as vrijedi a; # @s. Sa
M 4 oznacavamo o 4—ekspanziju modela 9, gdje je za svaki a € A konstantski
simbol @ interpretiran sa a.

Definicija 1.178. Neka je X\ proizvoljan kardinalni broj. KaZemo da je neki
o-model M A-saturiran ako za svaki A C |M|, takav da je kard(A) < A, i
svaki skup oa—formula T'(x) za koji postogi o 4—model N takav da:

My =N ipostoji a €|N| takav da N |=T'(a),
imamo da postoji b € |Ma| tako da vrijedi M4 = T'(z)[b)].

Napomena 1.179. Model M je A—saturiran ako je za svaki A C || kardinal-
nosti strogo manje od A\ svaki 1-tip, koji je konzistentan u odnosu na potpunu
teoriju Th(9M4), realiziran u modelu M 4.
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Model koji je wy—saturiran nazivamo i prebrojivo saturiran model. (Sa w;
je oznac¢en prvi neprebrojivi kardinalni broj).

Primjer 1.180. a) Svaki konacan model je prebrojivo saturiran.
Dokaz. Neka je M neka konacéna o—struktura. Neka je A C |9M| proizvo-
ljan. Neka je T'(x) tip koji je konzistentan u odnosu na teoriju Th(9M,).
Tada postoji o 4—struktura N i b € |N| tako da vrijedi M = M4, te imamo
N = [(2)[b]. Posto je M4 konacna struktura, te vrijedi M = M4 tada
postoji izomorfizam f M ~ M. Tada ocito vrijedi M4 = T'(x)[f(b)].

b) Model (Q, <,=) je w—saturiran.
(Za dokaz primijenite Cantorov teorem o uredanoj karakteristici skupa Q. )

c) Model (N, <,=) nije prebrojivo saturiran.
Kako bi to dokazali definiramo skup formula:

D(z) ={ 3ui(ny <), Iy3ye(n <y <),
Fy1FyaTFys(yn < e <ys <) ..., }

Ocito je svaki konacan podskup od T'(x) ispunjiv na (N, <, =), te skup I'(x)
nije ispungjiv na (N, <,=).

Propozicija 1.181. Swvaki beskonacan wy—saturiran model je neprebrojiv.

Dokaz. Neka je 9 beskonac¢an w;—saturiran model. Pretpostavimo da je 91 pre-
brojiv o-model. Neka je I'(x) = {z # @ : a € |M|}. Neka b & |90| proizvoljna, te
oznacimo || = |M| U {zo}. Definiramo interpretaciju nelogickih simbola kako
bismo dobili ogy-strukturu M. Za svaki nelogicki simbol s € o neka je s™ = s™.
Zatim, za svaki a € || definiramo @™ = a. O¢ito tada vrijedi M = (M, a)aejm,
te M = I'(x)[b]. Posto je po pretpostavcei skup |99t C |91 prebrojiv, tada je I'(x)
prebrojiv skup ogy—formula koji je konzistentan s teorijom modela (9, a)qciom|-
Posto je po pretpostavci model 9T w;—saturiran tada bi posebno skup formula

I'(z) trebao biti ispunjiv u modelu (M, a)qcpm|, Sto ocito nije. O

Propozicija 1.182. Ako je I neki A\-saturirani model tada je model M konacan
it pak je kardinalnosti vece il jednake od .

Sljedeci teorem govori o egzistenciji w;—saturiranih modela. Pojam prebro-
jivo nepotpunog ultrafiltra je definiran na strani 61.



1.14. SATURACIJA 95

Teorem 1.183. Neka je {9, : i € I} neka familija o-struktura. Neka je U
proizvoljan prebrojivo nepotpun ultrafiltar nad I. Tada je ultraprodukt T]9M;
U

prebrojivo saturiran.
(Kratko: svaki ultraprodukt nad prebrojivo nepotpunim ultrafiltrom
je wy—saturiran.)

Dokaz. 1z propozicije 1.177. slijedi da je dovoljno dokazati da za svaki niz eleme-
nata A = (a,,) od [[9M; i svaki skup os—formula I'(x) ¢iji je svaki konacan pod-
U
skup ispunjiv u ([ [ 9%, @m)men, vrijedi da je skup I'(x) ispunjiv u (T 9, am)men-
U U
Ako za svaki k € N izaberemo b, € [[9M; t.d. ar = (bg)y, primijetimo da

ieN
vrijedi

(] 2%, ax)ren = [ ] (99, bk (0))ken)

U

Bududi da jezik odreden sa o proizvoljan prebrojiv jezik, te je jezik odreden sa
o 4 takoder prebrojiv, dovoljno je dokazati sljede¢u tvrdnju:

Ako je skup T'(x) nekih o4—formula konacno ispunjiv u
o a-strukturi [[9N;, tada je on i ispunjiv u toj strukturi.
U

Neka je I'(z) = {p1(x), po(z), ...} proizvoljan konacno ispunjiv skup o 4~formula
u [[9M;. Buduéi da je U prebrojivo nepotpun ultrafiltar tada iz propozicije

U
1.116. slijedi da postoji niz (Y;,) C U sa svojstvom

I=Y,2Y12Y;2..., i []Ya=0.

neN

Definiramo niz podskupova (X,,) od I na sljede¢i nacin:

X():I
Xp=Y,n{iel|MEIxi@er(z)AN...ANpn(2))}, za n>0

Buduéi da je po pretpostavci skup formula I'(z) kona¢no ispunjiv u modelu
[I; 9, tada posebno za svaki n > 0 vrijedi:

[I9% = 3a(ei(@) Ao A ga(2)
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Iz Losovog teorema stoga slijedi da za svaki n > 0 vrijedi:

{iel|MEIx(er(@)A...ANpp(x))} €U
Sada iz definicije skupova X, slijedi da za svaki n € N vrijedi X,, € U.
Iz X, € (I, = 0 posebno slijedi (N X,, = 0, te ocito za svaki n € N vrijedi
X, 2 Xpy1. Prema tome, za svaki i € I postoji najveéi n(i) € N takav da
i € Xy(;)- Primijetimo da za slucaj n(i) > 0 vrijedi:

1€ Xpiy € ... € Xy C X,

a onda ocito slijedi M; = Jx(p1(x) A ... A @nu)()). 1z posljednjeg slijedi da
za svaki i € I postoji f(i) € M; takav da M; = (p1(x) A ... A @ney(@))[f(2)].
Definiramo funkciju f : I — |9, ovako:

ako je n(i)=0 neka je f(i) € M, proizvoljan.
ako je n(i) > 0, biramo f(i) tako da vrijedi

M, = (01(0) A - . A puy@)FO)]

Za svaki n > 0 i svaki i € X, ocito je n < n(i), pa posebno vrijedi i M; =
©onf(7)]. Dakle, vrijedi {i € I | M; = wn[f(i)]} 2 X, € U. Sada iz Losovog
teorema slijedi da za svaki n € N vrijedi [[,, M = ¢n[fu], 1 time smo dokazali:

[T E Tl
O

Definicija 1.184. Za strukturu 9N kaZemo da je saturirana struktura ako
je kard(9M)-saturirana.

Teorem 1.185. (Teorem o jedinstvenosti za saturirane modele)
Neka su M i N saturirane o—strukture iste kardinalnosti. Ako su strukture 9
i M elementarno ekvivalentne tada su one i izomorfne.

Dokaz provodimo samo za sluc¢aj kada su 91 i 91 prebrojive strukture. Sasvim
analogno se dokazuje za opceniti slucaj. Detalje mozete vidjeti npr. u skripti
[22].

Neka je M = {mg,mq,...} 1 N ={ng,nq,...,}. Induktivno definiramo nizove
(a,) € M i (b,) € N. Neka je ag := myg, te promotrimo njegov pripadni
tip t(ag/9M) = {F(x) : M |= Flap]}. Ocito vrijedi M = t(ag/M)[ao], pa zbog
M = N vrijedi da je tip t(ag/IM) konzistentan s teorijom modela . Posto je
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po pretpostavci model 9T wy—saturiran tada slijedi da postoji by € N takav da
M = T'(z)[by]. Lako je vidjeti da vrijedi (9, ap) = (M, by).

Pretpostavimo da smo za neki n € N, n > 0, definirali skupove {aq,...,a, 1}
i {bo,...,bn_1}, tako da vrijedi: (M, ag,...,an_1) = (M, bo,...,b,_1). Pri de-
finiciji elemenata a, i b, razlikujemo dva slucaja: n je paran i n je nepa-
ran. Promotrimo prvo slucaj kada je n paran. Neka je kg = min{k : m; €
M\ {ag,...,an—1} }. Tada definiramo a,, 1= my,.

Posto je tip T, := t(a,/(M, aop,...,a,_1)) oCito konzistentan s teorijom mo-
dela (M, by, ..., b,_1), te je model (N, by, ...,b, 1) takoder w;—saturiran, tada
postoji b, € N \ {bo, ...,b,—1} tako da vrijedi:

(M, bos -+, bor) = Tolba] i

(m7 ag, - .- 7an—17an) = (m7 b07 ceey bn—17bn>

U slucaju kada je n neparan prvo biramo b, € N \ {bo,...,b,—1} s najmanjim
indeksom. Tada sasvim analogno kao za slucaj kada je n paran izaberemo a,,
kao $to smo tamo birali b, pri ¢emu element a,, realizira odgovarajudi tip 7.

Ovakvim postupkom naizmjeni¢nog uzimanja elemenata oba skupa (tzv. back
and forth konstrukcija) dobivamo nizove ag, a, ... i bg, by, ... takve da za svaki
n € N element a,, realizira odgovarajuéi tip 7)) u (MM, ao, . . ., a,_1), te b, realizira
tip T, uw (M, by, ..., by—1). Zatim, vrijedi (I, ag, ay,...) = (M, by, by, ...). Sada
je lako provjeriti da je preslikavanje a,, — b,, izomorfizam struktura 911 91. O

Kako bi mogli izreéi sljedeci teorem koji povezuje eliminaciju kvantifikatora i
saturirane modele, prvo definiramo posebnu vrstu skupova parcijalnih izomor-
fizama.

Definicija 1.186. Neka su M ¢ N dvije o—strukture. Neka je I neki skup
parcijalnih izomorfizama izmedu M 1 N. KaZemo da skup I ima back-and-
forth svojstvo ako vrijedi:

a) za svakip € I i svaki a € |9M| postoji q € I tako da vrijedip C q i
a € Dom(q)

b) za svakip € I i svaki b € |MN| postoji q € I tako da vrijedi p C q i
b € Rng(q)
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Teorem 1.187. Neka je T' neka o—teorija. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

a) teorija T' dopusta eliminaciju kvantifikatora

b) ako sudM i N dva wy —saturirana modela teorije T' tada skup svih konacnih
parcijalnih izomorfizama izmedu modela M 1 N ima back-and-fort svoj-
stvo

U skripti [22] mozete vidjeti i Vaughtov teorem o egzistenciji saturiranog modela
koji je prebrojiv, odnosno Morley, Vaughtov teorem o egzistenciji neprebrojivog
saturiranog modela.
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1.15 Apstraktna teorija modela

Lindstromov prvi teorem osigurava posebno mjesto logici prvog reda medu svim
logickim sistemima. Naime, logika prvog reda je najizrazajniji logicki sistem u
kojem vrijedi Lowenheim—Skolemov teorem i teorem kompaktnosti. Drugim
rije¢ima, ne postoji "moc¢nija” logika s gore navedenim svojstvima od logike
prvog reda.

Eliminacija funkcijskih i konstatnskih simbola u FO

Cesto se javlja potreba da se skup nelogickih simbola zamijeni sa skupom
nelogickih simbola koji sadrzi samo relacijske simbole. Prirodni nacin da se
to napravi je da se promatraju grafovi funkcija. Za skup nelogickih simbola
kazemo da je relacijski ako sadrzi samo relacijske simbole.

Neka je o neki skup nelogickih simbola. Za svaki n—mjesni funkcijski simbol
f € o neka je F novi (n 4+ 1)-mjesni relacijski simbol. Za svaki konstantski
simbol ¢ € o neka je C novi jednosmjesni relacijski simbol. Neka se ¢” sastoji
od relacijskih simbola od ¢ i novih relacijskih simbola kako smo upravo definirali.

Svakoj o—strukturi 9 pridruzujemo o"—strukturu 9" koja je definirana na
sljededi nacin:

a) |2 = [
b) za svaki relacijski simbol R € o definiramo R™ = R™

c¢) za svaki n—mjesni funkcijski simbol f € o neka je interpretacija
novog relacijskog simbola F' definirana kao graf funkcije f™, t;j.

za SVe Ay, ..., Ay, apt1 € || definiramo:
(ai,...,0n, any1) € R ako i samo ako
m
P ) = ans

d) za svaki konstantski simbol ¢ € o interpretaciju novog jedno-
mjesnog relacijskog simbola C' definiramo pomocu grafa kons-
tantne funkcije a — ¢™, tj. tocnije za svaki a € |9 definiramo:

T .
ac O™ akoisamo ako ™ =a

Svaku o—formulu transformiramo u ¢"—formulu zamjenjujuéi sve potformule
oblika:

a)  A(...f(@)...) sa F(Z,y) = A(...y/f(Z)...),
b) A(...c...) sa C(z) > A(...z/c...).
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Ako je G neka o—formula tada sa G oznacavamo o"formulu koja je dobi-
vena iz formule F eliminacijom svih funkcijskih i konstantskih simbola.

Teorem 1.188. Za svaku o—formulu G i svaku o—strukturu 9N vrijedi:

M =G ako i samo ako M = G"

Dokaz se provodi indukcijom po slozenosti formule, a onda indukcijom po broju
pojavljivanja funkcijskih i konstantskih simbola u formuli G.

Korolar 1.189. Neka su 9N i N dvije o—strukture. Tada vrijedi:

M =N ako ¢ samo ako M =N

Neka je 9t neka o—struktura. Za neprazan skup S C || kazemo da je
o-zatvoren skup u strukturi 9 ako vrijedi:

a) za svaki konstantski simbol ¢ € o vrijedi ¢™ € S

b) za svaki funkcijski simbol f™ € o i sve elemente a4, ..., a, € S vrijedi

™(ay,...,a,) €S.

Ako je M C N tada je skup || jedan o—zatvoren skup u strukturi 1. Ocito
svaki o—zatvoren skup S definira jedinstveni podmodel zadane strukture 9. Taj
podmodel ozna¢avamo sa [S]™.

Relativizacija u FO.

Definicija 1.190. Neka je o neki skup nelogickih simbola, te U jednomjesni
relacigski simbol takav da U & 0. Za svaku o—formulu ¢ induktivno definiramo
o U{U}~formulu ¢V, koju nazivamo U —relativizacija od @, ovako:

a) oY =, ako je p neka elementarna formula,
b) (—p)V =Y

¢c) (V)T =" vyl

d) Brp)V =32(U(x) A p)

Lema 1.191. (Lema o relativizaciji)
Neka je M neka o U{U }—struktura, gdje je U jednomgesni relacijski simbol takav
da U & ), te je U™ neki o—zatvoren skup. Tada za svaku o-recenicu @ vrijedi:

(
(

[Um]m E @ ako i samo ako M = @U
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Primjeri logickih sistema

Prilikom razmatranja primjena teorema kompaktnosti bili smo naveli da u
logici drugog reda, koju ovdje oznacavamo sa L;;, ne vrijedi teorem kompak-
tnosti, a ni Lowenheim—Skolemov teorem ”"na dolje”.

Slaba logika drugog reda, tj. logika koju oznacavamo sa L7, razlikuje se
od logike drugog reda L;; samo u definiciji istinitosti formula oblika 3X ¢. Neka
je M neka o—struktura, te v neka valuacija (za L;y) na 9. Neka je X proizvoljna
n—mjesna relacijska varijabla, te neka je ¢ neka formula logike drugog reda. Tada
za logiku LYY definiramo:

M =, 3X ¢ ako i samo ako
postoji konacan S C |9M|" tako da M =, ¢[S]

Za logiku LY ne vrijedi teorem kompaktnosti, ali vrijedi Lowenheim-Skolemov
teorem.

Bili smo definirali i beskona¢nu logiku L, . Podsjetit ¢emo da je u logici
L,,., dopustena i sljedece pravilo izgradnje formula:

ako je S prebrojiv skup formula tadasu A S 1 \/ S takoder formule.

Loweinheim—Skolemov teorem vrijedi za logiku L., a teorem kompaktnosti
ne. Sada to dokazujemo u sljedece dvije propozicije.

Propozicija 1.192. (Za logiku Ly, ., ne vrijedi teorem kompaktnosti)
Postoji skup formula logike L, koji je konacno ispunjiv, ali nije ispunjiv.

Dokaz. Za svaki n € N\ {0, 1} definiramo recenicu sa:

psn= N\ mitw

0<i<j<n

Zatim, neka je ¢, = V{—¢@>n, : n > 2}, Tada za svaku normalnu strukturu 9t
oCito vrijedi:

M = prin  akoisamo ako M je konacna struktura
Svaki kona¢an podskup od {¢fin} U {¢>, : m > 2} ima model, ali za sam skup

ne postoji model. O

Lema 1.193. Neka je o najvise prebrojiv skup nelogickih simbola. Zatim, neka
je ¢ neka Ly, formula, te neka je I neki model za formulu ¢. Tada postoji
konacan ili prebrojiv normalan podmodel N od M koji je model za formulu .
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Skica dokaza. Definira se najvise prebrojiv podskup od |9| koji je o—zatvoren,
te sadrzi sve ”svjedoke istinitosti” egzistencijalnih potformula od ¢.

Tvrdnja sljede¢e propozicije slijedi direktno iz prethodne leme.

Propozicija 1.194. (Za L, vrijedi Lowenheim—Skolemov teorem,)
Svaki skup recenica logike L, ., koji ima model ima i konacan ili prebrojiv model.

Logicki sistem Lg dobivamo dodavanjem alfabetu logike prvog reda novog
kvantifikatora Qz, te je interpretacija formule oblika Qz¢ definirana sa: ”pos-
toji neprebrojivo mnogo = koji zadovoljavaju formulu ¢.” Logicki sistem Lg
je izrazajniji od logike prvog reda. Npr. pojam "najvise prebrojiv’ mozemo
definirati formulom —Qz(x = z).

Propozicija 1.195. (Za logiku L ne vrijedi Lowenheim-Skolemov teorem)
Postoji formula logike Lg koja ima model, ali nema konacan, a ni prebrojiv
model.

Dokaz. Formula Qz(x = x) ima neprebrojiv model, ali nema konacan, a ni
prebrojiv model.

Teorem kompaktnosti vrijedi za sistem Lg ako je skup nelogickih simbola
najvise prebrojiv, ali ne vrijedi opcenito.

Propozicija 1.196. (Teorem kompaktnosti ne vrijedi za sistem Lg)
Neka je o neprebrojiv skup nelogickih simbola. Tada postoji skup formula logike
Lg koji je konacno ispungiv, ali on sam nije ispunjiv.

Dokaz. Neka je ® = {=(c =d) : ¢,d € 0, ¢ # d} U {-Qz(x = x)}. Lako
je vidjeti da svaki konac¢an podskup od ® ima model, ali za skup ® ne postoji
model. 0

Logicki sistem Lg dobivamo dodavanjem alfabetu logike prvog reda novog
kvantifikatora Qx. Interpretacija formule oblika Qzy je definirana sa: ”postoji
prebrojivo mnogo x koji zadovoljavaju formulu ¢.” Za logiku Lg ne vrijedi
teorem kompaktnosti, ali vrijedi Lowenheim—Skolemov teorem.

Kod logickog sistema Lg interpretacija formule oblika Qx ¢ je definirana sa:
”postoji samo konac¢no mnogo x koji zadovoljavaju formulu ¢.” Za sistem Lg
ne vrijedi teorem kompaktnosti, ali vrijedi Lowenheim—Skolemov teorem.

Kod logickog sistema Lg interpretacija formule oblika Qxy je definirana sa:
"postoje barem dva razlicita x koji zadovoljavaju formulu ¢.” Za sistem Lg ne
vrijedi teorem kompaktnosti, a ni Lowenheim—Skolemov teorem.

Rezimirajmo u sljedecoj tablici rezultate o logickim sistemima koje smo bili
naveli.
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Logicki Lowenheim— Teorem kompaktnosti
sistem | Skolemov teorem | Opcenito | za prebrojive skupove formula
FO + + +
Ly - - -
LY + - -
Lyw + - -
L% - - +
L]% + - -
L% + - -
Lg - - -

Prirodno se postavlja pitanje postoji li izrazajniji logicki sistem od logike prvog
reda za kojeg bi vrijedili teorem kompaktnosti i Lowenheim—Skolemov teorem.

Svaki skup nelogickih simbola moze sadrzavati proizvoljan broj relacijskih, funk-
cijskih i konstantskih simbola. Intuitivno, na logicki sistem mozemo gledati
kao na nac¢in pridruzivanja nekog nelogickog skupa simbola i skupa recenica
stvorenih od tih simbola zajedno s relacijom koja odreduje istinitost recenice.
Primjerice, kod logike prvog reda skupu nelogickih simbola ¢ pridruzuje se skup
o-reCenica prvog reda, a relacija istinitosti je uobicajena relacija |= izmedu
interpretacije i formula.

Definicija 1.197. Logicki sistem £ sastoji se od funkcije L i binarne relacije
Fe . Funkcija L svakom skupu nelogickih simbola o pridruzuje neki skup L(o),
koji nazivamo skup o-recenica, pri cemu vrijedi:

(a) Ako je o C o' tada je L(o) C L(o’)

(b) Ako su M i ¢ u relaciji =g, $to kratko oznacavamo sa M =g ¢ tada
postoji skup o takav da je M neka o—struktura i ¢ € L(o)

(c) Ako vrijedi M e ¢ @ M~ N tada vrijedi i N =g @

(d) Ako je o C o', ¢ € L(o) i M je o’'—struktura, tada vrijedi:
M= @ ako i samo ako Mo ke,

gdje je sa M | o oznacena o-redukcija od IN.

Neka je £ neki logicki sistem i ¢ € L(0). Oznacimo sa Mod(o, £)(p) skup
svih modela za recenicu ¢, tj. Mod(o, £)(¢) = {M : M je o-strukturai M |=¢
v}
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Definicija 1.198. (a) Kazemo da je logicki sistem £’ izrazajan barem kao
logicki sistem £, i piSemo £ < &', ako za svaki skup o i za svaku recenicu
¢ € L(o) postojip € L'(0) tako da vrijedi Mod(o, £)(p) = Mod(c, £')(¢).

(b) Kazemo da su logicki sistemi £ i £ jednako izrazajni, i pisemo £ ~ £/
ako vrijedi £ < £ i £ < L.

Primjer 1.199. Redom imamo:
(i) FOLSLY, FO<L;; FO<LLY, FO<L,,
(i) LY < Li; ne vrijedi Lyp < LY

(111) ne vrijedi: Ly < FO; Lo < FO; Ly, < FO

Definicija 1.200. KazZemo da je logicki sistem zatvoren za bulovske vez-
nike, te pisemo Boole(L), ako vrijedi:

(a) Za svaki skup o 1 svaku recenicu ¢ € L(o) postoji recenica ¥ € L(o)
takva da za svaku o—strukturu 9N vrijeds:

ME=e  ako i samo ako M e

(b) Za svaki skup o, te p,1p € L(0) postoji recenica x € L(o) tako da za svaku
o —strukturu O vrijedi:

M e x  akoisamo ako Mg @ Mg

Ako vrijedi svojstvo Boole(£) tada ¢emo sa - oznacavati recenicu 9 iz
uvjeta (a) iz prethodne definicije, odnosno sa ¢ A1 éemo oznacavati re¢enicu
iz uvjeta (b). Analogno bi mogli definirati recenice ¢ V¢, ¢ =1 1 p <> .

Neka je 91 proizvoljna o—struktura, te neka je U jednomjesni relacijski simbol
tako da U ¢ o. Prisjetimo se: ako je U™ o-zatvoren skup u strukturi 97 tada sa
[U™)™ oznacavamo podmodel od 9 s nosacem U™. Sa (I, U™) oznacavamo
o U {U}-strukturu kod koje je U™ g—zatvoren skup u strukturi 91.

Definicija 1.201. KaZemo da logicki sistem £ dopusta relativizaciju,
pisemo Rel(L), ako za svaki skup o, svaku recenicu ¢ € L(o) i svaki jednomgjesni
relacigski simbol U & o postoji neka recenica ¢ € L(c U{U}) takva da za svaku
o -strukturu M i svaki o—zatvoreni skup U™ strukture O vrijedi:

(M, Um) et ako i samo ako [Uim]gjt e
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Ako vrijedi Rel(£) tada sa ¢ oznacavamo recenicu v iz prethodne definicije.

Definicija 1.202. KaZemo da logicki sistem £ dopusta eliminaciju funk-
ciyskih 1 konstantskih simbola, tj. njihovu zamjenu novim relacijskim simbolima,
i pisSemo Elim(L), ako za svaki skup o nelogickih simbola i za svaku recenicu
@ € L(o) postoji recenica ¢ € L(o") takva da za svaku o—strukturu O vrijedi:
M= @ ako i samo ako M =g 1.

Ako vrijedi Elim(£), tada sa ¢" ozna¢avamo recenicu v iz prethodne defi-
nicije.

Definicija 1.203. Za logicki sistem £ kaZemo da je regularan logicki sistem
ako za njega vrijede svojstva Boole(L), Rel(L) i Elim(L).

Logika prvog reda je regularan sistem. (Jasno je da vrijedi Boole(FO). Iz
teorema 1.188. slijedi da vrijedi Rel(FO), a iz leme 1.191. slijedi da vrijedi
Elim(FO) ).

Uvedimo sljedece oznake:

a) LoSko(£) oznacava ¢injenicu da za logicki sistem £ vrijedi Lowenheim—
Skolemov teorem, tj. da za svaku ispunjivu rec¢enicu iz £ postoji konacan
ili prebrojiv normalan model.

b) Comp(£) oznacava Cinjenicu da za logicki sistem £ vrijedi teorem kom-
paktnosti, tj. ako je S skup recenica iz £ takav da je svaki konacan podskup
od S ispunjiv, tada je i S ispunjiv.

Teorem 1.204. (Lindstromov prvi teorem,)
Neka je £ regularan logicki sistem za koji vrijedi FO < £, te vrijedi Comp(£)
i LiSko(L). Tada tmamo £ ~ FO.

Prije dokaza prvog Lindstromovog teorema navodimo tri leme, te definiramo
pojam parcijalno izomorfnih strukutra i navodimo osnovna svojstva.

Neka je £ logicki sistem i o skup nelogickih simbola. Neka je ® U {¢} C L(o).
Kazemo da recenica ¢ logicki slijedi iz skupa rec¢enica ®, i pisemo ¢ ¢ ¢,
ako za svaku o—strukturu 9 za koju vrijedi M =g ®, vrijedi i M |=¢ .

Lema 1.205. Neka je £ neki reqularni logicki sistem takav da vrijedi Comp(£).
Zatim, neka je o neki skup nelogickih simbola, te @U{p} C L(o) tako da vrijedi
® ¢ . Tada postoji konacan &g C @ tako da vrijedi Py e p.
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Lema 1.206. Neka je £ neki reqularni logicki sistem takav da vrijedi Comp(£),
te FO < £. Zatim, neka je o neki skup nelogickih simbola, te ¢ € L(o). Tada
postoji konacan og C o tako da sve o-strukture 9N i N wvrijedi da cinjenica

M [ oo =N [0y povlaci M= p ako i samo ako N =g 1.
(Sa M | 0¢ je oznacena og—redukcija strukture M ).

Lema 1.207. Neka je £ neki reqularni logicki sistem takav da vrijedi Comp(£),
te FO < £. Neka za svaki skup o, te za sve o—strukture O i N za koje vrijedi
M =ro N, imamo i M =g N. Tada vrijedi FO ~ L.

Sada slijedi skica dokaza prvog Lindstromovog teorema.
Iz leme 1.207. slijedi da je za FFO ~ £ dovoljno dokazati da za svaki skup
nelogickih simbola o, te sve o—strukture 9t i O vrijedi:

ako M=o N tada M=cN H‘)

Posto je po pretpostavci £ regularni logicki sistem, te posebno vrijedi Elim(£),
tada je lako vidjeti da je tvrdnju (+) dovoljno dokazati za relacijske skupove
nelogickih simbola.

Neka je o neki relacijski skup nelogickih simbola. Pretpostavimo da ne
vrijedi (4), tj. da postoje o—strukutre 9t 1 M, te da postoji recenica 1» € L(o)
tako da vrijedi

mEpom, m):,g¢ 1 m’zg_ﬂﬂ (1)

Iz leme 1.206. slijedi da postoji konacan oy C o tako da za sve o—strukture
My 1 My vrijedi:

ako My [ o9~ [ o9 tada

(%)
M, e ¢ ako isamo ako Ny e ¢

Iz (1) imamo M =pp N, a onda posebno i M | g9 =po N | 0p. Sada iz
Fraissévog teorema slijedi da postoji niz (I,,) skupova parcijalnih izomorfizama
tako da vrijedi:

(L) M [ og = N oy (2)
Kljuéno je dokazati sljedeéu tvrdnju (i najvise je posla).

Tvrdnja (3)
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postoje o-strukture M’ 1 N koje su najvise prebrojive i za koje
vrijedi

M [ o9 >, W | 0y, M ey 1 N =e 0

Sada iz Karpovog teorema (vidi lemu 1.32.) slijedi da vrijedi 9 | o9 ~ 9 | oy.
Iz tvrdnje (x) slijedi da vrijedi: 9 =g ¢ ako i samo ako M e ¥, $to je
kontradikcija s tvrdnjom (3).

Lindstromov drugi teorem

Naglasimo neka svojstva logike prvog reda kako bi bila jasnija definicija tih poj-
mova za proizvoljan logicki sistem. Kada kazemo odluciv skup tada mislimo
na neki skup rijeci nad zadanim alfabetom za koji postoji algoritam (odnosno,
Turingov stroj) koji za svaku rije¢ alfabeta kao ulazni podatak korektno odlucuje
radi li se o rijeci iz pocetnog skupa rije¢i. Ako je o odluciv skup nelogickih
simbola tada je i skup svih o-recenica odluciv, tj. postoji algoritam koji za svaki
konacan niz simbola alfabeta moze odrediti je li to o-recenica. Operacije kao
Sto su negacija formule, relativizacija, te eliminacija funkcijskih simbola, mogu
biti efektivno provedene. Postoji adekvatan dokazni racun takav da je skup
svih valjanih o-recenica rekurzivno prebrojiv.

Definicija 1.208. Neka je £ neki logicki sistem. KaZemo da je £ efektivan
logicki sistem ako je za svaki odluciv skup o nelogickih simbola skup L(o)
odluciv, te za svaku o—reéenicu ¢ € L(o) postoji konacan oq C o tako da vrijedi

@ € L(oy).
Logicki sistemi FO, Ly, LY 1 Lg su efektivni, a L, nije.
Definicija 1.209. Neka su £ i £ neki efektivni logicki sistemi.
a) £ <5 £ ako i samo ako za svaki odlucivi skup o postoji izracunljiva

funkcija x koja svakoj recenici ¢ € L(o) pridruzuje neku recenicu ¢* €
L'(0) tako da vrijedi

Mod(o, £)(¢) = Mod(a, £)(¢")
b) £ r~epp £ ako i samo ako £ <.pp £ 1 £ < 5 £

Definicija 1.210. Neka je £ neki logicki sistem. KaZemo da je £ efektivno
regularan logicki sistem ako je efektivan i ako za svaki odluciv skup o nelo-
gickih simbola vrijedi:
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a) postoji izracunljiva funkcija koja svakoj recenici ¢ € L(o) pridruzuje neku
recenicu —p tako da za svaku o—strukturu M vrijedi:

o ako i samo ako M Pe
Postoji izracunljiva funkcija koja svim parovima recenica ¢,v € L(o)
pridruzuje neku recenicu @ AN € L(o) tako da za svaku o—strukturu O
vrijedi:
ME=e AN ako i samo ako M =g p i M =g ¢
b) Za svaki unarni relacijski simbol U, takav da U & o, postoji izracunljiva

funkcija koja svakoj reéenici ¢ € L(o) pridruzuje recenicu oV € L(c) tako
da za svaku o—strukturu 9N i svaki o—zatvoreni skup U™ vrijedi:

(M, U™ |=e 0¥ ako i samo ako  [U™™ =g ¢

¢) Postoji izracunljiva funkcija koja svakoj recenici ¢ € L(o) pridruZuje
recenicu " € L(o") tako da za svaku o—strukturu O vrijedi:

M=o @ ako i samo ako M =g "

Definicija 1.211. Neka je £ neki efektivno regularan logicki sistem. KaZemo
da je £ rekurzivno prebrojiv za valjanost ako je za svaki odluciv skup o
nelogickih simbola skup svih valjanih o—recenica rekurzivno prebrojiv.

Teorem 1.212. (Lindstrémov drugi teorem)
Neka je £ neki efektivno regularan logicki sistem takav da vrijedi FO < 5¢ L.
Ako vrijedi L6Sko(£), te je £ rekurzivno prebrojiv za valjanost, tada FO ~.5¢ L.

Ova predavanja su napisana koristeéi iskljucivo knjigu [8]. U knjigama [6],
[12] 1 [13] su dani takoder dokazi Lindstrémovih teorema.
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1.16 Teorija kona¢nih modela

U ovoj tocki glavni nam je cilj dati motivaciju za proucavanje teorije konacnih
modela. (Klasi¢na) teorija modela uglavnom proucava beskonaéne modele. Te-
orija kona¢nih modela - skra¢eno FMT (eng. Finite Model Theory), ukljucuje:

- klasi¢nu teoriju modela,
- kombinatoriku
- teoriju slozenosti.

Neki dijelovi FMT jako su povezani s racunarstvom, posebno deskriptvna
teorija slozenosti. Zapravo, smatra se da bi FMT trebala biti logika za
racunarstvo. Osnove o teoriji slozenosti, te Turingovi strojevi, dani su u Do-
datku.

Dokazano je da mnogi klasi¢ni rezultati teorije modela ne vrijede na klasi
svih konac¢nih struktura. Tu posebno treba istaknuti teoreme kompaktnosti i
potpunosti, te mnoge teoreme o o¢uvanju i lemu interpolacije. Nevazenje te-
orema kompaktnosti povlac¢i da standardni dokazi mnogih teorema ne mogu vise
biti provedeni u okviru FMT. U ovom trenutku (osim npr. Rosenovog teorema
iz 2002) nije poznat niti jedan primjer nekog klasi¢nog teorema iz teorije mo-
dela koji ostaje vrijediti nad konaénim strukturama. Vjerojatno bi neki takav
rezultat trebao biti dokazan nekim sasvim novim metodama. Iz tog razloga se
smatra da je logika prvog reda "losa logika” za FMT.

Iz perspektive izrazajne snage logike prvog reda se takoder ponasa lose: u
nekim slucajevima je preslaba, a u nekima prejaka. Preslaba je jer mnoga
prirodna svojstva, kao Sto su npr. da struktura ima to¢no paran broj elementa ili
da je graf povezan, ne mogu biti definirana s jednom recenicom. U drugu ruku,
logika prvog reda je prejaka jer svaka klasa konac¢nih struktura nad kona¢nom
signaturom moze biti definirana s nekim beskona¢nim skupom recenica logike
prvog reda. Cak i gore, svaka konaé¢na struktura (nad kona¢nom signaturom bez
funkcijskih simbola) moze biti definirana s jednom rec¢enicom do na izomorfizam.
Danasnja teorija modela uglavnom razmatra potpune teorije prvog reda koje su
u FMT sasvim trivijalne. Ako je teorija T' potpuna tada su svi njeni modeli
elementarno ekvivalentni. To znaci da ako postoji konacan model 9 za T', te
je M neki drugi model za T' tada 9T = I, a onda N ~ N.
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Nevazenje nekih teorema iz klasi¢ne teorije modela
Teorem kompaktnosti ne vrijedi za FMT, t;j.

postoji skup S recenica logike prvog reda c¢iji svaki konacan podskup
ima konacan model, ali za S ne postoji konacan model.

Skica dokaza:

¢, = kardinalni broj nosaca strukture je razlic¢it od n

T ={pn:n €N}

Svaki konac¢an podskup 7" od T ima kona¢an model (ako ¢, € T\ T" tada je
svaka struktura s totno n elemenata model za T").

Teorem potpunosti ne vrijedi za FMT.

Iz teorema potpunosti za logiku prvog reda slijedi da je skup V' svih valjanih
reCenica rekurzivno prebrojiv. Nevazenje teorema potpunosti za FMT slijedi iz
Trachtenbrotovog teorema.

Teorem 1.213. (Trachtenbrotov teorem)
Skup Vi svih recenica koje su istinite na svim konacnim strukturama nije
rekurzivno prebrojiv.

Skica dokaza. Oznacimo:

Sim = skup svih recenica za koje postoji konacan model

Lako je dokazati da je skup Sy;, rekurzivno prebrojiv. Iz nerjeSivosti halting
problema slijedi da skup

{T : T je Turingov stroj koji staje}

nije rekurzivan. Za svaki Turingov stroj 1" moguce je konstruirati recenicu o
takva da vrijedi:

Turingov stroj T staje ako i samo ako ¢r € Spin

Iz toga slijedi da skup Sy, nije rekurzivan. Ocito vrijedi: 5%, = {p:—p €
Viin} Pretpostavimo da je skup Vy;, rekurzivno prebrojiv. Tada je ocito skup
fin rekurzivno prebrojiv. Iz Postovog teorema slijedi da je skup Sy, rekurzi-

van, ¢ime je dobivena kontradikcija. O
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Lowenheim—Skolemovi teoremi nemaju smisla nad konacnim strukturama.

Sljedeci korolar Trachtenbrotovog teorema govori da ne postoje nikakve smislene
analogije Lowenheim—Skolemovog teorema za FMT.

Korolar 1.214. Ne postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da ako neka
recenica ¢ logike prvog reda ima model, tada mora imati model kardinalnost:

manje od f([¢]).

(Sa [¢] smo oznacili kod formule ¢, odnosno Gédelov broj — o tome vise prilikom
razmatranja Godelovih teorema nepotpunosti).

Bethov teorem o definabilnosti ne vrijedi za FMT, tj.

postoji unarni relacijski simbol koji implicitno definabilan, ali nije
eksplicitno definabilan.

Craigova interpolacijska lema ne vrijedi za FMT, t;j.

ako je 0 = {<,c}, te P i P’ neki unarni relacijski simboli, tada
postoje o U {P}-recenica A i o U {P'}-recenica B tako da vrijedi
A =4 B, ali ne postoji o-recenica C' tako da vrijedi A =g C i
C =fin B.

Los, Tarskijev teorem ne vrijedi za FMT, tj.

postoji recenica koja je ocuvana za podmodele (na konac¢nim struk-
turama!) a nije ekvivalentna (na konacnim strukturama!l) univer-
zalnoj recenici.

Gurevich i Shelah su dali prvi primjer jedne takve recenice. Andréka, van
Benthem i Németi su 1995. dokazali da Los, Tarskijev teorem ne vrijedi za
FO?, za s > 3. Gradel i Rosen su 1999. dokazali da Los, Tarskijev teorem ne
vrijedi za FO?.
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Birkhoffov teorem ne vrijedi za FMT. Za logiku prvog reda on glasi:

Neka je o neka signatura i K neka klasa o-struktura. Tada je
ekvivalentno:

a) klasa IC je zatvorena za Kartezijeve produkte, podmodele i ho-
momorifne slike;
(odnosno, K je mnogostrukost, tj. K = HSP(K) ).

b) klasa K je definabilna sa skupom recenica oblika YZp, gdje je
@ atomarna formula.

(Primijetimo: ako o sadrzi samo funkcijske simbole tada tvrdnja b) zapravo go-
vori da je klasu struktura K mogudée definirati pomoéu nekog skupa jednakosti).
Interesantno je primijetiti da se ne zahtijeva da je klasa K definabilna u logici
prvog reda. Zatim, Birkhoffov dokaz ne koristi teorem kompaktnosti.

Ehrenfeuchtove igre

Znamo da opcenito vrijedi da 9T ~ D povlaci M = N, te da obrat ne vrijedi
(npr. (R,<) = (Q,<). ) Pokusava se "sto vise izvuéi” iz ¢injenice M = M.
Iz tog razloga se definiraju razne vrste oslabljenih izomorfizama i oslabljenih
verzija elementarne ekvivalencije. Ponekad je tesko opisati relaciju elementarne
ekvivalencije, tj. ispitati vrijedi li 9t = . 1z tog razloga promatraju se Ehren-
feuchtove igre.

Radi jednostavnijeg izlaganja i zapisa sada promatramo signaturu o koja od
nelogickih simbola sadrzi samo simbol za jednakost i jedan dvomjesni relacijski
simbol R.

Zatim, pretpostavljamo da su sve promatrane strukture normalne.

Neka su 9 = (M, Ry) i 9 = (IV, Ry) dvije o—strukture. Svaku konacnu
injekciju iz M u N koja ¢uva relacije Ry, 1 Ry nazivamo lokalni izomorfizam.

Propozicija 1.215. Neka su Mt i N dvije o—strukture. Neka je f : S C M —
N proizvoljna funkcija. Sljedece turdnje su ekvivalentne:

a) funkcija f je lokalni izomorfizam struktura MM i N

b) za svaku atomarnu formulu A(zy,...,x,) @ Sve Sq,...,8, € S vrijedi:

M = Alsi, ..., 8, ako i samo ako M= A[f(s1),..., f(sn)]
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(naveli smo opéeniti slucaj; u naSem slucaju jedine atomarne formule su
oblika R(x;,x;) i x; =z )

¢) za svaku otvorenu formulu F(xy,...,x,) i sve $1,...,s, € S vrijedi:

M= Fls1,...,8,) ako i samo ako M F[f(s1),..., f(s,)]

d) f je izomorfizam podmodela od MM koji je generiran sa S i podmodela od
M koji je generiran sa Rng(f).

Napomena 1.216.  a) prazno preslikavanje je lokalni izomorfizam (signa-
tura ne smije sadrZavati konstantske simbole!);

b) svaki konacni dio izomorfizma je lokalni izomorfizam;

¢) kompozicija lokalnih izomorfizama je lokalni izomorfizam.

Definicija 1.217. (Ehrenfeuchtova igra)

Svake dvije o—strukture M ¢ N zajedno s prirodnim brojem n € N odreduju
Ehrenfeuchtovu igru duljine n izmedu struktura M ¢ M. Eherenfeuchtovu igru
izmedu struktrua M 1+ N igraju dva igraca, Spoiler i Duplikator naizmjence,
dok svaki ne napravi n poteza. Na pocetku Spoiler bira jedan element iz jednog
od modela, 1 nakon njega Duplikator bira jedan element iz drugog modela. Ta
dva elementa c¢ine jedan par. Nakon toga ponavlja se postupak. Spoiler bira iz
jednog od modela i za njim © Duplikator, 1 tako sve dok ne naprave n poteza,
odnosno dok ne odrede n parova (ne nuino medusobno razli¢itih). Na kraju igre,
tih n parova ¢ine konacnu relaciju 1zmedu modela 9N 1 N. Duplikator pobjeduje
u igri ako je dobivena relacija lokalni izomorfizam. U suprotnom definiramo da
pobjeduje Spoiler.

Primijetimo: Spoiler pokusava u n poteza naglasiti razliku izmedu struktura, a
Duplikator pokusava te razlike ”sakriti”.

Napomena 1.218. 1. Ponavljanje poteza nije zabranjeno, ali za Spoilera
nije pametno.

2. Nekad je vidljivo da je Spoiler pobijedio i prije kraja igre. No, da bi
Duplikator pobijedio u nekoj igri moraju se odigrati svi potezi.

3. Igra se moZe igrati © ako je jedna od struktura prazna. U tom slucaju igrac
koji nema Sto izabrati gubi.
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Primjer 1.219. 1. M= (Z,<) i N= (R, <), te je n = 3. Igra je zadana
sljedecom tablicom

’ H Spoiler Duplz'kator\ Spoiler Duplz'kator\ Spoiler Duplz'kator‘

7 2 0 5
R e 3 T

Primigetite da je veé nakon drugog poteza jasno da je Spoiler pobijedio,
jer imamo: 0 <2 3= f(0) > f(2) =e.

2. Opet neka je M = (Z,<) i N = (R,<), te je n = 3. Igra je zadana
sljedecom tablicom

’ H Spoiler Duplz'k‘ator\ Spoiler Duplz'kator\ Spoiler Duplikator‘

7 2 0 5
R e 0 T

U ovoj igri je Duplikator pobijedio.

3. U svakoj igri duljine nula pobjeduje Duplikator (nema konstantskih sim-
bola!).

Strategija za nekog igraca je pravilo koje mu govori koji potez odigrati u
svakom trenutku igre kada je njegov red za potez. Pobjednicka strategija
za nekog igraca za zadane strukture i broj poteza, je strategija koja ga vodi do
pobjede u svakoj igri izmedu tih struktura u danom broju poteza.

Oznake:

a) D(OM, M, n) oznacava da u svakoj igri s n poteza izmedu struktura 90 i
9 Duplikator ima pobjednicku strategiju

b) S(M, M, n) oznacava da u svakoj igri s n poteza izmedu struktura M i
I Spoiler ima pobjednicku strategiju

Lema 1.220. Neka su 9, N 1 A neke o—strukture, te neka je n € N proizvo-
ljan. Tada vrijedi:

a) ako DM, M, n) tada za svaki m < n vrijedi D(ON, N, m)
b) ako DO, MN,n) tada DI, M, n)

c) ako M ~MN tada za svaki m € N vrijedi D(OM, N, m)

d) ako D(O, M, n) i DN, A, n) tada DO, A n)
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Propozicija 1.221. Neka struktura 9 ima toéno n (n € N) elemenata, te
neka je N proizvoljna struktura. Tada vrijedi:

a) ako DM, M, n) tada je strukturu M moguie smjestiti u strukturu N
b) ako DO, N, n+ 1) tada M ~ N

Determinirane igre su one igre u kojima uvijek neki igra¢ mora pobijediti.

Teorem o determiniranosti Ehrenfeuchtovih igara.

Za svake dvije o—strukture M iN, te svakin € N, postoji pobjednicka strategija
za jednog igraca za svaku Ehrenfeuchtovu igru izmedu struktura M i M un
poteza.

Primjer 1.222. Promotrimo opet M = (Z,<) i N = (R, <), te jen = 3. Igra
je zadana sljedecom tablicom

’ H Spoiler  Duplikator ‘ Spoiler  Duplikator ‘ Spoiler  Duplikator ‘
/ 2 1 797
R e x r<y<e

Spoiler je u drugom potezu izabrao broj 1 € Z c¢ime je osigurao pobjedu. Dupli-
kator u drugom potezu mora birati neki broj x € R koji je mangi od e. Tada u
trecem potezu Spoiler bira neki brojy € R koji je izmedu x 1 e. Posto ne postoji
cigelt brog izmedu 11 2, Duplikator u trecom potezu vise ne moze sacuvati lokalni

izomorfizam. Dakle, vrijedi S(9, M, 3).

Kako bismo dali jos neke primjere igara u kojima pojedini igra¢ ima pobjednicku
strategiju, uvodimo sljedece oznake za linearno uredene skupove: Ly = ({1,...,k}, <
),zasvaki k € N, w= (N, <), (=(Z,<), n=(Q,<) i A= (R,<).

Primjer 1.223. Vrijedi:

o S(w,(,3) (jer N ima naymangi element, a Z nema)

o S(w,n,3) (jer je skup Q je gust)
e D(w,w+w,3); S(Lg, L7,3)

S(w+ L1 +w*,w+ Ly + w*, 3)

D(L77W+W*73); D(W,W+C,3)

Za svaki n € N vrijedi D(A\,n,n)
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o Ako su A i B beskonacni skupovi tada za svaki n € N vrijedi

D(P(A),P(B),n)
e Ako |A|, |B| > 2" tada D(P(A),P(B),n)
o Ako k,m > 2" — 1 tada vrijedi D(Lg, Ly,,n)

Za dokaz Ehrenfeuchtovog teorema kljuéna je lema o raslojavanju. Ako je 91
neka o—struktura i a € |90| proizvoljan, tada s (9, a) oznacavamo o U {a}-
ekspanziju strukture 9t (@ je novi konstantski simbol), kod koje je interpretacija
od @ jednaka a.

U lemi koja slijedi, te u Ehrenfeuchtovom teoremu promatramo igre izmedu
struktura oblika (9, a) i (M, b). Vazno je samo napomenuti da svaki lokalni
izomorfizam izmedu takvih struktura mora element a preslikavati u b (jer su to
interpretacije istog (!) konstantskog simbola).

Lema 1.224. (Lema o raslojavanju)
Neka su 2N ¢ N o-strukture, te n € N proizvoljan. Tada vrijedi:

DN, M, n+1) ako i samo ako
(Va € M)(3b e N) D((9M,a), (M, b),n)
(Vb e N)(3a € M) D((IM,a), (M,b),n)

Kvantifikatorski rang formule, u oznaci ¢r(F), definirali smo kao maksima-
lan broj uklopljenih kvantifikatora (vidi definiciju 1.24. na strani 13).

U lemi 1.28. dokazali smo da ako imamo fiksirani konacan skup varijabli,
tada za svaki n € N postoji samo konacno mnogo, do na logicku ekvivalenciju,
recenica ¢iji je kvantifikatorski rang manji od n.

Za o—strukture M i N kazemo da su n—elementarno ekvivalentne, te pisSemo
M =, N, ako za sve o-recenice F, za koje imamo ¢r(F) < n, vrijedi: M = F
ako 1 samo ako 9 = F.

Teorem 1.225. (Ehrenfeuchtov teorem)
Neka su 9N 1N dvije o-strukture, te n € N proizvoljan. Tada vrijedi:

DO, M, n) ako i samo ako M =, N.

Fraisséov teorem (vidi teorem 1.30. na strani 16) je zapravo algebarska verzija
Ehrenfeuchtovog teorema. Razmatraju se i druge igre: igre s kamenci¢ima, igre
dostizivosti, igre parnosti, ...
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Deskriptivna teorija slozenosti

Teorija deskriptivne slozenosti omogucava definicije klasa slozenosti koje su
nezavisne o izboru modela izracunavanja ili programskog jezika. Centralni
program deskriptivne teorije slozenosti jest uspostava veze izmedu racunske
slozenosti i logicke definabilnosti. Pokazuje se kako je ta veza daleko dublja
od one koju mozemo dobiti samom analizom slozenosti algoritama za verifika-
ciju modela za pojedinu logiku. Osnovni cilj u toj analizi jest povezati istaknute
klase slozenosti s logikom (ili logikama) ¢ija se izrazajna mo¢ (na svim konacnim
strukturama ili nekoj drugoj klasi konaé¢ni struktura) u odredenom smislu po-
dudara upravo s danom klasom slozenosti.

Problem ispunjivosti za neku logiku £ na nekoj klasi D struktura (ne nuzno
iste signature) definiran je na slijedeéi nacin:

Za danu recenicu ¢ logike L potrebno je odrediti postoji li struktura

A € D takva da vrijedi 2 F 1.

Problemi SAT i TQBF su primjeri problema ispunjivosti. Pokazalo se da pro-
blemi ispunjivosti nisu najvazniji u teoriji kona¢nih modela.

Sredisnje mjesto u teoriji konaénih modela zauzima problem verifikacije mode-
la kojeg opisujemo sljede¢om definicijom. Problem verifikacije modela za
logiku £ i klasu struktura D definiran je na slijede¢i nacin:

Za danu recenicu v logike L i strukturu 24 € D potrebno je odrediti
vrijedi Ii A F 1.

Neka je £ neka logika, C neka klasa racunske slozenosti i D neka klasa konacnih
struktura. Kazemo da logika £ hvata klasu slozenosti C na klasi struktura
D ako za svaku signaturu o vrijedi:

1. Za svaku recenicu ¢ € L[o] problem verifikacije modela za 1 na D[o]
nalazi se u klasi slozenosti C.

2. Za svaku klasu struktura I C Dlo] koja se nalazi u klasi slozenosti C
postoji recenica ¢ € L[o] takva da je

K={MecDo]: AEP}
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Pojam logike je definiran u poglavlju Apstraktna teorija modela. Tamo su i
uvedene oznake L[o] i Dlo].

Egzistencijalna formula logike drugog reda, tj. X1—formula, je formula oblika
ARy ... AR, 3f1 ... 3fm @,
gdje je ¢ formula logike prvog reda.
Primjeri ¥}-formula:
3-obojiv graf:
HRHBHG< Vr(Rx V Bz V Gz) N\

Va (ﬂ(Raj A Bx) N =(Bx AGzx) A

—(Rz N Gx) > A

VaVy (Exy — (=(Rx A Ry) A

—(Bz A By) A =(Gx A Gy) ) )

Hamiltonov graf:

EIR( R je linearni uredaj A

VeE(z,x + 1) A E(max, min) )
Teorem 1.226. (Fagin, 1974.)

Logika ¥} hvata klasu NP na klasi svih konacnih struktura.

Uobicajno je Faginov teorem jednostavno iskazivati u obliku: 1 = NP

Cook, Levinov teorem o NP—potpunosti problema SAT mogucée je dobiti kao
posljedicu Faginovog teorema.

Korolar 1.227. Logika 11} hvata klasu CO-NP na klasi svih konacnih struktura.

Korolar 1.228. Vrijedi: NP=co-NP ako i samo ako ¥} = II.
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Teorem 1.229. (Gréadel)
Logike SO-HORN i Y{-HORN hvatagu klasu P na klasi svih uredenih konacnih
struktura.

Teorem 1.230. (Immerman, Vardi)
Logika najmange fiksne tocke LE' P hvata klasu P na klasi svih uredenih konacnih
struktura.

Teorem 1.231. (Abiteboul-Vianu, Vardi)
Logika parcijalne fiksne tocke PF P hvata klasu PSPACE na klasi svih uredenih
konacnih struktura.

Otvoreni problem: Postoji li logika koja hvata klasu P na klasi svih konac¢nih
struktura?
(Ukoliko je odgovor na prethodno pitanje "ne” tada P # N P)

Dokazi svih navedenih teorema iz teorije kona¢nih modela, te vise detalja i
primjera, mozete vidjeti u knjigama [9], [11] i [17]. O ovoj temi svakako je
zanimljiv ¢lanak E. Rosen, Some aspects of model theory, Bulletin of Symbolic
Logic, 8 (2002). Deskriptivnoj teoriji slozenosti posveéena je knjiga [15].
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Poglavlje 2

Teorija dokaza

Teorija dokaza ne izuc¢ava samo teoreme nekih teorija, odnosno $to znamo u toj
teoriji, veé i kako dolazimo do tih teorema. Najvaznije teme izuc¢avanja (opcée)
teorije dokaza su:

1. Definicija pojma dokaza

2. Istrazivanje strukture dokaza, sto ukljucuje i pitanje egzistencije normal-
nih formi

3. Nagcin predstavljanja dokaza formalnim zapisima

4. Primjena uvida u strukturu dokaza na druga logicka pitanja

Neki istaknuti dijelovi teorije dokaza:

sistemi prirodne dedukcije

sistemi sekventi

rezolucija

Herbrandov teorem (logicko programiranje)

Mi ¢emo se baviti analiziranjem dokaza logike prvog reda, tj. prezentirat
¢emo Gentzenov rad iz 1935. godine. Gentzen je dao odgovor u dva koraka:

e prvom analizom Gentzen je pokazao kako se pojam dokaza moze definirati
uz pomo¢ formalnog sistema

e dubljom analizom strukture dokaza pokazao je da ih je moguce napisati u
vrlo posebnom obliku

121
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2.1 Prirodna dedukcija. Normalizacija

Napomene o pojedinom pravilu sistema prirodne dedukcije i druge detalje mozete
procitati u skripti [28].

Definicija 2.1. Sistem prirodne dedukcije PD klasic¢ne logike sudova zadan je
sljedecim pravilima izvoda:

ANDB AANB A B
(AE) (NE) — (A
A B AANB
A" B"
AVB C C
mm(VE) (VI (VI)
C AV B AV B
ZTL
A A A 1
(—E) (DN) (1)
1 A -A
Zn
A A->B B
(— F) (= 1)
B A— B
A& B A< B
——— (& F) (<> E)
A— B B— A
A— B B— A
(< 1)
B« A

Definicija 2.2. Stablo je konacan parcijalno ureden skup (S, <) (tj. binarna
relacija < je irefleksivna i tranzitivna) koji ima sljedeéa dva svojstva:

a) postoji nagmangi element sg € S (taj element nazivamo korijen );
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b) za svaki s € S, s # so, postoji jedinstveni konacni niz sy, ..., S, € S,
tako da vrijeds

Sp <S5 <S5 <...<8, =385,

te za svaki i € {0,...,n— 1} vrijedi da je s;11 neposredni sljedbenik od s;.
(Zay € S kazZemo da je neposredni sljedbenik elementa x € S ako vrijedi
x <y imne postoji z € S takav da vrijedi v < z < y).

Elemente stabla obi¢no nazivamo évorovi. Put je svaki niz ¢vorova sq, ..., s,
pri cemu je za svaki
i€ {l,...,n—1} ¢vor s;;1 neposredni sljedbenik od s;. Za svaki s € S parcijalno

ureden skup {z € S : s < x} nazivamo podstablo.

Po definiciji smatramo da je visina korijena jednaka jedan. Visina ¢vora
s je duljina jedinstvenog puta od s do korijena. Visina stabla je maksimum
skupa svih visina ¢vorova, odnosno duljina najduzeg puta u stablu. Neka je S’
podstablo od S, te neka je s{, korijen od S, a sg korijen od S. Kazemo da je S’
neposredno podstablo od S ako je s neposredni sljedbenik od sy.

Definicija 2.3. Oznaceno stablo je uredena trojka (S, <, f) gdje je (S, <)
stablo, a

f:S - FU{F':FeF neN}U{L}

(Sa F smo oznacili skup svih formula logike sudova).
Funkciju f nazivamo funkcija oznacavanja, i govorimo da je évor s € S oznacen

sa f(s).

Pojmovi vezani uz stabla kao sto su: korijen, list, put, podstablo, visina
¢vora, visina stabla, neposedno podstablo, ... koriste se i za oznacena stabla.
Tako npr. korijen oznacenog stabla (.S, <, f) je onaj ¢vor koji je korijen stabla
(S, <).

Sada nam je prvi cilj definirati pojam izvoda u sistemu PD. Kako bismo
mogli navesti definiciju izvoda u sistemu prirodne dedukcije moramo prvo vrlo
pazljivo uvesti oznake koje ¢emo koristiti za oznacena stabla. Najcesce
¢emo oznacena stabla oznacavati sa D, D' i D"”. Ako je A formulain € N tada
oznake A i A" oznacavaju stabla koja se sastoje samo od jednog ¢vora. Sada
redom navodimo oznake za oznacena stabla i pripadna objasnjenja.
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D Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo ¢iji korijen je
A oznacen s formulom A. Smatrat ¢emo da ova oznaka i
oznaka D oznacavaju isto oznaceno stablo. Razlika je
jedino sto navedena oznaka, za razliku od oznake D,
istice da je korijen oznacen sa A.
D Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo ¢iji je korijen
A oznacen sa B, te je jedino neposredno podstablo oznaceno sa %.
B
D D Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo s korijenom
B oznacenim formulom C| te ima to¢no dva neposredna
-~ . - . /
C podstabla koja su oznacena sa § i .
D D D" Ovo je oznaka za oznaceno stablo s korijenom
A B (C oznacenim formulom F, te ima toc¢no tri
: ~ D Dl . D//
F neposredna podstabla koja su oznacena sa 4, 5 1 ¢ -
A Ovo je oznaka za oznaceno stablo s korijenom oznacenim
D s formulom B, koje moze, ali ne mora, imati jedan ili vise
B listova oznacenih formulom A. Smatrat ¢emo da ova oznaka
i oznaka D oznacCavaju isto oznaceno stablo.
A Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo ¢iji je korijen
D oznacen sa C te ima jedno neposredno podstablo. Neki
B listovi (mo-zda niti jedan, a mozda svi) su oznaceni
formulom A.
C
—Nn . . -« . .
A Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo koje je
D kao stablo jednako onom koje smo oznacili s prethodno
B navedenom oznakom. Razlika je samo da su neki listovi
-~ e e . - . « . —n
C (mozda niti jedan, a mozda svi) oznaceni formulom A".

Definicija 2.4. Skup X svih izvoda sistema prirodne dedukcije je najmangi skup
koji sadrzi sva oznacena stabla s tocno jednim cvorom, te je skup X zatvoren
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na sljedece operacije:

(1) D D’
Ako A ¢ B pripadaju X, tada i oznaceno stablo
D D’
A B pripada skupu X.
ANB
2) .
Ako ANB pripada X, tada i oznacena stabla
D D
ANB i AAB pripadaju skupu X;
A B
D D
(3) Ako oznaceno stablo A pripada X, tada i A pripada X.
AV B
D D
Ako oznaceno stablo B pripada X, tada i B pripada X.
AV B
(4) Ako oznacena stabla
A B
D D’ D" pripadaju skupu X
AV B, C, C,
tada i oznaceno stablo
A" B"
D D/ D//
AV B C C pripada skupu X ;
C
(5) D D’
Ako oznacena stabla A 1 A — B pripadaju skupu X tada i
D D’
A A— B pripada skupu X

B

(6) Ako oznaceno stablo
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A"
A D
D pripada skupu X tada 1 B pripada skupu X;
B A— B
D D
(7) Ako —-—A pripada X tada i -—A pripada skupu X ;
A
(8) D D’
Ako A i —A pripadaju X tada i
D D’
A -A pripada X;
il
A"
9 4w D i
Ako D pripada X tada t 1L pripada X,
L -A
D D D

(10) Ako A< B pripada X tadai A< B i A<+ B
A— B B — A pripadaju X

(11) D D’
Ako A— B 1+ B — A pripadaju X tada i
D D'
A—B B— A pripada skupu X.
A< B

Svako oznaceno stablo D € X nazivamo izvod. Skup S svih formula kojima
su oznacent listovi izvoda D, koje nisu privremene pretpostavke zatvorene nekim
hipotetickim pravilom, nazivamo skup pretpostavki izvoda D. Ako je korijen
izvoda D oznacen s formulom F, a S je skup pretpostavki, tada govorimo jos
da je formula F izvediva iz skupa pretpostavki S. To oznacavamo sa
S Fpp F. Obicno éemo kratko pisati S+ F ako nema mogucénosti zabune. Ako
vriedi S + F, te je S’ neki nadskup od S tada po definiciji smatramo da
vrijedi S F. Za formulu F kaZemo da je teorem sistema prirodne dedukcije
ako je izvediva iz praznog skupa. To écemo zapisivati kao Fpp F, tj. kratko = F.
Tada dani izvod nazivamo i dokaz u sistemu prirodne dedukcije.
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Napomena 2.5. Ako prilikom koristenja nekog hipotetickog pravila zatvaramo
neku privremenu pretpostavku nije nuino zahtijevati da je neki list izvoda oznacen
s tom privremenom pretpostavkom. Promotrimo tu situaciju prilikom koristenja
pravila (— I). Neka je & neki izvod formule B iz skupa pretpostavki S. Pomoéu
tog izvoda mozZemo konstruirati izvod za formulu A — B iz skupa S. Neka je n
najmanygi prirodan broj koji je veci od svih brojeva koji oznacavaju privremene
pretpostavke u izvodu D. U izvodu D uz korijen B dodajemo sljedece:

n

A B
(AD)
ANB
—(AE)
B
—(=1)
A— B

Ovaj primger nam ilustrira da je u izvodima dozvoljeno zatvaranje privremene
pretpostavke iako ta pretpostavka nije prije uvedena. Odnosno navedeni izvod
mozZemo krace zapisati kao:

D
B
A— B

Na analogan nacin bi postupili i kod preostala dva hipoteticka pravila, tj. kod

(VE) i (—\I).

Teorem 2.6. (Teorem adekvatnosti za sistem prirodne dedukcije)

Neka je S skup formula, i F neka formula. Ako vrijedi S Fpp F tada vrijedi
S | F. Posebno imamo da je svaki teorem sistema prirodne dedukcije valjana
formula.

Teorem adekvatnosti se standardno dokazuje indukcijom po visini stabla
izvoda.

Korolar 2.7. Sistem prirodne dedukcije je konzistentan, 1. ne postojgi formula
A tako da su A 1 = A teoremi sistema prirodne dedukcije.

Teorem 2.8. (Teorem potpunosti za sistem PD)
Ako je A wvaljana formula tada je A teorem sistema PD.

Ovaj teorem se standardno dokazuje primjenom Lindenbaumove leme i leme
o0 istinitosti.
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Sistem prirodne dedukcije za logiku prvog reda dobivamo dodavanjem
sistemu PD pravila za kvantifikatiore.

Az) pri cemu z nije slobodna varijabla niti jedne
Ve A(z) nezatvorene privremene pretpostavke
o kojoj ovisi izvod formule A(x);

Ve A(z) (e gdje je t proizvoljan term koji je slobodan za
A(t/x) varijablu  u formuli A(z);
A(t/x) @ gdje je t proizvoljan term koji je slobodan za
JzA(z) varijablu  u formuli A(z);

A(x) pri ¢emu varijabla x nema slobodnih nastupa u

: formuli B, te niti u jednoj pretpostavci u izvodu
EIJIA(J?) B (3E)

B formule B, osim mozda u formuli A(x).

Na analogan nacin bi se prosirile definicije pojmova iz logike sudova kao sto
su oznaceno stablo i izvod.

Primjer 2.9. Neka je A formula koja ne sadrzi slobodnih nastupa varijable x.
Za ilustraciju éemo dokazati da je formula

Vx(A — B(x)) = (A = VaxB(x))

teorem sistema prirodne dedukcije logike prvog reda.

Va(A = B(@))

(VE)
A — B(x) A

(= E)

B(z)
(V1)

VzB(x)

(= 1)
A — VaB(x)

(= 1)
V(A — B(z)) = (A — VaB(x))
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Za sistem prirodne dedukcije logike prvog reda vrijedi teorem adek-
vatnosti, tj. svaki teorem je valjana formula. Moze se dokazati da vrijedi
i obrat, tj. teorem potpunosti. Sada ¢emo se baviti normalizacijom iz-
voda sistema prirodne dedukcije. Sve ispustene detalje o normalizaciji mozete
procitati u knjizi [27].

Promotrimo prvo sljedeéi izvod.

1

ANC ANC
(AE) (AE)
A AsB° c
(—=E) (—1)
B B—C
(—E)
C
(=)
(A—B)—C
(=1)

(ANC)—=((A—B)—C)

Posebno uocite formulu B — C' u prethodnom izvodu. Ta formula je prvo
konkluzija jednog pravila introdukcije, a onda je odmah premisa pravila elimi-
nacije. Takve situacije bi svakako zeljeli izbje¢i u izvodima.

Formule napisane iznad crte u nekom pravilu izvoda nazivamo premise,
a formulu napisanu neposredno ispod crte nazivamo konkluzija. U svakom
pravilu eliminacije veznika premisu koja sadrzi veznik na koji primjenjujemo
pravilo eliminacije (i to bas onaj nastup veznika koji eliminiramo) nazivamo
glavna premisa, a ostale premise nazivamo sporedne premise. Kao primjer
promotrimo pravilo (— I).

Formula A — B je glavna premisa,

A A—B (= E) a A je sporedna premisa (ako cak i

B sadrzi veznik —).

Formulu ¢ u nekom izvodu nazivamo formulom reza ako je ¢ prvo kon-
kluzija nekog pravila introdukcije za neki veznik V., a nakon toga (ne nuzno
odmah) glavna premisa nekog pravila eliminacije za isti veznik V. Kazemo da se
u nekom izvodu pojavljuje rez ako postoji u tom izvodu barem jedna formula
reza. Za izvod D kazemo da je u normalnoj formi ako ne sadrzi niti jedan
rez. Teorem o normalizaciji govori da se svaki izvod moze normalizirati.
Posljedica toga je da za svaki izvod postoji jedinstvena normalna forma. Iako
se na prvi pogled tvrdnja teorema normalizacije moze ¢initi o¢ita, njen dokaz je
relativno zahtjevan.
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Jedan izvod formule (A A C) — ((A — B) — C) moze se bez reza zapisati
ovako:

ANC
—(A\E)
C

(A= B)—C

(= 1)

(= 1)
(ANC)—= ((A— B)— C)

Uocite da nismo naveli da je formula A — B privremena pretpostavka, iako
smo je koristilli prilikom prve primjene pravila (— I). U napomeni prije smo
bili naveli zasto tako mozemo postupati.

Sada nam je cilj opisati skicu dokaza teorema normalizacije. U tu svrhu pro-
matrat ¢emo logiku prvog reda koja od logickih simbola sadrzi samo

A, —, L,V

Simbol negacije — koristimo kao pokratu, tj. formula = A je pokrata za A —
1. U tom smislu koristimo i sljedece pravilo koje oznacavamo sa (RAA).

Umjesto veé navedenog pravila (V1) koristit ¢emo sljedece pravilo:

A (V1) pri cemu y nije slobodna varijabla niti jedne
VrA(x/y) nezatvorene privremene pretpostavke
o kojoj ovisi izvod formule A(z),
te je varijabla x slobodna za varijablu y u formuli A.

Lako je vidjeti da je "staro” pravilo introdukcije kvantifikatora V specijalan
slucaj upravo navedenog.
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Umjesto ”eliminacijom reza izvod prevodimo” koristit ¢emo samo kratko
rije¢ "transformacijom”. Lako je opisati sve moguce slucajeve transformacija: za
veznik A, za veznik — i kvantifikator V. Nije odmah jasno da je transformacija
s kvantifikatorom dozvoljena. Tu se kriju najveéi tehnicki problemi prilikom
dokaza teorem normalizacije.

D D(y/z)
Ako je A neki izvod tada opéenito A(y/x) ne mora biti izvod.

Lema 2.10. U svakom izvodu vezane varijable se mogu preimenovati tako da
niti jedna varijabla u izvodu ne nastupa istovremeno kao vezana i kao slobodna.

Dokaz se provodi indukcijom po visini izvoda.

Lema 2.11. Nakon odgovarajuéih preimenovanja varijabli transformacije na
veznicima N 1 —, te na kvantifikatoru ¥V daju kao rezultat opet izvode.

Ako su D i D' izvodi tada sa D >; D’ oznacavamo da je izvod D’ tran-
sformacija izvoda D. Sa D > D’ oznacavamo ¢injenicu da postoji konacan niz
izvoda Dy, Dy,..., D, tako da vrijedi

D:DO > Dy > ... > Dn:D,

Definicija 2.12. Neka je D neki izvod. Ako ne postoji izvod D' tako da vrijedi
D >; D' tada kaZemo da je D normalizirani izvod. Za izvod D kaZemo
da se moze normalizirati ako postoji normalizirani izvod D' tako da vrijedi
D > D'. Kazemo da relacija > ima jako normalizacijsko svojstvo ako ne
postoji beskonacan niz transformacija za neki izvod. KazZemo da relacija > 1ma
slabo normalizacijsko svojstvo ako se svaki izvod mozZe normalizirat.

Lema 2.13. Pravila izvoda (=I) i (RAA) se mogu ograniciti samo na slucajeve
u kojima je konkluzija atomarna formula.

Dokaz se provodi indukcijom po visini stabla izvoda. U koraku indukcije pro-

matraju se svi oblici formula koje mogu biti konkluzije pravila (=), odnosno
(RAA).

Definicija 2.14. Neka je D neki izvod.

a) Rang reza u izvodu D je sloZenost pripadne formule reza.

b) Formulu reza u izvodu D koja ima maksimalnu sloZenost nazivamo mak-
simalna formula reza.
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Uvodimo sljedece oznake:

Ako je ¢ neka formula tada sa k(@) oznacavamo njenu sloZenost.

d = max{k(y) : ¢ je formula reza u izvodu D}, pri cemu definiramo
max () = 0

e n = broj maksimalnih formula reza

r(D) = (d,n), te r(D) nazivamo rang reza izvoda D

Ako izvod nema rezova tada je r(D) = (0,0). Ideja dokaza teorema nor-
malizacije je sistematski smanjivati rang izvoda dok ne eliminiramo sve rezove.
Uredaj na rangu reza izvoda definiran je leksikografski, tj.

(d,n) < (d',n) & d<d VvV (d=d An=n)

Lema 2.15. Neka je D izvod u kojem nastupa rez na samom kraju. Neka je
rang tog reza jednak m, a rangovi drugih reza u tom izvodu neka su strogo manji
od m. Tada transfomacijom izvoda D na tom rezu dobivamo izvod ¢iji Svi rezovi
imagju rang strogo mangi od m.

Lema 2.16. Neka je D neki izvod. Ako je r(d) > (0,0) tada postoji izvod D’
takav da je D' >1 D i r(D) <r(D").

Teorem 2.17. (Slaba normalizacija)
Svaki se izvod moze normalizirati.

Teorem 2.18. (Svojstvo podformulnosti)
Neka je D normalizirani izvod za I' - ¢. Tada za svaku formulu ¢ w izvodu D
vrijedi barem jedno od sljedeceg:

e Y je neka podformula od ¢
e ) je podformula neke formule iz skupa T’

e podformula neke pretpostavke koja je ponistena primjenom pravila (RAA)

Korolar 2.19. Logika prvog reda je konzistentna, tj. ne postoji izvod za L.

Teorem 2.20. (Jaka normalizacija)
Svaki niz transformacija vodi na normalni oblik.

Teorem 2.21. (Church—Rosserovo svojstvo)
Ako D > Dy i D > Dy tada postoji izvod D3 tako da vrijedi Di > Ds i
Dy > Ds.
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2.2 Sistem sekvenata

Ako je stablo izvoda u sistemu prirodne dedukcije veliko ponekad moze biti vrlo
zamorno provjeriti je li neka formula pretpostavka, ”otvorena” privremena pret-
postavka ili pak je zatvorena privremena pretpostavka. Iz tog razloga promatra
se sistem kod kojeg se stalno prepisuju pretpostavke.

Vec¢ kod sistema prirodne dedukcije bili smo naglasili da ako je D neki izvod
tada opéenito D(t/x) ne mora biti izvod. Iz tog razloga definiramo da alfabet
logike prvog reda sadrzi dvije vrste varijabli:

e a,b,c,...slobodne varijable
® 1.y, 2, ... vezane varijable

(Slobodne varijable se ne mogu kvantificirati, a vezane varijable ne mogu nas-
tupiti slobodno u formulama). Tada se termi mogu graditi samo iz slobodnih
varijabli i funkcijskih simbola. Pseudotermi se grade pomoc¢u slobodnih i ve-
zanih varijabli, te funkcijskih simbola. Kod pseudoformula i vezane varijable
mogu nastupiti slobodne. Prilikom definicije formule zahtijeva se da atomarne
fomule sadrze samo terme, te ako je F'(x) pseudoformula (koja moze sadrzavati
i pseudoterme s varijablom z) tada su Vo F(z) i JxF(z) formule. Uocite da je
ovakvim razlikovanjem varijabli nepotrebno razmatrati je li term slobodan za
neku varijablu u formuli. Mi se ne¢emo detaljnije baviti problem kada iz izvoda
D supstitucijom varijable ponovno dobivamo izvod. Zelimo samo naglasiti da
ako ne razlikujemo varijable tada postoje valjane formule za koje na postoji
izvod bez reza (Fefermanov primjer: P(z,y) — Jy3xP(y,x). )

Sal i A oznacavamo konacne nizove formula. Ako je A neka formula tada
sa A, A kratko oznacavamo niz koji osim formula niza A sadrzi i formulu A.
Izraze oblika I' — A nazivamo sekvente. Intuitivho I' — A znaéi da " AT
povlaci \/ A”.

Gentzenov klasicni sistem sekvenata LK zadan je s tri grupe pravila:
e strukturna pravila
e pravila o identitetu
e logicka pravila

Strukturna pravila sistema LK:

e slabljenje

I - A I = A
Ir—AA IA— A




134 POGLAVLJE 2. TEORIJA DOKAZA

e kontrakcija

INA,A— A ' - A A A
IA— A Ir—AA

e permutacija

Fl,A,B,FQ%A F-}Al,A,B,AQ
Fl,B,A,FQ%A F—)Al,B,A,AQ

Pravila o identitetu sistema LK

o aksiom A — A

® Tez

Fl,A—>A1 FQ—)A,AQ
[, Ty = A Ay

Formulu A nazivamo formulu reza.
Logicka pravila sistema LK

® negacija

NA—A r—AA
F—)ﬁA,A F,ﬁA—)A

Formulu A nazivamo pomo¢na formula, a formulu -A glavna
formula izvoda.

e konjunkcija

F1—>A,A1 FQ—)B,AQ
Fl,FQ — A/\B,Al,AQ

NA— A IB— A
IMAANB = A IAANB — A

Formule A i B nazivamo pomoc¢ne formule, a formulu AA B
glavna formula izvoda.
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e disjunkcija

r—AA I' - B,A
- AvVBA '+ AV BA
Fl,A—>A1 FQ,B%AQ

Fl,FQ,A\/B — Al,AQ

Formule A i B nazivamo pomoé¢ne formule, a formulu AV B
glavna formula izvoda.

e kondicional

IA— BA
' A= BA

F1_>A,A1 FQ,B—>A2
Fl,FQ,A = B — Al,AQ

Formule A i B nazivamo pomoc¢ne formule, a formulu A =
B glavna formula izvoda.!

e univerzalni kvantifikator
['— A(a),A
I' > VzA A
pri ¢emu se varijabla a ne pojavljuje u donjoj sekventi. Varija-
bla a se naziva svojstvena varijabla.
[LA(L) — A
VA — A

Formule A(a) i A(t) nazivamo pomoéne formule, a formulu
VxA glavna formula izvoda.

e cgzistencijalni kvantifikator

I' = A(t), A
' - dxA A

I A(a) - A
I'dzA — A

pri ¢emu se varijabla a ne pojavljuje u donjoj sekventi. Varija-
bla a se naziva svojstvena varijabla.

U ovoj tocki kondicional oznacavamo sa = . Razlog tome je §to simbol — koristimo za
zapis sekventi.
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Definicija 2.22. Izvod D u sistemu LK je stablo sekventi pri cemu su zadovo-
ljeni sljedeci uvjeti:

e polazne sekvente su aksiomi

e svaka sekventa u D, osim najdonje, je gornja sekventa nekog pravila ¢ija
donja sekventa je takoder u D.

Najdonju sekventu u izvodu nazivamo krajnja sekventa izvoda. Izvod D s
kragnjom sekventom S nazivamo izvod za sekventu S. KaZemo da je formula
A dokaziva u sistemu LK ako postoji izvod za sekventu — A.

Prvo uvodimo neke oznake:

e N(II) je oznaka za visinu stabla II

h(
e J(A) je oznaka za rang formule, pri ¢emu definiramo:

a) O(atomarna formula)=1
b) (Ao B) =max{0A,0B} +1
c) O(VzA)=090(3xA) =0(-A)=0(A)+ 1

e d(II) nazivamo rang izvoda II, pri ¢emu je to maksimalni rang
formule reza koja nastupa u izvodu II.

Lema 2.23. (”Tehnicka lema”) Neka je Il izvod sekvente I' — A, te neka
je a neka varijabla i t neki term. Oznacimo sa II(t/a) stablo koje smo dobili
tako da smo u izvodu 11 svaki nastup varijable a zamijenili s termom t. Tada je

II(t/a) izvod sekvente I'(t/a) — A(t/a).

Lema 2.24. (Glavna lema) Neka je A formula takva da je 0(A) = d > 0.
Neka je 117 izvod sekvente I'y — A1, a Iy izvod sekvente I'y — As, pri cemu
je d(IIy) < d i d(Ily) < d. Tada postoji izvod 11 sekvente I'1,I'y \ {A} —
A \{A}, Ty, pri cemu je d(I1) < d. SaTo\{A}, odnosno A\ {A}, oznacavamo

niz formula iz kojeg smo maknuli formulu A.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po A(Il;) + A(Il;). Promotrimo prvo bazu
indukcije. Tada imamo h(Ily) = A(Ily) = 1. Tada izvodi II; i II, sadrze samo
aksiome, tj. II;...B — B i Il,...C' = C. Razmatramo cetiri slucaja obzirom na
to je li neka od formula B ili C jednaka formuli A. Akoje B=A i C# A
tada jedan trazeni izvod sekvente I'y, 'y \ A — A\ A, Ay izgleda:
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C—=C
In< ¢, A—cC
AC—C

Koristili smo pravila slabljenja i permutacije. Uocite da je u ovom slucaju
Fl = {A}, Al = {A}, FQ = {C} i AQ = {C}, pa je FQ\A = {C} i
A1\ A = 0. Iz toga slijedi da je u ovom slucaju sekventa I't, To\ A — A1\ A, Ay
jednaka A,C' — C. Primijetimo jos da je d(II) = 0 < d. Slucaj B # A i
C = A je sasvim analogan prethodnom slu¢aju, pa ga ne¢emo raspisivati. Ako
je B=A i C = A tada jedan trazeni izvod Il izgleda: A — A. Akoje B# A
i C # A tada jedan trazeni izvod izgleda:

B— B
B,C — B
B,C —-C,B
B,C — B,C

IT

U prethodnom izvodu koristili smo samo pravila slabljenja i permutacije.
Uocimo da je tada d(II) = 0 < d. Ovdje imamo I'y = {B}, A, = {B},

Posvetimo se sada koraku indukcije. Neka je n € N tako da za sve izvode II}
i IIf, za koje je h(II}) + h(IL}) < n, vrijedi tvrdnja. Neka je II; izvod sekvente
'y — Ay, I, izvod sekvente I'y — Ay, tako da je h(Ily) + h(Ily) = n. Neka je
A formula za koju vrijedi 0A = d, te d(I1;), d(Ily) < d. Promatramo slucajeve
obzirom na zadnje pravilo izvoda u II;, odnosno II,. Pravilo u izvodu II; koje
je primjenjeno posljednje oznacavamo sa ry, odnosno sa r, u izvodu Ily. Korak
indukcije dijelimo na sljedec¢ih pet slucaja:

1. Barem jedan od izvoda II; i Il je visine jedan.

2. Barem u jednom izvodu II; i II; posljednje primijenjeno pravilo izvoda je
neko strukturno pravilo.

3. Barem u jednom izvodu II; i Il; posljednje primijenjeno pravilo izvoda je
pravilo reza.

4. Oba pravila r; i ry su logicka pravila i formula A nije glavna formula
barem u jednom pravilu ;.

5. Oba pravila r; i ry su logicka pravila i formula A je glavna formula u oba
pravila.
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Promotrimo prvo slucaj kada je neki od izvoda II; i II, visine jedan, tj.
sastoji se samo od jednog aksioma. Radi odredenosti neka je to izvod II;. Tu
imamo dva podslucaja: II;..A — A 1 II;...B — B, gdje je B # A. Za slucaj
IT;...A — A jedan trazeni izvod II je sljedeteg oblika:

I .
II 2 F2—>A2
A,FQ\A%AQ

Ocito je T'y = Ay = {A}, paje Ay \ A = (). Zatim, ocito je A, Ty \ A =Ty, te
d(IT) = d(Ily) < d. Za slucaj kada je II;...B — B, gdje je B # A, jedan trazeni
izvod II izgleda ovako:

m B — B
B,FQ\A%B,AQ

S dvije crte smo oznacili da koristimo slabljenje i permutaciju koliko puta treba.
Uocite da je u ovom slucaju I'y = Ay = {B}, pa je A; \ A = B. Zatim, vrijedi
d(Il) =0 < d.

Promotrimo sada drugi slucaj kada je barem u jednom izvodu II; i Iy
posljednje primijenjeno pravilo neko strukturno pravilo. Radi odredenosti neka
je pravilo r; u izvodu II; strukturno. Tu promatramo cetiri podslucaja.

2a) pravilo 7 je slabljanje slijeva. Tada postoji formula B tako da je izvod
I1; oblika:

ol
1T, 1{ T — A
F/l,B — Al

Posto je h(II}) 4+ h(Ily) < n tada na izvode I} i Il mozemo primijeniti
pretpostavku indukcije. Tada postoji izvod II' sekvente T}, Ts \ A —
Ay \ A, Ay takav da je d(I') < d. Primjenom jednog slabljenja slijeva
dobivamo jedan trazeni izvod II za sekventu I}, B,T's \ A — A; \ A, Ay,
koja je zapravo jednaka trazenoj sekventi I'j, T's \ A — A; \ 4, As.

2b) pravilo r; je slabljenje zdesna. Ovaj slucaj je sasvim analogan prethodnom
slucaju a).

2c) pravilo 7 je kontrakcija slijeva. Tada postoji formula B tako da je izvod
II; oblika:
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H/ .
1L 1{ I',B,B— A
F&,B—)Al

Posto je h(IT}) + h(I1y) < n tada na izvode IT} i Iy mozemo primijeniti
pretpostavku indukcije. Tada postoji izvod IT’ sekvente I}, B, B, '3\ A —
A\ A, A, takav da je d(IT') < d (razmatramo samo slucaj kada je formula
B razlicita od formule A; slucaj kada je B = A je sasvim analogan).
Primjenom kontrakcije slijeva dobivamo jedan trazeni izvod I za sekventu
I,B, T\ A — A; \ A Ay, koja je zapravo jednaka trazenoj sekventi
[, T\ A— A\ A A

2d) pravilo r; je kontrakcija zdesna. Ovaj slucaj je sasvim analogan prethod-
nom slucaju c).

Promotrimo sada treci slucaj kada je barem jedno pravilo r; ili 79 rez. Radi
odrednosti neka je pravilo ry rez. Posto je d(Ily) < d, tada je ry rez nizeg ranga
od d. 1z toga slijedi da je formula reza u pravilu r, razli¢ita od formule A. Oblik
izvoda Il; mozemo skicirati na sljede¢i nac¢in:

11 : 11 :
1T 21{ Iy — B, Ay 22{ B, Ty — Ago
o1, o9 — Aoy, Agy

Primijetimo: FQ = F217 Fgg i AQ = Agl, AQQ. Posto je h(Hl) + h(HQl) <n,
te je d(IIy), d(Ily;) < d, tada na te izvode mozemo primijeniti pretpostavku
indukcije: postoji izvod I3 sekvente I',I'y1 \ A — Ay \ A4, B, Agy, tako da je
d(II3) < d. Analogno, posto je h(Il;) + h(Ily) < n, te je d(II;), d(Ilx) < d,
tada na te izvode mozemo primijeniti pretpostavku indukcije: postoji izvod Ily
sekvente I';, B,T9s \ A — A; \ A, Agy, tako da je d(Ily) < d. Skicu jednog
trazenog izvoda II dajemo na sljedecoj slici.
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(rez)

r, A,
pretpéstévka preﬁ:')o'stavka
indukcije na indukcije na

1 i 21 ]I-IJL i 22

II,{ Iy, Fm\ A— A1\'°\ B, A, Ty, ®s Fzz\A A1\'0\ L
d(II,)<d d(I1,)<d (rez po
formuli B;

FI,FZM\A,]FI,TZZ\A — A1\A,A219A1\A:A22 2B=d)

T T\A L TR\A — AN\NALA,.A,
— SN—

1
,\A A,

Uocimo da je d(II) < d, jer je d(I1;) < d i d(Ily) < d, te je 0B < d.

Cetvrti sluéaj koji promatramo je situacija kada su oba pravila r; 1 7y
logicka pravila, te formula A nije glavna formula barem jednog pravila. Radi
odredenosti, bez smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da formula A nije
glavna formula pravila r5. Prvo promatramo slucaj kada pravilo ry ima jednu
premisu. Ilustraciju kontstrukcije jednog trazenog izvoda IT sekvente I'y, '\ A —
A1\ A, Ay dajemo na sljedecoj slici.
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pretpoétévka
indukcije na IT, i IT,,

11,

d(TT,)<d
YN T\A — A\A A,

r,,r, \A - A1\A:A2

(r:)

Sada promatramo podslucaj cetvrtog slucaja kada pravilo r ima dvije pre-
mise. Iustraciju kontstrukcije jednog trazenog izvoda II sekvente I'y,T"\ A —
Ap \ A, Ay dajemo na sljedecoj slici.

I, I 11, . I,
2 .
r>A T by Ta>hy
(r,)
LA
pretposi;vka pretpgétavka
indukeije na TT, i [T indukcije na I
I0, . I,
d(IL)<d d(m)<d

I, Ta\A—A\A A, T, T;\A—A\AA,

TLT\A — A\AA,

Peti, i posljednji, slucaj u koraku indukcije je situacija kada su oba pravila
r1 1 7y logicka pravila, te je formula A glavna formula u oba pravila. Tu
promatramo podslucaje obzirom na vrstu logickih pravila.

Ako je formula A oblika =B tada je r; pravilo introdukcije negacije zdesna, a
o pravilo introdukcije negacije slijeva (ili obratno). Na sljedecoj slici ilustriramo
izgled izvoda Iy 1 Ils.
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II : II :
1T, H { Fl,B,—>A11 I, 22{ F22—>B,A2
Pl,—> _|B,A11 FQ,_\B—>A2

Primjenom pretpostavke indukcije na izvode Ily; i Il lako dobivamo jedan
trazeni izvod II kojeg ilustriramo na sljedecoj slici.

I, I, m, 11,

L, B4, T,>BA,

I, -1 Q;,A11 4,1"']%;22: B "

pretpostavka
indukcije na T1,,i TT,,

I ,,, Fzz\-|B - An\-lB” b (rez po B)

I.I\B—A\BA, B=d
NI NS

1 Il
\B A\B

Ako je formula A oblika B A C, tada jedno pravilo r; mora biti pravilo
introdukcije konjunkcije zdesna, a drugo pravilo r; mora biti pravilo introduckije
slijeva. Ako je pravilo r; ”"konjunkcija zdesna”, a pravilo ry ”konjunkcija slijeva”,
tada je izgled izvoda II; i I, dan na sljedecoj slici.

11 : 11 :
I 11{ ', — B, A 12{ Iy = C, Ao
['11,T0 = BAC, Ay, Ay

\

(
II :
H2 22{ F21,8—>A2
L Fgl,B/\C—)AQ
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Posto je ocito h(Ilyy) + h(Ily) < n 1 h(Ily) + h(Ily) < n, tada na te iz-
vode mozemo primijeniti pretpostavku indukcije. Ilustracija konstrukcije jednog
trazenog izvoda II dana je na sljedecoj slici.

m, T T : m, = :
Fu‘;’ B, A r,—~C,A,, | I B"AQ
. rnz‘f_ BAC, Ay, A, anvB’jl\C"Az
pretposté\-/-l;; pret;;alstavka
indukcije na Tl,;i I'T, indukcije na TT,i I'T,,

I, - I, -
{r‘w IL\BAC—®. A,\BAC, A, {rw T T\ BAC,B® — (A, AL)\BAC,A,

(rez po B)

I T TABAC — (A, A)\BAC,A, 2B<d-1
N~ —

Il I
r, aA\BAC

Ako je formula A oblika B VvV C' tada bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da je r; pravilo introdukcije disjunkcije zdesna, a ry je pravilo
introdukcije disjunkcije slijeva. Na sljedecoj slici ilustriramo izgled izvoda II; i
I1,.

H .
Hl < " Fl,B — AH
L Fl — BV C,AH
II : 11 :
1T . { o1, B — Ay - { oo, €' — Aoy
o1, T92, BV C — Ay, Agy
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Naizvode I i Ilyy primijenimo pretpostavku indukcije. Posto je A = BVC
tada je 0B < d. To znac¢i da formula B ne moze biti formula reza ranga d,
od d dobivamo izvod ¢iji je rang strogo manji od d. To sve ilustriramo na
sljedecoj slici

m™ m o
L+ BA, LB, | TwCoh
N *:‘:‘BV C,A, | f‘m BvC A, A,
L T 1 4,
pretpggt;vka p-rét;nostavka
indukcije na IT,,i IT, indukcije na IT;i [T,
I, : m,
Ty, (CaT)\BvC—®,A\BVC, Ay, [, Tn\BvC,® —A,\BvC,A, .
rez po B
I, (T, FTQ\BV C.T, Fm\ BvC 4'&11\ BvC,Ay, Ay, A11\BV C.A,, 9B<d

Fl'(]FZIl' ]rn)\BVC i A11\BVC,A21,Am
N NN

I I I
Fz\BvC A1\BVC A,
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Ako je formula A oblika B = (' tada mozemo bez smanjenja opcéenitosti
pretpostaviti da je r; pravilo introdukcije kondicional zdesna, a ry je pravilo
introdukcije kondicional slijeva. Tu situaciju, zajedno s ilustracijom jednog
trazenog izvoda IT sekvente I'1, Ty \ A — A; \ A, Ay dajemo na sljedecoj slici.

I, : I, . IL, .
I, B>C,A, I»B, A, I, C—Ay

Tpla B=C by b,

pretpostavka pretb&stavka

indukcije na I1,,i I, indukcije na I, i IT,,
pretpostavka
. indukcije na IT,i IT,
II, . I,
Fux Ty, ]['D)\B:>C4>C, A11\B:>C I, an\B:>CHC,A11\B:>C1®-A21( ]TBI;
rez po
]ru (]rznv FT)\B =>C 4’©1A11\ B:>C: A21 B <d ]Fl’ 1—‘n\ B:>C’©4>A11\B:>C! A?Z
(rezpo C)
I, ([ [2)\B=C— A\B=>C,A,A, ac<d
~ 7

Il Il Il
r,\B=C  A\B=C 4,
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Na sljedecoj slici je ilustrirana situacija kada je formula A oblika JxB.

I, : 1L,

Hl : HZ :
Fn?\Am B(t/x) B > 4,
o8 XBR- | FL3BK)-+4,

pretp;;tavka

indukcije na I, i IT,,
pretpostavka
indukcije na T1,i IT,

I,
T TABK B0, B8\ 3B, BUNLL, (o o

I, LAXBX).GHY) > 4,\IxBx.a, ™ I, T2\ 3x B(x) — A,\3x B(x), A, B(tx)

T, T\ 3% B(x), T, T2\ 3% B(X) — A\ 3Ix B(x), 5 A\ 3X B(X), 4,

T,[A\IXBX) — A)\IXB(x)A,
&—V‘_/ k—\/‘—/

r;\a‘)‘( B(x) A1\EI‘)‘( B(x)

(rez po Bit/x))
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Na kraju na sljedecoj slici ilustriramo situaciju ako je formula A oblika YV B.

m(™ m{ "™ :
I, B,A, Ly B(tx)> 4,
I, ¥xB,A, R Y
pretpé';tavka

indukcije na TT,,i IT, Y
pretpostavka

indukcije na I1,i IT,,
1,
L, FZZ\VX B—B, Aﬂ\VX B.A, (tehnicka A
L, ][‘u\\jx Ba , Aﬁ\VX B.A, lema) Iy lsz\VX B ,4 A11\‘7‘X B,Az( Bith)
rez po B(t/x
T, T\YxB, T, T\ ¥x B — A,\VxB,A,\Yx B, A, 2Bt
T.T\¥xB — A\¥xB,A,
= o
T,\¥xB A\¥xB
Time je glavna lema potpuno dokazana. Q.E.D.

Lema 2.25. Neka je 11 izvod sekvente I' — A i d(Il) = d > 0. Tada postoji
izvod 11" iste sekvente tako da je d(II') < d.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po visini stabla II, tj. A(II). Promotrimo
prvu bazu indukcije. Neka je IT izvod za koji je h(IT) = 2. Primijetimo da zbog
uvjeta leme d(IT) > 0, ne moze vrijediti A(II) = 1. Tada je izvod II sljedeceg
oblika:

P1—>A,A1 FQ,A%AQ

1 I, Ty = Ay, Ay

pri cemu je 0A = d. Iz uvjeta h(Il) = 2, slijedi da premise tj. sekvente I'j —
A, Ar i Ty, A — A,y moraju biti aksiomi sistema LK. Time imamo da je
izvod II zapravo oblika:
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I A= A A= A
A— A

Uzmemo 1i za IT" upravo sekventu A — A, koja je aksiom, imamo trazeni
izvod sekvnete za koji je rang strogo manji od d.

Promotrimo sada korak indukcije. Neka jen € N, n > 2, takav da za sve izvode
II, za koje je h(II) < n, vrijedi tvrdnja leme. Neka je IT neki izvod ¢ija ja visina
jednka n. Oznacimo sa r pravilo izvoda koje je posljednje primijenjeno u izvodu
II. Sva pravila izvoda sistema LK imaju kao premise najvise dvije sekvente. To
znaci da izvod Il moze biti jednog od sljede¢a dva oblika:

H{rl—}Al ili H{n—}Al Ty — A,
I > A I'— A

Oznacimo s II; podstablo izvoda II, koje je izvod za sekventu I'; — A;, pri cemu
jei=11ilii € {1,2} (ovisi o tome koliko premisa ima pravilo r).

Sada razlikujemo dva slucaja: pravilo r je pravilo reza, te pravilo r nije pravilo
reza. Razmotrimo svaki slu¢aj posebno.

Neka je r neko pravilo izvoda sistema LK koje nije pravilo reza. Radi
odredenosti promatramo samo slucaj kada pravilo r ima dvije premise. Iz pret-
postavke indukcije slijedi da postoje izvodi II; sekvenata I'; — A;, za i = 1,2,
pri ¢emu je d(I1;) < d. Sada trazeni izvod II" konstruiramo na sljedeé¢i nacin:

H, z o s
H/ 1{F1—>A1 2{F2—>A2

I = A

Ocito je d(I") < d.

Sada razmatramo sluc¢aj u koraku indukcije kada je pravilo r upravo pravilo
reza ranga d. Tada pravilo r ima dvije premise koje su oblika: I'y — A, A i
A, Ty — Ay. Posto je h(Il;) < n, za i = 1,2, tada iz pretpostavke indukcije
slijedi da postoji izvod I} za sekventu I'y — Aj, A, te izvod II, za sekventu
A, Ty — Ay, tako da je d(II}) < d. Tada imamo izvode II} i IIY, te formulu A
tako da vrijedi:

- z - z
! Fl—)Al,A 2 A, FQ—)AQ
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te d(I1}) < d, d(II}) <d i OA = d. Primjenom glavne leme slijedi da postoji
izvod II" sekvente I'y, 'y — Ay, Ay, tako da vrijedi d(I1") < d. Q.E.D.

Iz prethodne leme direktno slijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.26. (Gentzenov Hauptsatz za sistem LK) Pravilo reza je re-
dundantno, tj. za svaki izvod neke sekvente I' — A postoji izvod iste sekvente u
kojem se me koristi pravilo reza.

Sada navodimo neke najvaznije posljedice Gentzenovog Hauptsatza.

Korolar 2.27. (Svojstvo podformulnosti) Ako je neka formula F' dokaziva

u sistemu LK tada postoji izvod u kojem se upotrebljavaju samo podformule od
F.

Dokaz. Iz Gentzenovog Hauptsatza slijedi da za formulu F' postoji izvod u
kojem se ne koristi pravilo reza. U svakom pravilu izvoda sistema LK, osim
pravila reza, svaka formula koja se pojavljuje u gornjoj sekventi je podformula
neke formule koja se pojavljuje u donjoj sekventi. Dakle, svaki izvod bez reza
sadrzi samo podformule krajnje sekvente. 0

Korolar 2.28. Sistem LK je konzistentan, tj. u sistemu LK ne postoji izvod
za praznu sekventu — .

Dokaz. Pretpostavimo da je prazna sekventa — dokaziva u LK. Tada iz Gen-
tzenovog Hauptsatza slijedi da za praznu sekventu — postoji izvod u LK bez
reza. No, to je nemoguce zbog svojstva podformulnosti. 0

Korolar 2.29. (Gentzenov teorem o midsekventi) Neka je S neka sekventa
koja se sastoji samo od formula u preneksnoj normalnoj formi, te neka je sek-
venta S dokaziva u sistemu LK. Tada postoji dokaz bez reza sekvente S koji
sadrzi sekventu S’, koju zovemo midsekventa, za koju vrijedi:

e formule sekvente S' ne sadrze kvantifikatore
e svako pravilo izvoda iznad S’ je strukturno ili propozicionalno

e svako pravilo izvoda ispod S’ je strukturno ili pak je pravilo
1zvoda s kvantifikatorima.

Dakle, midsekventa dijeli izvod na gornji dio u kojem se ne koriste pravila izvoda
za kvantifikatore, i donji izvod u kojem se ne koriste pravila izvoda za logicke
veznike.
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Teorem 2.30. (Craigova interpolacijska lema) Neka je A — B dokaziva
formula u sistemu LK. Ako obje formule A i B sadrZe barem jedan isti re-
lacigski simbol, tada postoji formula C' tako da su formule A — C 1+ C — B
dokazive u sistemu LK, te formula C' sadrzi samo one nelogicke simbole koji su
zajednicki formulama A i B. Ako formule A i B ne sadrie niti jedan za-
jednicki relacijski simbol tada je barem jedna od sekventi A — i — B dokaziva
u sistemu LK.

Teorem 2.31. (Bethov teorem o definabilnosti za sistem LK) Ako je re-
lacijski stmbol R moguce implicitno definirati u sistemu LK tada se taj simbol
R mozZe definirati i eksplicitno.



Poglavlje 3

Godelovi teoremi nepotpunosti

Na pocetku zelimo istaknuti neke povijesne okolnosti koje su prethodile otkri¢u
Godelovih teorema. Krajem 19. stolje¢a G. Cantor je zasnovao novu teoriju —
teoriju skupova. U kratkom vremenu postignuti su mnogi znacajni rezultati.
No, osim novih velikih otkri¢a dogodilo se jos nesto — u novoj teoriji otkri-
veni su paradoksi. (npr. Russellov, Cantorov i Burali-Fortijev paradoks; vidi
[29]). Cinilo se da je matematika u velikoj krizi. Iz tog razloga pojacana su
istrazivanja iz osnova matematike. Dobiveni su rezultati o relativnoj konzis-
tentnosti, tj. dokazano je da konzistentnost aritmetike povlaci konzistentnost
analize, a pretpostavka o konzistentnosti analize da povlaci konzistentnost ge-
ometrije.

U svom poznatom popisu problema iz 1900. godine D. Hilbert je drugi pro-
blem formulirao ovako: Dokazati konzistentnost aritmetike. Stovise, Hilbert se
zalagao za ”¢iS¢enje” matematike u sljede¢em smislu:

Toc¢no odrediti dijelove matematike u kojima se svi dokazi mogu
izvrsiti na formalan i konacan nacin, odnosno naglasiti dijelove gdje
su moguci problemi.

Ta Hilbertova nastojanja se nazivaju Hilbertov program. Svrha velikog i am-
bicioznog Hilbertovog programa bila je postaviti aksiomatske osnove na kojima
bi se moglo temeljiti svako istrazivanje Nemogucénost ostvarenja Hilbertovog
programa slijedi iz Godelovih teorema nepotpunosti iz 1931. godine. Ovdje ih
iskazujemo.

Godelov prvi teorem nepotpunosti

Ne postoji konzistentno potpuno i aksiomatizabilno prosirenje te-
orije Q).

151
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Godelov drugi teorem nepotpunosti

Neka je T konzistentno i aksiomatizabilno prosirenje Peanove arit-
metike. Tada recenica Conr nije dokaziva u teoriji T

(Sve pojmove i oznake koji su navedni u iskazima Godelovih teorema definirat
¢emo kasnije).
Ovdje isticemo najvaznije dijelove dokaza Godelovih teorema:

1. Aritmetizacija (gedelizacija) jezika

2. Reprezentabilnost rekurzivnih funkcija

3. Dijagonalna lema

4. Tarskijev teorem o nedefinabilnosti aritmeticke istine

5. Dokaz Godelovog prvog teorema

6. Predikat dokazivosti. Hilbert-Bernaysovi uvjeti.

7. Dokaz Goédelovog drugog teorema. Lobov teorem.

Zelimo istaknuti da dokaz Godelovih teorema, koji ovdje prezentiramo, veéinom
prati tekst knjige [5].

3.1 Aritmetizacija

Pod aritmetizacijom podrazumijevamo preslikavanje kojim prvo svakom sim-
bolu alfabeta pridruzujemo neki prirodan broj, a nakon toga svakom kona¢nom
nizu simbola pridruzujemo prirodan broj. Obicno se kodovi simbola, odnosno
konaé¢nih nizova simbola, nazivaju Godelovi brojevi. No, postupak aritme-
tizacije ne zavrsava pukim pridruzivanjem Godelovih brojeva. Potrebno je i
dokazati da definirano preslikavanje ima dobro svojstva (injektivnost; efektivno
je, te je i dekodiranje efektivno). Krenimo redom. Posto ¢emo zapravo definirati
aritmetizaciju opcenite teorije prvog reda, navodimo prvo alfabet logike prvog
reda:

{= Vv, U {=U{0,} U {v:ieN} U {A:ijeN} U{f/ i jeN}

Sa Ag je oznacen i—ti j—mjesni relacijski simbol, odnosno sa fij je oznacen
i—ti j—mjesni funkcijski simbol. Konstanstki simboli su nul-mjesni funkcijski
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simboli. U ovom trenutku nije vazno koji konkretni aksiomatski sistem za logiku
prvog reda promatramo. U trenutku kada ¢e nam to biti vazno, istaknut ¢emo
koja svojstva aksiomatski sistem za logiku prvog reda treba imati. Zatim ¢emo
samo kratko primijetiti da npr. sistem RP iz skripte [28], ima trazena svojstva.
U daljenjem tekstu pod teorijom smatramo svaki skup recenica zatvoren za
relaciju izvedivosti.

Sada definiramo Godelove brojeve svakog simbola logike prvog reda na nacin
da u prvoj tablici navodimo simbole, a u drugoj pridruzene Godelove brojeve.

Cl=13]=]w | A | A | A& || /]
) |V v | AV A AT RN
: v | Ay | Ay | A 3l b

v | Ay | Ay | AT | s
1 [2[3[4] 5 | 6 | 68 | 638 [...] 7 | 78
19 |29 59 | 69 | 689 | 6889 |...| 79 | 789
199 599 | 699 | 6899 | 68899 | ... | 799 | 7899

5999 | 6999 | 68999 | 688999 | ... | 7999 | 78999
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Jezik aritmetike pored dvomjesnog relacijskog simbola = ima i sljedeée ne-
logicke simbole (u zagradama iza svakog simbola je navedena njegova intendi-
rana interpretacija):

konstantski simbol 0 (prirodni broj 0);

unarni funkeijski simbol ” (funkcija sljedbenika, koju oznacavamo sa s);
e binarni funkcijski simbol + (zbrajanje prirodnih brojeva);
e binarni funkcijski simbol - (mnozenje prirodnih brojeva);

e binarni relacijski simbol < (uredaj na prirodnim brojevima).

Strukturu (N, 0, s, +, -, <) nazivamo standardni model.

Za svaki prirodni broj n definiramo numeral 7 kao pokratu za niz simbola
u kojem je prvi znak konstantski simbol 0, a nakon toga dolazi n nastupa
funkcijskog simbola . Na primjer, 3 nam je pokrata za 0”. Uzevsi u obzir prije
navedenu intendiranu interpretaciju, numerali zapravo predstavljaju prirodna
imena za brojeve. Primijetimo da su nelogickim simbolima aritmetickih teorija
pridruzeni redom sljedeci kodovi:

< (to je relacijski simbol A2) + 688
0 (to je konstanski simbol fJ) + 7
' (to je funkcijski simbol f}) +— 78
+ (to je funkcijski simbol f2) + 788

- (to je funkcijski simbol f?) +— 7889

Za kodiranje konac¢nih nizova simbola koristimo konkatenaciju. Npr. promo-
trimo sljedec¢i kona¢an niz simbola: (0 =0 V =0 = 0). Ispod svakog simbola
navednog konacnog niza pisemo pripadni kod:

(0 =0V =0 =0 )
1 7 4 72 2 7 4 7 19

To znaci da konaénom nizu simbola (0 =0 V =0 = 0) pridruzujemo prirodan
broj 174 729 274 719.

Neka je e kod nekog izraza F, a d kod nekog izraza D. Tada je kod izraza ED
dan sa:
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exd = e-109@DH 4 g
gdje je s lg(d) oznaceno najvece cijelo od log(d). Ocito je * jedna dvomjesna

rekuzivna funkcija.

Propozicija 3.1. Logicke operacije negacije, disjunkcije, egzistencijalne kvan-
tifikacije i susptitucija terma u formulu, su rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka je neg : N — N funkcija definirana sa neg(z) = 2 x x. Ocito je neg
rekurzivna funkcija. Neka je disj : N — N funkcija definirana sa
disj(z,y) = 1%z %29 x y * 199

Ocito je funkcija disj rekurzivna. Za supstituciju terma u formulu dokaz je
dosta kompliciraniji, pa ga ovdje ispustamo (neéemo niti koristiti tu operaciju
u daljnjim razmatranjima).

Propozicija 3.2. Skup svih formula logike prvog reda je rekurzivan. Skup svih
formula svake teorije u jeziku aritmetike je rekurzivan. Skup svih recenica svake
teorije u jeziku aritmetike je rekurzivan.

Skica dokaza. Oznacimo sa Var skup svih varijabli logike prvog reda, a sa Var*
skup svih pripadnih Godelovih brojeva. Ocito vrijedi:

neVar* © n=5V n=59 VvV n=599 v ...

Rekurzivnost skupa Var* slijedi iz sljedece ekvivalencije:

neVar* & (Fk<n) (n=5%9 ... 9)

—
k-puta
(Lako je vidjeti da je funkcija f : N — N, koja je definirana sa f(k) = 9k ... 9,
—puta

rekurzivna).
Oznacimo sa Term skup svih termi logike prvog reda, a s Term* skup svih
pripadnih Godelovih brojeva. O¢ito vrijedi:

neTerm* < neVar* vV (Ik<n)(n=7%9 ... 9V

k—puta

(Fi,j<n)(n=T8%8 ... 8x9 ... 9l xty x199%...%199 % ¢; x 19),
i—puta j-puta
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gdje su ty,...,t; € Term®*. 1z posljednje ekvivalencije ne mozemo jos zakljuciti
da je skup T'erm* rekurzivan, jer s desne strane imamo "rekurzivno” pozivanje
na skup Term*. Kako bismo vidjeli da je skup T'erm* rekurzivan uvodi se pojam
"niz izgradnje terma’.

Oznacimo sa Atom skup svih atomarnih fromula logike prvog reda, a sa Atom*
oznacimo skup svih pripadnih Goédelovih brojeva. Ocito vrijedi:

n € Atom* < (Ji<n)(Fj<n) (i€Term* N je Term*A
(n=i%x4%j V n=1x0688xj))

Iz posljednje ekvivalencije slijedi da je skup Atom* rekurzivan. Oznacimo sa
Form skup svih formula logike prvog reda, a sa Form* skup Gédelovih brojeva
elemenata iz Form. Za dokaz rekurzivnosti skupa Form* treba definirati ”niz
izgradnje formule”.

Propozicija 3.3. Ako je ' rekurzivan skup recenica tada je sljedeca relacija
rekurzivna: "X je 1zvod recenice D iz skupa I'7.

Korolar 3.4. Neka je I' neki rekurzivan skup recenica. Skup svih recenica koje
su izvedive 1z I' je rekurzivno prebrojiv.

Korolar 3.5. (Gddelov teorem potpunosti — apstraktna forma)
Skup svih valjanih formula logike prvog reda je rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. 1z Godelovog teorema potpunosti slijedi da je skup svih valjanih recenica
logike prvog reda jednak skupu svih rec¢enica koje su izvedive iz praznog skupa.
Posto je prazan skup rekurzivan tada tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara. O

Ako postoji rekurzivan skup recenica I' tako da za svaku recenicu F' vrijedi:

r-r ako i samo ako FeT,

tada kazemo da je teorija T" aksiomatizabilna.
Kazemo da je skup rec¢nica I' potpun ako za svaku recenicu F' vrijedi:

'=F ili I'E-=F

Analogno definiramo pojam potpune teorije. Kazemo da je teorija T" kon-
zistentna ako postoji recenica F' tako da vrijedi F' & T.

Za skup recenica I" kazemo da je odluciv ako je skup svih logickih posljedica
od I'" (odnosno, ekvivalentno: skup svih rec¢enica koje se mogu izvesti iz I')
rekurzivan. Posebno, teorija T' je odluciva ako i samo ako je rekurzivna.
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Teorem 3.6. Svaka aksiomatizabilna i potpuna teorija T je odluciva.

Dokaz. Sa T™ oznac¢imo skup Godelovih brojeva recenica iz T'. 1z korolara 3.4.
znamo da je skup 7™ rekurzivno prebrojiv. Ako je T inkonzistentna teorija tada
je teorija T jednaka skupu svih rec¢enica pripadnog jezika. Iz propozicije 3.2. po-
sebno slijedi da je skup svih recenica rekurzivan. Dakle, ako je T" inkonzistentna
teorija tada je ona rekurzivna.

Promotrimo sada slucaj kada je T konzistentna teorija. Oznac¢imo sa X skup
svih prirodnih brojeva koji nisu kodovi recenica. Oznacimo sa Y skup svih
kodova recenica koje nisu teoremi iz T' (odnosno ne pripadaju skupu 7".) O¢ito
vrijedi N\ 7% = X U Y. Iz proporzicije 3.2. posebno slijedi da je skup Sent*,
koji sadrzi kodove svih recenica, rekurzivan. Posto je X = N\ Sent* tada je i
skup X rekurzivan. Teorija T je potpuna, pa je skup Y zapravo jednak skupu
svih kodova recenica ¢ije negacije su teoremi od T'. Posto je skup T* rekurzivno
prebrojiv, te posto za svaki n € N vrijedi:

neY  akoisamoako  neg(n)eT",

tada je i skup Y rekurzivno prebrojiv. Sada iz N\ T* = X UY, te rekurzivnosti
skupa X i rekurzivne prebrojivosti skupa Y, slijedi da je i skup N\ 7™* rekurzivno
prebrojiv. Rezimirajmo: skupovi 7% i N\ 7™ su rekurzivno prebrojivi. Iz
teorema 4.50. slijedi da je skup 7™ rekurzivan. O

Za dokaz Godelovog prvog teorema nepotpunosti dovoljno je dokazati da
niti jedno konzistentno prosirenje minimalne aritmetike @) (ubrzo ¢emo je tocno
definirati) nije odluéivo.

3.2 Definabilnost skupova i reprezentabilnost
funkcija

Reprezentabilnost je Siroki logicki pojam koji se odnosi na moguénost prikaziva-
nja nekih vanjskih objekata (najcesée relacija i funkcija) u logickim teorijama.
Nas Ce zanimati reprezentabilnost u tzv. minimalnoj aritmetici, logickoj teoriji
prvog reda s jednakos¢u koja predstavlja u nekom smislu najmanju aproksima-
ciju aritmetike prirodnih brojeva sa zbrajanjem i mnozenjem kao operacijama.

Definicija 3.7. Za recenicu F u jeziku aritmetike reéi éemo da je korektna
ako je istinita na standardnom modelu.

Definicija 3.8. Neka je D(z) neka formula u jeziku aritmetike s jednom slobod-
nom varijablom x. KaZemo da je neki skup prirodnih brojeva S C N aritmetick:
definiran formulom D(zx) u teoriji T ako za svaki n € N vrijedi:
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nesS ako i samo ako recenica D(m) je korektna

KazZemo da je skup S aritmeticki definabilan u teoriji 7', ako postoji for-
mula koja ga definira. U daljnjem tekstu umgjesto "aritmeticki definabilan skup”
kratko é¢emo govoriti samo “aritmeticki skup”.

Ti pojmovi prirodno se generaliziraju i na k—arne relacije za k > 1 (formula D
tada treba imati k slobodnih varijabli).

Definicija 3.9. Za funkciju f : N¥ — N kazemo da je aritmeticka funkcija
ako je njen graf aritmeticki skup.

Primjer 3.10. Inicijalne primitivno rekurzivne funkcije su aritmeticke. Nul—
funkcija (tj. njen graf) je definirana s formulom x = x Ay = 0. Projekcija
N1, ..., x,) = x je definirana s formulom 1 = x1 A ... N &y = Ty N Y = Xy
Funkcija sljedbenika Sc : N — N, zadana sa Sc(n) = n + 1, je definirana s
formulom x =x Ny =2’

Problem nastupa kada treba u jeziku aritmetike definirati eksponencijalnu fun-
keciju koja je vazna za kodiranje konac¢nih nizova prirodnih brojeva. U tu svrhu
se dokazuje sljedeca lema o Godelovoj S—funkciji.

Lema 3.11. Za svaki k € N i sve ag, aq,...,ar € N postoje s,t € N takvi da za
svaki i € {0,1,...,k} vrijedi a; = rem(s,t(i +1) + 1).

Funkcija rem je definirana kao ostatak pri dijeljenju. Funkcija 3 : N® — N defi-
nira se sa: (s, t,1) = rem(s,t(i+1)+1). Primjenom leme o f—funkciji mozemo
definirati kod konacnog niza ag, ay, . . ., ax kao uredeni par (s, t). Pomoéu  funk-
cije je definirano dekodiranje. Lema o 3 funkciji se dokazuje primjenom kineskog
teorema o ostacima.

Lema 3.12. Svaka rekurzivna funkcija je aritmeticka. Svaki rekurzivni skup je
aritmeticks.

Prethodna lema daje vaznu vezu rekurzivnih funkcija i aritmetickih teorija.
No, primijetimo da je ta veza u biti semanticka (formula koja definira funkciju
je istinita na standardnom modelu). Zeljeli bi da veza rekurzivnih funkcija i
aritmetickih teorija bude ¢isto sintakticka. Prethodna lema nam daje sljedece
smjernice Sto moramo uciniti:

e otkriti sinakticku formu formula koje definiraju rekurzivne funkcije
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e za posebnu klasu formula koje su i korektne dokazati da su teoremi arit-
metickih teorija
Definicija 3.13. Za formulu kaZemo da je rudimentarna formula ako u njoj
nema neogranicenih kvantifikatora (moZe biti proizvoljno mmnogo ogranicenih
kvantifikatora). Za formulu kaZemo da je 3—rudimentarna formula ako je

oblika Az, gdje je ¢ rudimentarna formula. Za formulu kaZemo da je
V—rudimentarna formula ako je oblika Vxp, gdje je ¢ rudimentarna formula.

Uocite da su rudimentarne formule zapravo Aj—formule, F-rudimentarne for-
mule su 3{-formula, a V-rudimentarne formule su ITJ-formule.

Propozicija 3.14. Svaka rekurzivna funkcija je definabilna s nekom I—rudi-
mentarnom formulom.

U knjizi [5] definiraju se i opée F-rudimentarne formule. Pokazuje se da je svaka
op¢a F-rudimentarna formula ekvivalentna nekoj 3-rudimentarnoj formuli. O
tom dokazu smo govorili prilikom razmatranja aritmeticke hijerarhije, tj.

Y9 formula.

Definicija 3.15. Neka je T konzistentna teorija u jeziku aritmetike, te D(x)
neka formula od T s jednom slobodnom varijablom x. KazZemo da je neki skup
prirodnih brojeva S definiran formulom D(x) u teoriji T ako vrijede sljedeéa dva
uvjeta:

e za svakin € S formula D(R) je teorem od T

e z2a svakin € N\ S formula =~D(R) je teorem od T.

Kazemo da je skup S definabilan u teoriji T, ako postoji formula D(x) kojom
je definiran.

Ti pojmovi prirodno se generaliziraju i na k—mjesne relacije za k > 1. Primije-
timo da je aritmeticka definabilnost zapravo definabilnost u teoriji koja sadrzi
sve korektne recenice. No, iako se pojmovi mogu generalizirati i na funkcije,
pokazuje se da nam za funkcije ¢esto treba jace svojstvo.

Definicija 3.16. Neka je f : N¥ — N neka funkcija i F(xy, ..., z,y) formula
u jeziku aritmetike s toéno (k+1)—jednom slobodnom varijablom. KazZemo da je
funkcija f reprezentirana u teoriji T formulom F(Z,y) ako za sveny,...,n; € N
vrijedi:

Vy(F(i,.... g y) <y =m) €T, gdje je m= f(ni,...,n)

Kazemo da je funkcija f reprezentabilna u teoriji T ako postoji formula koja
je reprezentira.
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Minimalna aritmetika, koju oznacavamo sa (), zadana je sljede¢im konacnim
skupom nelogickih aksioma:

Q1) 0#2'

(Q2) 2=y — =y

(@Q3) z+0=2z

(@4) z+y = (z+y)

(@5) z-0=0

(Q6) z-y =(z-y)+=z

(Q7) —(x<0)

(@) z<y — (x<yVzr=y)

(Q9) z<yVaez=yVy<zx

Teorija @ je dovoljno jaka da se dokazu glavni teoremi teorije brojeva. No,
vaznije je da je teorija () dovoljno jaka da se dokazu sve korektne 3-rudimentarne
reCenice.

Teorem 3.17. . (X{-potpunost teorije Q)
Neka je F' proizvolyna d—rudimentarna recenica. Tada vrijedi:

recenica F' je korektna ako i samo ako je dokaziva u teoriji Q.

Dokaz. Svaki aksiom od (@ je korektna recenica i pravila izvoda ¢uvaju korekt-
nost. Iz toga slijedi da su svi teoremi od ) korektne recenice.

Obrat se dokazuje indukcijom po slozenosti korektnih 3-rudimentarnih for-
mula. Za ilustraciju prvo promotrimo re¢nice oblika m = 7. Ako je takva
recenica korektna, mora biti m = n. Tada su termi m i 7 sintakticki jednaki,
te je aksiom x = x (pretpostavljamo da svaka teorija koju razmatramo sadrzi
aksiome za jednakost!) dovoljan da zaklju¢imo da je formula teorem od Q.

Promotrimo sada korektne atomarne recenice oblika 7 < m Primjenom ak-
sioma (@)8) nije tesko dokazati da za svaki m =k + 1 € N vrijedi:

r<m— (z=0V =1V ...V o=k
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Iz ovog posljednjeg nije tesko dokazati da za sve n,m € N za koje vrijedi
n < m imamo () F 1 < m. Primijetimo da atomarne rec¢enice opéenito mogu
biti oblikat =s i t <s, gdjesut i s proizvoljni zatvoreni termi.

Nije tesko dokazati indukcijom po duljini terma da za svaki zatvoreni term
t postoji prirodan broj k takav da se u Q moze dokazati t = k. Iz toga slijedi
da je na primjer atomarna formula t < s u @ ekvivalentno s k < j, §to ako
je korektno znamo dokazati u ) kao $to smo vidjeli prije. Time smo rijesili
atomarne formule.

Slucajeve s logickim veznicima je lako raspisati. No Sto je s varijablama? Kako
radimo s recenicama, svaka varijabla je vezana, odnosno u dosegu nekog kvanti-
fikatora. Osim onog egzistencijalnog na pocetku formule, svi ti kvantifikatori su
ograniceni. No to znac¢i da nam varijable i ne trebaju, jer se svaka ogranicena
kvantifikacija moze zapisati pomoc¢u konacne konjunkcije ili disjunkcije. Na pri-
mjer, ako je t zatvoreni term ¢ija je ”"vrijednost” prirodni broj k + 1, tada za
svaku formulu A(z) vrijedi

QF (Vo < H)A(z) & (A(O) ANAT) A...AA(R) )

Naravno, ako je vrijednost od t jednaka 0, ogranicena kvantifikacija do t je
logicka konstanta. I za kraj, niti varijabla po kojoj egzistencijalno neograniceno
kvantificiramo na pocetku formule nam ne treba. Ako je formula JxA(x) ko-

rektna tada postoji prirodan broj k takav da je recnica A(k) korektna. Posto
je A(k) korektna rudimentarna recenica, i slozenosti je manje od A(x) tada iz
prepostavke indukcije slijedi da je dokaziva u (). Onda je oc¢ito u ) dokaziva i

formula JzA(z). O

Naravno, teorem ne vrijedi za proizvoljne formule. Na primjer, ako je VxA(z)
korektna V-rudimentarna recenica, sve §to mozemo zakljuciti je da su A(0),
A(1), A(2),... korektne rudimentarne recenice, i time dokazive u Q. Medutim
iz toga ne mozemo zakljuciti da je Vz A(x) dokaziva u Q. Jedan od lijepih kontra-
primjera je aritmetika ordinalnih brojeva koja je model za teoriju ). No, u tom
modelu ne vrijede neke univerzalne recenice poput komutativnosti zbrajanja.

Teorem 3.18. 1. Svaka rekurzivna funkcija je reprezentabilna u Q, i to
d-rudimentarnom formulom.

2. Svaka rekurzivna relacija je definabilna v Q), i to I-rudimentarnom for-
mulom.
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3.3 Dijagonalna lema

Bilo smo za svaki niz simbola A jezika aritmetike definirali njegov Godelov broj
k. Pripadni numeral k nazivamo Gédelov kod izraza A, i oznatavamo ga
s [A]. Za svaki izraz A rije¢ Jx(z = [A] A A) nazivamo dijagonalizacija
izraza A. Primijetimo: ako je A(z) formula tada je recenica Jz(x = [A] A A)
ekvivalentna s recenicom A([A]). Uvodenjem dijagonalizacije izraza izbjegli smo
supstituciju terma u formulu.

Lema 3.19. (Dijagonalna lema)
Neka je T teorija u jeziku aritmetike koja prosiruje Q. Za svaku formulu B
postoji recenica G tako da vrijedi: Fp G < B([G]).

Dokaz. Lako je vidjeti da postoji primitivno rekurzivna funkcija diag : N — N
koja ima sljedeco svojstvo:

ako je n Godelov broj nekog izraza A tada je diag(n) jednak Gode-
lovom broju dijagonalizacije izraza A.

Posto je T teorija koja prosiruje @) tada je rekurzivna funkcija diag reprezenta-
bilna u teoriji 7. Neka je Diag(x,y) formula koja reprezentira funkciju diag, tj.
neka za sve m,n € N, takve da je m = diag(n), vrijedi:

Fr Vy(Diag(m, y) < y =m)
Neka je A(z) = Jy(Diag(z,y) N B(y)). Neka je a Gédelov broj formule A(x).
Konaé¢no definiramo trazenu recenicu G sa:

GEEI:U(:E:E A A(ZL‘))
Primijetimo da je recenica G ekvivalentna recenici A([ A1), tj. Jy(Diag([ A], y)A
B(y)). Nije tesko dokazati da vrijedi Fr G <> B([G1). O

Lema 3.20. Neka je T konzistentna teorija koja prosiruje teoriju Q). Skup Gode-
lovih brojeva svih teorema od T nije definabilan u teoriji T.

Dokaz. Oznac¢imo sa T skup Godelovih brojeva svih teorema od T'. Pretposta-
vimo da je skup 7™ definabilan u teoriji 7', tj. da postoji formula F'(z) tako da
vrijedi

ako n € T* tada Fp F(R) (*)

ako n ¢ T* tada Fp —F(n) (%)
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Iz dijagonalne leme slijedi da postoji recenica G tako da vrijedi:

Fr G < —F([G])

Oznacimo sa g Godelov broj recnice G. Iz prethodnog ocito slijedi

FG < —F(9) ( * )

Pretpostavimo tp G. Tada g € T*. 1z (xx) slijedi -y —F(g), a onda iz (* * *)
imamo 7 G, ¢ime je dobivena kontradikcija. Zaklju¢ujemo da mora vrijediti
Fr G. 1z B G slijedi g € T*. Tada iz (x) slijedi b7 F(g), a onda iz (%) slijedi
Fr —G. Time smo dobili da je teorija T' inkonzistentna, $to je suprotno pretpos-
tavci leme. Dakle, pretpostavka da je skup 7™ definabilan vodi na kontradikciju.
O

Skup svih korektnih rec¢enica nazivamo aritmetika. U daljnjem izlaganju oz-
nacavat ¢emo tu teoriju sa A.

Teorem 3.21. (Teorem Tarskog o nedefinabilnosti aritmetike)
Skup Gaodelovih brojeva svih korektnih recenica nije definabilan.

Dokaz. Ocito je aritmetika A konzistentno prosirenje teorije Q. Iz leme 3.20.
slijedi da skup Godelovih brojeva teorema od A nije definabilan. 0

Teorem 3.22. Skup Godelovih brojeva svih korektnih recenica nije rekurzivan.

Dokaz. Pretpostavimo li da je skup Godelovih brojeva svih korektnih recenica
rekurzivan tada iz leme 3.12. slijedi da je definabilan. No, to je nemoguce po
prethodnom teoremu. |

Teorem 3.23. (Bitna neodlucivost teorije Q)
Niti jedno konzistentno prosirenje teorije Q) nije odlucivo.

Dokaz. Neka je teorija T konzistentno prosirenje teorije (). Oznac¢imo s T
skup Godelovih brojeva teorema teorije 7. Iz leme 3.20. slijedi da skup 7™ nije
definabilan u teoriji 7" Sada iz leme 3.12. slijedi da skup 7™ nije rekurzivan. To
znaci da teorija T' nije odluciva. |

Teorem 3.24. (Churchov teorem)
Skup svih valjanih recenica logike prvog reda nije odluciv.
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Dokaz. Oznacimo sa C' konjunkciju aksioma teorije @, te sa ¢ oznacimo Godelov
broj recenice C. Tada za svaku recenicu A u jeziku aritmetike vrijedi:

Fo A ako i samo ako Cltro A

ako i samo ako recenica —C'V A je valjana

Neka je f : N — N definirana sa f(n) = disj(neg(c),n). 1z propozicije 3.1.
slijedi da je funkcija f rekurzivna. Sa A* oznac¢imo skup Godelovih brojeva svih
valjanih FO-recenica, a sa QQ* skup Godelovih brojeva svih teorema teorije Q).
Iz prethodnih razmatranja imamo da za svaki n € N vrijedi:

ne Q" ako 1 samo ako f(n) € A*

Posto je funkcija f rekurzivna tada vrijedi:
skup Q* je rekurzivan ako i samo ako skup A* je rekurzivan.
Iz teorema 3.23. znamo da skup Q* nije rekurzivan. O

Teorem 3.25. (Gddelov prvi teorem nepotpunosti)
Ne postoji konzistentno, potpuno i aksiomatizabilno prosirenje teorije Q.

Dokaz. Iz teorema 3.6. znamo da je svako potpuno i aksiomatizabilno prosirenje
od @) odlucivo. No, iz teorema 3.23. znamo da niti jedno konzistentno prosirenje
od @ nije odlucivo. ]

Korolar 3.26. Aritmetika nije aksiomatizabilna.

Dokaz. Aritmetika, tj. skup svih korektnih recenica, je konzistentno i potpuno
prosirenje od Q. Iz Godelovog prvog teorema nepotpunosti slijedi da aritmetika
nije aksiomatizabilna. O

3.4 Godelova 1 Rosserova rec¢enica

Neka je teorija T' neko aksiomatizabilno prosirenje od ). Znamo da je skup svih
reCenica koje su dokazive u 7T, a i skup svih recenica ¢ije su negacije dokazive u
T, rekurzivno prebrojiv (vidi korolar 3.4.). Zatim, znamo da je svaki rekurzivan
skup definabilan u teoriji 7' s rudimentarnom formulom. Iz toga slijedi da
postoje rudimentarne formule Pr fr(x,y) i Dispr fr(x,y) tako da za sve recenice
A vrijedi:
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Fr A ako isamo ako postoji b€ N tako da je recenica

Prfr([A],b) korektna

Fr —A akoisamo ako postoji b € N tako da je recenica

Dispr fr([—A],b) korektna

Oznac¢imo:

Prop(x)  ako isamo ako JyPrfr(x,y)

Disprop(x)  ako i samo ako JyDispr fr(z,y)

Ocito su Prup i Disprvpr J-rudimentarne formule. Iz dijagonalne leme slijedi
da postoje recenice G i R za koje vrijedi:

}_T GT < _E'yPTfT(IVGT—I , y)

Fr Ry < Yy(Prfr([Rrl,y) — 3z < yDispr f([Rr], 2))

Recenicu Gr nazivamo Godelova recenica za teoriju T, a re¢enicu Ry nazi-
vamo Rosserova recenica za teoriju 7'

Za recenicu F' kazemo da je neodluciva u teoriji T ako ne vrijedi 7 F, a ni
Fp —F.

Teorem 3.27. (Gddelov prvi teorem nepotpunosti u Rooserovoj formi)
Neka je T konzistentno i aksiomatizabilno prosirenge teorije Q. Tada je Rosse-
rova recenica R neodluciva za teoriju T.

Za teoriju T' u jeziku aritmetike kazemo da je w—inkonzistentna ako postoji
formula F'(x) tako da vrijedi o JzF(x), te za svaki n € N vrijedi -1 —F (7).
Inace kazemo da je teorija 1" w-konzistentna. Svaka w-konzistentna teorija je
konzistentna, ali obrat ne vrijedi opc¢enito.

Teorem 3.28. (Gddelov prvi teorem nepotpunosti — orginalna forma)

Neka je T konzistentno i aksiomatizabilno prosirenje od (). Tada je Godelova
recenica G nedokaziva u T. Ako je teorija T w—konzistentna tada ni recenica
-G nije dokaziva u teoriji T.

Napomena 3.29. Do sada smo kao osnovnu aritmeticku teoriju razmatrali mi-
nimalnu aritmetiku Q). Prisjetimo se aksioma Peanove aritmetike PA, te istak-
nimo vezu teorija QQ @ PA. Nelogicki aksiomi od PA uz aksiome za jednakost
su sljedeci:
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(1) 0 # o

(2) 2=y — x=y

(3) x4+ 0 =2

(4) =+ y =@+y)
(5) z -0 =0

6) -y = (z-y + =

it shema aksioma indukcije
(F(O) A Va(F(z) —>F(x’))) ViR,
gdje je F proizvoljna formula.

Prvo primijetimo da za razliku od teorije () jezik od PA ne sadrzi dvomgjesni
relacijski simbol < . No, to nije problem, jer v PA moZemo wvesti pokratu:
r < y zna¢i 3z(x + 2’ = y). Primjenom sheme aksioma indukcije mogu se
dokazati svojstva relacije < koja su iskazana u zadnja tri aksioma teorije Q).
Dakle, Peanovu artimetiku moZemo smatrati prosirenjem teorije Q).

Goodsteinov teorem je jedna odredena neodluciva aritmeticka istina. O tome
mozete ¢itati u [29]. O verzijima Ramseyevog teorema koje su neodluéive u PA
mozete ¢itati u [1].

3.5 Godelov drugi teorem nepotpunosti

Neka je T neko prosirenje teorije ). Bilo smo definirali da je teorija T" konzis-
tentna ako iz nje nije izvediva barem jedna formula. Lako je vidjeti da je to
ekvivalentno sa ¢injenicom da postoji recenica F' tako da F'i —F nisu istovre-
meno teoremi teorije T'. Iz aksioma (1) posebno slijedi Fr 0 # 1. 1z toga slijedi
da je teorija T konzistentna ako i samo ako t#r 0 = 1. Oznacimo:

Cony = — Prop([0=1])

Lema 3.30. (Hilbert-Bernaysovi uvjeti izvedivosti)
Neka je T' konzistentno i aksiomatizabilno prosirenje od PA. Formulu Prup(x)
oznacavamo ovdje kratko sa B(x). Za sve recenice A, Ay i Ay vrijedi:

(P1) ako Fr A tada Fp B([A])
(P2) Fr B([AL = As]) = (B(AD) — B([42]))

(P3) Fr B([A]) — B([B([AD])
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Ovdje nije dovoljno da je teorija T' proSirenje teorije (), jer se za dokaz nekih
svojstva koristi i aksiom indukcije. Svaka formula B(zx) koja zadovljava uvjete
(P1)—(P3) naziva se predikat dokazivosti za teoriju 7. (Lako je vidjeti da i
npr. formula B(x) = x = x zadovoljava uvjete (P1)—(P3). )

Ako je teorija T w-konzistentna tada predikat dokazivosti Pror(x) ima i
sljedece svojstvo:

(P4) ako Fp Pruop([A]) tada Fp A

Teorem 3.31. (Gddelov drugi teorem nepotpunosti)
Neka je T konzistentno i aksiomatizabilno prosirenje teorije PA. Tada vrijedi:
l_T ConT — GT.

Dokaz. Sa B(z) ¢emo oznacavati predikat dokazivosti Prur(z). Iz uvjeta izve-
divosti (P1) i (P2) lako slijedi da za sve recenice A; i Ay vrijedi:
ako bk A — Ay tada  bp B([Al—l) — B([AQ—I) (*)

Iz dijagonalne leme imamo da za Godelovu recenicu Gr za teoriju T' vrijedi
l_T GT < ﬁB((GT—D, tj.

I_T ﬁGT < B([GT—I)

Iz ovog posljednjeg i () slijedi

Fr B([-Gr]) < B(IB(IGr)1) (%)

Iz uvjeta (P3) znamo Fr B([Gr|) — B([B([Gr])]). 1z ovog posljednjeg i ()
slijedi da vrijedi

Fr B([Gr]) — B([=Grl) (3 * %)

Formula Gr — (=Gp — 0 = 1) je valjana, pa posebno vrijedi
tr Gr — (-G — 0 =1). Sada iz (*) slijedi

Fr B([Gr]) > (B(I-Grl) — B(0=11))

Iz ovog posljednjeg i (x * %) lako je vidjeti da vrijedi

Fr B([Gr]) — B([0=1])
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Primjenom kontrapozicije dobivamo

Fr ~B([0=1]) — =B([Gr])
Posto vrijedi Fr =B([Gr]) <> Gr, tada imamo

l_T COTLT — GT. O

Primijetimo da iz prvog i drugog Godelovog teorema slijedi t/; Cony.

Napomena 3.32. Gadelov prvi teorem nepotpunosti dobili smo kao posljedicu
sljedeca dva teorema:

e Svako aksiomatizabilno i potpuno prosirenje od ) je odlucivo.

e Svako konzistentno prosirenje od @) je neodlucivo.

Sada ¢emo dati dokaz Godelovog prvog teorema nepotpunosti primjenom Hilbert—
Bernaysovih uvjeta izvedivosti. Neka je T aksiomatizabilno i w—konzistentno
prosirenje od PA. Iz dijagonalne leme slijedi da postoji recenica Gr tako da
vrijedi:

I_T GT < _|P7’UT<[GT-|) (*)

Pretpostavimo da vrijedi -7 Grp. Iz (%) slijedi da vrijedi -0 —Prop([Gr]). U
drugu ruku iz pretpostavke -r Gr i uvjeta izvedivosti (P1) slijedi 1 Prop([Grl).
Time smo dobili da je teorija T inkonzistentna, sto je suprotno pocetnoj pret-
postavci. Dakle, mora vrijediti b/ Gr. Tada iz uvjeta izvedivosti (P4) slijedi

7r Prop([Grl). Iz (x) stijedi Yo =Gr.

3.6 Lobov teorem

Godelova recenica je ”fiksna tocka” formule =Pror(z). Iz dijagonalne leme sli-
jedi da postoji i fiksna tocka formule Prur(z), tj. postoji recenica H za koju
vrijedi:

l_T H < PTUT([H—I)

Recenica H se naziva Henkinova recenica za teoriju 7. Postavlja se pitanje
Sto je s dokazivoséu Henkinove recenice. O tome govori sljedeéi Lobov teorem.

Teorem 3.33. (Ldbov teorem)
Neka je T konzistentno i aksiomatizabilno prosirenje teorije PA. Tada za svaku
recenicu A vrijedi:
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Fr Prup([A]) — A ako i samo ako Fr A

Dokaz. Ocito b1 A povlaéi Fr Prup([A]) — A. Za dokaz obrata promatra se
fiksna tocka formule Pror(x) — A.

Iz Lobovog teorema slijedi odmah rjesenje Henkinovog teorema:
ako Fr H <> Prop([H]) tada Fp H

Napomena 3.34. Lako je vidjeti da iz Lobovog teorema slijedi Gédelov drugi
teorem nepotpunosti. S. Kripke je pokazao da vrijedi i obrat.
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Poglavlje 4

Dodatak: Izracunljivost

4.1 Teorija rekurzije

Smatramo (intuitivno) da je neka funkcija f : S C N — N izracunljiva ako
postoji algoritam koji je izracunava. Smatramo da algoritam A izra¢unava
funkciju f : S € N — N ako za svaki 7 vrijedi:

algoritam A s ulaznim podatkom ¥ stane, i kao izlazni podatak daje
f(&) ako i samo ako & € S.

Rekurzivne funkcije su jedan nacin formalne definicije izracunljive funkcije. Sve
detalje o ovim temama, te sve dokaze mozete vidjeti u skripti [30].

Rekurzivne funkcije i skupovi

Definicija 4.1. Funkciju Z : N — N definiranu s Z(x) = 0 nazivamo nul—
funkcija. Funkciju Sc: N — N definiranu sa Sc(x) = x+1 nazivamo funkcija
sljedbenika (eng. successor). Neka je n € N ¢ k € {1,...,n}. Funkciju
I : N" — N definiranu s I}}(xy, . .., x,) = o nazivamo projekcija.

Funkcije Z, Sc i I}} (n € N, k < n) nazivamo inicijalne funkcije.

Uocite da je svaka inicijalna funkcija totalna.

U daljnjim izlaganjima promatrat ¢emo i funkcije koje nisu totalne, pa ¢emo
se Cesto susretati s izrazima koji za neke prirodne brojeve nisu definirani. Npr.
izraz "’f :24 je nedefiniran za x = 2, a za sve ostale € N vrijednost izraza je
prirodan broj. Vazno je naglasiti da mi promatramo samo izraze i funkcije koji
uvrstavanjem prirodnih brojeva poprimaju vrijednost koja je prirodan broj ili
pak su nedefinirani. Ako je izraz X nedefiniran za neki # € N¥ tada piSemo
X (%) 1, a inace X () | . Analogno, ako je f parcijalna funkcija, te ¥ € N¥ koji
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nije u domeni funkcije f, tada to kratko oznac¢avamo s f(Z) 1. Ako pak je 7 u
domeni funkcije tada to kratko oznacavamo s f(Z) | .

Posebno nam je vazna relacija jednakosti na izrazima, odnosno izmedu par-
cijalnih funkcija. Neka su X i Y neki izrazi. Sa X ~ Y oznac¢avamo Cinjenicu
da za svaku uredenu k—torku prirodnih brojeva vrijedi:

X@) ], Y@L 1 X(@)=Y(@);
ili
X@1 i Y@+t
Kako bi definirali pojam rekurzivne funkcije moramo definirati jos tri ope-
racije: kompoziciju, primitivnu rekurziju i p-operator.

Definicija 4.2. Neka su G, Hy, ... H, funkcije. Neka je funkcija F' definirana
sa:

F(Z) = G(H.(Z), . .., Hu ().
Tada kaZemo da je funkcija F' definirana pomoéu kompozicije funkcija.

Definicija 4.3. Neka je G totalna k—mjesna funkcija, H (k+2)-mjesna totalna
funkcija. Neka je (k+ 1)-mjesna funkcija F definirana na sljededéi nacin:

F0,7) = G(@)
Fly+13) = H(F(y,2).y.7)

Tada kazZemo da je funkcija F definirana pomocu primitivne rekurzije. Ako
je k =0 tada definicija funkcije F' pomocu primitivne rekurzije izgleda:

FO) = a (a € N)
Fly+1) = H(F(y),y)

Definicija 4.4. Najmanja klasa totalnih funkcija koja sadrzi inicijalne funkci-
je, te je zatvorena za kompoziciju i primitivnu rekurziju, nazivae se klasa pri-
mitivno rekurzivnih funkcija.

Uoceno je da inicijalne funkcije, te kompozicija i primitivna rekurzija, nisu
dovoljni kako bi se definirala svaka izracunljiva funkcija. Jedan primjer izra-
¢unljive funkcije koja nije primitivno rekurzivna je Ackermanova funkcija.

Kako bismo intutivno opisali tu funkciju, promotrimo prvotnu Ackermanovu
definiciju te funkciju s tri argumenta. Tada definiramo A(m,n,0) = m + n. Za
p = 1 imamo da je A(m,n,1) jednako m". Za p = 2 imamo da je A(m,n,2)
jednako
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mm (n nivoa broja m)

Kako bi formalno definirali Ackermanovu funkciju prvo definiramo funkciju
sg : N — N ovako:

0, akoje x=0;
smwz{ ;

1, inace.

Neka je funkcija B : N x N — N definirana pomoc¢u primitivne rekurzije na
sljede¢i nacin:

B0,y)=2+y
B(z +1,0) = sg(z)
B(x+1,y+1) = B(z, B(z + 1,y))

Sada Ackermanovu funkciju A definiramo sa A(z) = B(z, z).

Zelimo istaknuti da Ackermannova funkcija vrlo brzo raste. Npr. B(4,2)
je jednako oko 2 - 1019728 a vrijedonost B(4,3) je veéa od procijenjenog broja
atoma citavog svemira.

Sljedec¢a propozicija govori o ”virtualnim” varijablama.

Propozicija 4.5. Neka je g primitivno rekurzivna k-mjesna funkcija, te xq,
.., &, razlicite varijable. Neka je za svaki v, gdje je 1 <1 < k, z; jedna od
varijabli zy, . . ., x,. Neka je funkcija f definirana s f(xy1,...,2,) = g(z1, ..., 2)-
Tada je funkcija f primitivno rekurzivna.

Primjenom prethodne propozicije odmah slijedi rekurzivnost nul-funkcije
proizvoljne mjesnosti.

Propozicija 4.6. Za sve prirodne brojeve k i n nul-funkcija N, koja je defi-
nirana sa N(xy,...,xx) = 0, @ konstantna funkcija C,, koja je definirana sa
Cu(z1,...,25) = n, su primitivno rekurzivne.

Propozicija 4.7. Sljedece funkcije su primitivno rekurzivne:

(T,y) > a+y
(:I:,y)r—>:c~y
x> !
(@,y) — ¥

(Po dogovoru stavljamo 0° = 1, kako bi funkcija potenciranja bila totalna).
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Sada definiramo p—operator na funkcijama, te tako dobivamo klasu parci-
jalno rekurzivnih funkcija. Kao $to smo prije veé bili spomenuli, svaka izracunljiva
funkcija nije primitivno rekurzivna. Upravo je p—operator ta bitna razlika
izmedu primitivno rekurzivnih i izracunljivih funkcija.

Definicija 4.8.
Neka je f neka funkcija. Sa py(f(Z,y) ~ 0) oznac¢avamo funkciju definiranu
na sljedeci nacin:

z, najmanji z, ako postoji, takav da je

f(@y) 4, za svakiy < z,
py(f(Z,y) = 0) = te je f(Z,z) =0;

T, inace
Tada kazZemo da je funkcija py(f(Z,y) ~ 0) definirana pomocu p-operatora.

Definicija 4.9. Najmanja klasa funkcija koja sadrzi sve inicijalne funkcije, te
je zatvorena za kompoziciju, primitionu rekurziju i p-operator, naziva se klasa
parcijalno rekurzivnih funkcija. Funkcija iz klase parcijalno rekurzivnih
funkcija koja je totalna naziva se i rekurzivna funkcija. KaZemo da je re-
lacija rekurzivna ako je njena karakteristicna funkcija rekurzivna. Analogno,
kazemo da je skup rekurzivan ako je njegova karakteristicna funkcija rekur-
2iUna.

Iz definicija slijedi da je svaka primitivno rekurzivna funkcija ujedno i rekurziv-
na, a onda i parcijalno rekurzivna.

Oduzimanje nije totalna funkcija na skupu N. Iz tog razloga definiramo sljede¢u
funkciju (modificiranog oduzimanja).

- Jx—y, akoje z>uy;
v y—{ 0, inace.

Da bismo dokazali da je funkcija — primitivno rekurzivna prvo definiramo fun-
kciju pr (funkcija prethodnik) pomoc¢u primitivne rekurzije ovako:

pr(0) = 0
pr(z+1) =

Sada funkciju — mozemo definirati pomoc¢u primitivne rekurzije ovako:

—0 = =z
r—(y+1) = pr(z—y)



4.1. TEORIJA REKURZIJE 175

Napomena 4.10. U daljnjim razmatrangima koristit cemo i sljedecu definiciju
funkcije pomoéu p—operatora i relacije. Neka je R (k + 1)-mjesna relacija. Sa
pyR(Z,y) oznacavamo funkciju definiranu na sljedeéi nacin:

najmangi z tako da vrijedi —R(Z,y),
za svaki y < z i vrijedi R(Z, z),
uyR(Z,y) ~ ako takav postoji;

T, nace.

Lako je vidjeti da time nismo prosirili klasu parcijalno rekurzivnih funkciju jer
za svaku relaciju R vrijedi:

pyR(Z,y) ~ uy<14xR(f,y)20)

Sljede¢a napomena je jako vazna jer naglasava gresku koja se cesto radi
prilikom definicije p—operatora.

Napomena 4.11. Neka je f(Z,y) parcijalno rekurzivna funkcija. Zatim, neka
je s M oznacen operator definiran sa:

nagmangi z takav da je f(Z,z) =0,
- ako takav z postoji;
M(f)(Z) =

T, inace

Uocite da se operator M razlikuje od p-operatora u tome sto nema zahtjeva da
je vrigednost funkcije f definirana na svim vrijednostima y koje su manje od
z. MozZe se pokazati da klasa parcijalno rekurzivnih funkcija nije zatvorena za
operator M.

Sada navodimo primjere primitivno rekurzivnih funkcija koje ¢emo kasnije
koristiti. Prilikom defincije Ackermanove funkcije naveli smo definiciju funkcije
signum. Posto funkciju sg mozemo definirati pomoc¢u primitivne rekurzije na
sljede¢i nacin:

s9(0) = 0
sglx+1)=1

tada slijedi da je funkcija signum primitivno rekurzivna. Oznac¢imo sa sg funk-
ciju definiranu sa:

59(x) = 1, akoje z =0;
g\ = 0, inace.

Ocito vrijedi 5g(z) = 1—sg(z), pa je funkcija Sg primitivno rekurzivna.



176 POGLAVLJE 4. DODATAK: IZRACUNLJIVOST

Propozicija 4.12. Neka su R i P (primitivno) rekurzivne relacije. Tada su
i relacije "R, RAP, RV P, R— P i R« P (primitivno) rekurzivne.

Korolar 4.13. Neka su A ¢ B rekurzivni skupovi. Tada su i A°, ANB i AUB
rekurzivni skupovi. Presjek, odnosno unija, konacno mnogo rekurzivnih skupova
je rekurzivan skup.

Propozicija 4.14. Relacije <, >, <, > 1 = su primitivno rekurzivne.

Propozicija 4.15. (Definicija funkcije po slucajevima — verzija 1)

Neka su Ry, ... R, (primitivno) rekurzivne relacije koje imaju svojstvo da za
sve T postogi tocno jedan i € {1,...,n} tako da vrijedi R;(Z). Neka su Fi, ...,
F, (primitivno) rekurzivne funkcije. Tada je funkcija F : N* — N definirana
sa:

Fy(Z),  ako vrijedi R:(Z),
F.(%), ako vrijedi R,(%)

takoder (primitivno) rekurzivna.

Propozicija 4.16. Neka je F (primitivno) rekurzivna funkcija, a G totalna
funkcija koja ima svojstvo da vrijedi G(¥) = F(Z), osim mozZda za konacno
mnogo T. Tada je funkcija G takoder (primitivno) rekurzivna.

Korolar 4.17. Neka je R relacija za koju postoji najvise konacno mmnogo &
takvih da vrijedi R(Z). Tada je relacija R primitivno rekurzivna.

Korolar 4.18. Svaki konacan skup je primitivno rekurzivan.

Propozicija 4.19. (Ogranicene sume)
Neka su g, o i [ (primitivno) rekurzivne funkcije. Tada su (primitivno)
rekurzivne i sljedece funkcije:
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<

g(Z,1), ako je y < z;
b) f(Zy,z)=4q i=v

0, mace.

B(@)
S 9(@,i), ako je () < B():
c) f(@) =1 i=a@

0, mace.

Propozicija 4.20. (Ograniceni produkti)
Neka su g, o i [ (primitivno) rekurzivne funkcije. Tada su (primitivno)
rekurzivne i sljedeée funkcije:

Y

a) f(Zy)=]]o@1).

=0

z

[To@@0), akoje y <z

1, mace.

11 9@d), akoje a(&) < B(&);
c) f(T)=q i=a@

1, mace.

(Uocite da je definirano da su ”prazni” produkti jednaki 1).

Ako je R(Z,y) rekurzivna relacija tada opéenito relacije Iy R(Z, y) i VyR(Z, y)
ne moraju biti rekurzivne. Nije tesko dokazati da je primjenom ogranicene
kvantifikacije sacuvana rekurzivnost. To isticemo u sljedec¢oj propoziciji.
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Propozicija 4.21. Neka je R (primitivno) rekurzivna relacija. Tada su (pri-
mitivno) rekurzivne i sljedeée relacije:

Korolar 4.22. Neka je R (primitivno) rekurzivna relacija. Tada su (primitiv-
no) rekurzivne i sljedece relacije:

LLJ
=
N
A
<
A
S
=y

Elynﬁyﬁzz R
vyz1<y<zz R
vymﬁyﬁzz R

A~ N S
81 Eﬂjﬂ 8
cee
S— N N

Korolar 4.23. Neka su « i § (primitivno) rekurzivne funkcije, a R (primi-
tivno) rekurzivna relacija. Tada su (primitivno) rekurzivne i sljedeée relacije:

Wa@)<y<s@ R(T,y)
Wa(i)<y<sz) R(T,y)
VYa(z)<y<p(@) R(T,Y)
VYa(a)<y<s@ R(T,y)

Sljedeca propozicija govori da primjenom ”ogranic¢enog” p-operatora na re-
kurzivnu relaciju dobivamo rekurzivnu (totalnu!) funkciju.

Propozicija 4.24. Neka je R (primitivno) rekurzivna relacija. Neka je funk-
cija f : N* = N definirana sa:

najmangi y takav da vrijedi R(Z,y) 1 y < z,

o ako takav y postoji;
J(@) = v

z, wnace,
(primitivno) rekurziona. Obicno se tako definirana funkcija f oznacava i sa
py <z R(7,y)

Korolar 4.25. Neka su o i [ (primitivno) rekurzivne funkcije, a R (primi-
tivno) rekurzivna relacija. Neka je funkcija f : N¥ — N definirana s:

najmangi y takav da vrijedi R(Z,y) 1 o(Z) <y < B(Z),

o ako takav ostoji;
(@) - et

B(Z), inace
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Ovako definiranu funkciju f obi¢no oznacavamo s

WYa(@)<y<p(@) R(Z,y)

Analogno se definiraju i funkcije:

Wa(@)<y<p@ R(T,y)
Wa(z)<y<p@ B(T,y)
Wa(z)<y<px) R(T,y)

Sve te funkcije su (primitivno) rekurzivne.

Kleenijev teorem i posljedice

Sada navodimo osnovne teoreme iz teorije rekurzije. To je prije svega Kleenijev
teorem o normalnoj formi.

Teorem 4.26. (Kleenijev teorem o normalnoj formsi)

Postojgi primitivno rekurzivna funkcija U, © za svaki k > 1 postoji primitivno
rekurzivna relacija Ty tako da za svaku k—mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju
@ postoji e € N tako da vrijede sljedece tvrdnje:

a) o(Z) | ako i samo ako postoji y tako da vrijedi Ty(e, Z,y);
b) (@) = U(pyTi(e, 7,y))

Broj e iz iskaza Kleenijevog teorema naziva se indeks funkcije ¢.

Definicija 4.27. Za svaki e,k € N definiramo k—mjesnu funkciju {e} ovako:

{e}(7) ~ U(pyTi(e, T, y))
Neka je ¢ : S € N¥ — N neka funkcija. KaZemo da za funkciju o postoji
indeks ako postoji e € N takav da za sve & € NF wrijedi o(Z) ~ {e}(Z).

Teorem 4.28. Funkcija ¢ : S C N¥ — N je parcijalno rekurzivna ako i samo
ako postoji indeks za f.

Teorem 4.29. (Definicija funkcije po slucajevima — verzija 2)

Neka su Ry, ..., R, rekurzivne relacije koje imaju svojstvo da za svaki ¥ € N¥
postoji najvise jedan i € {1,...,n} za kojeg vrijedi R;(¥). Neka su Fi, ...,
F, neke k—mgjesne parcijalno rekurzivne funkcije. Funkciju F definiramo po
sluc¢ajevima ovako:
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F\(Z), ako vrijedi Ry(Z);
F(7) ~ :
F.(Z), ako vrijedi R, (Z).

Tada je funkcija F parcijalno rekurzivna.

Teorem 4.30. Za svaku parcijalno rekurzivnu funkciju ¢ postoji definicija u
kojoj se p-operator pojavijuje najvise jednom.

Teorem 4.31. (Teorem o parametru ili S]"~teorem)
Neka sum v n prirodni brojevi razliciti od nule. Tada postoji rekurzivna funkcija
Sm . N — N tako da za sve e € N, T € N" i ¢ € N™ vrijedi

{50 (e,9)3(7) = {e}(y, 7)

Teorem 4.32. (Teorem rekurzije)
Neka je G neka (k + 1)-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija. Tada postoji
e € N tako da za sve ¥ € N¥ vrijedi

{e}k(f) ~ G(e, 7).

Teorem 4.33. (Teorem o fiksnoj tocki)
Za svaku unarnu parcijalnu rekurzivnu funkciju F' postoji e € N tako da vrijedi

{e} = {F(e)}.

Teorem 4.34. (Riceov teorem)
Neka je S rekurzivan podskup od N koji ima svojstvo da za sve i,j € N, takve
dajei€ S i {i} ~{j} slijedi j € S. Tada je S=10 ili S=N.

Churhova teza

Smatramo da je svaka parcijalno rekurzivna funkcija izracunljiva (u intuitiv-
nom smislu koji smo opisali na samom uvodu). Alonso Church je 1936. godine
postavio tezu da vrijedi i obrat. Zbog vaznosti sada je posebno isticemo.

Churchova teza:

svaka izracunljiva funkcija je parcijalno rekurzivna.
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Posto je pojam izracunljive funkcije intuitivan pojam, tj. nije strogo defi-
niran, nemoguce je dati dokaz Churchove teze. Oboriti pak Churchovu tezu
znacilo bi odrediti funkciju za koju bi se svi slozili da je izracunljiva, a istovre-
meno bi dokazali da nije parcijalno rekurzivna. No, to do sada nije ucinjeno.
Ovdje navodimo dvije vazne c¢injenice zbog kojih Churchovu tezu smatramo
istinitu.

1. Razni nacini definiranja novih funkcija pomoc¢u ve¢ danih parcijalno re-

kurzivnih funkcija (npr. simultana rekurzija, povratna rekurzija, definicija
funkcija po slucajevima, ...) daju ponovno parcijalno rekurzivne funkcije.

2. Sve do sada poznate definicije koje imaju za cilj opisati klasu izrac¢unljivih
funkcija (parcijalno rekurzivne funkcije, RAM-izrac¢unljive funkcije, Turing—
izracunljive, ABAK-izrac¢unljive, ...) definiraju istu klasu funkcija.

Vaznost Churchove teze je vrlo velika. Ona se primjenjuje uvijek prilikom
dokaza nepostojanja algoritma za rjeSavanje nekog problema (tj. nerjesivosti
problema). Sada dajemo jedan primjer takvog problema.

Primjer 4.35. Postoji funkcija koja nije izracunljiva
U svrhu dokaza gornje turdnje definiramo funkciju F' na sljedecéi nacin:
{e}(@) +1, akoje {x}(x) |
F(z) ~
0, nace.

Lako je vidjeti da niti za jedan e € N ne vrijedi F' ~ {e}. To znaci da za funkciju
F' ne postoji indeks, a tada znamo da funkcija F nije parcijalno rekurzivna.
Primjenom Churchove teze slijedi da funkcija F' nije izracunljiva.

Aritmeticka hijerarhija

Sada ¢emo proucavati sto se dogada s relacijom kada je kvantificiramo s neogra-
nicenim kvantifikatorima. Prisjetimo se: ako je relacija R (primitivno) rekur-
zivna relacija tada su i relacije (Vz < y)R(Z,2) i (Fz < y)R(Z, z) (primitivno)
rekurzivne.

Definicija 4.36. KaZemo da je relacija R C N* aritmeticka ako postoji re-
kurzivna relacija P tako da vrijedi:

R(Z) ako i samo ako Qiy1 ... QuynP(Z,y1, ..., Yn),

gdje je Q; simbol ¥ ili 3. Rije¢ Qiyy ...Qny, mnazivamo prefiks.
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Sada nam je cilj pokazati da svaka aritmeticka relacija moze biti prikazana u
vrlo jednostavnom obliku, tj. da njen prefiks mozemo zapisati u ekvivalentnom
"standardnom” obliku. U tu svrhu prvo isti¢emo sljede¢u propoziciju.

Propozicija 4.37. Neka je R rekurzivna relacija. Tada postoje rekurzivne re-
lacije P i Q tako da vrijedi:

YyVzR(Z,y,2) ako i samo ako YuP(Z,u), 1

Jy3zR(Z,y,z) ako i samo ako FuQ(Z,u).

Primjenom prethodne propozicije slijedi da uvijek mozemo vrsiti kontrak-
ciju istovrsnih kvantifikatora. Kazemo da je prefiks alternirajucéi ako ne sadrzi
dva uzastopna egzistencijalna ili univerzalna kvantifikatora.

Definicija 4.38. Neka je n > 0. Kazemo da je prefiks 112 ako je alternirajuéi,
sadrzi n kvantifikatora @ prui kvantifikator slijeva je V.

Kazemo da je prefiks X0 ako je alternirajudi, sadrzi n kvantifikatora i prvi kvan-
tifikator slijeva je 3.

Kazemo da je relacija R jedna 119 relacija ako postoji rekurzivna relacija P i
prefiks Q1 . . . Quyn, koji je 112, tako da vrijedi

R(Z) ako i samo ako Qiy1 ... QuynP(Z,y1,. .., Yn).

Ponekad éemo pisati R € TI2, te govoriti da je 119 oznaka klase svih 119 relacija.
Sliéno definiramo pojam X2 relacije.

Kazemo da je relacija AY ako je istovremeno 110 ¢ 0.

Bilo koji od simbola 113, 38 i A nam oznacéava klasu svih rekurzivnih relacija.

Jasna je uloga donjeg indeksa u oznakama I1°, 3% i A", Gornji indeks, tj.
nula, oznacava da se radi o relacijama "na brojevima”. Relacija koja bi bila
npr. 11} djelovala bi na skupovima brojeva.

Ocito je svaka rekurzivna relacija A%, za sve n € N (kao prefiks mozemo
staviti irelevantne kvantifikatore). To znaci da su npr. relacije =, < 1 >
primjeri AY relacija. Relacija JzVy(x = y Az < 2) je jedna X9 relacija, dok je
Vz3:Vy(x -y < 2) jedna IIY relacija.

Iz propozicije 4.37. slijedi da prefiks svake aritmeticke relacije mozemo na-
pisati u alternirajuc¢em obliku iz ¢ega odmah slijedi tvrdnja sljedeée propozicije,
jer svakoj relaciji mozemo dodati irelevantne kvantifikatore.

Propozicija 4.39. Svaka aritmeticka relacija je 110 ili X2, za nekin € N.

n’
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Propozicija 4.40. Ako je R € 1I° ili R € X%, za nekin € N, tada je R € AY
za svaki k > n. Za svaki k € N vrijedi II}, C T}, |, odnosno X C 3., .

Neka su P i R aritmeticke relacije proizvoljne mjesnosti, a () neka je simbol
V ili 4. Tada iz sljedece tablice ¢itamo djelovanje logickih veznika i kvantifikatore
na dane relacije.

I | =5 | o, | I | I |50, I,
SO me | S0, | 0 0
A A A | A0 |0 | S0 AL

Klasifikaciju aritmetickih relacija na I1° i X0 relacije nazivamo aritmeticka
hijerarhija.

Teorem 4.41. (Teorem o aritmetickoj hijerarhiji)

Za svaki n > 0 postoji 112 relacija koja nije X2, te postoji X° relacija koja nije
1.

Korolar 4.42.  a) Za sve i < j vrijedi:

mcx), Injcly, Xcly @ XcX)
b) Za svaki i € N wvrijedi:

0|0 0 0

Rekurzivno prebrojivi skupovi

Intuitivno, neki skup smatramo odluciv ili rekurzivan ako postoji algoritam koji
za svaki prirodan broj moze odrediti pripada li skupu. Neki skup smatramo
rekurzivno prebrojivim ako postoji algoritam koji za svaki prirodan broj, kao
ulazni podatak algoritma, kao izlazni podatak daje neki element skupa, te ¢e
primjenom algoritma svaki element skupa biti dobiven kao izlazni rezultat.
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Definicija 4.43. Kazemo da je neka relacija R C N* rekurzivno prebrojiva
ako je R domena neke parcijalno rekurzivne funkcije. Kratko éemo reci da je
to RE relacija (recursively enumerable).

Skupovi N i () su rekurzivno prebrojivi. Svaki rekurzivan skup S je rekur-
zivno prebrojiv, jer je S domena sljedec¢e parcijalno rekurzivne funkcije

1, akoje z €S
flz) ~

T, inace

Propozicija 4.44. Relacija R je rekurzivno prebrojiva ako i samo ako je R
jedna X9 relacija.

Teorem 4.45.
Postoji RE skup koji nije rekurzivan.

Dokaz. Iz teorema o aritmetickoj hijerahiji slijedi da postoji RE skup S (tj.
unarna X! relacija) koji nije I1Y. Pretpostavimo da je S rekurzivan skup. Znamo
da je tada i skup 5S¢ rekurzivan. To znaci da je i S¢ jedna RE skup. Tada slijedi
da je skup (S¢)¢, tj. S, jedan II{ skup, sto je kontradikcija. O

Primjer 4.46. Promotrimo diofantsku jednadzbu p(Z,y) = q(Z,y), gdje sup i
q polinomi s varijablama ¥ i vy, te s koeficijentima iz skupa Z. Neka je D skup
definiran sa:

y € D ako i samo ako 3T(p(Z,y) = q(Z,y))

Lako je vidjeti da je D jedan RE skup. Prilikom rjesavanja desetog Hilbertovog
problema dokazano je da vrijedi v obrat, t). svaki RE skup je skup rjesenja neke
diofantske jednadzbe.

Definicija 4.47. Neka je F' neka k-mjesna funkcija. Graf od F je (k+ 1)-
mjesna relacija Gg definirana sa:

Gr(Z,y) ako i samo ako F(¥)~y.

Teorem 4.48. (Teorem o grafu)
Neka je F : S C N¥ — N proizvoljna funkcija. Tada vrijede sljedeée turdnje:

a) funkcija F je parcijalno rekurzivna ako i samo ako je graf od F' jedna RE
relacija;
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b) funkcija F je rekurzivna ako i samo ako je graf od F' rekurzivna relacija.

Propozicija 4.49. (Definicija funkcije po slucajevima — verzija 3)

Neka su Ry,..., R, neke RE relacije koje imaju svojstvo da za svaki & € NF
postoji najvise jedan i € {1,...,n} tako da vrijedi R;(¥). Neka su Fy,..., F,
proizvolyne parcijalno rekurzivne funkcije. Definiramo funkciju F na sljedeci
nacin:

F(Z), ako vrijedi Ry(Z);
F(Z) ~

F.(Z), ako vrijedi R,(%),
\
gdje se podrazumijeva da F(Z) nije definirano ako niti za jedan i € {1,...,n}
nije ispunjeno R;(Z). Tada je funkcija F parcijalno rekurzivna.

Teorem 4.50. Relacija R je rekurzivna ako i samo ako su relacije R 1 ~R
rekurzivno prebrojive.

Propozicija 4.51. Neka je A neprazan podskup od N. Tada vrijede sljedece
tordnje:

a) skup A je rekurzivno prebrojiv ako i samo ako je skup A slika neke parci-
jalno rekurzivne funkcije;

b) beskonacan skup A je rekurzivno prebrojiv ako i samo ako je skup A slika
neke parcijalno rekurzivne funkcije koja je injekcija.

4.2 Turingovi strojevi

Posto ¢emo u daljnjem tekstu cesto koristiti pojmove vezane uz proizvoljnoe
alfabete, prvo ¢emo ovdje navesti pojmove s time u vezi.

Alfabet je proizvoljan neprazan skup. Svaki element alfabeta nazivamo
simbol ili znak. Rije¢ alfabeta je svaki konacan niz danog alfabeta. Duljina
rijeci je broj simbola koji dolaze u rijeci. Duljinu rije¢i w oznacavamo sa |w.
Ako je sa A oznacen neki alfabet tada se skup svih rije¢i obi¢no oznacava sa A*.
Po dogovoru smatramo da skup svih rijeci proizvoljnog alfabeta sadrzi praznu
rije¢, tj. prazan niz simbola. Najvaznija operacija na skupu rijeci je konkate-
nacija. Konkatenacija je binarna operacija na A*, koja je definirana na sljedeci
nac¢in: ako su a i b rijeci (bolje reéi oznake za rijeci!) tada kazemo da je rijec
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ab nastala konkatenacijom rije¢i @ 1 0. Kazemo da je b podrijec rijeci a ako
postoje rijeci ¢ i d tako da je rije¢ a nastala konkatenacijom rijeci ¢, b i d, tj.
a je jednaka cbd.

Navodimo neke primjere alfabeta. Neka je A; = {«, 8}. Neke rijeci tog alfa-
beta su npr. aaa, afafpS, aaBfaaf. 1z rijeéi aafB 1 BPaf konkatenacijom
dobivamo rije¢ aafBB56ap.

Neka je, zatim, Ay = {+, -, s, 0, =}U{x, : n € N}. Tada su rijeci alfabeta
Agnpr. x1+ 29 =29, 11 - x4 +0=1x5, alii ++ 14y ===

Propozicija 4.52. Skup svih rijeci konacnog ili prebrojivog alfabeta je prebro-
J10.

Pojam Turingovog stroja definirali su manje—vise istovremeno 1936. godine Alan
Turing (1912.-1954.) i Emil Post (1897.-1954.). Intuitivno, Turingov stroj je
automat koji manipulira simbolima na beskonacnoj traci koja je neomedena
slijeva i zdesna, pri ¢emu su ti simboli iz fiksiranog konac¢nog alfabeta. Traka je
podijeljena u registre (kao filmska traka). U svakom registru moze biti zapisan
samo jedan simbol. U jednom trenutku glava ¢itaca moze promatrati samo
jedan registar. Turingov stroj ima samo konacan broj stanja.

Turingov stroj moze izvrsavati cetiri akcije:

a) pomaknuti glavu citaca za jedan registar lijevo;

procitati simbol iz registra kojeg promatra;

)
b) pomaknuti glavu ¢itaca za jedan registar desno;
c)

)

d) napisati simbol (iz danog skupa simbola) u registar (odnosno, izbrisati
postojeci simbol i napisati novi).

Sada dajemo formalnu definiciju Turingovog stroja.

Definicija 4.53. Turingov stroj je uredena Sestorka (S,T, qo, so, F,11), gdje
je redom:

e S konacan skup, cije elemente nazivamo stanja;
o [' je konacan skup, kojeg nazivamo alfabet;

e (o je element iz S i nazivamo ga pocetno stanje;
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e 5g je element od I' i nazivamo ga prazni simbol;
e F' je podskup od S i njegove elemente nazivamo zavrSna stanja;

e 11 je proizvoljna funkcija sa I' X S w skup I' x {L, D, H} x S i nazivamo
je funkcija prijelaza.

(Simboli L i D znaci da ée se glava za citanje pomaknuti lijevo, odnosno
desno, a simbol H znaci da glava za citanje ostaje na mjestu).

Primjer 4.54. Na traci se nalazi zapisan prirodan broj veci od nule u unarnom
zapisu (npr. broj 5 je zapisan kao IIIII). Definirat éemo Turingov stroj koji
odreduge binarni zapis tog broja. Glava c¢itaca se na pocetku nalazi na krajnjem
lijevom znaku. Prvo dajemo opis rada stroja po koracima, a onda é¢emo ga to¢no
zadati tablicom.

1) pomak na zadnji desni znak I

2) obrisati zadnji desni znak I;

3) pomak na prvo lijevo prazno mjesto;
4) na prazno mjesto piSemo 1;

5) pomak na zadngi desni znak I;

6) obrisati zadngi desni znak I

7) pomak lijevo do prve znamenke zdesna;

8) ako je znamenka 0 tada je treba obrisati i napisati 1, te primijenimo korak
10); ako je znamenka 1 tada je treba obrisati i napisati 0, te pomaknuti
se jedno myjesto lijevo;

9) ako je opet procitana neka znamenka (0 ili 1) tada se vratimo na korak
8);

10) vraéamo se na korak 5) ako jos ima znakova I, a inace stroj stane.

Sada trazeni Turingov stroj zadajemo tablicom.
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qo q1 q2

0 | 0Dqo | 0Hgsrop | 1Dqo

1 | 1Dqy | 1Hgsrop | OLgo

50 || soLqi | soHqsrop | 1Dq

I || IDgq soLqo ILgy

Dakle, dani Turingov stroj ima cetiri moguca stanja: qo, q1, G2 @ gsTop (2avrsno
stange). Skup dozvoljenih simbola je {so,I,0,1}.

Sada razmatramo Turingove strojeve koji imaju toéno dva razlicita zavrsna
stanja koja oznacavamo sa qpa 1 qng-

Definicija 4.55. Kazemo da Turingov stroj T = (S,T',qo, So, {qpa,qne}, )
prepoznaje rije¢ w € I'* ako taj Turingov stroj staje u konacno mnogo koraka
u zavrsnom stanju qpa kada je na pocetku rada stroja na traci zapisana samo
rije¢ w. Za proizvoljan Turingov stroj T sa L(T) oznacavamo skup svih rijeci
koji T prepoznaje. Svaki podskup skupa I'* svih rijeci nazivamo jezik. KaZemo
da neki Turingov stroj T prepoznaje jezik L ako vrijedi L = L(T). Za neki
jezik L kaZemo da je Turing—prepoznatljiv ako postoji Turingov stroj koji ga
prepoznaje.

Primijetimo: ako Turingov stroj T' prepoznaje jezik L, te je w € I'*\ L, tada
Turingov stroj 1" koji na pocetku kao ulazni podatak ima na traci zapisanu rijec¢
w uopcée ne mora stati, tj. ne mora nuzno zavrsiti sa stanjem gy g.

Definicija 4.56. Za neki jezik L kaZemo da je Turing—odluéiv ako postoji
Turingov stroj T koji ga prepoznaje, te za svaku rije¢ w € T\ L stoj staje u
zavrsnom stanju qNg.

Teorem 4.57. Jezik L C I'* je Turing—odluciv ako © samo ako su jezici L 1
'\ L Turing—prepoznatljivi.

Definicija 4.58. KazZemo da su dva Turingova stroja ekvivalentna ako pre-
poznaju iste jezike.
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Turingov stroj s vise traka

Turingov stroj s vise traka ima sve dijelove kao i (obican) Turingov stroj, ali
ima vise traka (kona¢no mnogo!) za obradu podataka. Svaka traka ima svoju
glavu za citanje i pisanje. Ulazni podatak sprema se na prvu traku, a ostale
su trake su na pocetku rada prazne. Sada funkcija prijelaza nema viqv se istu
domenu, a ni kodomenu. Dozvoljene je ¢itanje, pisanje i pomicanje svih glava
na nekim ili na svim trakama simultano. Formalno, funkcija prijelaza k—tra¢nog
Turingovog stroja je svaka funkcija

M:QxI'" - QxI'"x{L D, H}*
gdje je k broj traka. Izraz I1(g;, a1, ...,ax) = (¢;,b1,...,b5, L, D, ..., L) znaci ako
je stroj u stanju ¢; i glave od 1 do k ¢itaju redom simbole a; do ag, tada stroj
prelazi u stanje g;, piSe simbole by do by, i pomice glave za ¢itanje i pisanje, ili
ulijevo, ili udesno ili ostaje na istom polozaju, ovisno kako je odredeno za koju
traku. Turingov stroj s vise traka izgleda moc¢nije od originalnog Turingovog
stroja, ali moze se pokazati da su iste snage.

Teorem 4.59. Svaki Turingov stroj s vise traka ekvivalentan je nekom Turin-
govom stroju s jednom trakom.

Kako bi definirali pojam Turing-izracunljive funkcije promatramo Turingove
strojeve koje imaju tri trake:

e jednu traku na koju su na pocetku zapisani samo ulazni podaci (tzv. input
traka),

e jednu pomoc¢nu "radnu” traku,

e jednu traku na koju se zapisuje izlazni rezultat (tzv. output traka).

Neka je T neki Turingov stroj s tri trake i © € N*. Rad stroja T kod kojeg je
na input traci zapisano & kao ulazni podatak, nazivamo T—-izracunavanje sa
Z. Primijetimo da svako T—izrac¢unavanje sa & ne mora stati.

Definicija 4.60. Neka je f : S C N¥ — N proizvolina funkcija i T neki Tu-
ringov stroj. KaZemo da Turingov stroj T izracunava funkciju f ako za svaki
7 € N* vrijedi:

T—izracunavanje sa T stane, i na output traci je zapisan broj f(Z)

ako i samo ako T € S



190 POGLAVLJE 4. DODATAK: IZRACUNLJIVOST

Za funkciju f : S C N¥ — N kaZemo da je Turing—izracunljiva ako postoji
Turingov stroj koji je izracunava.

Teorem 4.61. Funkcija f : S € N¥ — N je Turing—izracunljiva ako i samo
ako je funkcija f parcijalno rekurzivna.

Nedeterministicki Turingovi strojevi

Turingove strojeve koje smo do sada razmatrali nazivamo deterministicki Tu-
ringovi strojevi. Kod nedeterministickih Turingovih strojeva funkcija prije-
laza poprima vrijednosti u partitivnom skupu.

Definicija 4.62. Nedeterministicki Turingov stroj je uredena sestorka
(S,T, qo, S0, {qpa, qnE},0), gdje simboli S, T, qo, So, qpa @ qnE iMmaju isto znace-
nje kao kod deterministickih Turingovih strojeva. No, sada je funkcija prijelaza
proizvoljna funkcija § : T'x S — P(I' x {L,D,H} x S).

Nedeterminizam se najbolje ocituje u tome sto stroj s istim ulazom i istom stanju
moze postupati na bitno razli¢ite nac¢ine. Najbolje je moguc¢nost postupanja na
razli¢ite nacine zamisljati kao grananja.

Definicija 4.63. KaZemo da nedeterministicki Turingov stroj'T’ prihvaca rijec
w € I' ako taj stroj s ulaznim podatkom w ima svojstvo da barem jedna grana
stane u konacno mnogo koraka u zavrsnom stanju qpa.

Teorem 4.64. Za svaki nedeterministicks Turingov stoj postoj neki determini-
sticki Turingov stroj koji mu je ekvivalentan.

Problem zaustavljanja ili halting problem

Svakom Turingovom stroju mozemo pridruziti kod (konkatenaciju svih konfi-
guracija ili pak neki prirodan broj). Kod Turingovog stroja T ozna¢avamo sa
T.

Halting problem glasi:

Postoji li algoritam koji ¢e za svaki Turingov stroj T i za svaki ulazni
podatak odrediti hoce li stroj T s tim ulaznim podacima stati?

Odgovor je da ne postoji. Formalni odgovor o halting problemu izric¢e sljedeci
teorem.
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Teorem 4.65. Neka je jezik L zadan sa:

L={(T,w):T je Turingov stroj i T prepoznaje ulazni podatak w}
Jezik L nije odluciv.

Korolar 4.66. Komplement jezika iz prethodnog teorema nije Turing—prepo-
znatljiv.

Churchov teorem

Sada ¢emo dati dokaz Churchovog teorema, tj. da je logika prvog reda neo-
dluciva. U tu svrhu ¢emo prvo definirati pojam RAM-stroja.

RAM-stroj je idealizirano racunalo s beskonacno velikom memorijom koje nikad
ne radi greske. Definicija RAM-stroja, koja slijedi, je opisna. Mogli bismo
dati definiciju koja bi bila stroza ("RAM-stroj je uredena n-torka ...”) i ”vise”
matematicka, ali smatramo da tada taj pojam ne bi bio toliko jasan.

Definicija 4.67. Osnowvni dijelovi RAM-stroja su:
® 71eqistri;
o spremnik za program;
e brojac.

Za svaki prirodan broj k stroj ima registar koji oznacavamo s Ry. U svakom
trenutku rada stroja svaki registar Ry sadrzi neki prirodan broj.

U spremniku za program je smjesten program. Program je konacan niz ins-
trukcija. Ako je n broj instrukcija u programu tada su one numerirane s 1., 2.,

co, M.

U brojacu se u svakom trenutku rada RAM-stroja nalazi redni broj instruk-
cije koja se izvrsava.
Postoje cetiri tipa instrukcija:

e INCR,
Kada stroj izvodi tu instrukciju tada poveéava broj u registru Ry, za jedan,
te broj u brojacu poveca za jedan.
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e DEC Ry, m.
Broj m je obavezno redni broj neke instrukcije u programu. Ako je broj u
registru Ry, razlicit od nule tada se prilikom izvrsenja navedene instrukcije
broj u Ry smanji za jedan, a broj u brojacu se poveca za jedan. Ako je broj
u registru Ry jednak nuli tada se prilikom izvrsenja navedene instrukcije
samo broj u brojacu promijeni u m.

e GO TOm
Broj m je obavezno redni broj neke instrukcije u programu.
Kada stroj izvodi tu instrukciju on jednostavno broj u brojacu mijenja u
m.

o STOP

Kada stroj dode na tu instrukciju tada izracunavanje bezuvjetno stane.

Za primgenu stroja prvo stavljamo program u spremnik programa. Zatim upi-
sujemo odgovarajuée brojeve u registre (ulazni podaci). Ako se radi o programu
s k ulaznih podataka, tada smatramo da su oni redom zapisant u registrima R,
...y, Ri. U brojacu je na pocetku broj 1 (to znaci da se svaki program pocinje
izvrsavati od prve instrukcije). Tada startamo stroj.

Stroj tada pocinje izvrsavati instrukcije. U svakom koraku stroj izvrsava
instrukciju u programu ¢iji je redni broj u brojacu. Na kraju izvrsenja instrukcije
mijenja se broj u brojacu.

Ako je izracunavanje doslo na instrukciju STOP, ili pak je broj u brojacu
veci od svakog rednog broja instrukcija uw programu, tada stroj staje. U tom
slucagu je izlazni rezultat zapisan u registru Ro. Ako se to nikad ne dogodi stroj
radi "vjecno”.

Napomena 4.68. Na pocetku smo rekli da je RAM-stroj neka vrsta idealizira-
nog racunala koja nikad ne grijesi. Ako stroj nikad ne stane prilikom izvrsenja
nekog programa to ne znaci da stroj grijesi, vec¢ je program takav. (Sjetimo se
samo koliko puta su nam probleme stvarale beskonacne petlje koje se znaju do-
goditi prilikom nepazljivog programiranja.) Beskonacéni rad stroja ne dopustamo
samo kako bismo mogli opravdati gresku u programu, vec¢ ¢e nam ta neodredenost
biti oznaka za jedno svojstvo funkcije ¢ija se vrijednost izracunava.

Sljede¢om slikom dajemo skicu RAM-stroja.
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Ro| Ri| Ry
1.
2. SPREMNIK
3. 7ZA
BROJAC PROGRAM
1.

Definicija 4.69. Za svaki program P za RAM-stroj i svaki k € N uredeni par
(P, k) nazivamo algoritam, te oznacavamo sa A% .

Ako je AP neki algoritam i ¥ € N¥ tada rad RAM-stroja s programom P u
spremniku 1 ulaznim podacima ¥ nazivamo P—izracunavanje s 7.

Neka je f : S C Nt — N i AL neki algoritam. KaZemo da algoritam
Al izracunava funkciju f ako za sve prirodne brojeve xq, ..., xp vrijedi da
je (x1,...,xx) € S ako i samo ako RAM-stroj s programom P u spremniku
i s (xq,...,2%) kao ulaznim podacima stane, i u tom sluc¢aju je na kraju rada
stroja u registru Ry zapisan broj f(z1, ..., xy). Cesto éemo i reéi da program P
izracunava funkciju f, i to u situacijama kada nije potrebno naglasavati mjesnost
ulaznih podataka.

Kazemo da je funkcija f RAM-—izracunljiva ako postoji algoritam AY
koji je 1zracunava.

Teorem 4.70. Neka je f : S C NF — N proizvoljna funkcija. Funkcija f je
RAM-=izracunljiva ako i samo ako funkcija f je Turing—izracunljiva.

Sada dojemo dokaz Churchovog teorema. Za svaki program P* za RAM-stroj i

ulazne podatke Z = (my, ..., m;,) definiramo recenicu logike prvog reda % tako
da vrijedi
P-izracunavanje sa T stane ako i samo ako je formula % valjana (%)

Primijetimo da primjenom nerjeSivosti halting problema odavde odmah slijedi
da ne postoji algoritam za ispitivanje valjanosti formula logike prvog reda, tj.
Churchov teorem.

Sada ¢emo opisati konstrukciju trazene formule p%. Neka su Iy, ..., I, instruk-
cije koje ¢ine program P. Neka su Ry,...,R,, svi registri koji se pojavljuju u
programu P.
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Sada definiramo alfabet o za recenicu ¢f. Neka je 0 = {0, s, R}, gdje suredom:

e 0 je konstantski simbol
e s je jednosmjesni funkcijski simbol

e 1R je m + 1 mjesni relacijski simbol

Za svaki prirodan broj n # 0 sa s"(0) oznacavamo term s(s(...s(0)...), gdje se
simbol s pojavljuje totno n puta u termu.

Radi lakseg snalazenja navodimo intendirane interpretacije uvedenih simbola.
Intendirana interpretacija terma s"(0) je prirodan broj n. Zatim, smatramo da
je atomarna formula

R(s™(0),...,s™(0),s(0))

istinita ako i samo ako u nekom trenutku rada RAM-stroja (u spremniku je
program P, a ¥ su ulazni podaci) za svaki ¢ = 1,..., m u registru R; je zapisan
prirodan broj n;, a redni broj sljedece instrukcije je k.

Zasvaki j =1,...,n (tj. za svaku instrukciju Iy,. .., I,) definiramo formulu ¢;
na sljedeci nacin:

e ako je [; instrukcija oblika INC R,, pri ¢emu je [ € {1,...,m}, tada
definiramo:

w; = Vxi...Va, (R(ml, e T, 87(0)) —
R(zy, ... x1,8(20), X1, - o s Ty sj“(())))
e ako je [; oblika DEC R,,q tada definiramo:
p;, = Vri...Vz, (R(xl, e T, $7(0)) —
Vy(x, = s(y) = R(T1, ..o, Tpe1, Yy Tpits - - s Tny $TH(0))A
(@) =0 = R(z1, ..., 2m, sq(O)))>

e ako je instrukcija I; oblika GO TO p tada definiramo:

0; = Va:l...Va:m<R(:E1,...,xm,sj(O))—>R(m1,...,xm,sp(0))>
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e ako je instrukcija I; oblika STOP tada definiramo:

0; = Vri...VYa, (R(xl, ey Ty $7(0)) = R(y, .., T, s"“(O)))
Sada konacno definiramo trazenu formulu % sa:

(R(sml(o),...,smk(O),O...,O) Aot A A gon) =
oy .. Iz, R(2y, . T, s7TH0))

Iz njene definicije odmah slijedi da ima trazeno svojstvo (x). Q.E.D.

4.3 Teorija slozenosti

Za svaki algoritam vazno je koliko vremenskih i prostornih resursa treba za
njegov rad. Vremenska, odnosno prostorna, slozenost iskazuje se kao funkcija
velicine ulaznih podataka za algoritam. Teorija slozenosti ne bavi se prevens-
tveno proucavanjem potrebnih resursa za pojedini algoritam, ve¢ razmatra od-
nos medu klasama algoritama iste sloznosti.

Definicija 4.71. Vremenska slozenost deterministickog stroja T je fun-
kcija timer : N — N, gdje je timer(n) maksimalan broj koraka koje stroj T
napravi za svaki ulazni podatak duljine n.

Vremenska slozenost nedeterministickog stroja T' je funkcija timerp :
N — N, gdje je timer(n) maksimalan broj koraka (uzimajuéi u obzir sve grane)
koje stroj T napravi za svaki ulazni podatak duljine n.

Ako je timer vremenska sloZenost stroja T (deterministickog ili nedetermi-
nistickog) tada kazZemo da stroj T radi u vremenu timer, tj. da je T timep—
vremenski slozen Turingov stroj.

Definicija 4.72. Prostorna slozenost deterministickog Turingovog stroja
T je funkcija spacer : N — N, gdje je spacer(n) maksimalan broj lokacija (uzi-
majuci u obzir sve trake) po kojima stroj T pretraZuje za svaki uzlazni podatak
duljine n.

Prostorna slozenost nedeterministickog Turingovog stroja T je funkcija
spacer : N — N, gdje je spacer(n) maksimalan broj lokacija (uzimajuéi u obzir
sve trake i sve grane) po kojima stroj T ¢ita i piSe, za svaki ulazni podatak
duljine n.

Ako je spacer prostorna slozenost stroja T (deterministickog ili nedetermi-
nistickog) tada kazemo da stroj T treba prostor spacer, tj. da je T  spacer—
prostorno slozen Turingov stroj.
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Toc¢no vrijeme trajanja rada stroja i prostora je unaprijed nemoguce izracunati,
stoga ga procjenjujemo. Jedan prikladan oblik procjene u kojem pokusavamo
ocijeniti vrijeme trajanja rada stroja je trajanje rada za velike ulazne podatke,
koji zovemo asimptotska analiza. U asimptotskoj analizi, ako promatramo
polinom, bitan je samo ¢lan s najve¢om potencijom, dok ostale zanemarujemo,
s tim da zanemarimo i koeficijent uz vodedi ¢lan, jer ¢lan s najve¢om potencijom
dominira nad ostalim ¢lanovima pri ulaznim podacima velike duljine. Primije-
timo, ako stroj nikad ne stane za neki podatak duljine n, onda je timer(n) = occ.

Definicija 4.73. (big-o-notation)

Oznacimo sa RY skup nenegativnih realnih brojeva. Neka su f,g : N — RT
proizvoljne funkcije. Pisemo f(n) = O(g(n)), odnosno kratko f = O(g), ako
postoje prirodni brojevi ¢ i ng takvi da za svaki prirodan broj n > ng vrijeds

f(n) <c-g(n)
Primjer 4.74. 1. Ako je polinom P stupnja k tada vrijedi P(n) = O(n*).

Dokaz. Neka je P(x) = ag + ayx + ... + apz®. Neka je b; = |a;|. Tada za
svaki x > 1 imamo

|P(z)] < bo+biz+...+bpa”

<2—2+%+...+bk>xk
< (bo+by+...+0by)a" = Ma*
gdje je M = by + by + ...+ by, Iz posljednjeg ocito slijedi P(n) = O(n*).

2. Ako je ¢ > 1 proizvoljan realan broj i P neki polinom tada vrijedi P(n) =
O(c").

3. Vrijedi logn = O(n). Stovise, za svaki k € N wrijedi (logn)F = O(n).

Definicija 4.75. Neka je T Turingov stroj (deterministicki ili nedeterministicki).
KazZemo da je stroj T':

e (vremenski) polinoman ako postoji neki polinom f tako da vrijedi
timer = O(f).



4.3. TEORIJA SLOZENOSTI 197

e (vremenski) eksponencijalan ako postoji eksponencijalna funkcija g
tako da vrijedi timer = O(g).

e prostorno polinoman ako postoji polinom f tako da vrijedi spacer =

O(f).

e prostorno eksponencijalan ako postoji eksponencijalna funkcija g tako
da vrijedi spacer = O(g).

U istom smislu ¢emo koristiti nazive ”polinomni” i ”eksponencijalni” (vre-
menski) algoritam.

Napomena 4.76. Kada govorimo o rjesivosti nekog problema na Turingovim
strojevima tada pod pripadnim jezikom podrazumijevamo skup svih rjesenja tog
problema. U daljnjem tekstu govorit cemo da je neki problem rjesiv u poli-
nomnom/eksponencijalnom vremenu, odnosno s polinomnim/eksponencijalnim
prostorom, na (ne)deterministickom Turingovom stroju, ako je pripadni jezik
takav.

Primjer 4.77. Ako su prirodni brojevi a i b zapisani u binarnom obliku, te ako
je duljina zapisa n, standardni algoritmi: zbrajanja ¢ oduzimanja zahtijevaju
O(n) vremena.

Kako bi to dokazali promatramo Turingov stroj s 3 trake. Na traci broj 2 4
3 neka se nalaze sumandi, a traka 1 neka bude na pocetku prazna (na njoj ée
Turingov stroj ispisati rezultat zbrajanja). Bez smanjenja opéenitosti mozZemo
pretpostaviti da su oba sumanda duljine n (ako je jedan od sumanada manje
duljine Turingov stroj ga moze dopuniti do duljine n s vodecim nulama u jednom
prolazu, dakle u vremenu O(n)). Neka su glave na poc¢eku rada stroja na trakama
2 i 8 na posljednjim (desnim) znamenkama sumanada. Lako je konstruirati
Turingov stroj T' koji ée u jednom prolazu obavljati zbrajanje (najvise n + 1
korak) stoga je timer(n) = n+ 1, dakle timer(n) = O(n).
Mnozenje i dijeljenje s ostatkom zahtijeva O(n?) vremena.

Primjer 4.78. Euklidov algoritam

Podsjetimo se koji su koraci Euklidovog algoritma za odredivanje najveceg za-
jednickog djelitelja dvaju prirodnih brojeva a i b (oznaka nzm(a,b)). Bez sma-
njenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a < b. Koraci algoritma:

1. Ako je a = 0 tada je nzm(a,b) = b.

2. Ako je a > 0, tada (teorem o dijeljenju s ostatkom) postoje prirodni brojevi
g>1 i 0<r <a tako da vrijedi b = q-a+ r. Tada je nzm(a,b) =
nzm(a,r). Definiramo b:=a i a:=r, te se vratimo na korak 1.
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Kako vidimo, algoritam je dan rekurzivno, a posto je r < a ocito je da zavrSava
u konacno mnogo koraka. Euklidov algoritam je vremenski polinoman. Tocnije,
zahtijeva O(log, a + log, b) aritmetickih operacija.

Primjer 4.79. Mnozenje matrica
Neka su A = [a;;] © B = [b;] dvije matrice reda n. Ako oznacimo A - B = [c;j]
tada je c;j = Y apbgj. Uocimo da je velicina ulaznog podatka 2n?. Standardni

k=1
algoratam za mnoZenje matrica, tj. ako jednostavno mnozZimo matrice koristeci

definiciju, treba nam O(n®) mnoZenja. Postoje brZi algoritmi za mnoZenje ma-
trica (npr. Strassenov algoritam; vidi [24]).

Primjer 4.80. Problem SAT (eng. satisfiability) glasi:
odrediti je li zadana formula logike sudova ispunjiva.

Semanticke tablice su jedan algoritam koji rjesava problem SAT, ali opéenito za
formulu sa n varijabli treba vise od 2™ koraka. Iz tog razloga kazemo da su se-
manticke tablice eksponencijalni algoritam. Semanticka stabla (ili metoda
tableauza) su takoder jedan potpun i korektan test za ispitivange ispunjivosti for-
mula. Koja je njihova vremenska sloZenost? Problem SAT se obicno promatra
za formule u konjunktivnoj normalnoj formi, jer se za svaku formulu logike su-
dova moze u polinomnom vremenu odrediti konjunktivna normalna forma. Ako
svaka elementarna disjunkcija sadrzi najvise n literala tada govorimo o n—SAT
problemu.

Primjer 4.81. Problem trgovackog putnika — TSP (eng. Traveling Sale-
sman problem,)
Zadan je neusmjereni potpun graf G = (V, E) s n vrhova, tj.

V=A{v,....,un} ¢ E={{v,v;} : i<y}

Neka su zadani brojevi d;; = dj; > 0, koji predstavljaju udaljenost izmedu vr-

hova v; i v;. Treba naci zatvoreni put koji prolazi kroz sve vrhove grafa, a ima

mimimalnu duljinu. Drugim rijecima, treba naci ciklicku permutaciju ™ od n

elemenata, takvu da je suma ) dj-jy minimalna, gdje je vy vrh u koji do-
j=1

lazimo iz vrha vj. (U praksi se pojavljuju problemi s 50 i vise gradova, cije bi

egzaktno rjesavanje na danasnjim racunalima trajalo milijardama godina).

Slozenost poznatih algoritama za pretrazivanje i sortiranje je sljedeca:
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1. Linearno pretrazivanje: O(n)
2. Binarno pretrazivanje: O(log,,)
3. Bubble sort: O(n?)

4. Merge-sort: O(nlogn)
Definicije i detalje o navedenim algoritmima mozete vidjeti u skripti [23].

Teorem 4.82. (O redukciji visetracnog Turingovog stroja na jednotracni)
Neka je [ : N — Rt funkcija takva da je f(n) > n, za svaki n € N. Tada za
svaki Turingov stroj vremenske sloZenosti f(n) s vise traka postoji ekvivalentan
O(f*(n))-vremenski slozen Turingov stroj s jednom trakom.

Teorem 4.83. (O redukciji nedeterministickog Turingovog stroja na determi-
nisticki)

Neka je f: N — Rt funkcija takva da je f(n) > n, za svaki n € N. Za svaki
nedeterministicki Turingov stroj vremenske sloZenosti f(n) postoji ekvivalentan
O(27™) ~vremenski slozen deterministicki Turingov stroj.

Definicija 4.84. Neka je f : N — R proizvoljna funkcija. Klasa vremenske
slozenosti DTIME( f) je skup svih jezika koji su odlucivi s nekim O( f)—vremen-
ski sloZenim deterministickim Turingovim strojem. Klasa vremenske sloZenosti
NTIME(f) je skup svih jezika koji su odlucivi s nekim O(f)-vremenski sloZe-
nim nedeterministickim Turingovim strojem.

Definicija 4.85. S PTIME, ili samo kratko s P, oznacavamo klasu svih jezika
koji su odlucivi na nekom deterministickom Turingovom stroju vremenske slo-
Zenosti O(n*), za neki k € N. Dakle, vrijedi

P =| ) DTIME(n")

keN

S NPTIME, ili samo kratko s NP, oznacavamo klasu svih jezika koji su
odlucivi na nekom nedeterministickom Turingovom stroju vremenske sloZenosti
O(n*), za neki k € N. Dakle, vrijedi

NP = | J NTIME(n*)
keN
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Napomena 4.86. Za svaki jezik o vrigedi:

ae€ NP < (3R(z,y) € P)(3 polinom p)

a={r: 3y, |yl <p(z])R(z,y)}

(O definiciji klase NP pomocu polinomnog verifikatora vidi npr. [25]).

Primjeri problema koji pripadaju klasi P:

1.

AR

zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje s ostatkom prirodnih brojeva
odredivanje najvece zajednicke mjere dvaju prirodnih brojeva

ispitivanje povezanosti grafa; trazenje najkraceg puta u grafu

2-SAT

SAT-Horn (problem ispunjivosti Hornovih formula)

. problem egzistencije rjeSenja sistema linearnih algebarskih jednadzbi

. problem ispitivanja prostosti prirodnog broja

Primjeri problema koji pripadaju klasi NP

1.

=

© %P N o o

problem ispunjivosti formula logike sudova, tj. problem SAT
problem trgovackog putnika (TSP)

problem faktorizacije prirodnih brojeva

problem cjelobrojnog linearnog programiranja

odredivanje da li je graf 3—obojiv

Hamiltonov put (put koji sadrzi sve vrhove u grafu)
Nezavisan skup u grafu (potpuno nepovezan podgraf)

Klika u grafu (potpuno povezan podgraf)

Minesweeper, potapanje brodova; tetris; igra gomilice; Sokoban
(vidi V. Koji¢, Minesweeper problem je NP—potpun, math.e, 12 (2008);
http://e.math.hr)
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Neka su I'y i I's proizvoljni alfabeti.

Definicija 4.87. KaZemo da je neka funkcija f : I'y — I'; vremenski po-
linomno izracunljiva ako postoji polinomno vremenski sloZen Turingov stroj
koji za svaki w € Tt kao ulazni podatak na traku ispisuje f(w).

Definicija 4.88. KaZemo da je jezik ay C I'] polinomno reducibilan v od-
nosu na jezik ay C I's, ako postoji vremenski polinomno izracunljiva funkcija
f It = I3 takva da za svaki w € oaq vrijedi: w € oy ako @ samo ako

f(w) € as.

Primjer 4.89. Funkcija f : N — {0,1}* koja prirodnom broju pridruzuje nje-
gov binarni zapis je vremenski polinomno izracunljiva, pa su i ta dva jezika
polinomno reducibilna.

Propozicija 4.90. Ako je jezik an C I'f polinomno reducibilan v odnosu na
jezik ce C I'3, a jezik oy je polinomno reducibilan u odnosu na jezik as C I
tada je 1 jezik oy polinommno reducibilan u odnosu na jezik as.

Propozicija 4.91. Ako neki jezik pripada klasi P (odnosno NP) tada i svaki

jezik koji je polinomno reducibilan u odnosu na njega takoder pripada klasi P
(odnosno NP).

Definicija 4.92. KaZemo da je neki jezik o« NP—potpun ako zadovoljava slje-
deca dva uvjeta:

a) jezik o pripada klasi NP

b) svaki jezik 5 € NP je polinomno reducibilan u odnosu na c.

NP-potpuni problemi su najtezi u klasi NP. Rije¢ potpun trebala bi asocirati
da algoritamskim rjeSenjem ovih problema dolazimo na neki nacin i do rjesenja
svih ostalih NP problema.

Propozicija 4.93. Neka je a neki NP-potpun jezik i B € NP. Ako je o poli-
nomno reducibilan u odnosu na [ tada je i jezik 5 NP-potpun.

Teorem 4.94. (Cook, Levinov teorem, 1971.)
Problem SAT je NP-potpun.
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Skica dokaza. Kako bi dokazali da je SATENP opisujemo algoritam na ne-
deterministickom stroju koji u polinomnom vremenu za zadanu formulu F' u
konjunktivnoj normalnoj formi ispituje je li ispunjiva. Algoritam se sastoji od
dva dijela. Prvo na sve moguce nacine pridruzimo 0 i 1 literalima u formuli
F. (Zbog nedeterminizma to mozemo napraviti u polinomnom vremenu). U
drugom dijelu algoritma rac¢unamo istinosnu vrijednost formule F' za svaku de-
finiranu interpretaciju. Za to nam treba O(n) koraka, jer to radimo jednim
prolaskom kroz formulu.

Preostalo je dokazati kako se proizvoljan jezik o € NP moze polinomno
reducirati u odnosu na problem SAT. Neka je a € NP proizvoljan jezik, te
neka je T Turingov stroj koji odlucuje jezik a u vremenu O(n¢), za neki ¢ €
N. Oznac¢imo sa S skup svih stanja, sa I' alfabet, te sa II funkciju prijelaza
stroja T. Formulama logike sudova opisat ¢emo rad Turingov stroja 1. Neka je
w = hy ...h, proizvoljna rije¢ alfabeta I'. Tada postoji ¢; € R tako da stroj T’
odlucuje u N = [¢;n¢] koraka pripada li rije¢ w jeziku a.

Uvodimo oznake za propozicionalne varijable:

a) Xgs, zasvaki k€{0,..., N}, 1isvako stanje s€ S

b) Y, zasvaki k€ {0,...,N}, isvaki i€ {-N,...,0,...,N}

¢) Zin, zasvaki k€ {0,...,N}, svaki i € {—N,...,0,...,N},

tesvaki h el

Pratec¢i postupak rada stroja T' varijablama pridruzujemo vrijednosti ovako:

Xis =1 ako se nakon k-tog koraka stroj 7' nalazi u stanju s

Y, =1 ako se nakon k-tog koraka glava stroja nalazi na i-toj lokaciji

Zyin =1 ako je nakon k-tog koraka u i-toj celiji zapisan simbol h
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(Uocite da nismo uveli nikakvu oznaku za interpretaciju, veé¢ za svaku propozi-
cionalnu varijablu p pisemo p = 1 ili p = 0).
Sada redom definiramo formule koje opisuju potpuno rad stroja.

(1) \/ Xis, zasvaki k € {0,..., N}

seS

Ova formula jednostavno izrice da se stroj T u svakom koraku svog rada nalazi
u nekom stanju s € S

(2) “Xjs, V1 Xis,) zasvaki k € {0,..., N}, te svaka dva stanja s; # 9

Ova formula izrice da se stroj T' u svakom koraku svog rada nalazi tocno u
jednom stanju. Analogno definiramo formule od (3) do (7) (vidi npr. [10]).

Navodimo jos posljednju formulu.

(8) (Yii V Ziin NV Zis1in) N Yii V2 Ziin NV Zit1,in),
zasvaki k € {0,... N}, zasvakii € {—N...,0,...,N}, tezasvaki h € I

Ova formula izrice da tamo gdje nije glava stroja sadrzaj celije se ne mijenja.
Oznacimo sa F, konjunkciju formula (1)—(8). Lako je vidjeti da vrijedi:

w € « ako 1 samo ako F,, € SAT

Zatim, pazljivom analizom definicija formula (1)—(8) moze se pokazati da je za
svaku rije¢ w € I'* formulu F,, moguce konstruirati u polinomnom vremenu. To
znaci da je svaki jezik o € NP polinomno reducibilan u odnosu na SAT. O

Karp je 1972. dokazao da je ¢itav niz kombinatornih problema, medu kojima i
TSP, NP-potpun. Do danas je poznato nekoliko tisu¢a NP—potpunih problema.
Klasa NP—potpunih problema ima dva interesantna svojstva:

1. Niti za jedan NP—potpun problem do danas nije poznat polinomni algori-
tam koji ga rjesava.

2. Ako je u polinomnom vremenu rjesiv bilo koji od tih problema, onda se u
polinomnom vremenu rjesivi svi NP problemi.

Na temelju ovih svojstva, mnogi matematicari smatraju da ne postoji poli-
nomni algoritam za bilo koji NP—potpun problem, tj. da je P#NP.
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Teorem 4.95. Problem 3-SAT je NP—potpun.

Dokaz. Posto je 3-SAT specijalni slu¢aj problema SAT ocito vrijedi 3-SATeNP.
Za dokaz NP—potpunosti problema 3-SAT dokazat ¢emo da je problem SAT
polinomno reducibilan u odnosu na problem 3-SAT. Neka je F'(Py, ..., P,) pro-
izvoljna formula logike sudova. Dokazujemo da postoji konjunktivna normalna
forma F'(Py, ..., Py, Q1,...,Qm) (m > 0) tako da svaka elementarna disjunkcija
sadrzi tocno tri literala, te za svaku parcijalnu interpretaciju I : {P;,..., P,} —
{0,1} vrijedi:

I(F) =1 ako isamo ako postoji prosirenje I’ od I tako da I'(F’) = 1.

Primijetimo da iz ove tvrdnje posebno slijedi da za svaku formulu F' postoji
3—knf F’ tako da vrijedi:

formula F' je ispunjiva ako i samo ako F” je ispunjiva.

Prvo ¢emo dokazati tvrdnju zadatka za jedan specijalan slucaj, tj. za formulu
koja je elementarna disjunkcija. Neka je C' proizvoljna elementarna disjunkcija.
Tvrdimo da postoji konjunktivna normalna forma C’ koja ima sljedeca svojstva:

(i) svaka elementarna disjunkcija od C” sadrzi to¢no tri literala;

(i) za sve parcijalne interpretacije I : Var(C) — {0, 1} vrijedi: I(C') =1 ako
i samo ako postoji progirenje I’ od I tako da vrijedi I'(C") = 1.

Varijable koje dolaze u formuli C' oznac¢imo sa P;, P, ..., a novo uvedene
varijable u C’ éemo oznacavati sa )1, QQ2, ... Nekaje C = A; V ... VA,
gdje su A; literali. Promatramo sluc¢ajeve obzirom na broj (.

(a) [=1,t. C = A.
Tada definiramo da je formula C’ jednaka

(A1 V@1V Q) A(A1V-Q1V Q) A(AIV Q1Y —Q2) A (A VRV —Q2)

Tada definiramo

C/ = (Al V A2 V Ql) A (Al V A2 V ﬁQl).

(c) I1=3
Tada neka je jednostavno C” upravo formula C.
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(d) I >3
Neka je

-4

C, = (Al vV AQ V Ql) A /\(ﬁc2Z \ AZ‘+2 V Qi—f—l) VAN (_'Ql_g vV Al—l vV Al)

i=1

(Ako je !l = 4 tada u C” imamo ”praznu” konjunkciju, tj. konjunkciju oblika
/\?:1 . Po definiciji smatramo da je takva konjunkcija jednaka tautologiji
Q1 V Q1. Odnosno, za slucaj | = 4 definiramo da je C" = (A;V Ay V
Q1) N (—Q1V A3V Ay). )

Preostalo je dokazati tvrdnju (i¢). U sluc¢aju c) to je trivijalno. Lako je vidjeti
da za slucajeve a) i b) mozemo uzeti proizvoljna prosirenja I’. Preostalo je jedino
razmotriti slucaj d). Pretpostavimo prvo da vrijedi I(C) = 1. Tada postoji
literal A, tako da je I(A,) = 1. Prosirenje I’ od I definiramo po slucajevima
obzirom na p.

(dy) ako je p=1ili p =2 tada definiramo I'(Q;) = ... = I'(Q;_3) = 0.
(dy) ako je p=1—11li p=1 tada definiramo I'(Q1) = ... =I'(Q,—3) = 1.

(d3) Za broj p, za koji vrijedi 3 < p <[ — 2, definiramo

I'Q)=...=I'Qy2)=1, I'(Qy1)=...=I'(Qr3) =0,

Lako je provjeriti da u svim slucajevima vrijedi I'(C’) = 1. Obrat tvrdnje
dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Neka je [ interpretacija za koju vrijedi
I(C) =0, tj. I(A;) = ... = I(A4) = 0. Ako je I’ prosirenje od I tako da
je I'(C") = 1 tada mora biti I'(Q1) = ... = I'(Qi—3) = 1. No, tada je i
I'(=Qi—3 V A1 V A;) = 0, sto povlaci I'(C’) = 0. Time je tvrdnja zadatka
potpuno dokazana za slucaj kada je I’ elementarna disjunkcija.

Promotrimo sada opcenit slucaj, tj. kada je F' proizvoljna formula. Oznaci-
mo sa F} konjunktivnu normalnu formu za F| tj. neka je F; = C;1 A ... A
Cs, gdje su C; elementarne disjunkcije. Konstruiramo formule C] kao prije.
(Konstrukcije mozemo provesti tako da su skupovi novo uvedenih varijabli me-
dusobno disjunktni). Tada definiramo F' = CjA...AC.. Lako je provjeriti da
formula F” ima trazena svojstva. Time smo dokazali da se svaka zadaca iz SAT
transformira u neku zadacu iz 3-SAT. Nije tesko vidjeti da se ova transfomacija
moze realizirati u polinomnom vremenu. O

Definicija 4.96. Za neki problem S kaZemo da je NP—tezak ako je svaki NP—
problem polinomno reducibilan u odnosu na problem S.
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Primjer 4.97. Neka je
D=A{p:peZX,..., X, koji ima cjelobrojnu nultocku }

Iz Matijasevicevog riesenja 10.—tog Hilbertovog problema znamo da je jezik (!)
D neodluciv (to znaci da ne postoji nikakav Turingov stroj koji ga odlucuje, pa
posebno D €NP). Moze se pokazati da je jezik D jedan NP-teZak jezik.

Definicija 4.98. Neka je f : N — RT proizvoljna funkcija. Klase prostorne
slozenosti SPACE(f)) i@ NSPACE(f) definiramo ovako:

DSPACE(f) = {L : L je jezik odluciv na nekom O(f) prostorno sloZenim
deterministickim Turingovim strojem }

NSPACE(f) = {L : L je jezik odluciv na nekom O(f) prostorno sloZenim

nedeterministickim Turingovim strojem }
Sada definiramo:

PSPACE = | | DSPACE(n*)

keN

NPSPACE = | | NSPACE(n")
keN

Definicija 4.99. KaZemo da je funkcija f : N — N dobro izrac¢unljiva ako
postoji deterministicki Turingov stroj T koji izracunava funkciju f u vremenu

O(f)-

Teorem 4.100. (Savitchev teorem)
Ako je f : N — N dobro izracunljiva funkcija takva da za svaki n € N vrijedi
f(n) > logn, tada imamo

NSPACE(f(n)) € DSPACE(f*(n))

Korolar 4.101. Vrijedi: PSPACE = NSPACE.

Definirajmo jos neke klase slozenosti. Za svaku funkciju f : N — R* oznacimo:
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Time(f) ={a: jezik a je odlu¢iv na nekom

f — vremenski slozenim Turingovim strojem}

Space(f) ={a: jezik a je odlu¢iv na nekom

f — prostorno slozenim Turingovim strojem}

LinTime = |,y Time(cn) Linear Time

E = J.en Time(c")

ExpTime = J o Time(2™) Exponential Time
LogSpace = | ey Space(c - logn) Logaritmic Space
LinSpace = | oy Space(c - n) Linear Space

Ocito vrijede sljedeée inkluzije:

LinTime C P C E C ExpTime

LogSpace C LinSpace C PSPACE

207

Vazno je istaknuti da su sve navedene inkluzije prave. Zanimljiva posljedica
inkluzije LogSpace C PSPACE je da je najmanja jedna od sljede¢ih inkluzija

prava:

LogSpace C P C NP C PSPACFE
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Jasno je da vrijedi PCNP. Opce prihvacena slutnja je da vrijedi P#NP. To se
smatra jednim od najvaznijih matematickih problema i spada medu sedam Mil-
lenium Prize Problems, za ¢ije je rjeSenje Clay Mathematics Institute raspisao
nagradu od milijun dolara.

Kako bi dokazali da vrijedi PTIME C PSPACE navodimo prvo neke ¢injenice.

Teorem 4.102. (Linear Speed Up)

Neka je a proizvoljan odluciv jezik. Za svaki Turingov stroj T koji odlucuje jezik
a 1 realan broj ¢ > 0 postoji Turingov stroj S koji takoder odlucuje jezik o, te
za svaki n € N vrijeds

timeg(n) < c¢-timer(n) +n

Teorem 4.103. (Linear Speed Up — "prostorna” verzija)

Neka je e proizvoljan odluciv jezik. Za svaki Turingov stroj T koji odlucuje jezik
a 1 realan broj ¢ > 0 postogi Turingov stroj S koji takoder odlucuje jezik o, te
za svakt n € N vrijeds

spaces(n) < ¢ - spacer(n) +n

Propozicija 4.104. Neka je f : N = R proizvoljna funkcija, tako da za svaki
n € N vrijedi f(n) > n. Tada vrijedi DITME(f) C DSPACE(f).

Dokaz. Neka o € DTIM E( f) proizvoljan jezik. Tada postoji k—tra¢ni Turingov
stroj T' vremenske slozenosti f koji odlu¢uje . Tada ocito « € DSPACE (k- f)
(u jednom koraku stroj T" moze promijeniti najvise k lokacija). Iz posljednjeg
slijedi da je za dokaz propozicije dovoljno dokazati da za svaki k € N vrijedi

DSPACE(k - f) C DSPACE(f)

Neka je € DSPACE(k - f) proizvoljan jezik. Tada postoji deterministicki
Turingov stroj 7" prostorne slozenosti k- f koji odlucuje jezik . Iz Linear Speed
Up teorema ”prostorna” verzija (za ¢ = 1/k) slijedi da postoji Turingov stroj
S prostorne slozenosti najvise ¢ - k- f(n) +n = f(n) + n koji odlucuje jezik
B. Posto po pretpostavci teorema vrijedi f(n) > n, tada imamo f(n) +n <
2f(n) = O(f(n)). To znadi da je stroj S zapravo prostorne slozenosti f. O

Korolar 4.105. Vrijedi P C PSPACE.

Dokaz. Neka je a € P proizvoljan jezik. Tada postoji £ € N tako da je
a € DTIME(n*). Iz prethodne propozicije slijedi « € DSPACE(n*). O
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Propozicija 4.106. Vriyedi NP C NPSPACE.
Propozicija 4.107. Vrijedi NPSPACE C EXPTIME
Definicija 4.108. Za jezik o kaZemo da je PSPACE—potpun ako vrijedi:

a) jezik o pripada klasi PSPACE

b) svaki jezik f € PSPACE je vremenski polinomno reducibilan u odnosu na
jezik «

Za jezik o kazemo da je PSPACE-tezak ako ispunjava prethodni uvjet b).

(U [25] mozete procitati napomenu zaSto se razmatra vremenska polinomna
reducibilnost, a ne prostorna).

Formule kvantifikacijske propozicionalne logike T'Q) BF' definiramo ovako:

p|-F|FAG|FVG|F—G|F+« G|VpF | 3pF

Formula VpF' je oznaka za formulu F(L/p) A F(T /p), a formula IpF je oznaka
za formulu F(L/p) vV F(T /p). (Dakle, logika TQBF se moze svesti na klasi¢nu
logiku, ali za to treba eksponencijalno vrijeme! Zasto?) Za neku TQBF-
formulu kazemo da je zatvorena ako je svaka njena propozicionalna varijabla u
dosegu nekog kvantifikatora.

Teorem 4.109. (Stockmayer, 1974.)
Problem odredivanja istinitosti zatvorenth formula logike TQBF je PSPACE-
potpun.

Za jezik o C T'* ozna¢imo s @ njegov komplement I'* \ «. Za svaku klasu
slozenosti C mozemo definirati klasu co—C kao {@ | @ € C}. Lako se vidi da
za sve klase slozenosti C definirane deterministickim Turingovim strojevima vri-
jedi C = co—C, a takoder se moze pokazati da ista tvrdnja vrijedi i za sve klase
slozenosti definirane nedeterministickim prostorno omedenim Turingovim stro-
jevima. Ova tvrdnja posljedica je Immerman—Szelepscényjevog teorema koji
govori o jednakosti klasa NLOGSPACE i cO-NLOGSPACE. Otvoreni je pro-
blem da li su klase slozenosti definirane nedeterministickim vremenski omedenim
Turingovim strojevima zatvorene na komplement. Specijalno, pitanje o jedna-
kosti klasa NP i co-NP predstavlja jedno od najpoznatijih otvorenih problema
teorije racunske slozenosti.
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Napomena 4.110. Postavijena je hipoteza da ne postoji polinomni algoritam
koji odlucuje Hilbertov Nullstellensatz nad C.

Prisjetimo se ukratko o cemu govori taj Hilbertov teorem. Neka su fi,..., fx
proizvoljni polinomi iz C[ X1, ..., X,]. Koji su nuzni i dovoljni wvjeti da ti poli-
nomi imaju zajednicku nul-tocku? Odgovor na to pitanje daje Hilbertov Nulls-
tellensatz:

Skup polinoma {fi,..., fr} ima zajednicku nul-tocku ako i samo
ako ne postoje polinomi gy, ...,qx € C[X,..., X}] tako da vrijedi

k
Zngz = 1.
i=1

Odnosno, postoji nul-tocka ako i samo ako je ideal I = I(f1,...,fr) pravi
ideal. (Ako postoje polinomi gy, ..., g, takvi da je > g; - f; = 1, tada posto
iz definicije ideala vrijedi I - C[Xy,...,X,] C I, tada imamo 1 € I. Tada je
I =C[Xy,..., Xk]).

Uocite da bas nema smisla pricati o Turingovim strojevima koji operiraju s
kompleksnim brojevima! Definiraju se posebni strojevi koji operiraju s komplek-
snim brojevima.
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