Alg. strukture — prvi kolokvij - rjeSenja i bodovanje
02. svibnja 2023.

1. Neka je Q. = QN (0,400), skup svih pozitivnih racionalnih brojeva. Na skupu S = Q4 x Q4
definiragmo operaciju mnoZenja

(x1,91) * (T2, Y2) = (122, T1Y2 + Y122 + Y1Y2).

Koja je od sljedeéih struktura (S,*): grupoid, polugrupa, monoid, grupa? Je li operacija *
komutativna?

e (1 bod) Ako su x1,%2,y1,y2 € Q1, onda su i z1xe i 1y2 + Y122 + y1y2 takoder iz Q4 ; i zato
je (S, *) grupoid.

¢ (3 boda) Za (z;,y;) € S, gdje je i = 1,2,3, imamo
((5617?/1) * (22, y2)) * (3,y3) = (T122, T1Y2 + Y172 + y1y2) * (T3,93)
= ((z122)x3, (T122)y3 + (2192 + Y122 + Y1y2) (T3 + ¥3)),
i analogno
(z1,91) * ((22,92) * (x3,y3)) = (@1, 91) * (T223, T2ys + Y23 + Y2y3)
= (z1(z223), y1(z223) + (21 + Y1) (T2y3 + Y23 + Y2y3)).

Buduéi imamo jednakost

(r172)y3 + (1y2 + Y172 + y1y2) (3 + y3) = y1(z273) + (21 + y1)(T2y3 + Y223 + Y2y3),

Zakljucujemo da je operacija * asocijativna; i zato je (S, *) polugrupa.

¢ (3 boda) Pitamo se da li postoji neki (e, f) € S takav da je posebno

((E,y)*(e,f) = (xe,xf+ye+yf) = (?) = (xay)v

za svaki (z,y) € S? Aliiz ze = z i zf + ye + yf = y odmah dobivamo da bi moralo biti
(e, f) = (1,0). No (1,0) NIJE iz S (jer 0 € Q4 ), i onda zakljucujemo da (S, *) NIJE monoid.
Jasno, onda nije niti grupa.

e (1 bod) Treba provjeriti da je operacija * komutativna.

2. Definirajmo preslikavanje ¢ : R x Ry — Ry x Ry s ¢(z,y) = (3%y,1/y?). (Ovdje je Ry
standardna multiplikativna grupa pozitivnih realnih brojeva.) Je li ¢ homomorfizam grupa? Ako
da, 1zracunajte mu jezgru i utvrdite je li to epimorfizam.

Napomena. Operaciju mnozenja na produktu R x R, ozna¢imo s e, a operaciju mnozenja na
R+ X R+ S k.

e (3 boda) Za (x1,91), (x2,92) € R x Ry imamo

o((z1,y1) ® (22, 92)) = (21 + T2, y1y2) = (3" T2 y1y, 1/ (y132)?)
= (leyh 1/1/%) * (336292’ 1/1/%) = ¢($1a yl) * ¢($2a y2)



Zakljucak: ¢ je homomorfizam grupa.
e (2 boda) Jer je (1,1) neutral u grupi R x Ry, jezgra od ¢ je
ker¢ = {(z,y) € R x Ry | ¢(z,y) = (37y,1/y%) = (1, 1)}.

Sada iz sustava jednadzbi 3%y = 1 i 1/y? = 1 odmah dobivamo da je nuzno y = 1 i x = 0.
Tojest, jezgra ker ¢ = {(0,1)} je trivijalna; i zato je ¢ monomorfizam.

e (3 boda) Da bismo vidjeli je li ¢ epimorfizam treba provjeriti da li za proizvoljan (a,b) €
Ry x Ry postoji neki (z,y) € R x R, takav da je

$(x,y) = (37y,1/y*) = (?) = (a,b).

Ali posebno iz 1/y?> = b imamo y = 1/vb € R,. T onda iz 3%y = 3%/vb = a dobivamo da je
T = log3(a\/5) € R. Zakljucak: ¢ je epimorfizam.
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Ako za jedini¢nu 3 x 3 matricu I stavimo AB = I, onda iz gore dobivenog lako slijedi da je
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i to je takoder matrica iz S. Kako je oc¢ito S C GL3(R), po kriteriju podgrupe zaklju¢ujemo da
je S podgrupa od GL3(R).

e (2 boda) Iz gornjeg racuna za S se odmah vidi da je i 7' takoder podgrupa od GL3(R).
Stovise je T < S, podgrupa. (Potrebne detalje treba napisati!)

e (3 boda) Za matricu A kao gore, izracunatu njoj inverznu matricu i bilo koju matricu
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gdje je x neki realan broj (koji nas ne zanimal!). Kako je o¢ito ANA~! € T, zakljuc¢ujemo da je
T <5, normalna podgrupa.




4. Neka je grupa G = 7./1027Z i neka je H njezina podgrupa generirana elementima 12 = 1241027
i 42 = 42 + 102Z.

(a) Odredite koji su svi moguéi redovi elemenata iz grupe H i za svaki takav red n nadite sve
elemente x € H ¢iji je red upravo n.

(b) Postoji li neka podgrupa B grupe A = Z/180Z takva da su kvocijentne grupe G/H i A/B
medusobno izomorfne? Ako da, precizno odredite neku takvu podgrupu B.

(a) (2 boda) Racunamo ciklicku grupu

Jer je 42 € (12), zaklju€ujemo da je

H = (12,12) = (12).

(2 boda) Bududi je red |H| = 17 (prim broj), a po Lagrangeovom teoremu znamo da je za
svaki z € H red toga elementa ord(x) := |(z)| djelitelj od 17, zaklju¢ujemo da su jedini redovi
elemenata 1 i 17. Jasno, jedini element reda 1 je neutral 0, dok su svi ostali elemnti iz H reda
17.

(b) (1 bod) Primijetimo da je red |G/H| = |G|/|H| = 102/17 = 6. 1 po teoremu o strukturi
ciklickih grupa znamo da je G/H ciklicka grupa, reda 6; tj., G/H = Z/6Z.

(3 boda) U A definirajmo (ciklicku) podgrupu B := (6). Jer je 180/6 = 30, ocito je red
|B| = 30. Slijedi da je red |A/B| = 180/30 = 6. Dakle i A/B je ciklicka grupa reda 6. Jasno,
onda su kvocijentne grupe G/H i A/B izomortfne.

5. (a) Jesu li grupe R* x R* ¢ C* izomorfne?
(b) Jesu li grupe Ry x Z/2Z i R* izomorfne?

(a) (4 boda) Pretpostavimo da je f: R* x R* — C* neki izomorfizam. Posebno, jer “homo.
salje neutral u neutral”, imamo f(1,1) = 1. Sada primijetimo da za medusobno razli¢ite
elemente a = (1,-1), b = (=1,1) i ¢ = (=1,-1) iz R* x R imamo a? = b*> = ¢ = (1,1). 1
onda slijedi da su f(a), f(b) i f(c) tri medusobno razlicita elementa (jer je f injekcija) iz C*
takva da (jer je f homomorfizam)

fla)? = f(0)* = f(c)* = f(1,1) = 1.

No ne postoje tri medusobno razlicita kompleksna broja ¢iji su kvadrati jednaki 1. Zakljucak:
Dane grupe NISU izomorfne.

(b) Tvrdimo da su dane grupe izomorfne. Naime za Z/2Z = {0,1} definirajmo preslikavanje
a:Ry X Z/2Z — R* s a(r,0) :=r i a(r,1) = —r, za svaki r € R*. Sada naprimjer imamo

a((#,0) (3, 1)) = a(zy,04+ 1) = a(zy, 1) = —zy = 2(—y) = a(z,0)a(y, ).

Analogni argumenti (imamo ukupno 4, zapravo 3, moguc¢nosti) pokazuju da je o homomorfizam
grupa. No iz same definicije toga preslikavanja je jasno da je ono surjekcija, te da je i injekcija.



