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Predgovor

Ovaj materijal sadrzi predavanja iz kolegija Algebarska semantika modalne logike
koji smo predavali akademske godine 2019./20. na Zajednickom poslijediplomskom
doktorskom studiju matematike u Zagrebu. Materijal je prije svega namijenjen stu-
dentima koji su slusali predavanja tog kolegija.

Svaki ispravak, ili pak sugestiju, koji bi mogli doprinijeti poboljSanju ovog teksta,
rado ¢emo prihvatiti.

U Zagrebu, 2020. autori
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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi modalne logike

1.1 Relacijske strukture

Algebarsku semantiku modalne logike ne¢emo proucavati izolirano, nego u odnosu
na osnovnu semantiku, koja se definira na relacijskim strukturama.

Definicija 1.1. Relacijska struktura je m-torka (n > 1) ¢ija prva komponenta je
neprazan skup W, a ostale komponente su relacije na W.

Primjer 1.1. Neki primjeri relacijskih struktura:
a) (strogo) parcijalno uredeni skupovi
b) oznaceni tranzicijski sistemi (LTS): vise binarnih relacija na W

b1) deterministicki: relacije su parcijalne funkcije

by) nedeterministicki

¢) (konacna oznacCena) stabla: uz oc¢itu binarnu relaciju, oznake é¢vorova definiraju
unarne relacije na W

Primjene:
() teorijsko racunarstvo (stanja i tranzicije)
(ii) umjetna inteligencija (reprezentacija znanja)

(iii) lingvistika (stabla reprezentiraju strukturu recenica)
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1.2 Osnovni modalni jezik

Mi promatramo samo propozicionalne modalne logike. U veéem dijelu kolegija
razmatramo osnovnu modalnu logiku ¢ija sintaksa je minimalno proSirenje sintakse
logike sudova.

Definicija 1.2. Alfabet osnovnog modalnog jezika ¢ine:

a) skup @ ¢ije elemente zovemo propozicionalne varijable i oznacavamo ih p, g, r, p;
isl

b) logicki veznici =1V
c) logicka konstanta L
d) simbol ¢ kojeg zovemo modalni operator

Formule osnovnog modalnog jezika su rijeci jezika nad tim alfabetom, definirane
sljede¢om gramatikom:

o—=plL]—@ler Vs |Op, gdieje ped

Definiramo sljedece pokrate:

a) Op :=-=0-p

b) o1 A = =(mp1 V —g)

d) @1 ¢ 1= (o1 = p2) A (2 = 1)

Ti=-l

)
)
€) p1 = 2= 1 V2
)
e)

Najcesce presutno pretpostavljamo da je skup varijabli ® prebrojiv. No, to nismo
eksplicitno naveli u definiciji jer je ponekad potrebno razmatrati konacne (kod pitanja
odlucivosti), a ponekad i neprebrojive (u teoriji modela) skupove propozicionalnih
varijabli.

Ovisno o primjeni, postoji vise intendiranih interpretacija modalnih operatora.
Ovdje navodimo neke.

a) Qy ¢itamo “moguce je ¢”
b) Oy stoga ¢itamo “nuzno je ¢” (“nije moguce —p”)

¢) u epistemickoj logici Oy se ¢ita “agent zna ¢” ili “agent vjeruje ¢”



d) u logici dokazivosti Oy se cita “dokazivo je ¢”

e) ima i drugih intendiranih interpretacija modalnih logika (temporalna, eticka
itd)

Napomena 1.1. Moguce su sljedeé¢e generalizacije modalnog jezika:
a) vise modalnih operatora
b) modalni operatori vise mjesnosti

Radi jednostavnosti oznaka, razmatrat ¢emo samo osnovni modalni jezik, no go-
tovo svi rezultati koje ¢emo dokazati vrijede i opéenito, uz analogne dokaze.

1.3 Modeli 1 okviri

Kao sto je ve¢ spomenuto, osnovna semantika modalne logike definirana je na
relacijskim strukturama.

Definicija 1.3. Kripkeov okvir za osnovni modalni jezik je relacijska struktura
§ = (W, R), gdje je:

a) W neprazan skup koji zovemo nosac, a njegove elemente zovemo svjetovi (¢voro-
vi, stanja, tocke i sl.)

b) R binarna relacija na W, koju zovemo relacija dostizivosti
Kripkeov model za osnovni modalni jezik je uredeni par 9 = (F,V), gdje je:

a) § okvir, pri ¢emu kazemo da je model I baziran na okviru § ili da je § pripadni
okvir modela N

b) V:® — P(W) funkcija koju zovemo valuacija
Napomena 1.2. Ako prosirimo definiciju relacijske strukture tako da moze imati i
beskonacno mnogo relacija, model takoder mozemo promatrati kao relacijsku struk-

turu, koja uz binarnu relaciju R ima i po jednu unarnu relaciju V(p) za svaku propo-
zicionalnu varijablu p. Ideja je da V(p) obuhvaca one svjetove u kojima je p istinita.

Definicija 1.4. Neka je MM = (W, R, V) model i w € W. Istinitost formule ¢ u
svijetu w modela 91, u oznaci M, w IF ¢, definiramo rekurzivno:

a) M, w - p ako i samo ako w € V(p), za svaki p € ¢
b) M, w IF L ne vrijedi nikad

c) M, w Ik —p ako i samo ako ne vrijedi M, w I- ¢



d) M, w Ik @1 V @y ako i samo ako M, w I ¢y ili M, w Ik g
e) M, w Ik Qp ako i samo ako postoji v € W tako da vrijedi wRv i M, v Ik ¢

Za skup formula > pisemo 9, w |- 3 ako vrijedi 9, w I ¢ za svaku formulu ¢ € >.

Iz definicije slijedi da je 9, w |- Oy ekvivalentno sa ¢injenicom da za svaki v € W
takav da je wRv vrijedi 9, v IF .

Pisemo 9, w I ¢ ako ne vrijedi M, w I+ . Cesto pisemo samo w IF ¢, te w lff ¢ i sl.
kad je model 9 jasan iz konteksta.

Valuaciju na prirodan nac¢in prosirujemo na skup svih formula:
Vip) ={weW :Mwl- p}.

Definicija 1.5. Kazemo da je formula ¢ globalno istinita na modelu 9, i piSemo
M I @, ako je M, w Ik ¢ za svaki svijet w € W.

Kazemo da je formula ¢ ispunjiva v modelu 9 ako postoji svijet w € W takav da je
M, w Ik .

Kazemo da je formula ¢ ispunjiva ako postoji model u kojem je ispunjiva.

Za skup formula > piSemo 9 I X ako je M, w IF X za svaki svijet w € W.

Kazemo da je X skup formula ispunjiv u modelu 9 ako postoji svijet w € W takav
da je M, w I+ 2.

Primjer 1.2. Sada dajemo primjere modela i formula koje su globalno istinite, te
istinite, odnosno neistinite, na nekom svijetu modela.

a) M = (N, <, V1), gdje je Vi(p) = 0 za svaku propozicionalnu varijablu p € ®.
Tada vrijedi 9t IF O—p 1 My Ik O-p, za svaku propozicionalnu varijablu
pe o

b) My = (N, <, V3), gdje je Va(p;) = {i} za svaki p; € ®. Tada vrijedi My I O—p za
svaki p € ®. Zatim, vrijedi sljede¢e: Mo, 1 I+ Opo, Mo, 1 IF O—ps, My IF O-pe
i My, ¢ Ik U=p;, za svaku propozicionalnu varijablu p; € ®.

¢) Neka je ® neki skup propozicionalnih varijabli. Zatim, neka je Ot = (W, R, V),
gdje je redom:

(i) W = P(®) (obicno se elementi skupa W nazivaju epistemicke alternative
ili moguéa stanja stvari)

(ii) R je neka relacija ekvivalencije na skupu W (intendirana interpretacija je
da agent ne razlikuje svjetove koji su u relaciji)

(iii) w € V(p) ako i samo ako p € w (valuacija V' se naziva kanonska valuacija)

Tada za svaki p € ® vrijedi: M, {p} Ik p, MIFp— Op i MIF OOp — Op.



Definicija 1.6. Kazemo da je formula ¢ wvaljana na okviru § = (W, R), i pisemo
S IF o, ako vrijedi M IF ¢ za svaki model 9 baziran na §, tj. M = F, V) za neku
valuaciju V.

Kazemo da je formula ¢ valjana, i piSemo I- ¢, ako je formula ¢ valjana na svakom
okviru.

Primjer 1.3. Sada navodimo neke primjere valjanih formula, te valjanih formula na

zadanom okviru F = (W, R).
a) formula O(p — q) — (Op — Oq) je valjana;

b) formula Op — p nije valjana, ali ako je relacija R refleksivna tada vrijedi
§ IF Op — p (“ako agent zna p, onda vrijedi p”);

c¢) ako je relacija R tranzitivina tada § IF Op — OOp (pozitivna introspekcija);

d) ako je relacija R euklidska tj. wRu i wRv uvijek povlaéi uRv, tada imamo
§ IF =Op — O-0p (negativna introspekcija);

e) ako je R tranzitivna i inverzno dobro fundirana (tj. ne postoji beskonaé¢ni niz
wy RwsRws R . . .) tada § IF O(Op — p) — Op (Lébova formula).
To ¢e biti detaljno dokazano kasnije u propoziciji 2.4.

1.4 Opéi okviri

Valjanost modalne formule na okviru podrazumijeva globalnu istinitost za svaku
valuaciju. Op¢i okviri ogranicavaju valuacije dopustajuci da se propozicionalnim vari-
jablama pridruzuju samo podskupovi nosaca iz unaprijed zadane familije podskupova,
zatvorene na skupovne operacije koje prirodno korespondiraju s logickim veznicima
(unija, komplement itd), te na sljedeé¢u operaciju koja analogno korespondira s mo-
dalnim operatorom.

Definicija 1.7. Neka je § = (W, R) okvir. Definiramo funkciju my : P(W) — P(W)

na sljedeci nacin:

me(X) = {w € W : postoji x € X takav da je wRx}

Drugim rije¢ima, u skupu m¢(X) su svi svjetovi koji “vide” neki svijet iz X. Lako je
provjeriti da za sve formule ¢ i ¢ vrijede sljedec¢e skupovne jednakosti:

VipgVy) =V(p)UV(y), V(mp) = WA V() 1 V(Op) =mo(V(e))

Definicija 1.8. Opéi okvir je uredeni par (§,A), gdje je § = (W, R) okvir, a A
neprazna familija podskupova od W zatvorena na uniju, komplement i my, tj. vrijedi
redom sljedece:



a) akosu XY € A ondaje XUY € A
b) ako je X € A, onda je W\ X € A
c) ako je X € A, onda je my(X) € A

Model baziran na opéem okviru je uredena trojka (§, A, V), gdje je (F, A) opéi okvir
i V valuacija takva da je V(p) € A za svaki p € ®. Za takve valuacije kazemo da su
dopustive s obzirom na opéi okvir (g, A).

Iz definicije opéeg okvira (W, R, A) odmah slijedi:
a) ), W e A
b) okvir mozemo promatrati kao opéi okvir, uz A = P(W)
c¢) ako je V dopustiva, onda za svaku formulu ¢ vrijedi V(p) € A

Definicija 1.9. Kazemo da je formula ¢ valjana na opéem okviru (§F,A), i pisemo
(&, A) IF ¢, ako je globalno istinita na svakom modelu baziranom na (g, A), tj. ako je
istinita u svakom svijetu za svaku dopustivu valuaciju.

Primjer 1.4. McKinseyeva formula O0p — OOp nije valjana na okviru (N, <), ali
je valjana na opéem okviru (N, <, A), gdje je A skup svih konacnih i kofinitnih (tj.
onih kojima je komplement konacan) podskupova od N. Ovaj primjer je detaljnije
raspisan na strani 77.

1.5 Modalne relacije logicke posljedice

Logicka posljedica se u modalnoj logici definira u odnosu na danu klasu okvira i
ima dvije varijante, lokalnu i globalnu.

Definicija 1.10. Neka je K klasa okvira, > skup formula i ¢ formula. Kazemo da je
¢ lokalna logicka posljedica od ¥ nad klasom K, i pisemo X Ik ¢ (ili samo X I ¢ ako
je K klasa svih okvira) ako za svaki model 90t baziran na okviru iz klase K i za svaki
svijet w iz 9 vrijedi da MM, w IF X povlaci M, w IF ¢.

Primjer 1.5. Neka je K klasa svih tranzitivnih okvira. Tada {QOp} IFx Op, iako
{00p} I Op.

Definicija 1.11. Neka je K klasa okvira, > skup formula i ¢ formula. Kazemo da je
@ globalna logicka posljedica od ¥ nad klasom K, i pisemo X |- ¢, ako za svaki okvir
§ iz klase K vrijedi da § IF X povlaci § IF .

Analogno se definiraju i modalne relacije logicke posljedice u odnosu na klasu
modela ili klasu op¢ih okvira.

Primjer 1.6. Formula [p je globalna, ali ne i lokalna, logicka posljedica od p nad
klasom svih modela.



1.6 Normalne modalne logike

Semanticke pojmove valjanosti i logicke posljedice povezujemo sa sintaktickim
pojmovima dokazivosti i izvedivosti.

Definicija 1.12. Sistem K zadan je sljede¢im aksiomima:
a) sve tautologije (u osnovnom modalnom jeziku)
b) O(p — ¢) — (Op — Og) (aksiom K)
¢) Op <> —~O-p (aksiom Dual)
i pravilima izvoda:
a) iz ¢ i ¢ — ¢ zakljuéujemo ¢ (modus ponens)

b) iz ¢ zaklju¢ujemo ¢, gdje je ¢’ dobivena uniformnom supstitucijom propozi-
cionalnih varijabli u ¢ proizvoljnim modalnim formulama (uniformna supstitu-
cija)

¢) iz ¢ zakljucujemo Oy (generalizacija)

Dokaz u sistemu K je konacan niz formula, od kojih je svaka aksiom ili je dobivena
primjenom jednog od pravila izvoda na formule koje joj prethode.

Kazemo da je formula ¢ dokaziva u sistemu K, i piSemo Fg ¢, ako postoji dokaz u
kojem je ¢ posljednja formula.

Napomena 1.3. Istaknimo neke detalje vezane uz definiciju sistema K.

a) tautologije mogu sadrzavati modalne operatore, tj. radi se o svim formulama
dobivenim uniformnom supstitucijom od tautologija logike sudova (primjeirce,
Op V =0p) — naravno, moguce je uzeti za aksiome i manji broj tautologija iz
kojih su sve ostale izvedive;

b) aksiomi su valjane formule, a pravila izvoda ¢uvaju valjanost; posebno, sve
dokazive formule su valjane (teorem adekvatnosti); vidjet ¢emo da vrijedi i
obrat (teorem potpunosti);

¢) pravilo izvoda modus ponens ¢uva istinitost i globalnu istinitost, pravilo genera-
lizacije ¢uva globalnu istinitost, ali ne cuva istinitost, dok uniformna supstitucija
ne ¢uva istinitost, a ni globalnu istinitost.
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Primjer 1.7. Formula Op — O(p V q) je dokaziva u K. Navedimo jedan dokaz za
nju u sistemu K:

1. p — pV q (aksiom — tautologija)

2. O(p — pV q) (generalizacija iz 1)

3. O(p — ¢) — (Op — Ogq) (aksiom K)

4. O@p—pVq — (Op—O(pVq)) (uniformna supstitucija iz 3)
5. Op — O(p V q) (modus ponens iz 2 i 4)

Za sistem K vrijedi teorem adekvatnosti i potpunosti u odnosu na klasu svih
okvira. Dodavanjem drugih aksioma dobivamo modalne sisteme koji su adekvatni i
potpuni u odnosu na druge klase okvira. Primjerice, dodavanjem aksioma Up — Ulp
dobivamo sistem K4 za koji vrijedi teorem adekvatnosti i potpunosti u odnosu na
klasu svih tranzitivnih okvira.

Umjesto hilbertovskih sistema u nastavku koristimo pojam normalne modalne
logike kao skupa formula.

Definicija 1.13. Normalna modalna logika A je skup formula koji sadrzi sve tauto-
logije, te aksiome K i Dual, zatvoren je na pravila modus ponens i generalizaciju, te
uniformnu supstituciju. Najmanju normalnu modalnu logiku oznacavamo sa K.

Primjer 1.8. Neka je K klasa okvira. Neka je Ak skup svih formula valjanih na svim
okvirima iz klase K. Tada je Ak normalna modalna logika.

1.7 Osnovne konstrukcije modela

Zanimaju nas operacije kojima se od danih modela dobivaju novi modeli tako da
se ocuva istinitost modalnih formula. Ako cuvanje istinitosti vrijedi u oba smjera,
govorimo o invarijantnosti.

Definicija 1.14. Neka su 9T i 9V modeli i neka su w € W i w' € W’ svjetovi.
Kazemo da su w i w' modalno evivalentni ako za svaki formulu ¢ vrijedi sljedeca
ekvivalencija:

M, w Ik ¢ ako i samo ako M w' I+ ¢

Disjunktna unija je uobicajena skupovna operacija koju ovdje provodimo na svim
komponentama modela.

Definicija 1.15. Neka je (0, = (W;, R;,V;) : ¢ € I) indeksirana familija modela
¢iji su nosac¢i medusobno disjunktni. Njihova disjunktna unija je model 4, M; =
(W,R,V), gdje je W =J,W;, R=J, R; i V(p) = U, Vi(p) za svaku propozicionalnu
varijablu p € ®.
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Disjunktna unija modela ¢iji nosaci nisu disjunktni definira se tako da se proma-
traju disjunktne kopije. Primjerice, umjesto modela 9; = (W;, R;, V;) promatramo
model s nosacem {(w, ) : w € W;} i na o¢it nacin definiranom relacijom dostizivosti
i valuacijom.

Istinitost modalnih formula je invarijantna na disjunktne unije.

Propozicija 1.1. Za svaku modalnu formulu ¢, za svaki ¢ € [ i za svaki w € W
vrijedi sljedeca ekvivalencija:

M, w - ¢ ako i samo ako L—ijﬁﬁi,w I

Dokaz ispustamo, uz komentar da tvrdnja intuitivno ocito vrijedi, jer istinitost mo-
dalne formule u svijetu w ovisi samo o svjetovima do kojih se moze doéi iz w pomocu
relacije dostizivosti, Sto znaci da ne moze ovisiti o svjetovima iz drugih ¢lanova disjun-
ktne unije. Osim toga, propozicija lako slijedi iz analogne tvrdnje o bisimulacijama
koju ¢emo dokazati kasnije.

Na podmodelu opéenito nece biti o¢uvana istinitost modalnih formula jer ona ovisi
o dostizivim svjetovima, koji mozda vise nisu u nosac¢u podmodela. Invarijantnost
¢e, dakle, ipak vrijediti ako postavimo dodatni uvjet zatvorenosti na dostizivost.

Definicija 1.16. Kazemo da je model MM = (W', R, V') podmodel modela 9 =
(W,R,V) ako je W C W, R = RN (W' xW') i V'(p) = V(p) N W' za svaku
propozicionalnu varijablu p € ®.

Kazemo da je model I generirani podmodel od 9t ako je M’ podmodel od M i
za sve w,v € W vrijedi da wRv i w € W’ povlaci v € W',

Za model M = (W, R;V) i X C W, najmanji generirani podmodel od 9 ¢iji
nosac¢ sadrzi X zovemo podmodel generiran skupom X.

Za model M generiran jednoclanim skupom {w} kazemo da je toékovno generiran
i pritom w zovemo korijen od 9.

Propozicija 1.2. Neka je 9 generirani podmodel od 9. Tada za svaku formulu ¢
i za svaki w € W’ vrijedi sljedeca ekvivalencija:

M, w Ik ¢ ako i samo ako M, w k¢

I u ovom slucaju tvrdnja ce slijediti iz opéenitije tvrdnje koju ¢emo dokazati kas-
nije. Uocimo i da je analogna propozicija o disjunktnim unijama posljedica prethodne,
jer je svaki ¢lan disjunktne unije generirani podmodel te unije.

Vazna preslikavanja medu relacijskim strukturama, kao sto su homomorfizmi, jaki
homomorfizmi i izomorfizmi, nisu prikladna za modalnu logiku. Naime, homomor-
fizmi nisu dovoljno jaki za invarijantnost, dok su izomorfizmi prejaki, odnosno postoji
Sira klasa preslikavanja za koju vrijedi invarijantnost.
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Definicija 1.17. Neka su 9t i 9V modeli. Funkciju f: W — W’ zovemo ograniceni
morfizam ako za sve w,v € W,v' € W’ vrijedi:

(at) w € V(p) ako i samo ako f(w) € V'(p), za svaki p €
(forth) ako wRv onda f(w)R'f(v)
(back) ako f(w)R'v" onda postoji v € W takav da je wRv i f(v) =’

Primjer 1.9. Neka je M = ({(wy, we, w3}, {(wy, ws), (we, w3), (ws,wy)}, V) i neka je
M = ({w}, {(w,w)}, V'), pri cemu je V(p) = V'(p) = 0 za svaku varijablu p € ®.
Tada je funkcija f : W — W’ definirana sa f(1) = f(2) = f(3) = w, ograniceni
morfizam.

Propozicija 1.3. Neka su 9 = (W, R, V) 1 M = (W', R, V') modeli i neka je
f W — W’ ograniceni morfizam. Tada za svaku modalnu formulu ¢ i za svaki
w € W vrijedi sljedeca ekvivalencija:

M, w - ¢ ako i samo ako M, f(w) IF ¢

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje indukcijom po slozenosti formule.

Baza: u slucaju ¢ = L tvrdnja ocito vrijedi, a u slucaju ¢ = p € @ slijedi iz
uvjeta (at) iz definicije ograni¢enog morfizma.

Korak: u slucaju da je ¢ oblika =), ako je 9, w I ¢, onda 9, w I 1, pa po
pretpostavci indukeije OV, f(w) I ¥, tj. M, f(w) IF —p. Obrat je slican. Analogno
se tvrdnja dokazuje i u slucaju disjunkcije. U slucaju formule oblika {1, ako je
M, w IF O, onda postoji svijet v tako da je wRv i M, v IF ¢p. Tada iz pretpostavke
indukcije slijedi 9V, f(v) IF ¢, a uvjet (forth) iz definicije ograni¢enog morfizma
povlaci f(w)R' f(v), pa vrijedi I, f(w) IF O1p. Obratno, ako M, f(w) I+ O1p, onda
postoji svijet v/ tako da je f(w)R'v 1 MM v IF . Iz uvjeta (back) iz definicije
ograni¢enog morfizma slijedi da postoji svijet v € W tako da je wRv i f(v) ='. Iz
pretpostavke indukcije slijedi 9%, v IF 9 i stoga M, w - (. Q.E.D.

Ogranicene morfizme primjenjujemo u dokazu da za svaku ispunjivu modalnu
formulu postoji model koji je stablo.

Propozicija 1.4. Za svaki tockovno generirani model 9t postoji model 9 tako da
mu je pripadni okvir stablo i postoji surjektivni ograni¢eni morfizam s 9V u 9.
Posebno, svaka ispunjiva modalna formula je istinita u korijenu nekog modela ¢iji
pripadni okvir je stablo.

Dokaz. Neka je w korijen od 9t. Definiramo model 9t ovako:

a) W’ je skup svih kona¢nih nizova oblika (w,us,...,u,) takvih da je n > 0 i
wRuw R... Ru,
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b) (w,u, ..., u,)R (w,vy,...,0,) ako i samo ako je m = n+ 1, u; = v; za i =
1,....,ni1u,Rv,

¢) (w,u,...,u,) € V'(p) ako i samo ako u,, € V(p)

Ocito je (W', R') stablo s korijenom (w).

Lako je provjeriti da je funkcija f : W' — W definirana s f(w,uq,...,u,) = uy,
surjektivni ogranic¢eni morfizam.

Kako bismo dokazali drugu tvrdnju, pretpostavimo da je formula ¢ istinita u
svijetu w nekog modela. Neka je 91 njegov podmodel generiran s w. Tada je prema
ranijoj propoziciji M, w I+ p. Prema ranije dokazanom postoji model 9 baziran
na stablu i ograni¢eni morfizam f s M’ u M takav da je f((w)) = w. Iz prethodne
propozicije slijedi 9, (w) I+ . Q.E.D.

Konstrukciju stabla od danog modela iz dokaza prethodne propozicije zovemo
raspetljavanje.

1.8 Bisimulacije

Bisimulacije poopc¢uju sve dosad navedene konstrukcije modela.

Definicija 1.18. Nekasu M = (W, R, V) i M = (W', R, V') modeli. Bisimulacija
izmedu modela M i M’ je neprazna relacija Z7 C W x W’ takva da vrijedi:

(at) ako je wZw' onda za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi: w €
V(p) ako i samo ako w’ € V'(p)
forth) ako je wZw’ i wRv onda postoji v' takav da je vZv" i w' R'v
( j posto] j
back) ako je wZw’ i w'R'v' onda postoji v takav da je vZv' i wRv
J J J
Kazemo da su svjetovi w i w’ bisimulirani ako je wZw'.

Primjer 1.10. Disjunktna unija, generirani podmodel i ograni¢eni morfizam su pri-
mjeri bisimulacija. Ovdje navodimo jo$ neke primjere bisimulacija.

a) Relacija {(w,w) : w € W;} je jedna bisimulacija izmedu disjunktne unije [, 9
i bilo kojeg modela ;.

b) Relacija {(w,w) : w € W'} jedna bisimulacija izmedu zadanog modela 9t i
njegovog proizvoljnog generiranog podmodela 7.

c) Ako je f ogranic¢eni morfizam izmedu modela 0 i M’ onda je {(w, f(w)) : w €
W} jedna bisimulacija izmedu tih modela.

d) Neka je 9 = ({1,2,3},{(1,2),(1,3)},V) i M = ({a,b,c},{(a,c), (b,c)}, V"),
gdje je V(p) = V'(p) = 0. Lako je provjeriti da je Z = {(1,a), (1,0),(2,¢), (3,¢)}
jedna bisimulacija izmedu modela 2T i 9. Vazno je naglasiti da se bisimulacija
Z ne moze dobiti iz ranije definiranih konstrukcija.
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Teorem 1.1. Neka je Z bisimulacija izmedu modela 9t = (W, R, V)i = (W', R, V").
Tada za svaku modalnu formulu ¢, te za sve svjetove w € W i w’ € W' takve da je
wZw', vrijedi sljedeéa ekvivalencija:

M, w I ¢ ako i samo ako M, w' IF ¢

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje indukcijom po slozenosti formule. Navodimo samo korak
indukcije u sluc¢aju formule oblika (1. Neka je 9, w I- Q1. Tada postoji svijet v
takav da je wRv i M, v Ik 1. Iz uvjeta (forth) iz definicije bisimulacije slijedi da
postoji svijet v’ takav da je w’' Rv' i vZv'. 1z pretpostavke indukcije slijedi 9, v IF ¢
i stoga M, w' IF Q1p. Obrat se dokazuje analogno koriste¢i uvjet (back). Q.E.D.

Iz prethodnog primjera vidimo da su propozicije o invarijantnosti istinitosti mo-
dalnih formula na disjunktne unije, generirane podmodele i ograni¢ene morfizme po-
sljedice prethodnog teorema.

Obrat prethodnog teorema ne vrijedi. Drugim rije¢ima, modalno ekvivalentni
svjetovi nisu nuzno bisimulirani.

Primjer 1.11. Neka je 99 model baziran na stablu s korijenom w i granama duljine
n za svaki n > 0. Zatim, neka je 9 model s korijenom w’ koji takoder grane kao
model 9 i dodatno jednu prebrojivu granu. Definiramo V(p) = V'(p) = () za svaku
varijablu p € ®. Nije tesko provjeriti da vrijedi ekvivalencija: M, w IF ¢ ako i
samo ako M, w’ IF ¢, za svaku modalnu formulu ¢. Medutim, svjetovi w i w’ nisu
bisimulirani. Naime, lako se vidi da neposredni sljedbenik sviejta w’ na beskona¢noj
grani ne moze biti u bisimulaciji ni s jednim svijetom modela 9.

Ipak, moguce je dobiti obrat prethodnog teorema uz dodatne uvjete.

Definicija 1.19. Kazemo da je model 9 = (W, R, V) slikovno konacan ako je za
svaki svijet w € W skup R[w] = {v € W : wRv} konacan.

Teorem 1.2 (Hennessy-Milner). Neka su 0t = (W, R; V)i = (W', R, V") slikovno
konacni modeli. Tada za sve w € W i w’ € W' vrijedi: svjetovi w i w’ su modalno
ekvivalentni ako i samo ako su bisimulirani.

Dokaz. Dokazat ¢emo da je modalna ekvivalencija medu svjetovima modela 9t i 9
(ozna¢imo je sa Z) bisimulacija. Uvjet (at) trivijalno vrijedi. Kako bismo dokazali da
vrijedi uvjet (forth) iz definicije bisimulacije, pretpostavimo wZw’ i wRv. Pretposta-
vimo suprotno, tj. da ne postoji v’ takav da je w'Rv’' i vZv'. Neka je S" = {u' : w'Ru'}.
Tada je S" # () jer u suprotnom 9V, w’ I- 0L, Sto bi bilo u kontradikeiji s wZw’ jer
M, w IF QT zbog wRv. Nadalje, skup S’ je po pretpostavei teorema konacan. Sta-
vimo S" = {w],...,w/}. Prema pretpostavci, za svaki w, € S’ postoji formula
takva da je MM, v Ik oy, ali M, wi I 1;. Dakle, imamo M, w 1= Oy A -+ Atdy,), ali
M w' IF O(hy A -+ Aby), Sto je u kontradikeiji s wZw'.

Analogno se dokazuje da vrijedi uvjet (back) iz definicije bisimulacije.  Q.E.D.
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Napomena 1.4. Lako je provjeriti da vrijedi:
a) Kompozicija bisimulacija je bisimulacija.

b) Proizvoljna unija bisimulacija izmedu danih modela je bisimulacija. Postoji
maksimalna bisimulacija izmedu danih modela.

1.9 Standardna translacija

Modalna logika moze se promatrati kao fragment logike prvog reda.

Neka je o signatura koja (uz jednakost) sadrzi jedan dvomjesni relacijski simbol R
(koristimo istu oznaku kao za relaciju dostizivosti, no uvijek ¢e biti jasno iz konteksta
o ¢emu se radi) i po jedan jednomjesni relacijski simbol P za svaku propozicionalnu
varijablu p.

Definicija 1.20. Standardna translacija je funkcija ST}, koja svaku modalnu formulu
¢ preslikava u o-formulu ST, (p) s jednom slobodnom varijablom z, a definiramo je
rekurzivno:

) ST(
b) ST,(L) je formula z # x
c) STu(—p) = STy (p)
d) ST.(p1V w2) = ST.(p1) V ST, (p2)
¢) ST,(O¢) = Jy(R(z,y) A ST,()), gdje je y nova varijabla

Iz definicije funkcije ST, lako slijedi da je ST, (Oy) jednako Vy(R(z,y) — ST,(¢)).

Svaki model M = (W, R, V) mozemo promatrati kao o—strukturu, pri cemu |9t =
W, R™ = Ri P™ =V(p) za svaki p € .

Kako je definicija standardne translacije zapravo formalno u logici prvog reda
zapisana definicija istinitosti modalne formule, lako se dokazuje sljedec¢a propozicija.

Propozicija 1.5. Neka je ¢ modalna formula i 9t model. Tada vrijedi:
a) za svaki svijet w € W imamo: I, w Ik ¢ ako i samo ako M | ST, (¢)[w]
b) M Ik ¢ ako i samo ako M |= VST, ()

Koristeéi prethodnu propoziciju, vazna svojstva logike prvog reda mozemo preni-
jeti u modalnu logiku i obratno.
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Primjer 1.12. Modalna logika je kompaktna, tj. ako je 2 skup modalnih formula ¢iji
je svaki konacan podskup ispunjiv, onda je ¥ ispunjiv. To je posljedica kompaktnosti
logike prvog reda i prethodne propozicije 1.5.

Naime, konaé¢na ispunjivost skupa ¥ povlaci kona¢nu ispunjivost skupa {S7, () :
¢ € X}, koji je stoga zbog kompaktnosti logike prvog reda ispunjiv, no onda opet
propozicija 1.5 povlaci da je X ispunjiv.

Sli¢no se pokazuje da za modalnu logiku vrijedi analogon Lowenheim—Skolemovog
teorema prema dolje, tj. ako skup formula ima model onda ima i prebrojiv model.

S druge strane, logika prvog reda je neodluciva (Churchov teorem), no modalna
logika je odluciva, pa se pomocu standardne translacije mogu odrediti odlucivi frag-
menti logike prvog reda.

Standardna translacija o¢ito nije surjekcija. Stovise, nije svaka formula logike
prvog reda ekvivalentna standardnoj translaciji neke modalne formule. Naime, takve
formule su nuzno invarijantne na bisimulacije, sto ne vrijedi za sve formule logike
prvog reda.

Primjer 1.13. Formula F(z) = JyR(y, x) nije invarijantna na bisimulacije. Naime,
nelka je M = ({a,b}, {(b,a)}, V) i 9 = ({a’}, 0, V"), pri cemn je V(p) = V'(p) = 0
za svaku propozicionalnu varijablu p. Tada je Z = {(a,d’)} bisimulacija. Lako je
provjeriti da vrijedi MM = F(z)[a] i M & F(z)[d].

Bez dokaza istaknimo temeljni teorem modalne teorije korespondencije.

Teorem 1.3 (van Benthem). Neka je F'(z) neka o—formula. Tada je formula F(z)
ekvivalentna standardnoj translaciji neke modalne formule ako i samo ako je formula
F(z) invarijantna na bisimulacije.

1.10 Ultrafiltri

Radi definicije jos jedne konstrukcije modela, ultrafilterskog prosirenja, potreban
nam je pojam ultrafiltra.

Definicija 1.21. Neka je S # 0. Ultrafilter nad S je familija F' C P(S) takva da
vrijedi:

1) SeF
2) F je zatvoren na konacne presjeke, tj. akoje A € F'iB € F,ondajei ANB € F

(1)
(2)
(3) F je zatvoren na nadskupe, tj. akoje A€ FiAC BC S, ondajeiBe€F,
(1) F£P(S)
()

5) za svaki A C S vrijedi: A € F ako i samo ako S\ A ¢ F.
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Kazemo da je ultrafilter prebrojivo nepotpun ako nije zatvoren na prebrojive presjeke.
Familija F' za koju vrijede uvjeti (1)-(3) naziva se filter, a ako vrijedi i (4) tada
familiju F' nazivamo pravi filter.

Primijetimo da uvjet (4) zbog zatvorenosti na nadskupe mozemo zamijeniti uvje-
tom () ¢ S. Nadalje, za z € S, familija svih podskupova skupa S koji sadrze x je o¢ito
ultrafilter, koji se zove glavni filter i oznacava s II,.. Nije tesko dokazati da ultrafil-
ter nad beskona¢nim skupom S nije glavni ako i samo ako sadrzi samo beskonacne
skupove, a to je ekvivalentno sa ¢injenicom da sadrzi sve kofinitne podskupove skupa
S. Odavde lako slijedi da je ultrafilter nad prebrojivim skupom, ako nije glavni fil-
ter, prebrojivo nepotpun. Ultrafilter koji nije glavni tesko je konstruirati, ali sljedeca
propozicija daje jednostavan dovoljan uvjet njegove egzistencije.

Propozicija 1.6. Neka je S neprazan skup i E familija njegovih podskupova koja ima
svojstvo konaé¢nih presjeka (tj. presjek svake njene konacne potfamilije je neprazan).
Tada postoji ultrafilter nad S koji sadrzi F.

Dokaz. Neka je F familija svih pravih filtera nad S koji sadrze E. Uoc¢imo da je
F # (). Naime, lako se vidi da je presjek svih filtera nad S koji sadrze E pravi filter.
Familija F je parcijalno uredena inkluzijom. Neka je £ proizvoljan lanac u F. Lako
je provjeriti da je unija svih ¢lanova lanca £ takoder pravi filter koji sadrzi E. Dakle,
svaki lanac u F ima gornju medu. Prema Zornovoj lemi, postoji maksimalni element
F e F. Lako se vidi da je F' trazeni ultrafilter. Q.E.D.

Sve detalje o filtrima i ultrafiltrima mozete vidjeti u nastavnom materijalu M. Vu-
kovi¢, Primijenjena logika, predavanja poslijediplomskog kolegija, PMF-MO, Zagreb,
2011. www.math.pmf.unizg.hr/sites/default /files/pictures/applog-skripta-2011_0.pdf

1.11 Modalna saturacija

Vidjeli smo da postojanje bisimulacije izmedu dva tockovna modela povlaci nji-
hovu modalnu ekvivalenciju. Za klasu modela K modela kazemo da ima Hennessy-
Milnerovo svojstvo ili da je Hennessy—Milnerova klasa ako vrijedi i obrat, tj. ako za
sve modele M, M’ € K 1 za sve svjetove w € W 1w’ € W’ vrijedi: ako su svjetovi w
i w’ modalno ekvivalentni onda postoji bisimulacija Z izmedu modela 9t i 9 takva
da je wZw'.

Definicija 1.22. Za model M = (W, R, V') kazemo da je modalno saturiran ili
m—saturiran ako za svaki w € W i svaki skup formula ¥ vrijedi: ako je ¥ konac¢no
ispunjiv u R[w] = {v € W : wRv}, onda je ¥ ispunjiv u R[w].

Propozicija 1.7. Svaka klasa m—saturiranih modela ima Hennessy—Milnerovo svoj-
stvo.
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Dokaz. Neka su 9 = (W, R, V)i 9 = (W', R, V') m-saturirani modeli. Za w € W
iw € W stavimo wZw" ako su w i w’ modalno ekvivalentni. Treba dokazati da je Z
bisimulacija. Uvjet (at) je trivijalno zadovoljen.

Dokazimo da vrijedi uvjet (forth). Neka su svjetovi w € W i w' € W' modalno
ekvivalentni i wRv. Treba dokazati da postoji svijet v € W’ modalno ekvivalentan
sa svijetom v takav da je w' R'v'. Neka je 3 skup svih formula istinitih u svijetu v.
Lako se vidi da je tada skup formula ¥ kona¢no ispunjiv u R'[w’] (naime, na konacan
skup formula moze se primijeniti konjunkcija, a na tako dobivenu formulu operator
0). Zbog m-saturiranosti skup formula ¥ je ispunjiv u R'[w'], tj. postoji svijet v’
takav da je w'R/'v' i sve formule istinite na svijetu v su istinite i na svijetu v’. Lako
je provjeriti (primjenom veé dokazanog na negaciju formule) da vrijedi i obrat, dakle
svjetovi v i v' su modalno ekvivalentni.

Slicno se dokaze i uvjet (back). Q.E.D.

Dakle, medu modalno ekvivalentnim svjetovima m-—saturiranih modela postoji
bisimulacija.

1.12 Ultrafilterska prosirenja

Neka je M = (W, R, V) model. Podsjetimo se da smo za svaki A C W sa m(A)
oznacali skup svih w € W za koje postoji v € A takav da je wRwv.

Definicija 1.23. Ultrafiltersko prosirenje modela 9 = (W, R, V') je model uedt =
(UFW), B, V™), gdie je:

a) Uf(W) skup svih ultrafiltera nad W
b) uR"v ako i samo ako za svaki A € v vrijedi mq(A) € u
¢) V*(p) skup svih ultrafiltera u takvih da je V(p) € u, za svaku variajblu p.
Za svaki A C W definira se i mp(A). To je skup svih svjetova w € W takvih da
za svaki svijet v € W iz wRwv slijedi v € A. Lako se vidi da se relacija dostizivosti

ultrafilterskog prosirenja moze ekvivalentno definirati pomoc¢u funkcije mg. Tada bi
definicija relacije R izgledala ovako:

uRv ako isamo ako {AC W :mg(A) €u} Co

Propozicija 1.8. Neka je M = (W, R, V') model. Tada za svaki ultrafilter v nad W
i svaku modalnu formulu ¢ vrijedi sljedec¢a ekvivalencija:

ued, u l- ¢ ako i samo ako V(y) € u

Posebno, svaki svijet w € W je modalno ekvivalentan glavnom ultrafiltru II,,.
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Dokaz. Prva tvrdnja dokazuje se indukcijom po slozenosti formule. Bazu indukcije
osigurava definicija valuacije V*¢. Korak u sluc¢aju logickih veznika jednostavna je
posljedica definicijskih svojstava ultrafiltera. Dokazimo tvrdnju za formulu oblika (.
Pretpostavimo uedN, u I- Q. Tada postoji v takav da vrijedi uR"v i ueM, v I . Iz
pretpostavke indukcije slijedi V(¢) € v. 1z definicije relacije R* slijedi mq(V (¢)) € u.
Kako je my(V(p)) =V (Op), imamo V(Qp) € u, §to je i trebalo dokazati.

Dokazimo sada obratnu implikaciju. Neka je ¢ proizvoljna formula za koju vrijedi
V(OQ¢) € u. Dovoljno je dokazati da skup E = {V(¢)} U{A C W : mg(A) € u} ima
svojstvo konacnih presjeka. Naime, tada se skup F moze prosiriti do nekog ultrafiltera
v, pa vrijedi V(¢) € v i stoga prema pretpostavci indukcije imamo uet, v I+ . S
druge strane, {A : mp(A) € u} C v povlaéi uR"™v, pa je uef, u I- Op. Dokazimo,
dakle, da skup E ima svojstvo konacnih presjeka. Lako se provjeri da je skup {A :
mp(A) € u} zatvoren na konacne presjeke. Stoga preostaje dokazati da vrijedi V' (¢)N
A # ) za svaki skup A takav da je mp(A) € u. Po pretpostavci je i V(Qy) € u, pa
je V(Op) Nmp(A) # 0. Neka je wg neki sviejt iz tog presjeka. Zbog wy € V(Owp)
slijedi da postoji svijet w; takav da je woRw; i wy € V(p). S druge strane, kako je
wo € mp(A), to je w; € A, pajew; € V(p)N A, dakle taj presjek je zaista neprazan.

Iz upravo dokazane prve tvrdnje odmah slijedi da je ue, IL, IF ¢ ekvivalentno
sa V(p) € I, tj. w € V(p). To povlaci M, w I+ ¢. Q.E.D.

Propozicija 1.9. Ultrafiltersko prosirenje svakog modela je m-saturiran model.

Dokaz. Neka je 9t = (W, R, V') model, u ultrafilter nad W i ¥ skup formula konaéno
ispunjiv na skupu svih R**-sljedbenika ultrafiltra w.

Neka je sa Y oznacen skup svih konjunkcija formula iz skupa . Dokazimo da
skup E={V(p): p € ¥} U{A C W :mp(A) € u} ima svojstvo konacnih presjeka.
Kako su skupovi {V(¢) : ¢ € ¥'} 1 {A:mp(A) € u} zatvoreni na konaéne presjeke,
preostaje dokazati da za svaku formulu ¢ € ¥/ i svaki A C W takav da je mp(A) € u
vrijedi V(p) N A # 0. No, kako je ¢ € 3/, tada postoji ultrafilter v, takav da je
uR%v, 1 ued, v, Ik, tj. V() € v,. S druge strane, zbog mp(A) € u je A € v,.
Slijedi da je presjek V(¢) N A € vy, pa je po definiciji ultrafiltra neprazan.

Stoga postoji ultrafilter v nad W koji sadrzi E. Pritom je uR"v i ued, v IF 3.
Dakle, ¥ je ispunjiv na skupu R**—sljedbenika ultrafiltera u, $to je i trebalo dokazati.
Q.E.D.

1.13 Modalna definabilnost

Vidjeli smo primjere formula koje nisu valjane, ali su valjane na svim okvirima
neke klase. Ako vrijedi i obrat, tj. da su svi okviri na kojima su dane formule valjane
nuzno u toj klasi, govorimo o modalnoj definabilnosti.

Definicija 1.24. Za klasu okvira K kazemo da je modalno definabilna ako postoji
skup formula ¥ takav da za svaki okvir § vrijedi:

§ € K akoisamo ako FIF X
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Analogno se moze definirati modalna definabilnost klasa modela.

Primjer 1.14. Klasa svih refleksivnih okvira je modalno definabilna formulom Up —
p ili alternativno, formulom p — Op. Cesto kratko kazemo da je refleksivnost mo-
dalno definabilna. Tranzitivnost je modalno definabilna formulom Cp — Op, ali i
OOp — Op. Klasa svih okvira ¢ija relacija dostizivosti je tranzitivna i inverzno dobro
fundirana je modalno definabilna Lobovom formulom O(0p — p) — Op.

1.14 Standardna translacija drugog reda

Uoc¢imo da su, primjerice, refleksivnost i tranzitivnost, za koje smo u prethodnom
primjeru vidjeli da su modalno definabilna, takoder i elementarna svojstva, za razliku
od inverzne dobre fundiranosti. Tako su i mnoga druga modalno definabilna svojstva
elementarna, ne postoji prirodna opcenita veza izmedu modalne definabilnosti klasa
okvira i elementarnosti, nego izmedu modalne definabilnosti i definabilnosti u logici
drugog reda. Naime, definicija valjanosti okvira kvantificira po valuacijama, tj. po
podskupovima okvira.

Necemo detaljno govoriti o logici drugog reda, nego ¢emo se osloniti samo na
intuitivno razumijevanje da se dopusta kvantifikacija ne samo po individualnim va-
rijablama, nego i po varijablama kojima se valuacijom pridruzuju relacije na nosacu
(u nasem slucaju trebaju nam samo unarne relacije, tj. podskupovi), tj. umjesto sig-
nature o koju smo koristili za standardnu translaciju sada imamo signaturu drugog
reda u kojoj je svaki jednomjesni relacijski simbol P € ¢ sada varijabla drugog reda
po kojoj se moze kvantificirati. Samo R (uz jednakost) ostaje relacijski simbol, pa se
okvir moze promatrati kao struktura za tu signaturu.

Propozicija 1.10. Modalna formula ¢ je valjana na okviru § ako i samo ako §
VP ... VP, YzST,(p), gdje su Py, ..., P, varijable drugog reda koje odgovaraju pro-
pozicionalnim varijablama iz .

1.15 Nedefinabilnost

Ispustajuéi dio definicije koji se odnosi na valuaciju, jasno je kako se definiraju
osnovne konstrukcije okvira: disjunktna unija, generirani podokvir i ograni¢eni morfi-
zam. Koristeéi ve¢ dokazanu invarijantnost modalnih formula na analogne konstruk-
cije modela, lako se dokazuje sljedec¢a propozicija.

Propozicija 1.11. Disjunktna unija, generirani podokvir i surjektivni ograniceni
morfizam ¢uvaju valjanost modalnih formula.

Ovo nam omogucuje dokazivanje nedefinabilnosti nekih svojstava.
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Primjer 1.15. Irefleksivnost nije modalno definabilna. Naime, za Kripkeove okvire
§ = ({a,b},{(a,b),(b,a)}) 1 § = ({c},{(c,0)}), sa f(a) = f(b) = c dan je surjektivni
ograniceni morfizam. Primijetimo da je okvir § irefleksivan, a okvir §’ nije. Kada bi
irefleksivnost bila modalno definabilna nekim skupom formula ¥, vrijedilo bi § IF X.
No, onda zbog ocuvanja valjanosti pri ogranicenom morfizmu vrijedilo bi i §' IF 3.
To bi povlacilo da je i okvir § irefleksivan, a nije.

Analogno, koristeci disjunktnu uniju mozemo dokazati da svojstvo konac¢nosti mo-
dela nije modalno definabilna. Koriste¢i generirane podokvire moze se pokazati da
klasa svih okvira, u kojima je svaki svijet dostiziv iz nekog svijeta, nije modalno
definabilna.

Sto se tice ultrafilterskog prosirenja okvira, lako se dokazuje da vrijedi ocuvanje
valjanosti u suprotnom smjeru.

Propozicija 1.12. Ultrafiltersko prosirenje reflektira valjanost modalnih formula, tj.
ako je ueg IF ¢, onda je § IF .

Postoje svojstva koja nisu modalno definabilna, iako su o¢uvana na tri osnovne
konstrukcije struktura.

Primjer 1.16. Promotrimo klasu svih okvira takvih da svaki svijet ima refleksiv-
nog sljedbenika. Drugim rijecima, radi se o elementarnoj klasi definiranoj formulom
Vaxdy(R(xz,y) A R(y,y)). Lako se vidi da je to svojstvo o¢uvano na disjunktne unije,
generirane podokvire i surjektivne ogranicene morfizme. No, ta klasa nije modalno
definabilna. Naime, za okvir § = (N, <) se jednostavno pokazuje da ue§ ima to
svojstvo, a § ga, naravno, nema.

Sljedeci teorem pokazuje da su dosad navedene konstrukcije dovoljne za karakteri-
zaciju modalno definablinih svojstava medu elementarnim svojstvima. Dokazat ¢emo
ga kasnije pomocu algebarske semantike. Za klasu okvira K kazemo da je elemen-
tarna ako postoji skup ¥ formula prvog reda tako da za svaki okvir § vrijedi sljedeca
ekvivalencija: § € K ako i samo ako § = X.

Teorem 1.4 (Goldblatt-Thomason). Elementarna klasa okvira je modalno defina-
bilna ako i samo ako je zatvorena na disjunktne unije, generirane podokvire i surjek-
tivne ogranicene morfizme i reflektira ultrafilterska prosirenja.

1.16 Sahlqvistove formule

Sada ¢emo djelomicno odgovoriti na obratno pitanje: koja modalno definabilna
svojstva okvira su elementarna. Definirat ¢emo Sahlqvistove formule. To nisu sve
modalne formule koje definiraju takva svojstva, ali rije¢ je o Sirokoj klasi za koju je
odgovarajuca formula prvog reda efektivno izracunljiva.

U nastavku ¢emo pisati §,w I ¢ ako je formula ¢ istinita na svijetu w za svaku
valuaciju na okviru §.
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Definicija 1.25. Modalna formula i formula prvog ili drugog reda su (globalni) ko-
respondenti ako definiraju istu klasu okvira.

Modalna formula ¢ i formula A(z) prvog ili drugog reda reda su lokalni kores-
pondenti ako za svaki okvir § i svaki svijet w vrijedi: §,w IF ¢ ako i samo ako

§ = Alx)[w].
Ako su formule ¢ i A(x) lokalni korespondenti, onda su ¢ i Vo A(z) korespondenti.

Uocimo da formula ¢ lokalno korespondira s VP ...VP,ST,(¢), gdje P, ..., P, od-
govaraju propozicionalnim varijablama iz .

Definicija 1.26. Kazemo da je modalna formula ¢ pozitivna (negativna) u nekoj
varijabli p € ® ako je svaki nastup propozicionalne varijable p u dosegu parnog
(neparnog) broja negacija. Kazemo da je formula ¢ pozitivna (negativna) ako je
pozitivna (negativna) u svakoj svojoj propozicionalnoj varijabli.

Kazemo da je modalna formula ¢ rastué¢a (padajuéa) u nekoj varijabli p ako je
njena istinitost o¢uvana na prosirenja (suzenja) valuacije V(p) (dok su valuacije os-
talih propozicionalnih varijabli nepromijenjene).

Vazno je napomenuti da se u prethodnoj definiciji govori o dosegu parnog, odnosno
neparnog broja negacija u formuli napisanoj u alfabetu osnovnog modalnog jezika, ne
koristeéi definirane pokrate (npr. p — ¢ je negativna u p, jer je pokrata za —pV q).

Sljedece tvrdnje se lako dokazuju simultano indukcijom po slozenosti formule.

Lema 1.1. Ako je formula ¢ pozitivna (negativna) u varijabli p onda je formula ¢
rastuca (padajuca) u varijabli p.

Definicija 1.27. Kazemo da je modalna formula ¢ uniformna ako je pozitivna ili
negativna u svakoj varijabli koja nastupa u formuli .

Propozicija 1.13. Svaka uniformna formula ima korespondenta prvog reda.

Ne dajemo dokaz prethodne propozicije. U sljede¢em primjeru ilustriramo al-
goritam kojim se standardna translacija drugog reda uniformne formule prevodi u
korespondenta prvog reda.

Primjer 1.17. Promotrimo formulu ¢ = QOp. Ona je pozitivna u varijabli p i
stoga je rastu¢a. Odredimo standardnu translaciju: ST, (¢) = Jy(R(z,y) A ST,(Op))
= Jy(R(x,y) ANVz(R(y,z) — P(z))). Dakle, formula ¢ lokalno korespondira s for-
mulom drugog reda VYP3y(R(z,y) A Vz(R(y,z) — P(z))). Intuitivno, ova formula
kaze da formula ¢ vrijedi za svaku valuaciju propozicionalne varijable p, pa posebno
iza V(p) = 0. Ali, ovu minimalnu valuaciju mozemo reprezentirati supstituiranjem
svake potformule oblika P(z;) potformulom x; # x; i eliminiranjem kvantifikatora
VP. Dobivamo: Jy(R(z,y) AVz(R(y,z) — z # z)), $to mozemo pojednostaviti na
Jy(R(z,y) ANVz(—R(y, 2))). Ocito, formula VP ST,(p) povlaci tu formulu kao svoju
instancu. S druge strane, kako je formula ¢ rastuca, a ova instanca je minimalna, ove
formule su zapravo ekvivalentne. Dakle, formula Jy(R(x,y) AVz(—R(y, z))) je lokalni
korespondent formule ¢, pa je formula Vaz3y(R(z,y) A Vz(=R(y, z))) njen globalni
korespondent.
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Definicija 1.28. Vrlo jednostavna Sahlquistova formula je svaka formula oblika ¢ —
¥ tako da je formula ¢ pozitivna, a formula ¢ je izgradena samo od konstanti 1 i T,
te propozicionalnih varijabli, pri ¢emu se koriste samo veznik A i modalni operator

0.

Propozicija 1.14. Svaka vrlo jednostavna Sahlqvistova formula ima korespondenta
prvog reda.

Ideja dokaza je uzeti minimalnu valuaciju za koju je ¢ istinita. Kako je formula 1)
pozitivna, tada formula ¢ — ) ostaje istinita za sva prosirenja te minimalne valuacije.
I ovdje ¢emo ispustiti dokaz i samo za ilustraciju promotriti jedan primjer.

Primjer 1.18. Znamo da formula Cp — p definira refleksivnost.! To je vrlo jednos-
tavna Sahlgvistova formula. Odredimo njenog globalnog korespondenta.

Standardna translacija drugog reda te formule je formula VP(P(x) — 3y(R(z,y)A
P(y))). Minimalna instanca koja ¢ini formulom P(z) istinitim je ona kojom se sim-
bolu P pridruzuje jednoclan skup (koji sadrzi svijet pridruzen valuacijom varijabli
x). Dakle, eliminirat ¢emo kvantifikator drugog reda i supstituirati svaku potformulu
oblika P(z;) potformulom x; = x. Dobivamo z = z — Jy(R(z,y) Ay = x), §to se
pojednostavljuje na R(z,z). Dakle, formula Vz(R(z,z)) je globalni korespondent,
Sto smo i ocekivali.

Sljedeé¢i primjer ilustrira pripremni korak u algoritmu kada imamo kvantifikatore
u antecendenti, nakon ¢ega nastavljamo kao u prethodnom primjeru.

Primjer 1.19. U ovom primjeru pokazujemo da modalna formula Op — OOp defi-
nira gustoéu. Navedena formula lokalno korespondira sa YP(Jy(R(x,y) A P(y)) —
Jz(R(x, z)AJZ'(R(z, 2" )AP(2')))). Bududi da je formula (3xA(x) — B) <> Vz(A(z) —
B) valjana, tada dobivamo VPVy((R(z,y) A P(y)) — 3z(R(x,z) A FZ'(R(z,2) A
P(2")))). Sada nastavljamo kao prije: supstituiramo svaku atomarnu formulu P(x;) sa
x; = y, $to je sada potrebna minimalna instanca. Tako dobivamo formulu Vy((R(z, y)A
y =1vy) = Jz(R(z,2) AN 32 (R(2,2") N2/ = y))). Lako je vidjeti da se pojednostav-
ljenjem dobiva Vy(R(x,y) — Fz(R(x,z) A R(z,y))). Zaista, univerzalni zatvarac¢
VaVy(R(x,y) — Jz(R(x,2) A R(z,y))) je formula gustoce.

Definicija 1.29. Jednostavna Sahlquistova formula je svaka modalna formula oblika
© — 1 tako da je formula ¢ pozitivna, a formula ¢ je izgradena samo od konstanti
L i T, te formula oblika (0*p, gdje je k € N i p € ®, pri cemu koristimo samo veznik
A 1 modalni operator ¢.

Propozicija 1.15. Svaka jednostavna Sahlqvistova formula ima korespondenta prvog
reda.

I ovdje ¢emo ideju dokaza ilustrirati primjerima.

!To éemo kasnije dokazati u propoziciji 2.2 na strani 32.
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Primjer 1.20. Podsjetimo se da formula Cp — OOp definira tranzitivnost.? Njen
lokalni korespondent drugog reda je sljedec¢a formula:

VP(Vy(R(x,y) = P(y)) = Vz(R(z, z) — V' (R(z,2") — P(2'))))

Ovdje je potrebna minimalna valuacija ona u kojoj je simbolu P pridruzen skup svih
R-sljedbenika svijeta pridruzenog varijabli x. Dakle, odgovarajuca supstitucija svake
potformule P(z;) je R(z,x;). Tako dobivamo Yy(R(x,y) — R(z,y)) = Vz(R(x, z) —
V2 (R(z,2") — R(x,2"))). To se pojednostavljuje na Vz(R(x,z) — V2'(R(z,2") —
R(z,2"))). Nakon univerzalnog zatvorenja dobivamo uvjet tranzitivnosti, Sto smo i
ocekivali.

Primjer 1.21. Lokalni korespondent drugog reda formule OCIp — COp je
VP(3y(R(x,y) ANV (R(y,2") = P(Z")) = Vz2(R(x, 2) — 32" (R(z,2") A P(2")))).
Slijede koraci kao u prethodnim primjerima:
VPYy((R(z,y) AVZ'(R(y,2") = P(2"))) = Vz(R(z, z) — 32" (R(z,2") A P(2")))),

Vy((R(z,y) ANVZ'(R(y,2") — R(y,2"))) = Vz2(R(x, 2) — 32" (R(z,2") A R(y, 2")))).

(
Pojednostavljujemo: Vy(R(x,y) — Vz(R(x, z) — 32" (R(z,2") A R(y, 2")))), odnosno
ekvivalentno VyVz((R(x,y) A R(x, z)) — 32"(R(z,2") A R(y, 2"))).

Definicija 1.30. Sahlquistova implikacija je formula oblika ¢ — 1 tako da je formula
1 pozitivna, a formula ¢ je izgradena samo od konstatni L i T, te formula oblika
OFp, gdje je k € N ip € @, i negativnih formula, koristeéi samo veznike A i V, te
modalnog operatora <.

Sahlquistova formula je svaka formula izgradena od Sahlqvistovih implikacija, ko-
riste¢i [J i A slobodno, a V samo medu formulama koje nemaju zajednickih propozi-
cionalnih varijabli.

Lema 1.2. Neka su ¢ i ¥ modalne formule, te neka su A(x) i B(x) formule prvog
reda.

a) Ako formule ¢ i A(x) lokalno korespondiraju, onda i formule Oy i Vy(R(z,y) —
A(y/z)) lokalno korespondiraju;

b) Ako modalna formula ¢ lokalno korespondira s formulom A, te modalna formula
1 lokalno korespondira s formulom B, tada vrijedi:

b;) formula ¢ A 9 lokalno korespondira s formulom A A B;

bs) ako modalne formule ¢ i ¥ nemaju zajednic¢kih propozicionalnih varijabli,
onda formula ¢ V ¢ lokalno korespondira s formulom A V B.

2To kasnije dokazujemo u propoziciji 2.1 na strani 31.
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Teorem 1.5 (Sahlqvistov teorem korespondencije).
Svaka Sahlgvistova formula ima korespondenta prvog reda.

Prema prethodnoj lemi, dovoljno je dokazati tvrdnju za Sahlqvistove implikacije.
I ovdje ¢emo samo ideju dokaza ilustrirati na primjeru.

Primjer 1.22. Formula (p A 0—p) — Op ima lokalnu standardnu translaciju drugog
reda YP(P(z) A Jy(R(z,y) A =P(y)) — Jz(R(x,z) A P(z))). Nakon ve¢ poznatog
koraka VPVy(P(x) A R(z,y) A—=P(y) — 3z(R(z, z) A P(2))), prebacujemo negativnu
potformulu (koja time postaje pozitivnal!) koristeéi ekvivalenciju ((A A B) — C) <
(A — (=B V()) inakon toga dobivamo VPYy(P(z) A R(z,y) — P(y) V 3z(R(z, z) A
P(z))). Zavrsavamo odgovaraju¢om supstitucijom kao i ranije i tako dobivamo Yy (z =
zAR(z,y) = y = 2V3Iz(R(z, 2) Az = x)). To mozemo pojednostaviti na Vy(R(z,y) —
y=1aV R(z,x)).
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Poglavlje 2

Potpunost. Kanonski modeli.
Nepotpunost

U ovom poglavlju zZelimo istaknuti jedan od najvaznijih razloga zasto se uopce
razmatra algebarska semantika modalne logike: to je nepotpunost nekih modalnih
sistema u odnosu na relacijsku semantiku. Prvo ¢emo dati skice dokaza potpunosti
nekih normalnih modalnih logika u odnosu na relacijsku Kripkeovu semantiku. Raz-
matrat ¢emo samo metodu kanonskih modela. Dokazat ¢emo da je jedan modalni
sistem nepotpun u odnosu na relacijsku semantiku.

2.1 Potpunost sistema K

Na pocetku je dobro pogledati skicu dokaza potpunosti za logiku sudova. Pri-
mjerice, jedna takva skica je u materijalima s predavanja T. Perkov, M. Vukovi¢,
Semantike logika dokazivosti i interpretabilnosti, PMF-MO, Zagreb, 2017. (navedene
materijale mozete preuzeti sa sljedece mrezne adrese:

https://www.math.pmf.unizg.hr/sites/default /files /pictures

/00-predavanja-doktorski-2016-17.pdf).

Dok je detaljan dokaz, primjerice, u knjizi M. Vukovi¢, Matematicka logika, Ele-
ment, 2009.

Ako pojam izvoda u normalnoj modalnoj logici definiramo sasvim analogno kao
u logici sudova, tada ne vrijedi teorem dedukcije. Iz tog razloga razmatra se malo
modificirani pojma izvoda koji navodimo u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.1. Neka je S skup formula i F' neka formula. Kazemo da je formula F
izvediva iz skupa S u sistemu K ako vrijedi Fx F' ili postoje formule Ay,..., A, € S
tako da kg (A1 A ... A A,) — F. Ako je formula F izvediva iz skupa S u sistemu K
tada to oznacavamo sa S Fg F.

Teorem 2.1 (Teorem dedukcije za sistem K).
Ako SU{A} Fk B tada Stk A — B.
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Dokaz. 1z pretpostavke SU{A} Fx B i definicije izvoda slijedi da su moguéa sljedeéa
dva slucaja:

a) |_KB

b) postoje formule A;,..., A, € SU{A} takve da vrijedi
Fr (ALAN...ANA,) — B.

Promotrimo svaki slu¢aj posebno. Ako vrijedi Fx B, tada iz Cinjenica da je
B — (A — B) tautologija i da je svaka tautologija aksiom sistema K, lako slijedi
l_K A — B.

Promotrimo sada drugi slucaj b). Tu razlikujemo dva podslucaja:

Promotrimo prvo podsluéaj (i). Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti
da A=A, i {A,...,A,_1} € S. Sada pretpostavku b) mozemo zapisati u obliku
Fr (AL A .. AN A1 AN A) — B. Posto je svaka formula oblika ((FF A G) — H) —
(F — (G — H)) tautologija tada je to i formula (A1 A...ANA,_1 ANA) — B) —
((AyAN...NA—1) = (A — B)). Primjenom te tautologije i pravila izvoda modus
ponens stoga slijedi Fr (A1 A...ANA,—1) > (A— B), tj. SkFx A — B.

Promotrimo sada podslu¢aj (ii). Primijetimo prvo da su formule (A4; A... A A, A
A - (AAN...NA) 1 ((A— B) —» (B — () = (A — C) tautologije. Sada iz
pretpostavke Fx (A1 A...AA,) — B primjenom pravila izvoda modus ponens slijedi
Fk (A1 A ... ANA, N A) — B. Dalje postupamo kao u podslucaju (i). Q.E.D.

Definicija 2.2. Za skup formula S kazemo da je konzistentan u sistemu K ako vrijedi
S Fi L. Inace kazemo da je skup S inkonzistentan.

Lema 2.1. Vrijede sljedece tvrdnje:

a) Svaki podskup konzistentnog skupa je konzistentan. Svaki nadskup inkonzis-
tentnog skupa je inkonzistentan;

b) Skup S je konzistentan ako i samo ako ne postoji formula F' tako da vrijedi
S }_K Fi S l_K _|F;

¢) Skup S je konzistentan ako i samo ako svaki konacan podskup skupa S je
konzistentan;

d) Skup S je konzistentan ako i samo ako postoji formula F' tako da vrijedi S Hy F;

)
e) Ako Stk F tada je skup S U {—F} konzistentan;
f) Ako S I/x —F tada je skup S U {F} konzistentan;
)

g) Ako Sty F iskup S je konzistentan tada je i skup S U {F'} konzistentan.
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Definicija 2.3. Za skup formula S kazemo da je maksimalno konzistentan u sistemu
K ako je konzistentan i svaki njegov pravi nadskup je inkonzistentan.

Ako je (W, R,IF) Kripkeov model i w € W tada je skup {F : w IF F'} maksimalno
konzistentan.

Lema 2.2. Neka je S neki maksimalno konzistentan skup. Tada za sve formule A i
B vrijedi:

a) Ako A,A — B € S tada B € S;

b) AeSili ~Ae€S;

d) —=A € S ako i samo ako A € S,

e) ANB € S akoisamoako Ae SiBeS;

f

)
)
c) Ako Fx A tada A € S;
)
)
) AV B € S akoisamo ako A € Sili B € S.

Lema 2.3 (Lindenbaumova lema za sistem K).
Za svaki konzistentan skup postoji maksimalno konzistentan nadskup.

Definicija 2.4. Za Kripkeov model (W, R,I) kazemo da je kanonski model ako
vrijedi:

a) W je skup svih maksimalno konzistentnih skupova;
b) wRu ako i samo ako za svaku formulu F' ¢injenica F' € u povlacéi OF € w;

¢) wlF P ako i samo ako P € w, za svaku propozicionalnu varijablu P.

Lema 2.4. Neka je (W, R,IF) kanonski model. Tada za sve svjetove w,u € W vrijedi:
wRu ako i samo ako za svaku formulu F' ¢injenica LJF € w povlaci F € u.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi w Ru, te neka je F' formula tako da imamo F' ¢ u.
Iz leme 2.2 slijedi =F € u. Sada wRu, =F € u i definicija relacije R u kanonskom
modelu povlace O—F € w. Posto je w konzistentan skup tada -Q—F & w, tj. JF & w.

Dokazimo sada obrat. Neka su w i v maksimalno konzistentni skupovi za koje
ne vrijedi wRu. Iz definicije relacije dostizivosti u kanonskom modelu tada slijedi
da postoji formula F tako da vrijedi F' € v i OF ¢ w. Sada OF ¢ w i lema 2.2
povlace ~QOF € w. Lako je vidjeti da vrijedi g —OF — [O=F. Iz leme 2.2 tada
slijedi =OF — [-F € w. Sada ovo posljednje i prije dokazana ¢injenica —~QF € u, te
lema 2.2, povlace -F € w. Posto imamo F' € u tada ocito =F ¢ u. Rezimirajmo:
pretpostavka da ne vrijedi wRu povlaci da postoji formula F' tako da vrijedi J-F € w
i—-F & u. Q.E.D.
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Lema 2.5 (Lema o egzistenciji za sistem K).
Neka je (W, R,IF) kanonski model, te w € W proizvoljan svijet. Ako je F formula
tako da QO F € w tada postoji svijet u € W tako da wRu i F € u.

Dokaz. Definiramo v~ = {F} U {G : OG € w}. Pretpostavimo da je skup v~
inkonzistentan. Tada za svaku formulu A vrijedi v~ Fx A, a onda posebno v~ Fx —F.
Iz definicije izvoda slijedi da su moguca sljedec¢a dva slucaja:

a) |_K -F
b) postoje formule Ay, ..., A, € v~ tako da vrijedi Fx (A1 A... N A,) = —F.

Ako Fg —F tada ocito Fx [0—F, a onda lema 2.2 povla¢i (J-F € w. No, iz OF € w
slijedi ~J—-F € w, pa je skup w inkonzistentan Sto je suprotno pretpostavci.

Promotrimo sada slu¢aj b). Primjenom pravila generalizacije i aksioma distribu-
tivnosti slijedi da vrijedi 5 (OA; A...AOA,) — O=F. Iz ¢injenice Ay, ..., A, € v~ i
definicije skupa v~ slijedi (A4, ... ,0A, € w. Iz leme 2.2 slijedi A, A...ALA, € w.
Sada b (OAIA. . .AOA,) — O=F, OA1A. . .AOA,, € wilema 2.2 povlace O—-F € w.
Posto je po pretpostavci OF € w tada dobivamo da je skup w inkonzistentan, sto je
nemoguce.

Time smo dokazali da je skup formula v~ konzistentan. Iz Lindenbaumove leme
slijedi da postoji maksimalno konzistentan skup v € W tako da vrijedi v~ C u. Posto
Fev tada F € u.

Iz definicije skupa v~ slijedi da za svaku formulu G za koju je JG € w imamo
G € v~ Cu. Iz leme 2.4 slijedi wRu. Q.E.D.

Lema 2.6 (Lema o istinitosti za sistem K).
Neka je (W, R,IF) kanonski model. Tada za svaki svijet w € W i svaku formulu F
vrijedi:

w - F ako isamo ako F € w.

Dokaz. Tvrdnju leme dokazujemo indukcijom po slozenosti formule F. Za ilustraciju
promatramo samo u koraku indukcije slucaj F' = (G. Primijetimo prvo da vrijedi
sljedece:

wlF0G & FJu(wRu & ulk G) < (pret. ind.) Fu(wRu & G € u)

IzwRuiG € u, te definicije relacije dostizivosti u kanonskom modelu, slijedi 0G € w.
Obrat slijedi direktno iz leme o egzistenciji. Q.E.D.

Teorem 2.2 (Teorem potpunosti za sistem K).
Ako je F' valjana formula tada Fg F.

Dokaz. Pretpostavimo Ik F. Iz leme 2.1 tada slijedi da je skup {—F'} konzistentan.
Iz Lindenbaumove leme slijedi da postoji maksimalno konzistentan skup w tako da
vrijedi =F € w. Iz leme o istinitosti slijedi w | F, pa F nije valjana formula. Q.E.D.
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2.2 Potpunost nekih drugih modalnih logika

Ako je A neka modalna logika tada s (W, R* V) oznacavamo pripadni kanonski
model (elementi skupa W su maksimalno A-konzistentni skupovi)?

Prvo prosirenje sistema K koje promatramo je modalna logika K4. Nju dobivamo
dodavanjem formule Cp — Clp kao novog aksioma sistemu K. To kratko oznacavamo
ovako: K4 = K + [p — UOUp. Primijetimo da smo mogli sistem K4 defnirati i
ovako K4 = K + (OOp — Op, jer imamo aksiom dualnosti.

Propozicija 2.1. Za svaki Kripkeov okvir F vrijedi:
FIFOp — 0OOp ako i samo ako okvir F je tranzitivan.

Dokaz. Neka je formula (O0p — OCp valjana na okviru F = (W, R). Pretpostavimo
da relacija R nije tranzitivna. Tada postoje svjetovi w,u,v € W takvi da wRu, uRv,
te ne vrijedi wRv. Na okviru F definiramo relaciju forsiranja |- ovako: w IF p ako i
samo ako wRu, za svaku propozicionalnu varijablu p. Tada vrijedi w |- Up, a onda
zbog valjanosti formule Op — OOp na okviru F posebno vrijedi w I+ OOp. Kako je
wRu, imamo v I+ Up, a zbog uRv tada v IF p. No prema definiciji od I, mora biti
wRw, sto je u kontradikciji s pretpostavkom da ne vrijedi wRwv.

Pretpostavimo da je R tranzitivna. Neka je |- proizvoljna relacija forsiranja na
okviru F. Pretpostavimo da za neki w € W vrijedi w IF Up. Tvrdimo da tada
w IF UOOp. Neka je wRu. Tada za v € W takav da uRv, zbog tranzitivnosti od R
vrijedi wRv, a onda zbog w IF Up, vrijedi v IF p. Kako je v bio proizvoljan svijet,
tada imamo u IF Up, a zbog proizvoljnosti svijeta u slijedi w I+ OCp. Q.E.D.

Teorem 2.3. Logika K4 je potpuna u odnosu na klasu svih tranzitivnih okvira.

Dokaz. Neka je F' modalna formula za koju vrijedi K4 t/ F. Tada je skup {—F'}
K4-konzistentan. Iz Lindenbaumove leme (za K4!) slijedi da postoji maksimalno
K4-konzistentan skup w tako da vrijedi =F € w. Iz leme o istinitosti (za K4!) slijedi
(WK2 K4 K4 4 1

Dokazimo da je kanonski model (W4 RE4 VK4) tranzitivan. Neka su z,y,2 €
W¥4 takvi da vrijedi v R¥4yR¥4z. Neka je A formula tako da vrijedi A € z. Tada iz
yR¥42 slijedi 0 A € y. Zatim, iz  R¥%y slijedi 0OA € x. Buduéi da je 2 maksimalni
K4 konzistentni skup, te vrijedi Fgq OQ0A — OQA, a onda i QOA — OA € x. Sada
ovo posljednje 1 QOA € x povlace QA € .

Iz prethodne propozicije slijedi da je kanonski model (W4, REK4 VK4) jedan mo-
del za logiku K4. Q.E.D.

1Ovdje neéemo posebno isticati definiciju A—konzistentnog skupa, te navoditi tvrdnje o svojstvima
A—konzistentnih skupova. Prilikom razmatranja sistema K mogli smo sve pojmove definirati za
opéenitu normalnu modalnu logiku A. Zatim, sve tvrdnje o (maksimalno)konzistentnim skupovima
vrijede za svaku normalnu logiku, a ne samo za sistem K. Dokazi su sasvim analogni dokazima u
logici sudova.
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Modalni sistem T dobivamo dodavanjem novog aksioma [Jp — p modalnom sis-
temu K. To kratko zapisujemo ovako: T = K + [p — p.

Propozicija 2.2. Za svaki Kripkeov okvir F vrijedi:

FIFOp — p ako i samo ako okvir F je refleksivan.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je formula Op — p valjana na okviru (W, R) i neka
je w € W. Definiramo relaciju forsiranja: u IF p < wRu, za svaku propozicionalnu
varijablu p. Iz definicije relacije I o¢ito je da w I+ Up. Buduéi da je formula Op — p
valjana, imamo w I+ Op — p, a onda w I p, pa mora biti wRw. Dakle, relacija R je
refleksivna.

Obratno, ako je relacija R refleksivna, tada za proizvoljnu relaciju forsiranja I- i
w € W imamo da ako w I Up, tada zbog wRw mora biti w IF p. Odnosno, vrijedi
w I Op — p. Dakle, formula Cp — p je valjana na okviru F. Q.E.D.

Teorem 2.4. Logika T je potpuna u odnosu na klasu svih refleksivnih okvira.
Promotrimo jos jedan modalni sistem: KD = K + Op — Op
Propozicija 2.3. Za svaki Kripkeov okvir F vrijedi:

FFOp — Op akoisamo ako okvir F je desno neogranicen.

Teorem 2.5. Logika KD je potpuna u odnosu na klasu svih desno neogranicenih
okvira.

Sljede¢i modalni sistem koji razmatramo je definiran sa S4 = KT4 = K +
OOp — Op + p— Op.

Teorem 2.6. Logika S4 je potpuna u odnosu na klasu svih refleksivnih i tranzitivnih
okvira.

Sa K1.1 je oznacena sljede¢a normalna modalna logika: K1.1=K + Op — Up

Teorem 2.7. Logika K1.1 je adekvatna i potpuna u odnosu na klasu svih okvira
(W, R) gdje je R parcijalna funkcija.

Kona¢no, definiramo: S4.3=S4 + OpA Qg — O(pAOq) VO(pAq)VO(OpAQ)

Teorem 2.8. Logika S.4.3 je adekvatna i potpuna u odnosu na klasu svih okvira
(W, R) gdje je R refleksivna, tranzitivna i nema grananja nadesno.
(Relacija R nema grananja nadesno ako vrijedi:

VaVyVz(zRy NxRz — yRzVy =2V zRy )

Zadatak. Neka je S5 = KT4B =K + 00p — Op + p — Op + p — OOp.
Odredite klasu okvira za koju je normalna modalna logika S5 adekvatna i potpuna.
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2.3 Nepotpunost

U ovoj tocki navest ¢emo neke normalne modalne logike koje nisu potpune u
odnosu na relacijsku semantiku. Prvo razmatramo logiku dokazivosti GL, a onda
njeno prosirenje GH.

Definicija 2.5. Logika dokazivosti GL (Gédel-Lob) je prosirenje modalnog sistema
K sa shemom aksioma O(Op — p) — Op koju nazivamo Lébova formula.

Teorem 2.9 (D. de Jongh, S. Kripke, G. Sambin).
Vrijedi Fqr Up — OUp.

Za Kripkeov okvir F = (W, R) kazemo da je inverzno dobro fundiran ako ne
postoji niz svjetova (x,) tako da vrijedi x1 RxoRxs . ..

Propozicija 2.4. Za svaki Kripekov okvir F = (W, R) vrijedi:

FIFO@Op — p) - Op ako i samo ako
relacija R je tranzitivna i inverzno dobro fundirana

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je formula O (O p — p) — O p valjana na okviru F.
Tada su i sve instance sheme [0 (O A — A) — O A valjane na tom okviru. Iz toga lako
slijedi (indukcijom po duljini dokaza) da su i svi teoremi sistema GL valjani na okviru
F. Iz de Jongh, Kripke, Sambinovog teorema znamo da vrijedi Fqr, L p — O O p. Iz
toga slijedi da je formula [J p — [0 O p valjana na okviru F. Iz propozicije 2.1 slijedi
da je relacija R tranzitivna.

Pretpostavimo sada da relacija R nije inverzno dobro fundirana. Tada postoji niz
(r,) u skupu W takav da vrijedi: zyRzyRz3. ... Definiramo valuaciju |- na okviru
(W, R) ovako: wlFp & (¥n € N)w # z,. Tvrdimo da vrijedi z; If O(0p — p) —
Op. Neka je z € W proizvoljan svijet za kojeg vrijedi x; Rz (takav svijet x postoji,
jer smo pretpostavili da vrijedi x; RzoRx3...). Ako x I+ p tada ocito z IF Op — p.
Ako z If p tada postoji n € N takav da x = z,. No, iz v, Rx,1 1 Tpi1 Iff p slijedi
x, I Op. Time imamo x IF Op — p, pa smo dokazali da vrijedi z; IF O(Op — p).
Ocito x; I Op (jer, primjerice, 1 Rxe 1 9 | p). Dakle, 2 Iff O(Cp — p) — Op.

Pretpostavimo sada da je okvir F tranzitivan i inverzno dobro fundiran. Neka
je w € W proizvoljan svijet i IF proizvoljna valuacija. Pretpostavimo da vrijedi
wlFO (O p — p). Ako ne postoji svijet z € W takav da wRz, tada ocito w I+ O p,
pa imamo w IF O (O p — p) — O p. Promotrimo sada slucaj kada postoji svijet
x € W za kojeg vrijedi wRx. Iz pretpostavke w |- O (O p — p) slijedi z IF O p — p.
Ako za svaki svijet € W za kojeg vrijedi wRx, imamo x |- p, tada slijedi w I+ O p.
Tada w IF O (O p — p) — O p. Promotrimo sada slucaj kada postoji svijet = € W
takav da wRz 1 x | p. Tada zbog x IF O p — p slijedi x If Op. 1z toga slijedi da
postoji svijet x; takav da x; If p. Sada iz wRx Rz, i tranzitivnosti relacije R slijedi
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wRxy. 1z pretpostavke w I O (O p — p) slijedi z; IF O p — p, a onda z; I O p.
Analogno dalje. Time dobivamo da relacija R nije inverzno dobro fundirana. Q.E.D.

Definiramo formulu: H = O(A < OA) — OA. Formula H se naziva Henkinov
aksiom. Neka je GH=K+H.

Propozicija 2.5. Ako je formula O(p +» Op) — Op valjana na okviru F = (W, R),
tada je i formula O(Op — p) — Op valjana na okviru F.

Dokaz. Pretpostavimo da je formula O(p <+ Op) — Op valjana na okviru F. Neka je
I proizvoljna relacija forsiranja na okviru F i w € W svijet takav da w I+ O(p — Op)
i wRz. Tvrdimo da tada vrijedi x IF Cp. Definiramo novu relaciju forsiranja I-" ovako:
vIF p < (Yn € N)v Ik O". Pretpostavimo da je y € W neki svijet za kojeg vrijedi
wRy. Tada

yIFOp — p. (2.1)

Tada redom vrijede sljedece ekvivalencije:
ylIHpe (YVneN)yl-O"

E (vn > 1)y Ik O

< (Vn e N)(Vz e W)(yRz = z IFO"p)
& (V2 e W)(yRz = 2z IH p)

& y IH Op.

Dakle, ako wRy, tada y I p <> Op. 1z toga slijedi w I O(p <> Op), a onda zbog
valjanosti formule O(p <+ Op) — Op na okviru F, imamo w I+ Op. Zbog wRx tada
x IF p, pa posebno z IF Op. Dakle w IF O(0p — p) — Op, pa je O(Op — p) — Op
valjana. Q.E.D.

Sada uo¢imo da ukoliko je (W, R) okvir na kojem su svi teoremi GH valjani,
tada je relacija R tranzitivna i inverzno dobro fundirana (to slijedi iz prethodne
dvije proporzicije). Posebno, vidimo da je tada i formula Cp — OOp valjana na
(W, R) (propozicija 2.1). Kada bi sistem GH bio potpun, iz ovoga bi slijedilo da
je Feg Up — OOp, no pokazat ¢emo da to ne vrijedi. Konstruirat ¢emo model
M* = (W, R,IF) takav da su svi teoremi sistema GH valjani na tom modelu, ali
formula Clp — OUp nije.

Neka je N* = {0*,1*,2*, ...} skup ekvipotentan s N takav da N* N = () (primje-
rice, mozemo uzeti N* = N x {0}). Na skupu N* definiramo binarnu relaciju < ovako:
m* <n* < m <n. Nekaje W =NUN* Neka je R C W x W definirana ovako:

wRr < (AmneN)(m<n+1 1 w=m"1i z=n")
ili (weN" i zeN)

ili (w,z e N i w>x)
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Definiramo relaciju forsiranja |- na sljede¢i nacin: w IF p < w # 0% za svaki
w € W. Oznacimo IM* = (W, R,IF). Za proizvoljnu formulu A oznacimo [A] =
{weW | M wlk A},

Lema 2.7. Za svaku formulu A skup [A] je konacan ili kofinitan.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po slozenosti formule A.

Baza: Za svaku propozicionalnu varijablu p imamo [p] = W \ {0*}, §to je ocito
kofinitan skup.

Korak: Neka je n € N tako da za svaku formulu B, cija je slozenost strogo manja od
n, skup [B] je konacan ili kofinitan. Neka je A neka formula slozenosti n. Promatramo
sluc¢ajeve obzirom na oblik formule A (pretpostavljamo da alfabet sadrzi samo veznike
— i —, te modalni operator [J).

a) A=-B
Iz pretpostavke indukcije slijedi da je skup B konacan ili kofinitan Tada iz
[A] = W \ [B] slijedi da je i skup [A] konacan ili kofinitan.

b) A=BVC
Tada [A] = [B] U [C]. Iz pretpostavke indukcije slijedi da su skupovi [B] i
[C] kofinitni ili kona¢ni. Ako je jedan od skupova [B] i [C] kofinitan, tada je
i njihova unija kofinitan skup. Ako su oba skupa [B] i [C] konacna, tada je i
njihova unija konacan skup.

c) A=0B
Pretpostavimo prvo da za neki n € N vrijedi n ¢ [B]. Tada za svaki w € N,
w > n, vrijedi w ¢ [OB] (u suprotnom bi zbog wRn vrijedilo n € [B]). Iz
wRn slijedi da za svaki w € N* imamo w ¢ [OB]. Dakle u ovom slucaju je
[A] = [OB] € {0,...,n}, pa je skup [A] konacan.

Promotrimo sada slucaj kada N C [B]. Kako je iz pretpostavke indukcije skup
[B] konacan ili kofinitan, tada zbog pretpostavke N C [B] slijedi da je skup [B]
kofinitan. Dakle, postoji neki & € N takav da je W\ [B] C {0%,...,k*}. Neka
je w € W\ [OB] proizvoljan svijet. Tada postoji z € W\ [B] takav da je wRx.
No, imamo da je tada x € N* i x < k*, pa iz definicije relacije R mora biti
w e N*1w < (k+1)*. Dakle, vrijedi W\ [OB] C {0*,...,k* (k+ 1)*}, pa je
skup [A] = [OB] kofinitan. Q.E.D.

Teorem 2.10. Formula [p — OUp nije teorem sistema GH.

Dokaz. Prvo dokazimo da su sve formule oblika (J(A <» JA) — A valjane na modelu
M*. Pretpostavimo da postoji neki svijet w € W tako da 9", w IF O(A « OA) i
M w I A, Promatramo sljedeca dva slucaja:

(i) postoji n € N tako da vrijedi 9%, n I} A, tj. skup N nije podskup skupa [A];
Neka je n najmanji prirodni broj s tim svojstvom. Tada za svaki m < n vrijedi
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M*,m IF A. Time imamo 9", n IF OA 1 9" n If A+ OA. Uocimo da za
sve y,z € W vrijedi yRz ili y = 2 ili zRy. Dakle, mora biti nRw (o¢ito nije
n = w, a kad bi vrijedilo wRn imali bi M* n - A <> OA). Iz ovoga slijedi da
jew € Nin > w. Kako IMM* w I LA, tada postoji svijet x € W takav da
wRx 1 M, x I A. No, onda imamo da je x € Nin > w > z, pa dobivamo
kontradikciju s minimalnos¢éu od n.

(ii) N € [4]
Iz prethodne leme 2.7 slijedi da je skup [A] konacan ili kofinitan. Buduéi je
N C [A] tada je skup A beskonacan. Iz toga slijedi da je skup W\ [A] konacan.
Bududéi vrijedi 9%, w I OA, tada je ocito skup W \ [A] neprazan.

Neka je k = max {n € N | n* € W\ [4]}. Ocito vrijedi MM*, (k+1)* IF A, a zbog
(k + 1)*RE* vrijedi 9, (k 4+ 1)* I OA. Tada postoji svijet x € W takav da
wRx 1 x| [A]. Ovo posljednje i pretpostavka N C [A] povlace z € N*. Tada
postoji n € N takav da x =n* i n < k. Sada iz wRz slijedi w € N*, pa postoji
m < n+1 takav da w = m*. No, tada je m < (k+ 1)+ 1, pa wR(k + 1)* iz
cega slijedi 9M*, (k + 1)* IF A <> A, sto je kontradikcija.

Iz ovoga slijedi da su svi aksiomi sistema GH valjani na modelu 9t*. Buduéi da pravila
izvoda modus ponens i nuznost ¢uvaju valjanost, zaklju¢ujemo da su svi teoremi GH
istiniti na modelu 9t*.

No, uoc¢imo da vrijedi sljede¢e: 2*Rx < x # 0*. Tada 91*,2* I+ Op. No,
1*RO* 1 90, 0" I p povlaci 9%, 1* I Op. Iz 2*R1* imamo 9%, 2* I O0p. Dakle,
=, 2* | Op — OOp, pa iz prethodnog zakljucujemo da Op — OOp nije teorem
sistema GH. Q.E.D.

Moze se pokazati da logika dokazivosti GL nije potpuna u odnosu na svoj kanonski
model, jer on nije inverzno dobro fundiran. No, sistem GL je slabo potpun u odnosu
na klasu svih konaé¢nih tranzitivnih stabala.?

Polimodalna logika dokazivosti GLP je nepotpuna u odnosnu na relacijsku se-
mantiku.?

J. van Benthem je u jednom ¢lanku iz 1978. dokazao nepotpunost modalnih sis-
tema L; i Ls. Ovdje navodimo aksiome tih sistema.

2Dokaz te ¢injenice mozete vidjeti u knjizi C. Smoryniski, Self-reference and modal logic, Springer,
1985.

3Vise o tome mozete procitati u nastavnom materijalu T. Perkov, M. Vukovié, Semantike Iogika
dokazivosti i interpretabilnosti, PMF-MO, Zagreb, 2017.
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Poglavlje 3

Algebarska semantika

3.1 Booleove algebre

Kao uvod u algebarsku semantiku modalnih logika prvo ¢emo reéi nesto o alge-
barskoj semantici logike sudova.

Definicija 3.1. Neka je B neprazan skup, + binarna, a — unarna operacija na skupu
B, te 0 € B. Uvedimo jos oznake: 1 = =0 i a-b = —((—a) + (=b)). Booleova
algebra je uredena cetvorka (B, +, —,0) koja ima sljedeéa svojstva:

Tty=y+a roy=y-x
(t+y)+z=z+(y+2) (x-y)-z=x-(y-2)
r+0=2x r-l=ux

2+ (—z) =1 2 (—2) =0
r+(y-2)=@+y) (z+2) - (y+z)=(z-y) +(z-2)

Primjer 3.1. Ako je A neki skup tada je lako provjeriti da je (P(A),U, ¢ () jedna
Booleova algebra. Booloeve algebre ¢iji nosa¢ je podskup nekog partitivnhog skupa
nazivaju se skupovne algebre.!

Oznac¢imo 2=({0, 1}, +, —, 0), gdje su operacije definirane ovako: a+b = max{a, b}
i —a =1 — a. Lako je provjeriti da je 2 jedna Booleova algebra. Ta algebra se naziva
algebra istinitosnih vrijednosti.

Primjer 3.2. Neka je ® neki skup propozicionalnih varijabli (konacan ili beskonacan).
Oznac¢imo sa Form(®) skup svih propozicionalnih formula nad skupom ®, pri ¢emu

!Kasnije éemo dokazati Stoneov teorem reprezentacije koji tvrdi da je svaka Booleova algebra
izomorfna nekoj skupovnoj algebri.

39
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alfabet sadrzi samo logicku konstantu L, te veznike = i V. Ozna¢imo F(®) =
(Form(®), 4+, —, L), gdje su operacije definirane ovako: ¢ + 9 =@V i —p = —p.
To ocito nije Booleova algebra, jer primjerice ne vrijedi opéenito ¢ + ¢ = ¢ + . 1z
tog razloga za svaku formulu ¢ definiramo [p] kao skup svih formula koje su logicki
ekvivalentne sa . Na kvocijentom skupu Form(®)/. definiramo:

el + W] =le VY], —lpl=[¢] i 0=][L]

Lako je pokazati da prethodne definicije ne ovise o izboru reprezentanata. Zatim,
(Form(®)/s,+,—,0) je Booleova algebra

Primjer 3.3. Neka je zadan neki skup propozicionalnih varijabli ® i RS neki pripadni
racun sudova.? Na skupu svih formula Form(®) definiramo binarnu relaciju =pg
ovako:

@ =gs ¥ ako isamo ako Fgs @ <> ¥

Lako je provjeriti da je =prg jedna relacija ekvivalencije. Za svaku formulu ¢ €
Form(®) sa [p] oznacavamo pripadnu klasu ekvivalencije. Na kvocijentom skupu
Form(®)/=,, definiramo:

[l + [ =l VY], —lpl =[] i 0=][L]

Lako je pokazati da prethodne definicije ne ovise o izboru reprezentanata. Zatim,
(Form(®)/=,q,+,—,0) je Booleova algebra koja se naziva Lindenbaum—Tarskijeva
algebra i oznacava sa Lo (P).

Definicija 3.2. Neka je B neka Booleova algebra. Definiramo binarnu relaciju <
ovako:
a<b akoisamoako a+b=1">

Lako je vidjeti da vrijedi: a < b ako i samo ako a-b = a, te je relacija < refleksivna
i tranzitivna.

Propozicija 3.1. Neka je B Booleova algebra. Tada za sve z,y, z € B vrijedi:

a)akox+y=11i z-y=0tadajey = —

—(-7) ==

r+r=x1x-z=2x

b

C

)
)
)
)

d) z-0=01z+1=1

e)r-(z+y)=ziz+(z-y =z

ZPrimjerice, u knjizi M. Vukovié, Matematicka logika, Element, 2009., definiran je jedan hilber-
tovski sistem RS koji je adekvatan i potpun.
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fy akox-y=x-2 i (—z)-y=(—z)-zonday ==z

)
B~ 9) = (~0)+(9) § (e ty) = () ()
h) - (—y) =0 ako isamo ako z -y =z
) —
)

1

Da-((=z)+y)=z-y i z+((-2)-y)=z+y

Dokaz. Za ilustraciju dokazujemo idempotentnost zbrajanja i mnozenja, tj. dokazu-
jemo tvrdnju c).

r=z4+0=zx+ (- (—2)=(@+2z) (r+(-2)=(r+2z)-1=x+2z

r=z-1l=x-(z+(-2)=(x-2)+(z-(—2)=z-2+0=x-x
Q.E.D.

3.2 Stoneov teorem reprezentacije

Sada nam je cilj dokazati da je svaka Booleova algebra izomorfna nekoj skupovnoj
algebri.

Definicija 3.3. Neka su B; i Bs Booleove algebre. Homomorfizam Booleovih algebri
By i Bs je svaka funkcija f : By — By tako da za sve x,y € B vrijedi:

flaty) = fl@)+ fly), f(-z)=—f(x) i f(0)=
TIzomorfizam Booleovih algebri je homomorfizam koji je bijekcija.

Definicija 3.4. Neka je B neka Booleova algebra. Podskup I od B nazivamo ideal
ako vrijede sljedec¢i uvjeti:

a) 0el
b) (Vxel)(Vye B)ly<x=yel)
c) Ve,yel)(x+yel)

Primjer 3.4. Neka je A neki skup, te A = (P(A),U, ¢, D) pripadna Booleova algebra.
Ocito je skup {x : © C A i x konacan} jedan ideal u algebri A.

Za svaku Booleovu algebru (B, 4+, —,0) su skupovi {0} i B ideali (nazivaju se
trivijalni ideal).

Ako je f : By — By homomorfizam Booleovih algebri tada je jezgra homomorfizma
{z € By : f(x) =0} jedan ideal u algebri B;.
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Ako je a # 0 neki element Booleove algebre B tada je skup {x € B : x < a} jedan
ideal. Ideali tog oblika nazivaju se glavni ideali.

Po definiciji je ideal zatvoren za zbrajanje. Svaki ideal ne mora biti zatvoren za
operaciju -.

Definicija 3.5. Neka je B Booloeova algebra, te neka je I neki ideal u B. Kazemo
da je I prosti ideal ako za svaki x € B vrijedi: x € I ili —x € I. Kazemo da je ideal
I maksimalni ideal ako nije trivijalan, te ne postoji netrivijalni ideal J tako da vrijedi
1S JCB.

ZJ Z

Lema 3.1. Neka je B Booleova algebra. Ako x7 > y; 1 x5 > yo tada x1 -2 > y1 - 4.
Ako je I ideal u B takav da 1 € [ tada I = B.

Propozicija 3.2. Svaki prosti ideal je maksimalni.

Dokaz. Neka je I prosti ideal, te neka je J ideal tako da vrijedi [ ; J. Neka je
x € J\ I proizvoljan. Iz definicije prostog ideala slijedi —z € I. Sada iz I ;Cé J
slijedi —x € J. Time imamo x, —z € J. Iz definicije ideala slijedi z + (—z) € J. No,
iz. definicije Booleove algebre znamo da vrijedi « + (—x) = 1. Dakle, 1 € J, a onda iz
leme 3.1 slijedi J = B. Time smo dokazali da je jedini ideal koji je pravi nadskup od
I, jednak citavoj algebri B. To znaci da je ideal I maksimalan. Q.E.D.

Lema 3.2. Neka je B Booleova algebra, I ideal i x € B. Tada su sljedec¢i skupovi

ideali u B :
I, = {beB:(Fiel)b<uz+i}

I, = {beB:(Jiel)b<(—x)+i}
Zatim, vrijedi I C I, 1 1 C 1 _,.

Dokaz. Dokazujemo da je I, ideal. Redom provjeravamo uvjete iz definicije.

Za svaki i € I ocito vrijedi (x +1i) +0 =z +1, pa je 0 < x + 4. Iz definicije skupa
I, slijedi 0 € .

Neka y € I, i z € B takvi da vrijedi z < y. Tada je z +y = y. [z y € I, slijedi
da postoji ¢ € I tako da vrijedi y < x + 7. Time imamo 2z < y < z + ¢, a onda iz
tranzitivnosti relacije < slijedi z < x 4 1. Iz definicije skupa [, slijedi z € I,.

Neka su yq, yo € I, proizvoljni. Tada postoje i1,i5 € I tako da vrijedi: y; < x+ 141
i yo<x+4is. Tadaje (r+i1)+y1 =x+1 1 (x+1iy) + y2 =z +iz. Sada imamo.

r+ (1 +1i2) = (v4+x)+ (i1 +i2) = (z+0) + (x +i2)
= ((w+i1) +y) + (2 +i2) +y2) = (@ + 2+ 01 +1d2) + (Y1 + ¥2)
= (2 + (i1 +12)) + (11 + 32)
To znaci da je y; + y2 < o + (i1 +i2). Bududi da je I ideal tada vrijedi iy +i5 € I. Iz
definicije skupa I, slijedi y; + yo € 1.

Pokazimo jos da vrijedi I C I,.. Neka je y € I proizvoljan. Tada imamo: = +y =
r+(y+y)=(r+vy)+vy, pajey < x+y. Iz definicije skupa I, slijedi y € I,. Dakle,
vrijedi I C I,. Q.E.D.
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Propozicija 3.3. Svaki maksimalni ideal je prost.

Dokaz. Prepostavimo da je I maksimalni ideal koji nije prost. Tada postoji x € B
tako da vrijedi x ¢ I i —x ¢ I. Definiramo skupove I, i I, kao u prethodnoj lemi.
Iz prethodne leme znamo da su I, i [_, ideali, te da vrijedi I C I, i I C I_,.
Buduéi da vrijedi x + 0 =2 10 € [, tada imamo z € I, te analogno —x € I_,. To
znaci da vrijedi I G I, 1 1S I,

Iz definicije maksimalnog ideala slijedi da su I, i [I_, trivijalni ideali, tj. vrijedi
I, =1 _, = B. Tada posebno imamo 1 € [, N I_,, pa iz definicije tih skupova slijedi
da postoje a,b € I takvi da vrijedi 1 <x+a i 1 <(—x)+b. No,tadal=x+a i
1 = (=) + b. Posebno imamo (a +b) + = = (a + b) + (—z) = 1. Iz svega toga slijedi
sljedece:

a+b=(a+b)+0=(a+b)+(z-(-2))=((a+b)+2) ((a+b)+(-2))=1-1=1

Iz a,b € I i uvjeta c) iz definicije ideala slijedi a + b € I, tj. 1 € I, a onda iz leme 3.1
slijedi I = B. To je u kontradikeciji s pretpostavkom da je I maksimalni ideal (a onda
i netrivijalni ideal). Q.E.D.

Propozicija 3.4. Neka je B Booleova algebra i € B neki element razli¢it od nule.
Tada postoji maksimalni ideal I tako da vrijedi x & I.

Dokaz. Ozna¢imo J = {I : I je ideal takav da x ¢ I}. Buduéi da je I = {0} ideal
iz ¢l tada I € J, tj. J # 0. Promotrimo parcijalno ureden skup (7, ;) Neka
je L neki neprazni lanac u J. Lako je provjeriti da je UL € J, tj. da je UL jedna
gornja meda za lanac £ u skup J. Iz Zornove leme slijedi da postoji I € J koji je
maksimalni element u tom parcijalno uredenom skupu.

Tvrdimo da je I maksimalni ideal u Booleovoj algebri B. Pretpostavimo suprotno.
Tada postoji ideal .J tako da vrijedi I & J & B. Ocito vrijedi x € J (jer inace J € J,
a I je maksimalni element u 7).

Tvrdimo da vrijedi —z € I. Neka je skup I_, definiran kao u lemi 3.2. Iz nave-
dene leme znamo da je I_, ideal, te vrijedi I C I_,. Dokazimo da vrijedi = & I_,.
Pretpostavimo suprotno, tj. x € I_,. Iz definicije ideala I_, slijedi da postoji i € I
tako da vrijedi (—x) + i > x. O¢ito vrijedi:

i=04+i=(x-(—2)+i=(+1i)- - ((—x)+i) >zv-z==x

(tu smo koristili nejednakost x +i > x koju je lako provjeriti, te smo primijenili lemu
3.1). Time imamo i € I i ¢ > z. Iz definicije pojma ideala slijedi z € I, $to nije.
Dakle, pretpostavka x € I_, vodi na kontradikciju, pa mora vrijediti x € I_,. Sada
iz x & I_, i definicije skupa J slijedi I_, € J. Buduéi da je I C I_,, te je ideal I
maksimalni element parcijalno uredenog skupa (7, ;Ct), tada I = I_,. Za proizvoljni
i € I vrijedi (—z) + 11 > —x, a onda iz definicije ideala I_, slijedi —z € I_,. Sada
I =1 _, povlaci kona¢no —x € I.

Time imamo: z € J, I G J i —z € I. Dakle, z, —x € J,aonda 1 = 24 (—x) € J.
Iz leme 3.1 slijedi J = B, sto je u suprotnosti s poc¢etnom pretpostavkom.  Q.E.D.
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Za proizvoljnu Booleovu algebru B oznacimo sa M (B) skup svih njenih maksi-
malnih ideala. Definiramo preslikavanje F': B — P(M(B)) ovako:

Flx)={le M(B):z ¢1I}

Primijetimo da iz propozicije 3.4 slijedi da za svaki x € B\ {0} vrijedi F(z) # 0.
Zatim, vrijedi F'(0) = 0.

Lema 3.3. Neka je B proizvoljna Booleova algebra. Prethodno definirana funkcija
F: B — P(M(B)) je injektivni homomorfizam Booleovih algebri B i P(M(B)).

Dokaz. Dokazimo prvo da je funkcija F' injekcija. Neka su a,b € B takvi da je a # b.
Tada posebno slijedi da nije a < b ili nije b < a (jer je relacija < antisimetricna).
Radi odredenosti neka vrijedi da nije a < b. Tada posebno a - b # a. Ako bi vrijedilo
a-(—b) =0, tada bi imali redom sljedece jednakosti:

a=a-1=a-(b+(-b)=(a-b)+(a-(=b)=(a-b)+0=a-b

Dakle, pretpostavka a - (—b) = 0 povlacéi a = a - b, a to smo bili pretpostavili da ne
vrijedi. To znaci da mora vrijediti a - (—b) # 0.

Iz propozicije 3.4 slijedi da postoji maksimalni ideal I tako da vrijedi a - (—b) & I.
Lako je vidjeti da a- (—b) & I povlaci a ¢ I i —b ¢ I. Iz propozicije 3.3 slijedi da je
ideal I prosti ideal. Posebno, iz —b & I slijedib € I. 1z a & I slijedi I € F(a),abe [
povlaci I € F(b). To znaci da vrijedi F'(a) # F(b).

Dokazimo sada da za sve a,b € B vrijedi F(a +b) = F(a) U F(b). U tu svrhu
dokazujemo obje inkluzije. Neka je I € F(a 4 b) proizvoljan maksimalni ideal. Tada
vrijedi a +b & I. Zelimo dokazati da vrijedi I € F(a)UF(b), tj. I € F(a)ili I € F(b),
Sto je ekvivalentno sa a &€ I ili b ¢ I. Pretpostavimo suprotno, tj. a € I i b € I.
Tada iz zatvorenosti ideala na zbrajanje slijedi @ + b € I, Sto je u suprotnosti s
pocetnom pretpostavkom. Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je I maksimalni ideal
tako da vrijedi I ¢ F(a +b). Tada a + b € I. Lako je vidjeti da vrijedi a < a+b i
b < a+ b. Tada iz definicije ideala slijedi a,b € I, aonda I & F(a) 1 I & F(b), tj.
I & F(a)UF(b).

Dokazimo jos na kraju da za svaki a € B vrijedi F'(—a) = [F(a)]°. U tu svrhu opet
dokazujemo obje inkluzije. Neka je I € F(—a) proizvoljan maksimalni ideal. Tada
iz definicije funkcije F slijedi —a ¢ I. Iz propozicije 3.3 slijedi da je ideal I prost,
a onda imamo a € [. Iz definicije funkcije F' tada slijedi I € F(a), tj. I € [F(a)]°.
Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je I € [F(a)]® proizvoljan maksimalni ideal. Tada
imamo I ¢ F(a), a iz toga slijedi a € I. Bududi da je I maksimalni ideal, posebno je
netrivijalni, pa imamo —a ¢ I (inace, a,—a € I, aonda a + (—a) € I, tj. 1 € I; iz
leme 3.1 slijedi I = B). Iz definicije funkcije F slijedi I € F(—a). Q.E.D.

Definicija 3.6. Neka je B Booleova algebra. Za neprazan podskup P od B kazemo
da je podalgebra ako je i P Booleova algebra (s istim operacijama).
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Lema 3.4. Neka su B; i By Booleove algebre, te F' : By — B, neki homomorfizam.
Tada je F'[B;] podalgebra od Bs.

Iz prethodnih dviju lema odmah slijedi sljedeci teorem.

Teorem 3.1 (Stoneov teorem reprezentacije). Svaka Booleova algebra je izomorfna
nekoj skupovnoj algebri.

Zadaci (filtri u Booleovoj algebri)

1. Neka je B proizvoljna Booleova algebra. Za neprazan podskup F' od B kazemo
da je filter u algebri B ako vrijedi:

Ve,ye F)(z-ye F) 1 (Vx € F)(Vy € B)(x <y povlaci y € F)

Kazemo da je filter F' pravi filter ako je F' # B. Dokazite da je filter F' pravi
ako i samo ako 0 & F.

2. Pravi filtri koji su maksimalni obzirom na relaciju podskupa nazivaju se ultra-
filtri Boolove algebre. Dokazite teorem o ultrafiltru, tj. da se svaki pravi filter
moze prosiriti do ultrafiltra.

3. Neka je B Booleova algebra, te A C B. Kazemo da skup A ima svojstvo
konacnih produkata ako za proizvoljan konac¢an podskup {z1,...,x,} C A vri-
jedi zq - - -z, # 0. Dokazite da se svaki podskup Boolove algebre koji ima svoj-
stvo konac¢nih produkata moze prosiriti do ultrafiltra.

4. Dokazite da za svaki element razli¢it od nule proizvoljne Boolove algebre postoji
ultrafilter koji ga sadrzi.

5. Neka je F' pravi filter u Booleovoj algebri B. Na skupu B definiramo binarnu
relaciju ~p ovako:

T ~pY ako i samo ako postoji z € F' tako da vrijedi x-2z=y-z2

Lako je provjeriti da je ~p relacija ekvivalencije na skupu B. Za svaki x € B sa
|z| oznac¢avamo pripadnu klasu ekvivalencije. Na kvocijentnom skupu B/ ~pg
definiramo binarnu operaciju @ i unarnu operaciju Q) ovako: |z| P |y| = |z+y|
i @ |z| = | — z|. Lako je provjeriti da prethodne definicije ne ovise o izboru
reprezentanata. Zatim definiramo 0 = |0]. Dokazite da je (B/ ~p, P, ), 0)
Booleova algebra. Nazivamo je kvocijentna algebra od B u odnosu na filter F.



46

3.3 Teorem potpunosti za logiku sudova

Oznac¢imo sa B klasu svih Booleovih algebri. Ako je B € 8 tada svaku funkciju
0 :{Py, P,...} — B nazivamo valuacija. Svaka valuacija § moze se na jedinstven
nacin prosiriti na skup svih formula logike sudova, pri ¢emu za sve formule ¢ i ¥
vrijedi:

0(T) =1, 0(=p) = —0(p) 1 0(p V) =0(p)+0(¢)

(Prosirenje valuacije # smo takoder oznadcili sa 6.)

Ako su ¢ i 1 formule logike sudova i B neka Booleova algebra, tada pisemo
B = ¢ ~ 1 ako za svaku valuaciju 6 vrijedi 0(p) = ().

U primjeru 3.1 definirali smo Booleovu algebru 2. Ako je I neki neprazni skup tada
sa 2! oznacavamo skup svih funkcija s domenom I i kodomenom {0,1}. Na skupu
2! definiramo operacije + i — ovako: f + g je funkcija definirana sa (f + g)(z) =
f(z) 4+ g(x), a —f je funkcija definirana sa (—f)(x) = —f(z) (f i g su proizvoljne
funkcije iz 27). Lako je provjeriti da je struktura (27, +, —,0) Booleova algebra (s 0
smo oznacili nul-funkciju). Tu Booleovu algebru oznacavamo sa 2! i nazivamo je
potencija algebre 2. Tvrdnja sljedec¢e propozicije jednostavno slijedi iz definicija.

Propozicija 3.5. Neka je I neki neprazni skup, A neka podalgebra od 2/, te neka je
¢ neka formula logike sudova. Ako 2 = p~ T tada A= p~T.

Propozicija 3.6. Svaka skupovna algebra izomorfna je nekoj podalgebri potencije
algebre 2, i obratno.

Dokaz. Neka je A = (B,U, ¢ () neka skupovna algebra pri ¢emu je B C P(A), za
neki skup A. Neka je F' : B — 24 zadana sa F(X) = xx, za svaki X € B (sa
Xx je oznacena karakteristi¢cna funkcija skupa X.) Lako je provjeriti da je funkcija
F homomorfizam i injekcija. Tada je algebra A izomorfna algebri F'[B]. Slicno se
dokaze obrat, tj. da je svaka podalgebra potencije algebre 2 izomorfna nekoj skupov-
noj algebri. Q.E.D.

Iz definicije algebre 2 i relacije &~ lako slijedi tvrdnja sljede¢eg teorema.

Teorem 3.2. Formula ¢ logike sudova je tautologija ako i samo ako 2 = p ~ T.
Oznacimo sa Set klasu svih skupovnih algebri.

Teorem 3.3. Formula ¢ logike sudova je tautologija ako i samo ako Set = ~ T.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ tautologija i neka je B proizvoljna skupovna algebra.
Iz teorema 3.2 slijedi 2 = ¢ &~ T. Iz propozicije 3.6 slijedi da je skupovna algebra B
izomorfna nekoj podalgebri A potencije algebre 2.

Iz propozicije 3.5 slijedi A = ¢ ~ T. Bududi su algebre A i B izomorfne tada
vrijedi B |= ¢ &~ T. Skupovna algebra B je bila proizvoljna, pa vrijedi Set = p ~ T.
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Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo Set = ¢ ~ T. Neka je A proizvoljan jednoclan
skup. Oznac¢imo A = (P(A),U, <, 0). Ocito A € Set, pa vrijedi A = ¢ ~ T. Algebra
A izomorfna je algebri 2, pa vrijedi 2 = ¢ &~ T. Iz teorema 3.2 slijedi da je formula
© tautologija. Q.E.D.

Propozicija 3.7. Za svaku formulu ¢ logike sudova vrijedi:
Frs ¢ ako isamo ako Lo(P)Ep~r T,

gdje je ® skup propozicionalnih varijabli takav da Var(y) C ®. (Lindenbaum-
Tarskijeva algebra Lo (®) je definirana u primjeru 3.7).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da vrijedi Lo(®) | ¢ = T 1 rs . Tada ocito
Vrs ¢ <> T, aonda [p] # [T]. Definiramo valuaciju 6 : {Fy, Py, ...} = Form(®)/=,
sa 0(p) = [p]. Indukcijom po slozenosti formule lako je dokazati da za svaku formulu
Y, za koju vrijedi Var(y) C ®, imamo 0(¢) = [¢]. 1z pretpostavke Lo(P) E o~ T
posebno slijedi 6(¢) = 6(T). Po drugoj strani imamo: 6(¢) = [¢] # [T] = 0(T), pa
je dobivena kontradikcija.

Dokazimo sada drugi smjer. Neka je ¢ formula takva da -rg . Neka je 6 proizvoljna
valuacija na Lo(®). Za svaku propozicionalnu varijablu p iz klase ekvivalencije 6(p)
izaberemo jednu formulu koju ozna¢imo sa o(p). Tada ocito vrijedi 8(p) = [o(p)]. Za
proizvoljnu formulu logike sudova ¥ (py,, ..., p;, ), tako da vrijedi {p;,,...,pi,} C P,
neka je o(v) = (o (pi,)/piys - - -0 (ps,)/pi,)- Lako je vidjeti da vrijedi 8(¢)) = [o(v))].
Bududi da je skup svih teorema sistema RS zatvoren za uniformnu supstituciju, tada
iz. pretpostavke Frg ¢ slijedi Frs o(¢). To znaci da posebno vrijedi [o(¢)] = [T].
Bududéi da je 0(p) = [o(p)], tada imamo (p) = [T] =6(T). Q.E.D.

Teorem 3.4. Za svaku formulu ¢ logike sudova vrijedi:
Frs ¢ ako i samo ako B E p~ T.
(Podsjetimo se da je s B oznacena klasa svih Boolevih algebri.)

Dokaz. Za formulu ¢ logike sudova kazemo da je n—dokaziva ako postoji barem je-
dan dokaz duljine n za nju u sistemu R.S. Indukcijom po n dokazujemo da za svaku
n—dokazivu formulu ¢ i svaku Booleovu algebru B vrijedi B = ¢ ~ T. Neka je B
proizvoljna Booleova algebra i 6 neka valuacija na B. Ako je ¢ neka 1-dokaziva for-
mula, tada je ¢ instanca neke sheme aksioma sistema RS. Za ilustraciju dokazujemo
da za instancu A — (B — A) sheme aksioma (A1) imamo §(A — (B — A)) =1. U
tu svrhu redom rac¢unamo:

(A — (B—A) = 0(-AV(-BVA)=0(-A)+0(—-B)+0(A)
= —0(A) + (=0(B)) + 6(A4)
= (0(A) + (=0(A4))) + (=0(B)) = 1+ (=0(B)) = 1
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Sasvim analogno bi provjerili da za ostala dvije sheme aksioma sistema RS tvrdnja
takoder vrijedi. U koraku indukcije treba samo provjeriti da (A) = (A — B) =1
povlaci 0(B) = 1.

Dokazimo sada obrat. Neka je ¢ formula logike sudova takva da vrijedi B | o &~ T,
za svaku Booleovu algebru B. Oznac¢imo sa ® skup svih propozicionalnih varijabli
koje se pojavljuju u formuli ¢. Buduéi da je Lindenbaum-Tarskijeva algebra Lo ()
jedna Booloeva algebra, tada posebno vrijedi Lo (®) = ¢ &~ T. Iz propozicije 3.7 tada

Korolar 3.1. Za svaku formulu ¢ logike sudova vrijedi:
@ je tautologija ako i samo ako Fgg

Dokaz. Adekvatnost se lako dokaze indukcijom po duljini dokaza. Pretpostavimo da
je formula ¢ tautologija. Iz teorema 3.3 tada slijedi Set = ¢ ~ T. Neka je & =
Var(yp). 1z Stoneovog teorema reprezentacije slijedi da postoji skupovna algebra B
koja je izomorfna Booleovoj algebri Lo(®). Iz Set = o =~ T tada slijedi Bl o~ T,
aondai Lo(P) = ¢ &= T. Iz propozicije 3.7 tada slijedi g . Q.E.D.

3.4 Algebre

Kako bismo mogli neke vazne teoreme iskazati u opcenitijem obliku (a ne samo
za Booleove algebre), ovdje definiramo pojam algebre u opéem smislu.

Definicija 3.7. Algebarski tip je uredeni par T = (T,p) gdje je T # 0 skup cije
elemente nazivamo funkcijski simboli, a p : T — N je proizvoljna funkcija koja se
naziva mjesnost.

Definicija 3.8. Neka je 7 algebarski tip. Algebra tipa T je uredeni par A = (A, 1)
gdje je A # ) koji nazivamo nosac¢ algebre, a I je funkcija koja svakom funkcijskom
simbolu f € 7 mjesnosti n pridruzuje neku n—mjesnu funkciju f4 na A. Cesto piSemo

A = (A7 fA)fET-

Definicija 3.9. Neka su A = (A, fa)rer 1 B = (B, fg)ser dvije algebre istog tipa.
Preslikavanje n: A — B je homomorfizam ako za svaku funkcijski simbol f € T
mjesnosti n i sve aq,...a, € A vrijedi:

n(falar,...,an) = fe(nlar),...,n(a,)).

Homomorfizam koji je bijekcija zovemo izomorfizam. Kazemo da je B homomorfna
slika od A ako postoji surjektivni homomorfizam sa A na B. Ako je C klasa algebri,
sa HC oznacavamo klasu homomorfnih slika algebri iz C.
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Definicija 3.10. Neka je A = (A, fa)ser algebra i B C A. Ako je skup B zatvo-
ren za svaku funkciju f4, tada B = (B, (fa)| B)fer zovemo podalgebra algebre A.
Kazemo da je algebru A moguce smjestiti u algebru B ako je algebra A izomorfna
nekoj podalgebri algebre B. Ako je C klasa algebri tada sa SC oznacavamo klasu
izomomorfnih slika podalgebri algebri iz C.

Definicija 3.11. Neka je (A;);c; familija algebri istog tipa T = (T, p). Produkt te

familije je algebra A = (A, fa)er, pri ¢emu je A = [] A;, a funkcija fq4: A" — A je
iel
definirana ovako:

(falar, ... an))(i) = fa,(a1(2), . .., an(7)).
Produkt familije algebri oznacavamo sa [] A;. Ako je C klasa algebri tada sa PC
iel
oznacavamo klasu izomomorfnih slika produkata algebri iz C.
Definicija 3.12. Klasu algebri nazivamo mnogostrukost ako je zatvorena na podal-
gebre, homomorfizme i produkte. Za klasu C sa VC oznacavamo mnogostrukost
generiranu sa C.

Definicija 3.13. Neka je T algebarski tip i ® neki skup ¢ije elemente nazivamo
varijable. Skup svih T —terma nad ® je najmanji skup S koji sadrzi sve konstantske
simbole iz T' i sve varijable iz ®, te ako su t1,...,t, € S onda je f(t1,...,t,) € S.
Skup svih T—terma oznacavamo sa Ters(®). Jednakost je uredeni par terma (s,t).
Umjesto (s,t) pisSemo s ~ t.

Definicija 3.14. Neka je T algebarski tip, X skup varijabli i A neka T -algebra.
Valuacija na algebri A je svala funkcija 6: X — A.

Svaku valuaciju € mozemo prosiriti na jedinstveni nacin na skup svih terma
Tery(X) tako da vrijedi:

0(c) = ca, za svaki konstanski simbol ¢ € T

O(f(tr,.. - tn)) = falO(t1),...,0(tn)), za svaki funkcijski simbol f € T.
Jedinstveno prosirenje valuacije # na skup svih terma takoder oznacavamo sa 6.

Definicija 3.15. Kazemo da je jednakost s = t istinita na algebri A, ili da je al-
gebra A model za jednakost s =~ t, ako za svaku valuaciju 6 vrijedi 0(s) = 0(t). To
oznacavamo sa A = s &~ t. Kazemo da je skup jednakosti E istinit na algebri A, ili
da je algebra A jedan model za skup jednakosti E, ako je svaka jednakost iz F istinita
na A. To kratko oznacavamo sa A = E.

Definicija 3.16. Kazemo da je klasa algebri C jednakosno definabilna ako postoji
skup jednakosti E takav da C sadrzi tocno one algebre koje su model za FE, tj. za
svaku algebru A vrijedi:

A€ C akoisamo ako AEFE
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Teorem 3.5 (G. Birkhoff).
Klasa algebri je jednakosno definabilna ako i samo ako je mnogostrukost.

Skica dokaza Birkhoffovog teorema. Neka je V neka mnogostrukost, tj. klasa algebri
istog tipa koja je zatvorena za podalgebre, homomorfizme i produkte. Oznac¢imo
sa Fqu(V) skup svih jednakosti koje su istinite na svakoj algebri iz klase V, a sa
Mod(Equ(V)) klasu svih algebri na kojima su istinite jednakosti iz Equ(V). Tvrdimo
da vrijedi V = Mod(Equ(V)). Ocito vrijedi V C Mod(FEqu(V)). Dokazimo da vrijedi
i druga inkluzija. Neka je A € Mod(Equ(V)) proizvoljna algebra. Tada postoji skup
varijabli X tako da je algebra A homomorfna slika algebre Fx (V). Znamo da vrijedi
Fx(V) € SPV. Iz posljednje dvije ¢injenice slijedi A € HSPV. Bududéi da iz definicije
mnogostrukosti oc¢ito slijedi HSPV C V| tada imamo A € V. Q.E.D.

Teorem 3.6 (A. Tarski).
Za svaku mnogustrukost V vrijedi V= HSPV.

Dokaz. Ocito vrijedi HSPV C V| jer je po definiciji mnogustrukost zatvorena za
homomorfizme, podalgebre i produkte.

Dokazimo da vrijedi i obratna inkluzija. Iz Birkhoffovog teorema slijedi da postoji
skup jednakosti E tako da vrijedi V = Mod(F). Buduéi da homomorfizmi, podalgebre
i produkti ¢uvaju istinitost jednakosti, tada vrijedi HSPV C Mod(F), a onda i
HSPV C V. Q.E.D.

3.5 Algebra i modalna logika

Do sada smo razmatrali osnovnu modalnu logiku ¢iji alfabet sadrzi samo jedan
unarni modalni operator ¢. Sada ¢emo razmatrati opci slucaj.

Definicija 3.17. Modalni tip 7 je uredeni par (O, p), gdje je O neprazan skup cije
elemente nazivamo modalnim operatorima i oznacavamo Ay, Aq,..., a p je funkcija
s domenom O i kodomenom N. Za modalni operator A iz O pripadnu funkcijsku
vrijednost p(A) nazivamo mjesnost modalnog operatora /\. Sa 7y ozna¢avamo modalni
tip koji sadrzi samo jedan unarni modalni operator koji oznacavamo sa ¢.

Definicija 3.18. Neka je 7 modalni tip. Pripadni algebarski tip 7, sadrzi kao funk-
cijske simbole sve modalne operatore, te booleovske simbole V (binaran), = (unaran)
i L (konstantski simbol).

Primjer 3.5. Promotrimo kako bi trebala izgledati neka algebra A za modalni tip 7.
Buduéi da pripadni algebarski tip 7, sadrzi simbole L, - i V, tada algebra A treba
biti prosirenje neke Booleove algebre (B, +, —,0). Zatim, algebarski tip 7, sadrzi i
jedan unarni funkcijski simbol f (koji je pridruzen unarnom modalnom operatoru ).
Prisjetimo se da za svaka valuaciju 6 na Booleovu algebru razmatramo jedinstveno
prosirenje (koje takoder oznac¢avamo sa ) tako da za sve formule ¢ i ¢ vrijedi sljedece:

0(=p) = —=0(p) 1 O(p V) =0(p)+0(1)
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Interpretaciju funkcijskog simbola f na Booleovoj algebri B oznac¢imo takoder sa
f. Tada prosirenje valuacije 6 za svaku modalnu formulu ¢ treba zadovoljavati i
sljedece:
0(0p) = f(0(¢))
Zelimo da funkcija f ”komutira s bulovskim veznicima” pa zahtijevamo da funkcija
f ima i sljedec¢a dva svojstva:

f0) =0 i fla+b)= f(a)+ f(b)

Definicija 3.19. Neka je 7 modalni tip. Booleova algebra s T—operatorima je algebra
A= (A, +,—,0, fa)aer, gdje je (A,+,—,0) Booleova algebra, te za svaki A € 7
imamo da je fa operator mjesnosti p(A) koji zadovoljava sljedeéa dva uvjeta:

(normalnost) ako je a; = 0 za neki i (0 <1 < p(A)), tada
fA(al, e ,ap(A)) =0
(aditivnost) za svakii (0 <i < p(A))

falar,...;ai+a, ... apn)) =
falar, ... ai, .. apn)) + falar, ..., a), ... ayn))

Boolove algebre s operatorima kratko oznacavamo sa BAO.

Ovdje ne¢emo posebno isticati definiciju homomorfizma izmedu dvije BAO, jer
se nadamo da je taj pojam jasan. Sada prvo dajemo definiciju potpune kompleksne
algebre za osnovni modalni jezik. Nakon toga ¢emo dati definiciju za proizvoljni
modalni tip.

Definicija 3.20. Neka je F = (W, R) neki Kripkeov okvir za osnovni modalni je-
zik, tj. promatramo osnovni modalni tip 79. Neka je mq : P(W) — P(W) funkcija
definirana sa:

me(X) ={w € W: postoji z € X takav da wRz}

Tada uredenu petorku (P(W),U, <, 0, me) nazivamo potpuna kompleksna algebra i
oznacamo je sa F .

Propozicija 3.8. Za svaki Kripkeov okvir F pripadna potpuna kompleksna algebra
F* je jedna BAO.

Dokaz. Dovoljno je vidjeti da je operator m¢ normalan i aditivan. O¢ito vrijedi
meo(0) = 0. Za proizvoljne X, Y C W imamo redom:

me(XUY) = {weW: postojiz € XUY takav da wRz}
= {we W : postoji z € X takav da wRx}
U{w € W : postoji x € Y takav da wRz}
= mo(X)Ume(Y)
Q.E.D.
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Do sada smo razmatrali samo Kripkeove okvire za osnovni modalni jezik, tj. raz-
matrali smo samo Tp—okvire. Za proizvoljni modalni tip 7 strukutra (W, Ra)ae, je
T—okvir ako je W neki neprazan skup, a za svaki modalni operator /A € 7 mjesnosti
n vrijedi Rn € W™ tj. R je (n + 1)-mjesna relacija na W.

Definicija 3.21. Za danu (n+1)-mjesnu relaciju R na skupu W definiramo n—mjesni
operator mg na podskupovima od W ovako:

mr(Xi,...,X,) ={we W | postojew; € Xy,...,w, € X,
tako da (w,wy,...,w,) € R}

Neka je 7 modalni tip i F = (W, Ra)aer neki 7—okvir. Puna kompleksna algebra
F* pridruZena okviru F je prosirenje skupovne algebre (P(W), U, ¢, () s operatorima
mp, za svaki A € 7. Kompleksna algebra je svaka podalgebra potpune kompleksne
algebre.

Propozicija 3.9. Neka je 7 modalni tip i F = (W, Ra)aer neki 7—okvir. Tada je
F7T jedna BAO.

Neka je F neki 7—okvir, te neka je ® neki skup propozicionalnih varijabli. Svako
preslikavanje V' : & — P(W) nazivamo valuacija (na okviru F). Za svaku valuaciju
V' na nekom 7-okviru F postoji jedinstveno prosirenje V na skup svih formula koje
ima sljedeca svojstva:

V(L) =0, V(p) =W\ V(p)
Vipve) =V(p)uV(y) -
V(A(Sob R (pn)) = MR, (V(wl)a R V(‘:On))v
za sve formule p, ¥, p1, ..., p,, te ivaki modalni operator A € 7 (mjesnosti n). Na-

dalje ¢emo jedinstveno prosirenje V' valuacije V' takoder oznacavati sa V. Ako je F
neki 7—okvir i V' neka valuacija tada uredeni par 9t = (F, V') nazivamo 7-model. Na
svakom modelu 9 = (F, V) definirana je relacija forsiranja I koja za svaki svijet
w € W ima sljedeca svojstva:

Mwlkp & weV(p), zasvaku varijablu p € ®;
M, w lf 1

M wlF—p < Mwlf g;

MuwlFpVy & Mwlke ili M w - Y;

M owlE Alpr,...,0n) < (Fur,..ov) (v F g, ooy Mo, Iy
& (w,v1,...,0,) € Rp)

Ako je 9 = (F, V) neki 7-model tada ocito za svaku formulu ¢ vrijedi: w € V()
ako i samo ako M, w |- . Iz tog razloga Cesto ¢emo i uredeni par (F,IF) takoder
nazivati 7-model.
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Definicija 3.22. Neka je 7 neki modalni tip, ¢ skup varijabli i neka je
A= (A,+,—,0, fa)rer neka BAO. Valuacija je proizvoljna funkcija 6: & — A.

Svaku valuaciju ¢ mozemo na jedinstven nacin prosiriti na skup svih terma, tj. do
funkcije 0: Ter,(®) — A na sljededi nacin:

f(L) =0, 0(=s) = ~0(s)

O(sVt)=0(s)+0(t)
O(A(s1,...,82)) = fa(0(s1),...,0(sn))
Nadalje ¢emo jedinstveno prosirenje 6 valuacije 6 takoder oznacavati sa 6.

Primijetimo da je svaka valuacija na algebri FT ujedno i valuacija na okviru F, i
obratno.

Propozicija 3.10. Neka je 7 neki modalni tip, ¢ i ¥ neke 7—formule, F neki 7—okvir,
0 valuacija i w € F. Tada vrijedi:

a) (F,0),wl- ¢ ako i samo ako w € 6(p);
b) F Ik ¢ ako i samo ako F* =@~ T,
¢) FIF ¢+ 1 ako i samo ako Ft = ¢~ 1.

Prvo tvrdnju je lako dokazati indukcijom po slozenosti formule, a druge dvije
tvrdnje odmah slijede iz prve.

Za danu klasu K okvira modalnog tipa 7 sa Cm K oznacavat ¢emo klasu punih
kompleksnih algebri koji su pridruzeni okvirima iz klase K. Iz prethodne propozicije
odmabh slijedi tvrdnja sljedeceg teorema.

Teorem 3.7. Neka je 7 neki modalni tip, ¢ i ¥ neke 7—formule, te neka je K neka
klasa 7—okvira. Tada vrijedi:

a) KIF ¢ ako i samo ako CmK = o~ T;
b) KIF ¢ <> ¢ ako i samo ako CmK = ¢ ~ 1.

Sada zelimo istaknuti teorem potpunosti normalnih modalnih logika u odnosu na
algebarsku semantiku, tj. u odnosu na Booleove algebre s operatorima. Neka je 7
modalni tip i ¥ neki skup 7—formula. Oznac¢imo ¥ = {p ~ T : ¢ € X}. Definiramo:

Vy ={A: A je BAO takva da A | ¥~}

Za zadani skup 7—formula ¥ s K> ozna¢avamo najmanju normalnu modalnu logiku
¢iji skup aksioma sadrzi skup .
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Teorem 3.8. Neka je 7 modalni tip i ¥ neki skup 7—formula. Vrijedi:
Fk.x ¢ akoisamo ako Vg~ T.

Skica dokaza. Adekvatnost se lako dokazuje indukcijom po duljini dokaza u sistemu
K., X. Navodimo glavne dijelove dokaza potpunosti. Promatramo samo osnovni mo-
dalni tip 7p. Neka je ¢ neka modalna formula za koju vrijedi k5 ¢. Algebru modalnih
formula Form(®) prosirimo s operatorom f koji je definiran sa: f(¢) = Qp. Zatim,
na prosirenoj algebri Form(®) definiramo relaciju =k _x ovako:

¢ =k,» ¢ akoisamo ako kg y ¢ <> ¢

Lako je pokazati da je =k, » jedna relacija ekvivalencije. Za svaku modalnu for-
mulu ¢ sa [p] oznacavamo pripadnu klasu ekvivalencije. Na skupu Form(®)/=, .
definiramo operacije: [p] + [¢] = [ V9], —[p] = [=¢] 1 folp] = [O¢]. Lako je po-
kazati da prethodne definicije ne ovise o izboru reprezentanata. Tada je Lk »(P) =
(Form(®)/=y 4.+, —, L, fo) jedna BAO, te vrijedi:

a) Fi.x ¢ ako i samo ako Lk »(P) ¢ ~ T, za svaku modalnu formulu ¢
b) EKTE((I)) € Vy

Iz pretpostavke t/x s o slijedi Vs @~ T. Q.E.D.

Dakle, svaka normalna modalna logika je potpuna u odnosu na klasu svih BAO
gdje su joj aksiomi istiniti. To je svakako interesantan rezultat (sjetimo se nepotpu-
nosti u odnosu na Kripkeovu semantiku), ali nije bas sasvim ono $to bismo zZeljeli.
Zeljeli bismo potpunost normalnih modalnih logika u odnosu na kompleksne algebre.
To omogucava Jéonsson—Tarskijev teorem: svaka BAO je izomorfna nekoj kompleksnoj
algebri. Kako bismo mogli dati skicu dokaza Jonsson—Tarskijevog teorema moramo
prvo definirati neke pojmove. Pojam filtra u Booleovoj algebri ve¢ smo definirali u
zadatku 1 na strani 45. No, budué¢i da nam je taj pojam jako vazan u sljede¢im
razmatranjima, ovdje ponavljamo njegovu definiciju.

Definicija 3.23. Filter Booleove algebre A = (A, +,—,0) je svaki podskup G od A
koji zadovoljava sljedece uvjete:

(F1) 1e G

(F2) akoa,be Gtadaa-be G

(F3) akoae Gia<btadabe G

Pojam ultrafiltra u Booloevoj algebri definirali smo u zadatku 2 na strani 45 kao
maksimalni pravi filter. U sljede¢oj definiciji dajemo jednu ekvivalentnu karakteriza-
ciju tog pojma.
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Definicija 3.24. Ultrafilter Booleove algebre A = (A, +, —,0) je svaki podskup F' od
A koji zadovoljava sljedeCe uvjete:

(F1) 1e F

(F2) akoa,be F tadaa-be F

(F3) akoae Fia<btadabe F

(F4) F £ A

(F5) za svaki a € A vrijedi a € F ili —a € F.

Skup svih ultrafiltera Booleove algebre A oznacavamo sa UfA.

Uocimo: ultrafilter nad skupom W (u smislu definicije 1.21 na strani 17) je ultra-
filter skupovne algebre P(W).

Svojstvo kona¢nih produkata definirali smo u zadatku 3 na strani 45. Ovdje
ponavljamo tu definiciju.

Definicija 3.25. Neka je A = (A, +, —,0) neka Booleova algebra. Kazemo da ne-
prazni podskup S od A ima svojstvo konacnih produkata ako za svaki n € N i sve
S1y--.,8, € S vrijedi s1-- -5, # 0.

Podskupovi Booleove algebre koji imaju svojstvo konac¢nih produkata mogu se
prosiriti do ultrafiltra. O tome govori sljede¢a propozicija. Dokaz propozicije je
slican dokazu propozicije 3.4 o egzistenciji maksimalnog ideala. Zatim, na strani 17
je dokazana analogna propozicija 1.6 o svojstvu konacnih presjeka.

Propozicija 3.11. Neka je A = (A, +, —,0) neka Booleova algebra i ) # S C A
koji ima svojstvo kona¢nih produkata. Tada postoji ultrafilter F' Booleove algebre A
takav da S C F.

Definicija 3.26. Neka je A = (A, +, —,0, fa)aer neka BAO. Za svaku funkciju
g: A" — A (n € N) definiramo (n + 1)-mjesnu relaciju ¢, na skupu Uf A ovako:

(u,uy,...,u,) € Q, ako isamo ako
glay,...,a,) € uzasve a; € Uy,...,a, € Uy,

Posebno, za svaki n—mjesni modalni operator A € 7 definirana je (n + 1)-mjesna
relacija @7, na skupu svih ultrafiltera UfA. Tada okvir (UfA, Qf,)aer nazivamo
ultrafilter okvir algebre A i oznacavamo ga sa A, .

Kompleksnu algebru (A,)* zovemo kanonska algebra smjestenja algebre A, te je
oznac¢avamo sa Em A.

Pojam ultrafilterskog prosirenja modela definiran je na strani 18. Smatramo da je
jasan pojam ultrafilterskog prosirenja okvira F. Oznacavamo ga sa ue F. Nije tesko
provjeriti da za svaki okvir F vrijedi ue F = (F ).
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Lema 3.5. Neka je A neka Booleova algebra, te f neka n—mjesna funkcija na alge-

bri A. Neka su u,uq,...,,u, proizvoljni ultrafiltri algebre A. Tada vrijedi sljedeéa
ekvivalencija:
(u,ug,...,u,) € Qf ako i samo ako  —f(—a;,...,—a,) € u povlaci

da postoji ¢ tako da vrijedi a; € u;

Dokaz. Pretpostavimo prvo da su u,uq,...,u, ultrafiltri algebre A tako da vrijedi
(u,uy,...,uy) € Q. Zatim, neka su ay, ..., a, € A tako da je —f(—a,...,—a,) € u.
Pretpostavimo da za svaki ¢ € {1,...,n} imamo a; ¢ w;. Buduéi da su uy,...,u,
ultrafiltri, tada imamo —a; € w;, za svaki ¢ € {1,...,n}. Sada iz pretpostavke
(w,u1,...,u,) € Qf 1 definicije relacije Qy slijedi f(—ai,...,—a,) € u. Time imamo
—f(=ay,...,—a,) €u i f(—ay,...,—a,) € u, $to je nemoguce jer je u ultrafilter.

Dokazimo sada obratni smjer. U tu svrhu pretpostavimo da za sve aq,...,a, € A
takve da je —f(—ay,...,—a,) € u postoji i € {1,...,n} tako da vrijedi a; € wu;.
Zatim, pretpostavimo da ne vrijedi (w,uq,...,u,) € Q. Iz definicije relacije Qy
slijedi da postoje by,...,b, € A tako da b; € w;, te f(by,...,b,) & u. Buduéi da
je u ultrafilter tada —f(by,...,b,) € u. Iz pocetne pretpostavke slijedi da postoji
ip € {1,...,n} tako da vrijedi —b;, € w;,. Time imamo b, € u i —b;, € u, sto je
nemoguce. Q.E.D.

Teorem 3.9 (Jénsson—Tarski). Neka je 7 modalni tip i neka je 7,—algebra A =
(A,+,—,0, fa)aer neka BAO. Neka je funkcija r: A — P(Uf.A) definirana sa r(a) =
{u € UfA | a € u}. Funkcija r je injektivni homomorfizam izmedu BAO A i kom-
pleksne algebre Em.A.

Dokaz. Iz Stoneovog teorema reprezentacije slijedi da je funkcija r injektivni homo-
morfizam pripadnih Booleovih algebri. (Mi smo prilikom dokaza Stoneovog teorema
promatrali ideale umjesto filtera, te smo funkciju r definirali na sljede¢i nacin:

r(a) ={I: 1 je maksimalniideali a & I} ).

Treba jos samo dokazati da za svaki modalni operator A € 71 aq,...,a, € A vrijedi
sljedeca jednakost skupova:

r(falar, ... an)) = mq, (r(a1),....r(a)).

Neka je /A € 7 proizvoljan modalni operator, te aq,...,a, € A proizvoljni. Kako bi
dokazali Zeljenu skupovnu jednakost, dokazujemo obje inkluzije.

Neka je u € mq,, (r(a1),...,r(an)) proizvoljan ultrafilter. Iz definicije funkcije

mq,, (vidi definiciju 3.21) slijedi da postoje ultrafiltri uy, ..., u, takvi da u; €

r(a),...u, € r(ay) i vrijedi (u, uq, ..., u,) € Q.. Sada iz uy € r(ay),. .., u, € r(ay)
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i definicije funkcije r slijedi da za svaki ¢ = 1,...,n vrijedi a; € w;. Iz Cinjenice
(u,ur,...,u,) € Qs 1 a; € u;, te definicije relacije @y, (vidi definiciju 3.26) slijedi
falay, ... a,) € u. Konacno, definicija funkcije r povlaéi u € r(fa(aq,...,a,)).

Dokazimo sada obratnu inkluziju, tj. da vrijedi sljedece:

r(falar, ... a,)) CSmgr,(r(ar), ... .r(an)).

U tu svrhu prvo indukcijom po n dokazujemo sljede¢u pomoc¢nu tvrdnju:

za svaki normalnu i aditivnu n—mjesnu funkciju f na algebri A vrijedi da
(%) ¢ f(ay,...,a,) € u povlaci da postoje ultrafiltri uy, ..., u, takvi da vrijedi
(u,ug, ..., uy) € Qf, te za svaki i = 1,...,n vrijedi a; € u,.

Primijetimo prvo da prethodna pomoéna tvrdnja povlaci trazenu inkluziju:

Ako je u € r(fa(aq,...,a,)) tada definicija funkcije r povla¢i da vri-
jedi fa(as,...,a,) € u. Bududi je funkcija fo normalna i aditivna tada
pomocna tvrdnja povlaci (u,uq,...,u,) € Qy,., te a; € w;, za svaki i =
1,...,n. Tada iz definicije funkcije r slijedi u; € r(a;), zasvakii = 1,...,n.
Iz definicije funkcije mq,, tada konacno slijedi u € mq, (r(a1),...,r(as).

Sada indukcijom dokazujemo prethodno navedenu pomoc¢nu tvrdnju. Neka je n =1,
te neka je f : A — A neka jednomjesna funkcija koja je normalna i aditivna. Neka je
u neki ultrafilter na algebri A, te a; € A tako da vrijedi f(a;) € u. Zelimo dokazati da
postoji ultrafilter u; algebre A tako da vrijedi (u,u1) € Qfiay € uy. Iz leme 3.5 slijedi
da bi za trazeni ultrafilter u; trebalo vrijediti da za svaki y € A ¢injenica —f(—y) € u
povlaci y € u;. To nam daje ideju za definiciju skupova F' i G kojima ¢e trazeni
ultrafilter u; biti nadskup. Neka je F'={y € A: —f(—y) € u}, te G = F U{a}.

Dokazimo prvo da je skup F' zatvoren za konacne produkte. Neka su z,y € F
proizvoljni. Tada iz definicije skupa F slijedi —f(—x), —f(—y) € u. Buduéi da je u
ultrafilter, tada imamo (—f(—z)) - (—f(—y)) € u. Redom imamo:

—f(=(z-y)) = —f((=2)+(=y)) = =(f(=z) + f(-y))
= (=f(=2))- (=f(=y))
Time imamo —f(—(z - y)) € u, a onda iz definicije skupa F slijedi z -y € F.

Buduéi da je po pretpostavci funkcija f normalna, tada imamo f(0) = 0. Ako bi
vrijedilo 0 € F tada —f(0) € u, tj. 0 € u, $to je nemoguée. Dakle, 0 ¢ F, pa
zatvorenost na konacne produkte povla¢i u ovom slucaju da skup F' ima svojstvo
konacnih produkata.
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Dokazimo sada da skup G ima svojstvo konaé¢nih produkata. Buduci da smo dokazali
da skup F' ima svojstvo konacnih produkata, dovoljno je dokazati da za svaki y € F
vrijedi a; - y # 0. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji y € F tako da vrijedi
ai -y = 0. Lako je vidjeti da vrijedi redom:

am=a-1=a-(y+(~y)=a-y+a- (~y) =a (-y)

Cinjenica a; = a; - (—y) povlad a; < —y. Lako je vidjeti da je aditivna funkcija
f monotona, pa imamo f(a;) < f(—y). Sada ovo posljednje i f(a;) € u povlace
f(=y) € u. No, buduéi je y € F tada je —f(—y) € u, pa imamo —f(—vy), f(—y) € u,
Sto je nemoguce.

Budu¢i da skup G ima svojstvo konac¢nih produkata, tada iz propozicije 3.11 slijedi
da postoji ultrafilter u; tako da G' C u;. Time je tvrdnja u bazi indukcije dokazana.

Dokazimo da vrijedi i tvrdnja u koraku indukcije. Neka je n € N\ {0} takav da za
svaku n—mjesnu normalnu i aditivnu funkciju g na algebri A vrijedi tvrdnja. Neka
je f neka (n + 1)-mjesna normalna i aditivna funkcija na algebri A. Zatim, neka
su ay,...,a,11 € A tako da vrijedi f(ay,...,a,41) € u. Zelimo dokazati da postoje
ultrafiltri wy, ..., u,4q algebre A tako da vrijedi (u,u,...,up+1) € Qf 1a; € u; za
svaki ¢ € {1,...,n+ 1}. Definiramo funkciju g : A" — A sa

g(xlﬂ s 7:En) = f('rlv s axnvan-‘rl)
Ocito je g n—mjesna normalna i aditivna funkcija, te vrijedi g(aq,...,a,) € u. Iz
pretpostavke indukcije slijedi da postoje ultrafiltri uq,...,u, algebre A takvi da a; €
Ul,...,0y, € Uy, te za sve by,...,b, € A za koje je vrijedi by € uq,...,b, € u,,

imamo g(by,...,b,) € u. Buduéi da je g(by,...,b,) = f(b1,..., by, ans1), tada imamo
da za sve by,...,b, € A takve da by € uy,...,b, € u, vrijedi f(by,...,by,an11) €
u. Preostalo je dokazati da postoji ultrafilter u,.; tako da vrijedi a,y1 € Upyr 1
(u,ur, ..., upt1) € Q. Radi krateg zapisa umjesto by € uy,...,b, € u, pisat ¢emo
be i (pri ¢emu su by, . .., b, proizvoljni elementi algebre A.) Lako je vidjeti da vrijede
sljedece ekvivalencije:

(U, U1y .oy Upy1) € Qf
& (Vo e @)(Vy € A)(y € unsy povladi f(b,y) € u)
& (Ve @) (Vy € A)(f(b,y) € u povladi y & upi1)
& (Ve d)(Vy e A)(—f(by) €u povladi —y € tpi)

& (Vb e @)(Vz € A)(—f(b,—2) €u povladi z € tnq)
To znaci da trazeni ultrafilter u,,; mora sadrzavati sljedeci skup:

F={zeA:(Fea)-(f(—2) cu))
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Neka je G = F U {an41}-

Dokazimo prvo da je skup F' zatvoren na konacne produkte. Neka su y,z € F
proizvoljni. Iz definicije skupa F slijedi da postoje kona¢ni nizovi l;, ¢ € u tako da
vrijedi —f(g, —y),—f(¢,—z) € u. Neka je d = (by - c1y.. . by - ). Ocito je d € .
Iz d; = b; - ¢; posebno slijedi d; < b;, za svaki i € {1,...,n} (zasto?). Buduéi
da je f aditivna, onda je i monotona funkcija. Tada posebno vrijedi f(cf, —y) <
f(l;, —y), a onda —f(g, —y) < —f(J: —y). Sada iz ovog posljednjeg, te ¢injenice da
je w ultrafilter i vrijedi —f(l;, —y) € u, slijedi —f(af, —y) € u. Sasvim analogno bi
dokazali da vrijedi —f(cf, —z) € u. Sada iz —f(cf, —y) €Eu i —f(cf, —z) € u slijedi
[—f(d,—y)] - [~ f(d. —2)] € u. Lako je vidjeti da redom vrijede sljedece jednakosti:

—fd~(y-2)) = —f(d.(=y)+ (=2)) = =[f(d —y) + f(d, —=)]
= [=f(d,=y)]-[-f(d, ==2)]

Tada imamo —f(d, —(y - 2)) € u, a onda iz definicije skupa F slijedi y - z € F. Time
je dokazano da je skup F' zatvoren na konacne produkte.

Iz definicije skupa F' (odnosno, iz normalnosti funkcije f) slijedi da 0 ¢ F. To znaci
da zatvorenost skupa F' na konacne produkte povlaci da skup F' ima svojsvo konacnih
produkata.

Dokazimo sada da skup G ima svojstvo konacnih produkata. U tu svrhu je dovoljno
dokazati da za svaki z € F vrijedi a,41 -2z # 0. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
z € F tako da vrijedi aptq -z = 0. Iz Cinjenice z € F i definicije skupa F' slijedi da
postoji b € @ tako da vrijedi f(b —2z) € u. 1z a1 - 2 = 0 posebno slijedi a, 11 < —z
(zasto?). Bududi je po pretpostavci funkcija f aditivna, tada je i monotona u svakom
argumentu. Iz monotonosti funkcije f tada slijedi f(l;, ani1) < f(g,—z), a onda i
—f(l;, —z) < —f(l;, an+1). Sada posljednja nejednakost, te —f(g, —z) € u, povlace
— (b, ans1) € u (bududi da je u ultrafilter). No, znamo f(b, ans1) € u, pa je dobivena
kontradikcija.

Budu¢i da skup G ima svojstvo konaé¢nih produkata, tada iz propozicije 3.11 slijedi
da postoji ultrafilter u,+1 O G. Tada vrijedi an+1 € Upy1 1 (w,ur, ... upp1) € Q.
Time je pomoc¢na tvrdnja (x) dokazana. Q.E.D.

3.6 Teorija dualnosti

Do sada smo naucili konstruirati okvire iz algebri i algebre iz okvira. No, u
logici postoje metode za konstruiranje novih okvira iz starih (primjerice, ograni¢eni
morfizmi, generirani podokviri i disjunktne unije). U algebri se susre¢emo s homo-
morfizmima, podalgebrama i direktnim produktima. Postavlja se pitanje jesu li te
konstrukcije nekako povezane. Odgovor nam daje teorija dualnosti koju ¢emo sada
proucavati.
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Prije su bili definirani pojmovi disjunktne unije modela (vidi definiciju 1.15 na
strani 10), generiranog podmodela (vidi definiciju 1.16 na strani 11), ograni¢enog mor-
fizma izmedu modela (vidi definiciju 1.17 na strani 12), te ultrafilterskog prosirenja
modela (vidi definiciju 1.23 na strani 18) osnovnog modalnog jezika. Sada te konstuk-
cije definiramo za 1p—okvire. Smatramo da je lako napisati definicije za proizvoljan
modalni tip 7.

Definicija 3.27. Neka je (§; = (Wi, R;) : i € I) neka familija 7o—okvira ¢iji su nosaci
medusobno disjunktni. Njihova disjunktna unija je okvir |, §; = (W, R), gdje je
W=UW: i R=U,R:

Disjunktna unija okvira ¢iji nosaci nisu disjunktni definira se tako da se pro-
matraju disjunktne kopije. Primjerice, umjesto okvira §; = (W;, R;) promatramo
okvir s nosacem {(w,i) : w € W;}, te se nadamo da je jasno kako definirati relaciju
dostizivosti.

Definicija 3.28. Kazemo da je mp—okvir §' = (W', R') podokvir my—okvira I =
(W,R) akoje W CW i RR=Rn(W' xW").

Kazemo da je § = (W'R’) generirani podokvir okvira § ako je § podokvir od §
izasve w,v € W vrijedi da wRv i w € W’ povlaci v € W’.

Definicija 3.29. Neka su § 1 § neki ro—okviri. Funkciju f : W — W’ zovemo
ograniceni morfizam ako za sve w,v € W, te v' € W' vrijedi:

(forth) ako wRv tada f(w)R'f(v)
(back) ako f(w)R'v' tada postoji v € W tako da vrijedi wRv i f(v) =0

Definicija 3.30. Ultrafiltersko prosirenje to—okvira § = (W, R) je tp—okvir ue F =
(UF(W), B*), gdje je:
a) U f(W) skup svih ultrafiltera nad skupom W
b) uR*v ako i samo ako za svaki X € v vrijedi my(X) € u
Sada uvodimo neke oznake, a zatim ¢emo izre¢i dva osnovna teorema teorije du-
alnosti koja ¢emo kasnije i dokazati.

Definicija 3.31. Neka je 7 modalni tip, F i G 7—okviri, te A i B Booleove algebre s
T-operatorima. Uvodimo sljedece oznake:

a) JF — @G za ¢injenicu da je okvir F je izomorfan nekom generiranom podokviru
okvira G;

b) F — G za ¢injenicu da je okvir G slika okvira F za neki ograni¢eni morfizam;

¢) A — B za Cinjenicu da je algebra A izomorfna nekoj podalgebri algebre B;
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d) A — B za ¢injenicu da je algebra B homomorfna slika algebre A.

Teorem 3.10. Neka je 7 modalni tip, F i G neki 7—okviri, te A i B Booleove algebre
s T—operatorima. Tada vrijedi:

(i) ako F — G tada Gt — F*
(ii) ako F — G tada G* s F*
(iii) ako A — B tada By — Ay
(iv) ako A — B tada By — A,

Dokaz slijedi iz Propozicija 3.12 i 3.13 koje navodimo malo kasnije.

Teorem 3.11. Neka je 7 modalni tip i (F; = (W, Ria)aer, @ € I) neka familija

T—okvira. Tada vrijedi:
Jr

iel iel
Dokaz. Uvedimo prvo oznake:

n

A= (Lﬂﬂ) . Bi=F i B=]]%

i€l iel

Kako bi dokazali teorem, trebamo konstruirati izomorfizam izmedu algebri A i 8. To
znaci da nam treba neka funkcija 1 kojoj ¢e domena biti partitivni skup disjunktne
unije nosaca nasih okvira, tj. P(l,c; Wi), a kodomena ¢e biti produkt partitivnih
skupova nosaca okvira, tj. [[,.; P(W;). Elementi domene su skupovi X € P(l),.; W;),
a elementi kodomene su funkcije o takve da je o(i) € P(W;), za svaki i € I. Znadi,
za svaki X € P(lH,.; W;) vrijedi da je n(X) neka funkcija s domenom I. Za svaki
X € P(lH,e; Wi) definiramo funkciju n(X) : I — UW; sa n(X)(i) = X N W;.

Neka je A € 7 proizvoljan n—mjesni modalni operator. Neka je Rpn = UjerRia.
Oznac¢imo s fy4 funkciju na algebri A koja je pridruzena operatoru A (primijetimo
fa = mpg, ). Zatim, neka je s fp oznaena funkcija na algebri B koja je pridruzena
operatoru A. Za svaki j € I neka je sa fs, oznacena funkcija na algebri B; priduzena
operatoru A (primijetimo fp, = mpg,, ).

Tvrdimo da je funkcija 7 bijekcija i da za sve podskupove Xi,..., X, od ,c; W;
vrijedi sljedece:
n(fa(Xy,.. Xn)) = fe(n(Xq), ..., n(Xn)) (3.1)

Neka su X3, ..., X, proizvoljni podskupovi od 4
vrijedi:
n(faXy, o X0))(G) = nlmey(Xa, . X0))(G) = me, (X, - Xn) O

er Wi Tada za svaki j € I ocito

= {w € l,c; Wi : tako da postoje wy € Xy,...,w, € X,
za koje vrijedi (w,wy,...,w,) € Ra} (| W;
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Ako je w € n(mp, (X1,...,X,))(j) tada w € W;. Tada (w, wy, ..., w,) € Ra povlaci
wy, ..., w, € W; (jer su relacije R;a disjuktne). Tada imamo:

n(mer,(X1,..., X)) (J) = {w € ly,c; W : tako da postoje
w1 GleVVj,...,wn eXanVj,
za koje vrijedi (w, wy,...,w,) € Rija}

= {w € l,.; W; : tako da postoje
wy € n(Xl), oo, Wy € U(Xn),
za koje vrijedi (w, wy, ..., w,) € Rija}

= mr (X0, (X)) = f5,(0(X0), - (X))

Iz definicije produkta algebri slijedi da vrijedi sljedec¢a jednakost:

fB(n(X1)7 ce 777(Xn))<.]) = fBj(T](Xl)7 ce 777<Xn))7

pa dobivamo trazenu jednakost (3.1), tj. n je homomorfizam.

Pokazimo da je funkcija 7 injekcija. Neka su X,Y € P(l),c, W;) takvi da X # Y.
Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da postoje ¢ € I i w € W; takvi da
we XiwegY. No, tada je n(X)(i) = X NW; Y NW; = n(Y)(q), pa vrijedi i
n(X) # n(Y).

Dokazimo na kraju da je funkcija 7 surjekcija. Neka je g € ], F;t proizvoljna
funkcija. Tada je g: I — U;e/P(W;) 1 za svaki i € I vrijedi g(i) € P(W;). Neka
je X = Uierg(i). Ocito je X € P(lH;c; Wi), 1 imamo n(X)(z) = X NW; = g(i), tj.
n(X)=g. Q.E.D.

Uocimo da Teorem 3.11 daje vezu od okvira prema algebrama. Prirodno se pos-
tavlja pitanje vrijedi li (kao u Teoremu 3.10) i obratan smjer, tj. vrijedi li opéenito

(H Ai> = L—Ij(.Ai)Jr, za proizvoljnu familiju algebri (A; : i € I) istog tipa.
+

i€l el

Odgovor je — ne! Navodimo jedan primjer za to. Neka je (A;);en poizvoljna prebro-
jiva familija konacnih netrivijalnih algebri. Nosa¢ od [], A je Kartezijev produkt
nosaca od A;. Kako su po pretpostavci algebre A; netrivijalne, svaki nosa¢ ima bar
2 elementa, pa njihov produkt ima neprebrojivo mnogo elemenata. S druge strane,
ultrafilter okvir konacne algebre je konacan, pa je prebrojiva unija konacnih okvira
prebrojiva. To znaci da izmedu okvira (Hze I .AZ-) . ;1 (Ai)4+ ne mozemo uspostaviti
bijekciju, pa oni nisu izomorfni.

Sada nam je cilj dokazati teorem 3.10. Za to nam trebaju prvo sljedece definicije.



63

Definicija 3.32. Neka su A = (A,+,—,0, fa)rer 1 B = (B,+,—,0, fg)re- dvije
BAO istog tipa, i neka je n: A — B proizvoljna funkcija. Kazemo da je funkcija n Bo-
oleov homomorfizam ako je n homomorfizam pripadnih Booleovih algebri (A, +, —,0)
i(B,4+,—,0). Kazemo da je funkcija n modalni homomorfizam ako za svaki n—mjesni
modalni operator f € 7 vrijedi n(fa(a,...,a,)) = fa(n(ai),...,n(a,)). Kazemo da
je funkcija n BAO-homomorfizam ako je istovremeno Booleov i modalni homomorfi-
zam.

Definicija 3.33. Neka su W i W’ proizvoljni skupovi i #: W — W' neka funkcija.
Neka je 67: P(W') — P(W) funkcija definirana sa 67 (Y) = {u € W | 6(u) € Y}.

Funkciju 6% nazivamo dual funkcije 6.
Sljedec¢u propoziciju koristit ¢emo u dokazu teorema 3.10.

Propozicija 3.12. Neka su F = (W, Ra)aer 1 F' = (W', R\) per T-0kviri, te neka
je 0: W — W' proizvoljna funkcija. Neka je A € 7 neki n—mjesni modalni operator.
Pripadnu relaciju dostizivosti Ra oznacavat ¢emo sa R, a umjesto Ry pisat ¢emo R’
Vrijede sljedece tvrdnje:

(i) 07 je Booleov homomorfizam algebri (F')* 1 FT;
(ii) ako funkcija 6 zadovoljava (forth) uvjet (vidi definiciju 3.29) tada vrijedi:
mp0F (Y1), 0% (V,) € 0" (ma(Va, .., Vo))

(iii) ako funkcija 6 zadovoljava (back) uvjet (vidi definiciju 3.29) tada vrijedi:
ma(0T (V). -, 8+ (Y,)) 2 0% (mp (Y, ..., Vo)
(iv) ako je funkcija 6 ograni¢eni morfizam tada je funkcija 6t BAO-homomorfizam
algebri F'* 1 FT,
(v) ako je funkcija 6 injekcija tada je funkcija 07 surjekcija;
(vi) ako je funkcija 6 surjekcija tada je funkcija 07 injekcija.
Dokaz.

(i) Trebamo pokazati da je #© homomorfizam s obzirom na Booleove operatore.
Ako bi postojao x € 07(0) tada bi imali §(x) € (. Dakle, 61 (@) = (.

Pogledajmo sada komplementiranje:

r €YY & fx)eY® & 0(z)¢Y & xg o (Y),
Sto znaci da vrijedi 01 (Y¢) = (07(Y))e.
Na kraju, provjerimo zatvorenost na uniju:

reft(Y1UY,) & 0z)eYi1UY, & 0(z)eY,ilif(x) eYs
&S xefdt(M)ilizedt(Ys) & xedt (Y1) Ubt(Ya),

iz cega dobivamo 07 (Y; UYs) = 07 (Y1) U6+ (Ya).
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(ii) Pretpostavimo da funkcija 6 zadovoljava (forth) uvjet, tj. da iz pretpostavke
(w,v1,...,v,) € R slijedi (f(w),0(vy),...,0(v,)) € R. Neka je z proizvo-
ljan element skupa mg(0%(Y1),...,07(Y,)). Iz definicije funkcije mp slijedi
da postoje yi,...,y, takvi da za svaki i € {1,...,n} vrijedi y; € 07(Y;),
te imamo (x,y1,...y,) € R. Koristedi definiciju funkcije 8% dobivamo da za
svaki i € {1,...,n} vrijedi 6(y;) € Y;. Iz ¢injenice (z,y1,...y,) € R primje-
nom (forth) uvjeta dobivamo da vrijedi (6(z), 0(y1),...,0(y,)) € R', $to povlaci
O(x) € mp(Y1,...,Y,), odnosno x € 07 (mp (Y1, ..., Y,)).

(iii) Pretpostavimo sada da funkcija 6 zadovoljava (back) uvjet, tj. ako imamo da
vrijedi (Q(w), vy, ...,v,) € R tada postoje wy, ..., w, € W takvi da je ispunjeno
(w,wy,...,w,) € R, te za svaki ¢ € {1,...,n} vrijedi 6(w;) = v;. Neka je
w € 0T (mp(Yr,...,Y,)) proizvoljan. Tada vrijedi O(w) € mp(Y1,...,Y,), pa
postoje y1,...,y, € W’ takvi da za svaki ¢ € {1,...,n} vrijedi y; € Y}, te
imamo (6(w), y1,...yn) € R'. Buduéi da po pretpostavci funkcija 6 zadovoljava
(back) uvjet, tada postoje wy,...,w, € W takvi da za svaki i € {1,...,n}
vrijedi 6(w;) = y;, te imamo (w,wy,...,w,) € R. Iz ¢injenice y; € Y; slijedi
w; € 01(Y;), a onda konacno w € mgp(6+(Y1),...,07(Y,)).

(iv) Ova tvrdnja je direktna posljedica upravo dokaznih tvrdnji (i), (ii) i (iii).

(v) Pretpostavimo da je funkcija 6 injekcija, te neka je X C W proizvoljan. Tre-
bamo dokazati da postoji Y C W' tako da vrijedi 67(Y) = X. Neka je
0[X] := {0(z) | x € X}. Tvrdimo da vrijedi 07 (0[X]) = X. Ako je z € X
tada je 6(z) € 6[X]. Iz definicije funkcije 7 imamo z € 6% (0[X]). To znaci
da vrijedi X C 67(6[X]). Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je z € 07 (0[X])
proizvoljan. Tada je po definiciji 6(z) € 0[X], pa postoji y € X takav da je
0(z) = 0(y). Kako je € injekcija tada imamo x =y, aonda iz € X.

(vi) Neka je funkcija 6 surjekcija i neka su Y7 1Y) razliciti podskupovi od W’. Bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da postoji y € W’ takav da je
y €Y1 iy ¢ Yy Bududi da je funkcija 6 surjekcija, tada postoji x € W takav
da je 6(x) = y. Tada iz definicije 61 imamo = € 01(Y1) i = ¢ 07(Y3). Prema
tome, 67 (Y1) # 07 (Y3), pa je funkcija 67 injekcija. Q.E.D.

Definicija 3.34. Nekasu A = (A, +,—,0, fa)aer 1 A = (A" +, =0, fi)rer dvije
BAO istog tipa, te neka je n : A — A’ neka funkcija. Dual funkcije n je funkcija
1+ P(A") = P(A) koja je definirana sa n,(Y) = {a € A:n(a) € Y}.

Propozicija 3.13. Neka su A = (A, 4+, —,0, fa)ner 1 A = (A, +,—,0, fA)rer
dvije BAO istog tipa 7, te neka je n: A — A’ proizvoljna funkcija. Neka je A € 7
proizvoljan n—mjesni modalni operator. Umjesto fa pisat ¢emo f, a umjesto f pisat
¢emo f’. Tada vrijede sljedecée tvrdnje:

(i) ako je funkcija n Booleov homomorfizam, tada funkcija n, preslikava ultrafiltre
u ultrafiltre;
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(ii) ako za sve ay,...,a, € A vrijedi f'(n(a1),...,n(a,)) < n(f(a,...,a,)), tada
funkcija ny zadovoljava (forth) uvjet;

(iii) ako za sve ay,...,a, € A vrijedi f'(n(a1),...,n(a,)) > n(f(a,...,a,)) i funk-
cija 1 je Booleov homomorfizam, tada funkcija 7, zadovoljava (back) uvijet;

(iv) ako je funkcija n BAO—homomorfizam, tada je funkcija n, : Uf A" — Uf A ogra-
niceni morfizam;

(v) ako je funkcija 7 injektivni Booleov homomorfizam, tada je funkcijan, : Uf A" —
Uf A surjekcija;

(vi) ako je n surjektivni Booleov homomorfizam, tada je funkcija n, : Uf A" — Uf.A
injekcija.

Dokaz.

(i) Dokazujemo da svaki Booleov homomorfizam 7 preslikava svaki ultrafilter u neki
ultrafilter. Neka je u/ neki ultrafilter algebre A’. Trebamo pokazati da je skup
ne(u') = {a € A| n(a) € v} takoder ultrafilter. Provjerit ¢emo svih 5 uvjeta
iz definicije ultrafiltera.

(F1) Funkcija n je Booleov homomorfizam, pa vrijedi n(1) = 1’, a onda posebno
imamo 1’ < n(1). Buduéi da je «’ ultrafilter tada 1’ € u/, a onda n(1) € v’
Iz definicije funkcije n, slijedi 1 € ny (u').

(F2) Neka su a,b € n,(u'). Tada n(a),n(b) € «'. Buduéi da je v’ ultrafilter i n
je Booleov homomorfizam, tada je n(a - b) = n(a) - n(b) € v, sto povlaci
a-beng(u).

(F3) Neka je a € ny(u'), ineka je a < b (tj. a-b = a). Tada imamo n(a)-n(b) =
n(a-b) =n(a), tj. n(a) < n(b), pa je n(b) € u'. Iz toga slijedi b € n,(u').

(F4) Pretpostavimo 0 € n,(u’). Tadan(0) € «'. Buduéi je funkcija n Booleov ho-
momorfizam, tada vrijedi 7(0) = 0’. Time imamo 0’ € «/, $to je nemoguce
jer je v/ ultrafilter. Dakle, 0 & n, (u').

(F5) Neka je a € A proizvoljan. Bududi da je v’ ultrafilter, tada je n(a) € v’ ili
n(—a) = —n(a) € v'. To povladi a € ny(v') ili —a € ny(v).

(ii) Pretpostavimo da za sve aq, ..., a, € A vrijedi

f/(n(al)v s 777<an)) < n(f(a’lv cee 7an))=
te dokazimo da funkcija n, zadovoljava (forth) uvjet.
Neka su o/, v}, ..., ul, ultrafiltri okvira A, za koje vrijedi (v, v}, ..., u;,,) € Q.
(Prisjetimo se definicije relacije Q) :

(W, uy, ...,ul,) € Qp ako isamo ako
za sve a; € ul, ..., a, € u, vrijedi f'(ay,...,a,) € u'.)
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(iv)

Trebamo dokazati da na okviru A, vrijedi:

(s (W), ne(uy), - smy(uy,) € Qy

To je ekvivalentno sa ¢injenicom da za sve a; € ny(u}),. .., a, € ny(u),) vrijedi

flay,...,a,) € ny(v). Neka su a; € ny(u)),...,a, € ny(u),) proizvoljni. Tada

iz. definicije funkcije n, slijedi n(a;) € u}, za svaki i € {1,...,n}. Sada ovo
/

posljednje i pretpostavka (v, u,...,u,,) € Qp povlace f'(n(a1),...,n(a,)) €

Y n’

u'. Buduéi da je ' ultrafilter, tada iz pretpostavljene nejednakosti ove tvrdnje

(iii), tj. iz f'(n(ar), ..., n(an)) < n(flay,...,a,)), slijedi n(f(as,...,a,)) € /,
aondai f(ay,...,a,) € ny(u).

Tvrdnja je direktna posljedica dokazanih tvrdnji (i), (ii) i (iii) ove propozicije.
Raspisujemo detalje. Neka je n : A — A’ neki BAO-homomorfizam. Posebno
je funkcija n jedan Booleov homomorfizam. 1z dokazane tvrdnje (i) znamo da
funkcija ny preslikava ultrafiltre u ultrafiltre, pa mozemo pomatrati restrikciju
funkcije n, sa UfA u UfA. Bududi je funkcija n i modalni homomorfizam,
tada za sve aq,...,a, € A vrijedi:

n(f(as, ... an)) = f'(n(ar), ..., nlan))
Iz dokaznih tvrdnji (ii) i (iii) slijedi da je 1, ograni¢eni morfizam.

Neka je funkcija n injekcija i Booleov homomorfizam. Tvrdimo da je funkcija
n. surjekcija (to¢nije, tvrdimo da je restrikcija ny : U f A — U fA surjekcija).
Neka je uw neki ultrafilter algebre 4. Trebamo dokazati da postoji ultrafilter
v’ tako da vrijedi ny(v') = w. Neka je n[u] := {n(a) | a € u}. Skup nlu]
opéenito nije ultrafilter pa 7. (nfu]) neée uvijek biti definirano. Problem je u
tome $to skup nfu| nije nuzno zatvoren nagore, tj. ako a € u i b € A’ takvi da
n(a) < b tada ne mora vrijediti b € nlu]. Zato prvo definiramo skup F’ := {a’ :
ako postoji a € u tako da vrijedi n(a) < @'}. (Primijetimo da iz refleksivnosti
relacije < slijedi n[u] C F’.) Pokazimo da je F' pravi filter (tj. da zadovoljava
uvjete (F1)—(F5) iz definicije ultrafiltra).

Buduéi je funkcija n Booleov homomorfizam, tada posebno vrijedi n(1) = 1.
Uvjeti (F1) je ispunjen jer imamo 1 € u, pa jen(l) =1 € F'.

Kako bi provjerili uvjet (F2) iz definicije ultrafiltra pretpostavimo da su o', ¥’ €
F’. Tada postoje a,b € u takvi da n(a) < o’ i n(b) < V. Iz toga imamo
n(a-b) =n(a)-nb) <d -V, pazboga-becuvrijedia -V € F'.

Uvjet (F3) ocito vrijedi zbog definicije skupa F".

Za uvjet (F4) dovoljno je dokazati da vrijedi 0/ ¢ F”. Pretpostavimo suprotno,
tj. 0’ € F'. Tada postoji a € u takav da je n(a) < 0/, a bududi je 0/ najmanji
element, imamo n(a) = 0/. Bududi je 0" = n(0) i n je injekcija, imamo a = 0, pa
je 0 € u. To je nemoguce jer je u ultrafilter.
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Dokazali smo da je skup F’ pravi filter, pa iz propozicije 3.11 slijedi da ga
mozemo prodiriti do nekog ultrafiltra u’'.

Tvrdimo da je u = ny (u’). U tu svrhu dokazujemo obje inkluzije. Neka je a € u
proizvoljan. Tada je n(a) € «’ paje a € ny(u'). Za obratnu inkluziju je dovoljno
pokazati da iz a ¢ u slijedi a ¢ n,(u'). Neka je a € A proizvoljan element za
kojeg vrijedi a ¢ u. Tada je —a € u, pa imamo —n(a) = n(—a) € nu] C «’. No,
—n(a) € v’ povlaci n(a) ¢ v/, a onda iz definicije duala 7, imamo a ¢ n.(u').

(vi) Neka je funkcija 7 Booleov homomorfizam i surjekcija. Zelimo dokazati da je
funkcija n, : UfA" — U fA injekcija. Neka su v’ i v razliciti ultrafilteri algebre
A’. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da postoji a’ € A’ takav da
a €euiad ¢v. Bududi da je funkcija n surjekcija, tada postoji a € A tako da
vrijedi n(a) = da'. Iz definicije funkcije 7, tada slijedi a € ny(v') 1 a & ny (V).
Time imamo n, (u") # ny(v'), pa je ny injekcija. Q.E.D.

Sada dajemo dokaz teorema 3.10. Ponovimo pretpostavke tog teorema: neka je 7
modalni tip, F i G neki 7—okviri, te A i B Booleove algebre s 7—operatorima.
Teorem 3.10 ima 6 tvrdnji. Redom svaku tvrdnju iskazujemo, a onda dokazujemo.

(i) Tvrdnja: ako Fr—G
(tj. okvir F je izomorfan nekom generiranom podokviru okvira G)
tada gt — F*

(tj. algebra F* je homomorfna slika algebre G)

Dokaz tvrdnje (i). Neka je okvir F izomorfan generiranom podokviru G’ okvira
G. Uvedimo prvo neke oznake:

F=W.Rra)ners, G=V,Rgna)ner 1 G = V', Rgya)rer

Kako je G’ generirani podokvir od G tada za svaki w € V' isve vy,...,v, € V
takve da je (w,vy,...,v,) € Rga vrijedi vq,...,v, € V'. Neka je : W — V'
neki izomorfizam okvira F 1 G’. To znaci da je funkcija 6 bijekcija i da za sve
Wo, Wy, . .., w, € W vrijedi:

(wo, w1, ..., wy,) € Rra ako i samo ako
(O(wp), O(wy),...,0(w,)) € Rga

Za dokaz tvrdnje (i) dovoljno je dokazati da je funkcija : W — V' ograniceni
morfizam jer tada iz tvrdnje (iv) propozicije 3.12 slijedi da je 7: Gt — FT
jedan BAO—homomorfizam (iz tvrdnje (v) slijedi da je surjekcija).

Bududi je funkcija 6 izomorfizam, tada ta funkcija € ocito zadovoljava uvijet
(forth). Provjerimo jos da vrijedi (back) uvjet. Neka jew € W, tev],... v/, € V

takvi da vrijedi (0(w),v],...,v),) € Rga. No, 0 je izomorfizam s kodomenom

r n

V', pa je B(w) € V'. Kako je G' generirani podokvir od G, tada iz §(w) €
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(i)

(iii)

Vi (B(w), v, ...,v) € Rga slijedi vf,... v/, € V. Bududi da je funkcija 6
surjekcija tada postoje wy, ..., w, € W takvi da je O(wy) = v1,...,0(w,) = v),.
Sada iz (O(w), 0(wy), ...,0(w,)) € Rga, i ¢injenice da je funkcija 6 izomorfizam
okvira F 1 @G, slijedi (w,wy,...,w,) € Rra. Dakle, funkcija 6% je BAO-
homomorfizam. Bududi je po pretpostavci funkcija 6 injekcija, tada iz tvrdnje

(v) propozicije 3.12 slijedi da je funkcija 0% surjekcija.

Tvrdnja: ako F—G
(tj. okvir G je slika okvira F za neki ogranic¢eni morfizam)
tada Gt — FT

(tj. algebra G* je izomorfna nekoj podalgebri od F*)

Dokaz tvrdnje (ii). Neka je 0: F — G ograni¢eni morfizam koji je surjek-
cija. Iz tvrdnje (iv) propozicije 3.12 slijedi da je funkcija 6*: G* — F* jedan
BAO-homomorfizam. Bududéi da je funkcija 6 surjekcija, tada iz tvrdnje (vi) pro-
pozicije 3.12 slijedi da je funkcija % injekcija. Lako je provjeriti da je 67[GT]
podalgebra od F*. Time imamo da je algebra G izomorfna podalgebri 67[G]
algebre FT.

Tvrdnja: ako A— B
(tj. algebra A je izomorfna nekoj podalgebri algebre B)
tada B+ - ./4+

(tj. okvir A, je slika okvira B, za neki ograni¢eni morfizam)

Dokaz tvrdnje (iii). Neka je B’ podalgebra od B koja je izomorfna algebri A.
Neka je n: A — B’ neki izomorfizam. To posebno znaéi da je funkcijan : A — B
jedan BAO-homomorfizam i injekcija. Iz tvrdnje (iv) propozicije 3.13 tada slijedi
da je funkcija n,: By — Ay ograniceni morfizam. Iz tvrdnje (v) propozicije
3.13 slijedi da je funkcija n™ surjekcija. Dakle, okvir A, je slika okvira B, pri
ograni¢enom morfizmu n*.

Tvrdnja: ako A— B
(tj. algebra B je homomorfna slika algebre A)
tada By — Ay

(tj. okvir By je izomorfan nekom generiranom podokviru od A )

Dokaz tvrdnje (iv). Pretpostavimo da je algebra B homomorfna slika algebre
A. Tada postoji BAO-homomorfizam 7n: A — B koji je surjekcija. Iz tvrdnje
(iv) propozicije 3.13 slijedi da je funkcija ny: By — A, ograni¢eni morfizam, a
iz tvrdnje (vi) iste propozicije slijedi da je injekcija. Oznacimo sa A’, podokvir
od A, koji je slika funkcije 7, .

Tvrdimo da je A’, generirani podokvir od A,. Uvedimo prvo oznake:

Ay = (W, Ran) ner, AL =W, Rap)ner 1 By =(V,Rpa)ner
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Neka je w € W', te wy,...,w, € w takvi da vrijedi (w,ws,...,w,) € Rya.
Kako je funkcija ;. : By — A, bijekcija, tada postoji v € W tako da ny(v) = w.
Buduéi je funkcija 1, ograniceni morfizam, tada zbog (back) uvjeta slijedi da
postoje vy,...,v, € V tako da vrijedi

ne(v) =wy,...,ne(v,) =wy i (v,01,...,0,) € Rpa.
No, funkcija 7 je izomorfizam, pa vrijedi:

(V) ne(vi), - on(vn) €V i (04 (v),ne(v1), - .-, n4(0n)) € Raa,
tj. v,v1,..., 0, EW' 1 (v,01,...,0,) € Rana, $to je i trebalo pokazati. Q.E.D.

Sada kad smo povezali osnovne konstrukcije okvira s algebrama, mozemo to is-
koristiti da dokazemo neke vazne tvrdnje iz modalne logike. Prvo ¢emo, koristeci
¢injenicu da je jednakosna valjanost ocuvana na podalgebrama, homomorfnim slikama
i produktima algebri, dokazati propoziciju o oéuvanju modalne valjanosti. Zelimo na-
glasiti da je ve¢ prije istaknuta oéuvanost istinitosti na modelima (vidi propozicije 1.1,
1.2, 1.3 1 1.8 na stranama 11-18). Zatim, u propoziciji 1.11 na strani 20 je istaknuto
da se cuva valjanost pri osnovnim konstrukcijama na okvirima.

Propozicija 3.14. Neka je 7 modalni tip, ¢ neka 7—formula, te neka su F i G neki
T—okviri. Tada vrijede sljedec¢e tvrdnje:

(i)

(ii)
(iif)

(iv)

Ako postoji ograni¢eni morfizam izmedu okvira F i G tada iz F IF ¢ slijedi

Gl ¢
Ako je G generirani podokvir od F tada iz F IF ¢ slijedi G IF ;

Neka je familija okvira {F; | i € I}. Ako za svaki ¢ € I vrijedi F; IF ¢ tada
Wier i IF 5
Ako ueF I ¢ tada F IF ¢.

Dokaz.

(i)

(i)

Pretpostavimo da postoji ograni¢eni morfizam izmedu okvira F i §. Tada
postoji podokvir G’ od G tako da je G’ slika okvira F pri ograni¢enom morfizmu.
Neka je ¢ modalna formula za koju vrijedi F I . Tada iz propozicije 3.10 slijedi
F E ¢~ T. Iz tvrdnje (ii) teorema 3.10 slijedi da je algebra G' izomorfna
nekoj podalgebri od F*. No, tada vrijedi G* | ¢ ~ T. Iz propozicije 3.10
slijedi G I+ ¢.

Neka je G generirani podokvir o F. Tada posebno vrijedi G — F ("okvir G
je izomorfan nekom generiranom podokviru od F”). Neka je ¢ formula takva
da vrijedi F IF ¢. Tada iz propozicije 3.10 slijedi F* | ¢ ~ T. Iz tvrdnje
(i) teorema 3.10 slijedi F* — GT, tj. algebra G* je homomorfna slika algebre
F*t. No, kako je valjanost o¢uvana na homomorfizme algebri, tada imamo
G E p &~ T. Iz propozicije 3.10 slijedi G IF .
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(iii) Neka je F = W),c; Fi 1 neka za svaki i € I vrijedi F; IF ¢. Iz propozicije 3.10
slijedi ;' = ¢ &~ T, za svaki i € I. Valjanost je o¢uvana na produktu algebri,
pa imamo [[..; 7" = ¢ & T. Iz teorema 3.11 slijedi (l4),.; .7-",~)Jr Fe~T,a
onda iz propozicije 3.10 slijedi F I .

(iv) Pretpostavimo da vrijedi ueF Ik ¢. Iz ue F = (F 1), slijedi
(we F)" = (F")4)" = EmF*

(Prije smo bili uveli oznaku EmA za (A,)", gdje je A proizvoljna BAO.) Iz
propozicije 3.10 slijedi (ue F)tT =@~ T, tj. EmFt o~ T.

Iz teorema 3.9 slijedi da postoji homomorfizam izmedu BAO F* i kompleksne al-
gebre EmJF™ (to zapravo slijedi iz dokaza Jénsson-Tarskijevog teorema). Tada
vrijedi F1 = ¢ &~ T. Iz propozicije 3.10 tada slijedi F IF . Q.E.D.

Prije Goldblatt-Thomasonovog teorema dokazujemo jos jedan teorem koji nam je
potreban.

Teorem 3.12. Neka je 7 modalni tip i F neki 7—okvir. Tada postoji ultrafilter U
tako da vrijedi [[,; F — ue F, tj. postoji ograniceni morfizam f : [, F — ue F koji
je surjekcija.

Skica dokaza. Radi jednostavnosti zapisa razmatramo samo osnovni modalni tip
To- Neka je F = (W, R) proizvoljan Kripkeov okvir. Neka modalni jezik za svaki
podskup A od W sadrzi propozicionalnu varijablu p4. Stovise, neka jezik ne sadrzi
druge propozicionalne varijable. Na okviru F definiramo valuaciju V sa: V(pa) = A,
za svaki A C W. Dobiveni model (F, V') oznacimo sa 9. Neka je U neki prebrojivo
nepotpun ultrafilter nas skupom N (vidi definiciju 1.21 na strani 17; takav ultrafilter
postoji; to je bilo koji ultrafilter koji sadrzi Fréchetov filter). Tada je ultrapotencija
[Ty 9 jedan w-saturirani model.? Svaki w-saturirani model je m—saturirani (pojam
m—saturiranog modela je dan u definiciji 1.22 na strani 17). Definiramo preslikavanje
F oIl 9 — ue M sa:

fls)={A: ACWi [[9 sk pa}
U
Dokazimo da je funkcija f dobro definirana, tj. da je za svaki s € [, 9 skup f(s)
ultrafilter. Neka je s € [[,; M proizvoljan.

Dokazimo prvo da je skup f(s) zatvoren na konacne presjeke. Neka su A, B € f(s)
proizvoljni. Tada vrijedi [[, M, sk pa i [[, 9, s pp, a onda imamo i [[, M, s I-

3Definiciju w-saturiranog modela, te dokaz navedene tvrdnje moZete pogledati u nastavnom
materijalu M. Vukovié, Primijenjena logika, na web—adresi https://www.math.pmf.unizg.hr/
sites/default/files/pictures/applog-skripta-2011_0.pdf .
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pa N pg. Iz definicije valuacije V' lako slijedi da vrijedi 9 IF pa A pg <> panp- Lako je
vidjeti da za svaku modalnu formulu ¢ vrijedi sljedec¢a ekvivalencija:

M- ¢ ako i samo ako H?)ﬁ | 7 (3.2)
U

Iz svega toga slijedi [ [, 9 IF pa A pp <> panp. Ovo posljednje i [, M, s I- pa A pp
povlace [ [, M, s Ik panp. 1z definicije funkcije f tada slijedi AN B € f(s).

Dokazimo da je za svaki s € [, 9 skup f(s) zatvoren za nadskupove. Neka A € f(s)
i B C W takav da vrijedi A C B. Lako je provjeriti da vrijedi MM IF ps — pp. 1z (3.2)
tada slijedi [[, 9 IF pa — pp. No, iz pretpostavke A € f(s) slijedi [[, M, s IF pa.
Time smo dobili [, 9, s Ik pp, aondai B € f(S).

Ocito za svaki s € [, D vrijedi W € f(s) 10 & f(s).

Neka je A CW i s e [[,9 takvi da A € f(s). Lako je vidjeti da vrijedi 9t I+
—pa <+ pwia. Tada imamo posebno [, 9, s I- —pyr 4, aondai W\ A & f(s). Sasvim
analogno bi dokazali i obrat, tj. da pretpostavka A & f(s) povlaci W\ A € f(s).

Time smo dokazali da je skup f(s) ultrafilter, za svaki s € [, 9.

Preostalo je dokazati da je funkcija f ograni¢eni morfizam i surjekcija. Kako bi
dokazali da je funkcija f ogranic¢eni morfizam prvo dokazujemo da za svaki ultrafilter
u nad skupom W 1 svaki s € [, 9 vrijedi sljedeca ekvivalencija:

u= f(s) akoisamo ako ue M,u = H,‘)ﬁ, s (3.3)
U

Pretpostavimo prvo da vrijedi ue M, u = ], 9, s. Tada posebno za svaki A C W
vrijedi:

A=V(pa) €Eu < ueMulkpy < H?Jﬁ,sll—pA < A€ f(s)
U

To znaci da vrijedi f(s) = u. Pretpostavimo sada da vrijedi u = f(s), te dokazimo
da vrijedi ue M, u = [, M, s. Neka je ¢ proizvoljna modalna formula za koju vrijedi
ue M, u I- ¢. Tada vrijedi V(¢) € u, a onda iz u = f(s) slijedi V() € f(s). Iz
definicije funkcije f tada slijedi [, 9, s IF py(,). Ocito vrijedi M I ¢ < py(y).
Iz (3.2) tada slijedi [[, 9 IF ¢ < py(y. Sada to, te [[, M, s Ik py(,), povlaci
[I, 9, s IF . Sasvim analogno se moze dokazati obrat, tj. da [, 9, s IF ¢ povlaci
ue N, u - .

Ve¢ smo bili istaknuli da je model [],, 9t m-saturiran. Iz propozicije 1.9 na strani 19
znamo da je model ue 91 takoder m-saturiran. Iz propozicije 1.7 na strani 17 slijedi da
je {I1; M, ue M} Hennessy-Milnerova klasa modela. Iz dokazane pomocne tvrdnje
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(3.3) slijedi da u = f(s) povlaci ue M, u = [[,, M, s. Tada vrijedi ue M, us> [, M, s.

Bisimuliranost povlaci da je funkcija f ograniceni morfizam.

Dokazimo jos da je funkcija f surjekcija. Neka je u proizvoljan ultrafilter nad skupom
W. Tada je skup formula ¥ = {p4 : A € u} kona¢no ispunjiv na modelu 9, a onda iz
(3.2) slijedi da je konacno ispunjiv na ultrapotenciji [[,, 9. Buduéi je model [], 9
m-saturiran, tada je skup ¥ ispunjiv na tom modelu. To znaci da postoji s € [, M
tako da vrijedi [, 9, s IF . Dokazimo da vrijedi f(s) = u. U tu svrhu dokazimo
obje inkluzije. Neka je A € u proizvoljan. Tada je py € ¥, a onda vrijedi ue Mu I+ py.
Iz definicije funkcije f tada slijedi A € f(s). Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je
A€ f(s). Ako A € u tada je W\ A € u posto je u ultrafiltar. Iz prethodno dokazane
inkluzije v C f(s) tada slijedi W\ A € f(s). No, A€ f(s) i W\ A € f(s) povlaci
AN (W\ A) € f(s), buduéi je f(s) ultrafiltar. No, time smo dobili §) € f(s) sto je
nemoguce jer je f(s) ultrafiltar. Dakle, mora vrijediti A € u. Q.E.D.

Goldblatt-Thomasonov teorem govori o modalnoj definabilnosti klasa Kripkeovih
okvira. Pojam modalne definabilnosti klase okvira dan je u definiciji 1.24 na strani
20.

Prije samog teorema, jos malo terminologije: kazemo da klasa okvira K reflektira
ultrafilter prosirenja ako ueF € K povlaci F € K.

Teorem 3.13 (Goldblatt—Thomason). Neka je 7 modalni tip, i K klasa 7—okvira
koja je zatvorena na ultrapotencije. Klasa K je modalno definabilna ako i samo
ako je zatvorena na ogranicene morfizme, generirane podokvire i disjunktne unije, te
reflektira ultrafilter prosirenja.

Dokaz. Ako je klasa okvira K modalno definabilna tada je lako provijeriti da je tada
klasa K zatvorena na ograni¢ene morfizme, generirane podokvire i disjunktne unije, i
da reflektira ultrafilter prosirenja (u dokazu se moze iskoristiti prethodna propozicija
3.14).

Dokazimo obrat. Neka je klasa K zatvorena na ultrapotencije, ogranicene morfizme,
generirane podokvire i disjunktne unije, i reflektira ultrafilter prosirenja. Neka ¥ =
{¢ : KIF ¢}. Tvrdimo da skup formula > definira klasu K. Trebamo pokazati da
se svaki okvir, na kojem je svaka formula iz > valjana, nalazi u K. Neka je F neki
r—okvir za kojeg vrijedi F IF 3. Zelimo dokazati da vrijedi F € K.

Bili smo ve¢ uveli oznaku Cm K, ali ¢éemo ipak ovdje ponoviti: CmK = {G* : G € K}
(to je skup svih potpunih kompleksnih algebri koje su pridruzene okvirima iz klase
K).

Iz propozicije 3.10 slijedi Equ(CmK) = {p ~ T : p € £} (Fqu(CmK) je skup svih
jednakosti koje su istinite na svakoj algebri iz klase Cm K). Oznacimo sa V klasu svih
algebri koje definira skup jednakosti Equ(Cm K). Iz pretpostavke F IF 3 i propozicije
3.10 slijedi F* | Equ(CmK), tj. F* € V. Iz Birkhoffovog teorema slijedi da je
jednakosno definabilna klasa algebri V mnogostrukost. Iz teorema Tarskog 3.6 slijedi
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V = HSP(CmK), a onda iz toga F© € HSP(CmK). Cinjenica F+ € HSP(CmK)
povlaéi da postoji algebra A € SP(Cm K) tako da je 7™ homomorfna slika algebre A,
tj. vrijedi A — FT. Sada iz A € SP(CmK) slijedi da postoji algebra B € P(CmK)
tako da je algebra A izomorfna nekoj podalgebri od B. To znaci da vrijedi sljedece:

B—~A— FF

Iz B € P(CmK) slijedi da postoji familija okvira (G; : ¢ € I) iz klase K tako da
vrijedi B = [],.; G;", pa imamo:

[[s" —A— F*

el

Iz teorema 3.11 znamo da vrijedi [[,.; G = (e, gi)f Time dobivamo da vrijedi
sljedece:

+
<L'|jgz> —~ A > F*

il

Iz ovog posljednjeg i teorema 3.10 slijedi

((Lﬂgz) ) — Ay — (F7)y
el +

Oznacimo G = |#,.; ;- Tada imamo:
(G7)+ & Ay — (F)+

Budu¢i da je po pretpostavci klasa K zatvorena na disjunktne unije tada imamo
G € K. Iz teorema 3.12 slijedi da postoji ultrafilter U tako da vrijedi HU G—»ueg. Iz
G € K, i zatvorenosti klase K na ultrapotencije, slijedi HU G € K. Sada iz HU g ek,
[[;G — ueG i pretpostavke o zatvorenosti klase K na ogranicene morfizme, slijedi
ue G € K. Bududi da vrijedi ue G = (G") tada imamo (G1); € K. Iz (FT); — Ay «
(G1), posebno slijedi Ay « (G7).. Iz ovog posljednjeg i ¢injenice (G7) € K, te
pretpostavke o zatvorenosti klase K na ograni¢ne morfizme, slijedi A, € K. Cinjenice
(FHy — A, 1 Ay € K, te pretpostavka o zatvorenosti klase K na generirane
podokvire, povlace (FT), € K. Sada iz (F'), = ueF i pretpostavke da klasa K
reflektira ultrafilter prosirenja, kona¢no dobivamo i F € K. Q.E.D.

Napomena 3.1. Nastrani 21 je iskazana verzija Goldblatt—Thomasonovog teorema u
kojoj se umjesto pretpostavke da je klasa okvira zatvorena na ultrapotencije zahtijeva
da je K elementarna klasa. Lako je vidjeti da je svaka elementarna klasa okvira
zatvorena na ultrapotencije. Dakle, verzija teorema koju smo upravo dokazali je
opcenitija od one koje je prije iskazana.
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Primjerice, klasa okvira definirana McKinseyovom formulom OOp — OUp nije
elementarna ali je modalno definabilna, pa je onda i zatvorena na ultrapotencije.
Isto je i s klasom okvira definiranih Lébovom formulom C(Cp — p) — Op. Dakle,
dokazani teorem zaista donosi nesto novo u odnosu na onaj iskazan prije.

Postoje i nealgebarski dokazi Goldblatt—Thomasonovog teorema. Jedan takav
dokaz mozete vidjeti u diplomskom radu Marka Horvata koji se nalazi na sljedecoj
web—adresi: https://www.math.pmf.unizg.hr/sites/default /files/pictures/
horvat-goldblatt-thomasonov_teorem.pdf



Poglavlje 4
Opéi okviri

Pojam opéeg okvira je definiran ve¢ prije (vidi definiciju 1.8). Prije navedene
definicije je dana i motivacija zasto se razmatraju opci okviri, pa to ne¢emo ovdje
ponavljati. Prvo ¢emo istaknuti neka osnovna svojstva opcih okvira, a onda ¢emo
dokazati potpunost svake normalne modalne logike u odnosu na odgovarajucu klasu
op¢ih okvira. Ovdje je osnovni cilj dokazati sljedeca dva rezultata u vezi opéih okvira:

a) Booleove algebre i deskriptivni opéi okviri su isti objekti;

b) Sahlqvistov teorem potpunosti: Svaka Sahlquisotva formula je d—perzistentna,
a onda i kanonska.

U ovom poglavlju promatramo samo osnovni modalni tip 7.

4.1 Osnovna svojstva opcéih okvira

Ponovimo definiciju operacije my. Neka je (W, R) Kripkeov okvir. Tada je my :
P(W) — P(W) funkcija koja je definirana ovako:

me(X)={weW : Jzx e X takav da wRzx}.
Ponavljamo i definiciju opc¢eg okvira.

Definicija 4.1. Opdci okvir je uredeni par (F, A), gdje je F Kripkeov okvir, a A je
neprazan skup podskupova od W koji je zatvoren za sljedec¢e operacije:

a) uniju: akosu X,Y € Atadajei XUY € A
b) komplement: ako je X € A tadaje W\ X € A

c) operaciju myg : ako je X € A tada me(X) € A

1)
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Primjer 4.1. Sada navodimo neke primjere opéih okvira.

a) Ako je F = (W,R) Kripkeov okvir tada je lako provjeriti da su (F,0) i
(F,P(W)) opéi okviri.

b) Neka je F = (N, <) Kripkeov okvir. Neka je zatim, A skup svih kona¢nih i
kofinitnih podskupova od N. Tada je (F, A) op¢i okvir.

c) Neka je A skup svih konaé¢nih i kofinitnih podskupova skupa N. Definiramo
tromjesnu relaciju C' ovako:

(x,y,2) € C akoisamoako z<y i y<z i z<xz+y

Ako je C relacija dostizivosti za neki dvomjesni modalni operator, tada je
(N, C, A) opéi okvir.

Propozicija 4.1. Neka je F = (W, R) proizvoljan Kripkeov okvir, te B proizvoljni
skup valuacija na W. Tada postoji opéi okvir (F, A) takav da za sve opée okvire
(F', A’) koji imaju svojstvo B C A’ vrijedi A C A'.

Dokaz. Oznac¢imo sa B skup svih opéih okvira (F, A") za koje vrijedi B C A’. Tada
je B # 0, jer (F,P(W)) € B. Ozna¢imo A = NF.anes A Lako je provjeriti da je
(F, A) opéi okvir. Q.E.D.

Definicija 4.2. Model baziran na opéem okviru (F, A) je uredena trojka (F, A, V),
gdje je V valuacija takva da za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi V' (p) € A.
Valuacije s navedenim svojstvom nazivamo dopustive valuacije za dani opéi okvir.

Sljedecu propoziciju je lako dokazati indukcijom po slozenosti formule.

Propozicija 4.2. Neka je (W, R, A,V) model definiran na opéem okviru. Tada za
sve formule ¢ vrijedi V() € A.

Propozicija 4.3. Neka je (F,V) neki Kripkeov model. Definiramo A = {V(y)
¢ je formula}. Tada je (F, A) opéi okvir.

Napomena 4.1. Ako je (F, A) opéi okvir tada opéenito ne mora postojati valuacija
V tako da vrijedi A = {V(¢) : ¢ jeformula}. U tu svrhu promotrimo sljedeéi
primjer. Neka je dan opéi okvir (N, <, P(N)). Buduéi je skup P(N) neprebrojiv, a skup
svih modalnih formula prebrojiv (bili smo pretpostavili da je skup propozicionalnih
varijabli prebrojiv), tada niti za jednu valuaciju V' ne moze vrijediti P(N) = {V(p) :
¢ je formula}.

Definicija 4.3. Kazemo da je formula ¢ valjana na svijetu w opéeg okvira (F, A)
ako je  istinita na w za svaku dopustivu valuaciju V. Oznaka: (F, A),w IF ¢.

Kazemo da je formula ¢ valjana na opéem okviru (F, A) ako je ¢ valjana na svakom
svijetu w € W. Oznaka: (F,A) IF .

Kazemo da je formula ¢ g-valjana ako je ¢ valjana na svakom opéem okviru (F, A).
Oznaka: I, .
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Propozicija 4.4. Neka je F Kripkeov okvir, te ¢ neka formula za koju vrijedi F IF .
Tada za svaki opéi okvir (F, A) vrijedi (F, A) IF ¢.

Korolar 4.1. Ako je ¢ valjana formula tada je ¢ takoder i g—valjana formula.

Napomena 4.2. Obrat prethodne propozicije ne vrijedi, tj. valjanost formule na
nekom opc¢em okviru ne povlaci valjanost na pripadnom Kripkeovom okviru. Jedan
protuprimjer je McKinseyeva formula ¢ = O0p — OUp. Neka je F = (N, <), te neka
je A skup svih konacnih i kofinitnih podskupova od N. Bili smo veé istaknuli da je
tada (F, A) opéi okvir. Lako je provjeriti da vrijedi (F, A) IF . Dokazimo sada da ne
vrijedi F IF . U tu svrhu definiramo V' (p) = {0, 2,4, ...}. Tada ocito za svaki n € N
vrijedi n IF Op, a onda i n IF OOp. No, oc¢ito 1 0 I OUp. To znaci 0 Iff .

Teorem 4.1. Ako je formula je g—valjana tada je i valjana.

4.2 Potpunost u odnosu na opcée okvire

U definiciji 2.4 definirali smo pojam kanonskog modela za danu normalnu mo-
dalnu logiku. Kako bismo mogli definirati pojam kanonskog opc¢eg okvira za danu
normalnu modalnu logiku A ovdje éemo ponoviti tu defiiniciju. Neka je W skup
svih maksimalno A—konzistentnih skupova formula. Zatim, neka je RM C WA x WA
binarna relacija definirana ovako:

wR™u ako i samo ako
za svaku formulu ¢ vrijedi da Oy € w povlaci ¢ € u

Okvir (W, RM) nazivamo kanonski Kripkeov okvir za logiku A, te ga oznacavamo

S.FA.

Prisjetimo se da postoje normalne modalne logike koje nisu potpune u odnosu na svoj
kanonski okvir (takve su, primjerice, logika dokazivosti GL, te logika K+McKinseyev
aksiom). Ta ¢injenica je bitna razlika Kripkeovih okvira i opéih okvira.

Ovdje navodimo i definiciju kanonskog Kripkeovog modela za proizvoljnu normalnu
logiku A. U tu svrhu na kanonskom Kripkeovom okviru F, definiramo valuaciju VA :
{po,p1,...} — P(W) sa VA(p) = {w € WA : p € w} (obitno se V* naziva kanonska
valuacija). Tada se uredena trojka MG = (WA, RY, V) naziva kanonski Kripkeov
model za normalnu modalnu logiku A.

Sada dajemo definiciju kanonskog opceg okvira za proizvoljnu normalnu modalnu
logiku. Za svaku formulu ¢ ozna¢imo ¢ = {w € W* : ¢ € w}. Zatim neka je
AN = {1 ¢ je formula}.

Lema 4.1. Za svaku normalnu modalnu logiku A je f§ = (W*, RY A%) opéi okvir.
Nazivamo ga kanonski opéi okvir za A.
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Lema 4.2. Za svaku normalnu modalnu logiku A vrijedi f§ I A.

Dokaz. Neka je ¢ € A proizvoljna formula. Zelimo dokazati da vrijedi f§ IF . U
tu svrhu uzmimo proizvoljnu dopustivu valuaciju V' na okviru f§. Neka su py,...,p,
sve propozicionalne varijable koje se pojavljuju u formuli ¢. Buduéi da za svaki ¢ €
{1,...,n} vrijedi V(p;) € A, tada iz definicije skupa A* slijedi da postoje formule
©1,- -, o tako da vrijedi V(p;) = ;. Neka je ¢’ := @(01/p1, -+, ©n/Pn)-

Pomo¢na tvrdnja: V(¢) = VA(¢').

Dokaz pomoéne tvrdnje provodimo indukcijom po slozenosti formule ¢. Promotrimo
prvo slucaj kada je ¢ = p, tj. ¢ je neka propozicionalna varijabla. Tada postoji
formula ¢y takva da je V(p) = @o. Iz ¢ = p ocito slijedi ¢ = @(vo/p) = o.
Tada imamo: V(p) = V(p) = G = {w € Wh : ¢y € w} = VApy) = VAY).
Pretpostavimo sada da za neki n € N i svaku formulu 1 ¢ija je slozenost strogo
manja od n vrijedi V(1) = V*(¢’). Neka je ¢ proizvoljna formula ¢ija je slozenost
jednaka n. Promatramo slucajeve obzirom na oblik formule ¢.

a) ¢ = .
Tada je oc¢ito ¢’ = —)'. Tada imamo:

V(p) =V(=)=WA\V() = (pret. indukcije)
— WA\ VAW) = VA () = VA)

b) o =11V i
Tada je ocito ¢’ = ¥ V 1), te je po pretpostavci indukeije

V(i) = VAL 1V (1h) = VA(15)
Tada imamo:

V(p) =V (Vi) = V() UV(¥a) = VA1) UVA(YY)
= VAU V) = VA(¢)

c) o= 0.

Tada je ocito ¢’ = Q1. Redom vrijede sljedece ekvivalencije

weV(p) ©weV(0yY) e w(wRr &veV(y))
& (pret. indukcije) Jv(wR* & v € VA(Y'))
s weVA) & we VYY)

Time smo dokazali da vrijedi V (Qv) = VA(Oy).
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Iz upravo dokazane pomocne tvrdnje V(p) = VA(¢') odmah slijedi sljede¢a ekviva-
lencija:
f5,VIF ¢ akoisamo ako f§, VA I (4.1)

Bududi je A normalna modalna logika, tada je zatvorena za uniformnu supstituciju.
To znaci da iz ¢ € A slijedi ¢’ € A. Znamo da za svaki maksimalno A—konzistentan
skup formula w vrijedi A C w. Time imamo da za svaki w € WA vrijedi ¢’ € w,
tj. VA(¢') = WA, Sada iz definicije relacije forsiranja slijedi da za svaki w € W4
vrijedi (f$, VA),w Ik ¢, aonda i (f§,VA) IF ¢ Iz (4.1) slijedi da je ovo posljednje
ekvivalentno sa f§,V IF ¢. Q.E.D.

Koristec¢i prethodne dvije leme lako je indukcijom po slozenosti formule dokazati
sljede¢u lemu.

Lema 4.3 (Lema o istinitosti u odnosu na kanonski op¢i okvir).
Neka je A normalna modalna logika, te w € W* i ¢ neka formula. Tada vrijedi:

fr,wlF ¢ akoisamo ako ¢ € w

Teorem 4.2. Svaka normalna modalna logika je adekvatna i jako potpuna u odnosu
na svoj kanonski opéi okvir.

Skica dokaza. Adekvatnost slijedi iz leme 4.2.

Dokazimo jaku potpunost. Neka je > skup formula i ¢ neka formula tako da vrijedi
Y Fa . Tada je skup formula 3 U {¢} A—konzistentan. Iz Lindenbaumove leme
slijedi da postoji maksimalno A—konzistentan skup w koji je nadskup od ¥ U {¢}. Iz
prethodne leme 4.3 slijedi f5, w IF X U {p}. Time imamo X |f* ¢. Q.E.D.

Teorem 4.3. Svaka normalna modalna logika A je adekvatna i jako potpuna u odnosu
na klasu svih A—op¢ih okvira.

4.3 Posebne vrste opc¢ih okvira

Definicija 4.4. Neka je W neki skup, te Ay C P(A). Kazemo da skup Ay ima
svojstvo konacnih presjeka ako za svaki konacan podskup {aq, ..., a,} C Ap vrijedi
alﬂ...ﬂan#@.

Definicija 4.5. Za opéi okvir (W, R, A) kazemo da je:
a) diferencirani ako vrijedi (Vz,y e W)(z =y < (VX € A)(r e X &y € X))
b) wuzak ako vrijedi (Vx,y € W)(zRy < (VX € A)(y € X = x € my(X)))

¢) kompaktan ako za svaki podskup Ay od A koji ima svojstvo konacénih presjeka

vrijedi () Ao # 0;
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d) deskriptivan ako je diferenciran, uzak i kompaktan.
Propozicija 4.5. Vrijedi:

a) opéi okvir (F, A) je deferenciran ako i samo ako za sve z,y € W takve da je
x # y postoji X € A tako da vrijedi x € X iy & X.

b) opdi okvir (F, A) je uzak ako i samo ako za sve x,y € W takve da xRy postoji
X eAtakavdajeye X 1 ¢ my(X)

Propozicija 4.6. Za svaku normalnu modalnu logiku A je kanonski op¢i okvir f§
deskriptivan.

Dokaz. Iz leme 4.1 znamo da je f§ opéi okvir. Dokazimo da je diferenciran, uzak i
kompkatan. Dokazimo prvo da je diferenciran. Iz propozicije 4.5 slijedi da je dovoljno
dokazati da vrijedi (Vao,y € W) (z £y = 3X € AM(x € X i y & X)). Neka su
x 1 y razliciti maksimalno A—konzistentni skupovi formula. Tada postoji formula ¢
tako da vrijedi ¢ € z i ¢ ¢ y (ili obratno). Tada imamo x € ¢ i y & ¢. Iz definicije
skupa A® znamo ¢ € A%, pa je ispunjen uvjet diferenciranosti.

Dokazimo da je op¢i okvir f§ uzak. Ponovimo uvjet uskosti opc¢eg okvira:
(Va,y € WH(zRY < (VX € AM(y € X = 2 € my(X)))

Neka su x iy maksimalno A—konzistentni skupovi formula. Pretpostavimo prvo da
vrijedi zR*y. Neka je X € A takav da y € X. Buduéi je A* = {¢ : © je formula},
tada postoji formula ¢ tako da vrijedi X = ¢. Iz y € ¢ slijedi ¢ € y. Sada xRy i
¢ € y (te definicija relacije R*) povlace ¢y € x. Tada imamo x € me(X).

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da vrijedi:
(VX € AM(y € X = 2 € mp(X))) (4.2)

Zelimo dokazati da vrijedi zR™y. Neka je ¢ € y proizvoljna formula. Tada imamo
y € ¢. Iz definicije skupa A znamo ¢ € A*, pa iz prepostavke (4.2) slijedi x € mq ().
Iz definicije funkcije my slijedi da postoji z € ¢ tako da vrijedi zR*z. Sada z € ¢
povlaci ¢ € z, a onda iz 2R 7 slijedi Oy € z.

Preostalo je provjeriti da je kanonski op¢i okvir f§ kompaktan. Ponovimo prvo uvjet
kompaktnosti: za svaki Ay C A® koji ima svojstvo konaénih presjeka vrijedi [ Ag # 0.
Neka je Ay C A? proizvoljan podskup koji ima svojstvo konacnih presjeka. Iz A C A®
slijedi da postoji skup formula ¥ tako da vrijedi Ay = {¢ : ¢ € ¥}. Tvrdimo da je
skup formula ¥ jedan A—konzistentan skup. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje
formule ¢1,...,p, € ¥ tako da vrijedi Fp (o1 A ... A @,) — L. Tada ne postoji
maksimalno konzistentan skup formula w € W* tako da vrijedi {¢1,..., 0.} C w.
No, tada oc¢ito ¢; N ... N G, = 0, $to je u suprotnosti s pretpostavkom da skup
Ay im svojstvo konac¢nih presjeka. Dakle, skup formula ¥ je A—konzistentan, pa
iz Lindenbaumove leme slijedi da postoji maksimalno A—konzistentan skup formula
u € W tako da vrijedi ¥ C u. Tada ocito vrijedi v € ({$ : ¢ € ¥}, pa imamo

N Ao # 0. Q.E.D.
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4.4 Opdéi okviri i algebre

Bili smo ve¢ definirali ultrafilter okvir zadane Booleove algebre s operatorima.
Ovdje to ponavljamo, te nadopunjavamo definiciju s pojmom dopustivih valuacija.

Definicija 4.6. Neka je A = (A, +,—,0, f) neka BAO. Ultrafilter okvir algebre A je
definiran sa A, = (UfA, Qy), gdje je U f A skup svih ultrafiltara algebre A, a relacija
Q) je definirana sa: uQ v ako i samo ako (Va € v)f(a) € u. Za svaki a € A neka je

a:={ucUfA:a€u} Nekaje A, = (A;,{a:a € A}).

U sljede¢em teoremu ¢emo dokazati da je A, opci okvir. Nazivamo ga opci okvir
pridruzen algebri A.

Teorem 4.4. Neka je A = (A, +, —,0, f) neka Booleova algebra s operatorom. Tada
je A, deskriptivni opéi okvir.
Skica dokaza. Prvo treba dokazati da je skup {a : a € A} zatvoren za unije, kom-

plement i operaciju my. Prilikom dokaza zatvorenosti na unije treba prvo dokazati
sljede¢u pomoénu tvrdnju:

ako je w € U f A ultrafilter i a,b € A tada vrijedi sljedec¢a ekvivalencija:

a+b€ew akoisamoako acw ii bew

Prilikom dokaza zatvorenosti na operaciju mg treba dokazati prvo da za svaki a € A

—_

vrijedi mq(a) = f(a). Diferenciranost i uskost lako slijedi koristenjem propozicije 4.5.

Skicirajmo dokaz kompaktnosti. Neka je Ay neki podskup skupa {a@ : a € A} koji
ima svojstvo konacnih presjeka. Neka je A” C A tako da vrijedi Ag = {a : a € A’}.
Treba dokazati da skup A’ ima svojstvo konaénih produkata. Tada postoji ultrafilter
w € Uf A tako da vrijedi A’ C w. Tada w € (e @ =)Ao, pa (A # 0. QED.

4.5 Operacije na op¢im okvirima

Definicija 4.7. Nekasu G = (W, R, A) i G' = (W'R', V') opéi okviri. Kazemo da je
funkcija 0 : W — W' ograniceni morfizam opéih okvira ako je funkcija 6 ograniceni
morfizam izmedu Kripkeovih okvira (W, R) 1 (W', R'), te za svaki o’ € A’ vrijedi
6-a] € A.

Ograniceni morfizam 6 opc¢ih okvira nazivamo smjestenje opcéih okvira ako je injekcija,
te vrijedi

(Va € A)(Fa' € A') Ola] = 0[W]|Nd
Ako postoji smjeStenje opéeg okvira G u opéi okvir G’ tada to ozna¢avamo sa G — G'.

Kazemo da je opéi okvir G’ slika pri ogranicenom morfizmu opéeg okvira G ako postoji
ograni¢eni morfizam iz G u G’ koji je surjekcija. To oznacavamo sa G — G'.

Izomofizam opcih okvira je smjestenje koje je surjekcija.
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Definicija 4.8. Neka je dana familija opé¢ih okvira (G; = (W;, R;, A;) 1 i € I). Za
svaki ¢ € I definiramo W/ = W; x {i}, te relaciju R; C W/ x W/ ovako:
(w,4)R(u,4) ako isamo ako wR;u
Zatim, za svaki ¢ € I definiramo skupove A, C P(W/) na sljedeci nacin:

ax {i} € A, ako isamo ako a € 4;

Definiramo A = {a CUW, : anW,; € A;, za svaki ¢ € I}. Lako je provjeriti da je
(Wier Wi ,ep R, A) opéi okvir. Nazivamo ga disjunktna unija familije opéih okvira,
te ga oznacavamo sa |#,.; G;.

Propozicija 4.7. Neka je ¢ proizvoljna modalna formula. Tada imamo:

a) Ako je (G; : i € I) neka familija opc¢ih okvira tada za svaki i € I vrijedi:

L—ﬂgi I akoisamo ako G;IF ¢
el
b) Ako G’ — G i G Ik ¢ tada G’ IF ;
c) Ako G - GiG Ik ¢ tada G IF ¢;
Ako je G = (W, R, A) neki op¢i okvir tada sa G4 oznacavamo pripadni Kripkeov okvir,
tj. Gu = (W, R).

Lema 4.4. Neka je G = (W, R, A) opéi okvir. Tada je G* = (A, U, 0, mg) jedna
BAO. koju nazivamo pripadna BAO opceq okvira G.

Ako je F = (W, R) Kripekov okvir, tada opéi okvir F# = (W, R, P(W)) nazivamo
puni opéi okvir pridruzen okviru F.

Propozicija 4.8. Neka je F Kripekov okvir, G = (W, R, A) op¢i okvir i A neka BAO.
Tada vrijedi:

a) (F¥)y =
b) (F#)* =
c) (A)y = Ay
d) (G4)* = G ako i samo ako opéi okvir G je puni (tj. A = P(W)).

Sljedec¢u propoziciju je lako dokazati indukcijom po slozenosti formule .

Propozicija 4.9. Neka je G opéi okvir i A neka BAO. Tada za svaku formulu ¢
vrijedi:
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a) Gl ¢ akoisamoako G* =~ T
b) AE ¢~ T ako i samo ako A, IF ¢

Propozicija 4.10. Neka je G neki opéi okvir, te neka je A neka BAO. Tada vrijedi:
a) (A) = A

b) (G*)« = G ako i samo ako opéi okvir G je deskriptivan.

Skica dokaza tvrdnje a). Lako je provjeriti da je funkcija f : A — Uf A, koja je
definirana sa r(a) = a, jedan BAO-izomorfizam.

Skica dokaza tvrdnje b). Pretpostavimo prvo da vrijedi (G*). = G. Iz leme 4.4 slijedi
da je G* jedna BAO. Iz teorema 4.4 slijedi da je opéi okvir (G*), deskriptivan. Kako
bi se dokazalo da je opéi okvir G deskriptivan treba dokazati da su diferenciranost,
uskost i kompaktnost invarijante izomorfizma.

Skicirajmo sada jo$ dokaz obrata u tvrdnji b). Neka je G = (W, R, A) neki deskripti-
van opéi okvir. Za svaki s € W neka je Us = {a € A : s € a}. Prvo treba dokazati
pomoénu tvrdnju: UfG* = {Us : s € W}. (U dokazu se koristi da je opéi okvir
G kompaktan.) Definiramo funkciju 6 : W — UfG* sa 0(s) = U,. 1z jednakosti
UfG*={Us:s € W} odmah slijedi da je funkcija 6 surjekcija. Injektivnost funkcije
0 slijedi iz diferenciranosti opéeg okvira G. Prilkom dokaza da se funkcja 6 dobro
ponasa prema relacijama dostizivosti koristi se uskost. Uvjeti na dopustive skupove
slijede iz definicija operacija (-)* 1 (). Q.E.D.

Teorem 4.5. Neka je G opéi okvir. Tada je (G*). deskriptivan opéi okvir koji je
modalno ekvivalentan opcéem okviru G, tj. za svaku modalnu formulu ¢ vrijedi:

(G")« IF ¢ ako isamo ako G IF ¢
Definicija 4.9. Za opéi okvir (W, R, A) kazemo da je:
a) rafinirani ako je diferencirani i uzak;
b) puni ako je A =P(W)
c) diskretan ako za svaki x € W vrijedi {z} € A.
Propozicija 4.11. Svaki diskretan op¢i okvir je rafinirani.

Dokaz. Neka je G = (W, R, A) neki diskretan opé¢i okvir. Dokazimo prvo da je taj opéi
okvir diferencirani. Neka su z,y € W takvi da je x # y. Buduéi da je po pretpostavci
opéi okvir G diskretan, tada posebno {z} € A. Dakle, postoji X € A (X = {z}) tako
da vrijediz € X iy € X.

Dokazimo jos da je opéi okvir G uzak. Neka su s,t € W tako da vrijedi sRt. Tada
imamo {t} € A. Dakle, za X = {t} € A vrijedi t € X, te s € mg(X). Q.E.D.
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Zadaci. Odredite primjer opéeg okvira G tako da vrijedi:
a) G je diferenciran, ali nije uzak;
b) G je rafiniran;

¢) G je rafiniran, ali nije deskriptivan

4.6 Perzistentnost

Ako je G = (W, R, A) opéi okvir tada smo pripadni Kripkeov okvir (W, R) oznacili
S gﬁ.

Definicija 4.10. Neka je K neka klasa opé¢ih okvira. Za formulu ¢ kazemo da je
K—perzistentna ako za svaki opéi okvir G € K vrijedi:

gl ako 1 samo ako Gy IF o

Kazemo da je neka formula d-perzistentna (di-perzistentna; r—perzistentna) ako je
formula perzistentna obzirom na klasu svih deskriptivnih (diskretnih; rafiniranih)
op¢ih okvira.

Primjer 4.2. McKinseyeva formula ¢ = OUp — OOp je primjer formule koja je d—
perzistentna, a nije di—perzistentna. Dokazimo da dana formula nije di—perzistentna.
(Dokazite sami da je formula d-—perzistentna.) Neka je F = (N, R) Kripkeov okvir,
gdje je relacija R zadana ovako:

E={(12), (1L3)} U {(n,0):n=>4}
U {(n,k):n,k>2 1 k—ne2N\{0}}

Zatim, definiramo opéi okvir G = (F, A), gdje je A skup svih konaé¢nih i kofinitnih
podskupova skupa N. O¢ito je op¢i okvir G diskretan. Cilj nam je dokazati da vrijedi
sljedece:
F I O0p — OOp i G- o0p — OOp

U tu svrhu na Kripkeovom okviru F definiramo valuaciju V' sa V(p) = 2N\ {0, 2}.
Primijetimo da valuacija V nije dopustiva za opéi okvir G, jer skup 2N\ {0, 2} nije
konac¢an, a niti kofinitan. Oznacimo sa 9t Kripkeov model (§, V). Uoc¢imo da vrijedi
M, 11 OOp. 129, 3 IF Op slijedi M, 1 I Op. Time imamo da vrijedi 9, 1 I OUp —
OOp. Lako je provjeriti da vrijedi G I+ .

Zadaci.

1. Dokazite da je formula p — {p d—perzistentna.
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2. Dokazite da su formule p — $p i OO T — O(0(Op — p) — p) di-perzistentne.
3. Dokazite da formula OOT — O(0(0Op — p) — p) nije d—perzistentna.
4. Odredite primjere formula koje (ni)su r—perzistentne.

Definicija 4.11. Za formulu ¢ kazemo da je kanonska ako za svaku normalnu mo-
dalnu logiku A, za koju vrijedi ¢ € A, imamo da je ¢ valjana na kanonskom Kripke-
ovom okviru JFy.

Propozicija 4.12. Formula ¢ je kanonska ako i samo ako je d—perzistentna.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ neka d—perzistentna formula. Neka je A proizvoljna
normalna modalna logika takva da ¢ € A. Iz leme 4.2 posebno slijedi f§ IF ¢. Iz
propozicije 4.6 znamo da je kanonski opéi okvir deskriptivan. Buduéi da je po pret-
postavci formula ¢ d-perzistentna, tada vrijedi (f§)s IF . Ocito je (f§); = Fa, pa je
formula ¢ valjana na kanonskom Kripkeovom okviru, tj. kanonska je.

Dokazimo sada obratnu implikaciju. Neka je ¢ neka kanonska formula. Tada za
sve skupove varijabli ® koji sadrze sve propozicionalne varijable formule ¢, i sve
normalne modalne logike A takve da je ¢ € A, vrijedi Fa(P) IF ¢, gdje je F(P)
kanonski Kripkeov okvir za logiku A u odnosu na skup propozicionalnih varijabli
®. Neka je G = (W, R, A) proizvoljan deskriptivan opéi okvir takav da vrijedi G I+
¢. Trebamo dokazati da vrijedi G; I ¢. Neka je ® proizvoljan, ali fiksiran, skup
propozicionalnih varijabli koji sadrzi sve varijable iz ¢, te za koje vrijedi card(®) >
card(A). Ozna¢imo sa L skup svih modalnih formula nad skupom propozicionalnih
varijabli ®. Oznac¢imo sa A najmanju normalnu modalnu logiku koja sadrzi K U .
Buduéi da je po pretpostavci formula ¢ kanonska, tada vrijedi Fa(®) IF . Neka
je V : & — A neka valuacija koja je surjekcija (takva postoji; skup A moze biti i
neprebrojiv). O¢ito je valuacija V' dopustiva za opéi okvir G, tj. za svaku formulu
Y € L vrijedi V() € A. Definiramo funkciju f : W — W* ovako:

Fflw):=Ty,={YeL:(GV),uwl vl

Za svaki svijet w € W skup Iy, je maksimalni A—konzistentni skup. Tvrdimo da je
funkcija f injekcija i ograni¢eni morfizam.

Dokazimo prvo da je funkcija f injekcija. Neka su w,v € W razliciti svjetovi. Buduéi
da je po pretpostavci opéi okvir G deskriptivan, posebno je diferenciran. Iz propozicije
4.5 slijedi da postoji skup X € A tako da vrijedi w € X i v € X. Bududi da je
valuacija V surjekcija, tada postoji propoziconalna varijabla p € & tako da vrijedi
V(p) = X. Tada iz w € X =V (p) slijedi (G,V),w IF p, aondaip € I',. Iz Cinjenice
v & X = V(p) slijedi (G,V),v Iff p, aondaip ¢ T',. Time smo dokazali da vrijedi
fw) =Ty, #T, = f(v), tj. funkcija f je injekcija.

Dokazimo sada da funkcija f zadovoljava uvjet (forth) iz definicije ograni¢enog mor-
fizma. Neka su w,v € W svjetovi za koje vrijedi wRv. Neka je ¢y € T', proizvoljna
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formula. Iz definicije skupa I',, slijedi (G, V'), v Ik 9. Sada pretpostavka wRv povlaci
(G,V),w IF O1p, a onda imamo Q1) € Ty,. Iz definicije relacije R slijedi I, RAT,, tj.
f(w)RM f(v).

Preostalo je dokazati da funkcija f zadovoljava uvjet (back) iz definicije ograni¢enog
morfizma. Neka suw € W iv' € WA svjetovi takvi da vrijedi f(w)R™, tj. T, RM'.
Zelimo dokazati da postoji svijet v € W tako da vrijedi wRv i f(v) = v'. Za svaku
formulu ¢ € v promotrimo skup V(¢) = {v € W : (G,V),v IF ¥}. Buduéi da je V
dopustiva valuacija za opéi okvir G, tada za svaku formulu ¢ € v' vrijedi V(¢) € A.
Tvrdimo da za svaku formulu ¢ € v’ vrijedi V() # (. Pretpostavimo da za neku
formulu ¢ € v vrijedi V(¢) = 0. Tada ocito (G, V) I =, a onda i (G, V), w I O1p,
tj. Ov € T'y,. No, iz [',RM' i ¢ € o' slijedi 010 € Ty, pa je dobivena kontradikcija.
Oznacimo Ay = {V(¢) : ¢ € v'}. Ocito Ay C A. Tvrdimo da skup Ay ima svojstvo
konac¢nih presjeka. Neka su 11, ...,1, € v’ proizvoljne formule. Buduéi da je skup v’
maksimalno A—konzistentan, tada ¥y A ... A, € v'. O¢ito je V(1) N...NV () =
V(1 A ... Aaby). Iz prethodnog znamo V(¢y A ... A,) # 0. Bududi da je po
pretpostavci opéi okvir G deskriptivan, posebno je kompaktan. Buduéi da skup Ay C
A ima svojstvo konaé¢nih presjeka i opéi okvir G je kompaktan, tada (| Ag # 0. Neka
je v € [ Ap proizvoljan. Tada ocito za svaku formulu ¢ € v’ vrijedi (G, V), v Ik 9. Iz
toga lako slijedi I', = ¢’ (aondai f(v) = v’). Dokazimo da vrijedi w Rv. Pretpostavimo
suprotno. Buduéi da je po pretpostavci opéi okvir G deskriptivan, tada je posebno
uzak, pa onda slijedi da postoji skup X € A takav da v € X i w & my(X). Buduéi da
je funkcija V' surjekcija, tada postoji propozicionalna varijabla p € ® tako da vrijedi
V(p) = X. Tada p € I',. Iz ¢injenice w & mey(X) slijedi (G,V),w I Op, a onda
Op & Tw. Time je dobivena kontradikcija (', R T, i p € T, povlaci Op € T,).

Dokazali smo da je funkcija f : W — W injekcija i ograni¢eni morfizam. Neka
je F' podokvir od F,(®) generiran slikom funkcije f, tj. skupom Rng(f). Kako je f
ograniceni morfizam, iz uvjeta (back) slijedi 7/ = Rng(f). Iz Fx(®P) IF ¢ i ¢injenice da
je F' generirani podokvir od Fu slijedi F' IF ¢. Buduéi da je funkcija f izomorfizam
okvira F' i Fy, tada vrijedi Fy IF . Q.E.D.

Napomena 4.3. Za svaku familiju Kripkeovih okvira (F; : i € I), svaki ultrafilter U
nad skupom I i svaku modalnu formulu ¢ vrijedi:

ako [[Filk¢ tada {icl:Filkp}eU
U

(Za dokaz navedene tvrdnje primijenite Losov teorem na standardnu translaciju for-
mule ¢.)

No, obrat opc¢enito ne vrijedi. Navest ¢emo jedan primjer za to. Neka je ¢ Lobova
formula O(Op — p) — Op. Za svaki i € N definiramo F; = ({1,...,n},<). Primi-
jetimo da je svaki okvir F; tranzitivan i inverzno dobro fundiran. Iz propozicije 2.4
slijedi da za svaki ¢ € N vrijedi F; |- ¢. Neka je U ultrafilter koji sadrzi Fréchetov
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filter nad skupom N. Lako je provjeriti da ultraprodukt [],; F; nije inverzno dobro
fundiran, pa ne vrijedi [[,; Fi IF .

Teorem 4.6. Neka je ¢ neka r—perzistentna modalna formula. Tada je klasa Krip-
keovih okvira K= {F : FIF ¢} elementarna.

Dokaz. Vrijedi sljedeéi teorem (vidi, primjerice, C. C. Chang, H. J. Keisler, Model
theory, North—Holland)

Klasa K je elementarna ako i samo ako
klasa K je zatvorena za izomorfizme i ultraprodukte,
te je klasa K¢ zatvorena za ultrapotencije

Kako bi dokazali tvrdnju teorema treba provjeriti da je klasa K zatvorena za izomor-
fizme i ultraprodukte, te da je klasa K¢ zatvorena za ultrapotencije. Najvise posla je
s dokazom zatvorenosti na ultraprodukte. Ovdje navodimo neke bitne dijelove.

Dokazimo prvo da je klasa K zatvorena za izomorfizme. Neka su F; = (W, Ry) i
Fy = (Ws, Ry) dva izomorfna okvira, te neka je F; € K. Tada F; IF . Neka je
f Wy — Wy neki izomorfizam okvira F; i Fo. Neka je V5 proizvoljna valuacija na
okviru F;. Definiramo valuaciju V; na okviru F; sa Vi(p) = {v € Wi : f(v) € Va(p)},
za svaku propozicionalnu varijablu p. Indukcijom po slozenosti proizvoljne formule v
lako je dokazati da za svaki svijet w € W vrijedi sljedeca ekvivalencija: (Fy, Vi), w IF 9
ako 1 samo ako (Fy, Vs), f(w) IF 4. Tada posebno Fi IF ¢ povlaci F» IF ¢, pa imamo
Fy e K.

Dokazimo sada da je klasa K¢ zatvorena za ultrapotencije. Neka je F € K¢ proizvoljan
okvir. Tada vrijedi F I ¢, pa postoji svijet w i valuacija V' takvi da (F, V), w I} ¢.
Neka je I neki neprazan skup, te U neki ultrafilter nad I. Neka je f : I — W kons-
tantna funkcija definirana sa f(i) = w. Oznac¢imo sa fy pripadnu klasu ekvivalencije.
Lako je dokazati da vrijedi (F,V),w = [[,(F,V), fu. Sada iz (F,V)w I ¢ slijedi
[I(F. V), fu ¥ ¢,aondai]], F €K

Sada dokazujemo da je klasa K zatvorena za ultraprodukte. U tu svrhu prvo razma-
tramo ultraprodukte op¢ih okvira. Neka je (G; : i € I) neka familija op¢ih okvira, gdje
je G; = (W;, R;, A;). Neka je U proizvoljan ultrafiltar nad skupom 1. Za s,t € [[, W;
definiramo:

s~pe {ielisi=t}eU

Lako je provjeriti da je ~y relacija ekvivalencije. Za s € [[, W; sa sy oznacavamo
pripadnu klasu ekvivalencije. Za a,b € []; A; definiramo:

arcyb & {i€l:aq=b}eU

Lako je provjeriti da je ~y relacija ekvivalencije. Za a € [[, A; sa ay oznacavamo
pripadnu klasu ekvivalencije. Za s € [[W; i a € [[, A; definiramo [[s € a]] = {i €
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I:s; € a;}. Za svaki ay € [],; A; definiramo (ay)® = {sy : [[s € a]] € U}. Lako
je provjeriti da prethodne definicije ne ovise o izboru reprezentanata, tj. da za sve

s,t € [[, Wi, te sve a,b € [, A; vrijedi:
a) ako s ~y t tada vrijedi: [[s € a]] € U ako i samo ako [[t € a]] € U
b) ako a ~y b tada vrijedi: [[s € a]] € U ako i samo ako [[s € b]] € U

Sada mozemo definirati ultraprodukt familije op¢ih okvira kao uredenu trojku

(ITg Wi, T1y Ris Av), gdje je Ay = {(av)° : a € ], A;}. Ultraprodukt familije opéih
okvira (G; : @ € I) nad ultrafiltrom U oznacavamo sa [[,; G;. Dokazimo sada da je
11, G opdi okvir. U tu svrhu dokazimo da je skup Ay zatvoren na unije, komplemente
1 operaciju myy.

Dokazimo prvo da je skup Ay zatvoren za unije. Neka su a,b € [[,; A; proizvoljni.
Oznac¢imo sa a|Jb funkciju iz I u []; A; koja je definirana sa (alJb)(7) = a; U b;.
Bududéi da je za svaki ¢ € I struktura G; = (W, R;, A;) opéi okvir, tada za svakii € [
vrijedi a; U b; € A;. Time imamo a|Jb € []; A;. Lako je vidjeti da redom vrijedi:
(av)* U (bv)” = {sv:[[s€ad] €U} U{sv:[lseb]eU}

= {sy:[[se€d]eUil|seb)]eU}

= {sy:{iel:s;eaq}eUili{iel:s;eb}ecU}

= (U je ultrafilter) = {sy:{i €l :s, €a;ilis; € b} €U}

= {sy:{iel:s;ecaq;Ub}eU}={sy:[[sealJb]] €U}

= ((@Ub)
Buduéi da je alJb € [], A, tada je ((aUb)v)° € Ap.

Dokazimo sada da je skup Ay zatvoren za komplemente. Neka je a € [], A; proizvo-
ljan. Tada je a funkcija s domenom I i kodomenom J, A;, tako da za svaki i €
vrijedi a; € A;. Neka je funkcija a®: I — [], A; definirana sa (a®); = W; \ a;. Buduéi
da je za svaki i € I struktura G; = (W;, R;, A;) opéi okvir, tada je za svaki i € T
ispunjeno W; \ a; € A;. Iz toga slijedi a € [, A;. Tada imamo:

((ap)°)" = {su:[[s€a]] U} ={syp:{iel:s;€a;} €U} = (U je ultrafilter)
= {sp:{iel:s;¢a;}eUt={sp:{iel:s;e W;\a;} €U}
= {sp:{iel:s;€(a),}eU}t={sy:[se€a‘] €U}

= ((a))°
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Buduéi da smo ve¢ bili primijetili da vrijedi a® € [], 4;, tada je ((a®)y)° € Ayp.

Dokazimo jos§ da je skup Ay zatvoren za operaciju m,,. Neka je a € [, A; proizvoljan.
Tada je a funkcija s domenom [ i kodomenom | J, 4;, tako da za svaki ¢ € I vrijedi
a; € A;. Buduéi da je za svaki i € I struktura G; = (W, R;, A;) opéi okvir, tada za
svaki i € I vrijedi mq(a;) € A;. Neka je sa mg(a) oznacena funkcija s domenom [ i
kodomenom | J; A; koja je definirana sa (mqy(a)); = me(a;). Tada je my(a) € []; Ai-
Lako je vidjeti da redom vrijede sljedece jednakosti:

mo((apy)®) = {sv: 3ty € (ay)° tako da sy Ryty}
= {sy:3Fte][,W;takoda [t €a]] €U isyRyty}
= {sy:Fte][[Witakoda{iel:t;caq}cU i {iel:s;Rt;} €U}
= {sy:He[[[Witakoda{iel:t;€aq i s;Rit;} €U}
= {sy:{iel:3 €a; takoda s;R;t;} € U}
= {sp:{iel:s;emyla)} €U} ={sy:][ls € mola)]] € U}

= (mo(a))®
Buduéi da smo prije primijetili da vrijedi me(a) € [], Ai, tada vrijedi (me(a))® € Ap.
Time je zavrsen dokaz da je [],, G; op¢i okvir.

U napomeni 4.3 bili smo istaknuli da za Kripkeove okvire ne vrijedi analogon Losovog
teorema. Indukcijom po slozenosti proizvoljne formule ¢ lako je dokazati da vrijedi
sljede¢i analogon Losvog teorema za opce okvire:

[[G: ¢ akoisamo ako {i € I: G-y} €U (4.3)
U

Dokazimo sada da je ultraprodukt rafiniranih opéih okvira ponovno rafinirani opéi
okvir. Neka je (G; = (W;, R;, A;) : i €) neka familija rafiniranih opéih okvira, te neka
je U neki ultrafilter nad skupom 7. Ultraprodukt te familije oznacimo sa G. Relaciju
dostizivosti okvira G oznac¢imo sa R. Dokazat ¢emo da je opéi okvir G diferenciran i
uzak. Prvo dokazujemo da je diferenciran. Neka su z,y € [[, W; takvi da zy # yu.
Tada vrijedi {i € [ : x; = y;} ¢ U. Bududi da je U ultrafilter, tada {i € I : x; # y;} €
U. Iz pretpostavke da je svaki opci okvir G; rafiniran slijedi da za svaki i € [ takav
da je z; # y;, postoji a; € A; takav da x; € a; 1 y; & a;. Za ostale i € I (tj. takve da
je z; = y;) odaberemo proizvoljne neprazne a; € A;. Neka je a : [ — | J A; definirana
sa a(i) = a;. Ocito vrijedi a € []; A;. Primijetimo da vrijedi zyy € (ay)°, jer za svaki
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i € I za koji je x; # y; imamo x; € a;, te vrijedi {i € [ : x; # y;} € U. Zatim, vrijedi
yo € (av)°,jer{i€l:y; ¢a;} €U,aonda{icl:y, €a} ¢U.

Dokazimo sada da je ultraprodukt rafiniranih op¢ih okvira uzak. Nekasuz,y € [[, W;
takvi da ne vrijedi asyéyU. Tada {i € I : 2;R;y;} ¢ U, a onda {i € I : ne vrijedi
x;Ryy;} € U. 1z ovog posljednjeg i pretpostavke da je svaki opéi okvir G; rafiniran,
slijedi:

{iel:(3a; € A;) takavda y; €a; i z; & me(a;)} €U (4.4)
Za svaki ¢ € I takav da ne vrijedi x; R;y;, izaberimo jedan a; € A; tako da y; € a;
iz; & me(a;). Za ostale i € I izaberemo proizvoljan neprazan a; € A;. Neka je
funkcija a : I — J, A; definirana sa a(i) = ;. Iz prethodnih razmatranja slijedi
a € [[, Ai. 1z (4.4) i ¢injenice da je U ultrafilter (tj. zatvoren je za nadskupove) slijedi
{i el :y €a;} €U, aondaimamo yy € (ay)°. Analogno, iz (4.4) i zatvorenosti
ultrafiltra U za nadskupove slijedi {i € I : z; & m¢(a;)} € U. Tada ocito vrijedi:

{iel:x;empla;)} U (4.5)

Pretpostavimo da vrijedi zy € me((ay)®). Tada postoji s € [[, W; takav da vrijedi
[[s€a]] € UiayRsy. 1z togaslijedi{i €I :s;,€a;} €U i {i€l:x;Ris;} €U, a
buduéi da je U ultrafilter, tada je i presjek tih skupova iz U. Ocito vrijedi:

{icl:sica} ({i€l aRisiy={i €l a;€myla)}

Time smo dobili da vrijedi {i € I : z; € me(a;)} € U, §to je u suprotnosti s (4.5). Na
taj nac¢in smo dokazali da mora vrijediti zy € me((ay)®), pa je zavrsen dokaz da je
op¢i okvir G uzak, o onda je i zavrsen dokaz da je taj okvir rafiniran.

Dokazimo konacno na kraju da je klasa Kripkeovih okvira K zatvorena za ultra-
produkte. (Prisjetimo se pretpostavke teorema: K = {F : F I ¢}, gdje je ¢ neka
r—perzistentna modalna formula.) Neka je (F; : i € I) neka familija Kripkeovih okvira
iz klase K, te neka je U neki ultrafilter nad skupom I. Za svaki ¢ € I sa G; ozna¢imo
puni opéi okvir pridruzen okviru F;, tj. G; = (W, R;, P(W;)). Lako je provjeriti da je
svaki opéi okvir G; rafiniran. Tada je ultraprodukt HU G, takoder rafiniran. Bududi
za svaki ¢ € [ vrijedi F; € K, tada F; I ¢. Tada ocito za svaki ¢ € [ imamo G; IF ¢.
Buduéi da je I € U, tada iz I = {i € I : G; IF ¢} € U i prije istaknute ¢injenice
(4.3) slijedi [[,; Gi IF ¢. Iz pretpostavke da je formula ¢ r-perzistentna slijedi tada
(ITy Gi)s Ik . Buduéi da za svaki i € I vrijedi (G;); = F;, tada je lako vidjeti da
vrijedi i ([, Gi)s = [1,; Fi- Tada (I, Gi)s IF ¢ zapravo znaci [[, F; IF ¢. Iz toga
slijedi [ [,; Fi € K, pa je time zavrSen dokaz da je klasa K zatvorena za ultraprodukte.

Q.E.D.

Napomena 4.4. Ako je (F; = (W;, R;) : ¢ € I) neka familija Kripkeovih okvira, te za
svaki i € I je G; = (F;, P(W;)) pripadni puni opéi okvir, tada oc¢ito za svaku formulu
@ vrijedi sljedec¢a ekvivalencija:

FilF ¢ akoisamo ako G;IF ¢
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Bili smo istaknuli da za opce okvire vrijedi analogon Losovog teorema:

Hgill—gp ako isamo ako {iel:G;IFp}eU
U

Tada imamo sljedece ekvivalencije:
[[,GFe & {icl:GlFp}eU
s {iel: FlFptelU
No, uoc¢imo da iz toga ne slijedi:

H]—}H—gp ako isamo ako {iel: Flkeo}elU
U

Naime, opéenito ne vrijedi [[,; G; = (I [ Fi, P(I1; Wi))-

U napomeni 4.3 bili smo istaknuli da za svaku familiju Kripkeovih okvira (F; : i € I),
te svaki ultrafilter U nad skupom I i svaku formulu ¢ vrijedi da [[,, F; IF ¢ povlaci
{i € I:F;IFp} €U Ovdje dajemo jedan alternativni dokaz te ¢injenice. Neka je za
svaki ¢ € I sa G; oznacen pripadni puni opéi okvir pridruzen Kripkeovom okviru F;.
Tada imamo:
[IoF7 = [IyGlke
= {iel:GlFypteU
= {iel: FilrpteU

Zadaci.

1. Dokazite da je komplement modalno definabilne klase okvira zatvoren za ultra-
potencije.

2. Neka je klasa okvira K modalno definabilna jednom formulom ¢.

a) Dokazite da je komplement klase K zatvoren za ultraprodukte.

b) Neka je I' teorija prvog reda inducirana klasom K. Dokazite da je ¢ se-
manticka posljedica od I'; a zatim dokazite da je ¢ semanticka posljedica
nekog konac¢nog podskupa od T'.

3. Neka modalna formula ¢ definira neku elementarnu klasu okvira. Dokazite da
tada formula ¢ korespondira nekoj formuli prvog reda.
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4.7 Sahlqvistov teorem potpunosti

Sada nam je glavni cilj dati skicu dokaza Sahlqvistovog teorema potpunosti: Svaka
Sahlqvistova formula je kanonska. Odmah na pocetku zelimo naglasiti da bi za pot-
puni dokaz prvo trebalo dobro prouciti dokaz Sahlqvistovog teorema korespondencije.
Budu¢i da to ne¢emo napraviti, ovdje ¢emo se najvise posvetiti ”algebarskim” dije-
lovima dokaza. Na stranama 22-24 definirani su redom sljede¢i pojmovi: pozitivna
formula, rastuca formula, (vrlo) (jednostavna) Sahlqvistova formula i korespondente
formule. U sljede¢im iskazima tvrdnji i dokazima koristit ¢emo navedene pojmove,
ali ih ovdje ne¢emo ponavljati.

Sada ¢emo istaknuti neke formule prvog reda koje ¢emo koristiti u dokazima sljedeca
dva teorema. Smatramo da skup nelogickih simbola sadrzi jedan binarni relacijski
simbol R, te za svaku propozicionalnu varijablu p; € ® (iz zadanog skupa propozici-
onalnih varijabli) sadrzi unarni relacijski simbol F;.

Sa REL je oznacena konjunkcija formula oblika Rx;z; koje se pojave u
standardnoj translaciji zadane modalne formule.

Sa AT je oznacena konjunkcija formula oblika Pz; koje se pojave u stan-
dardnoj translaciji zadane modalne formule.

Ako je ¥ neka pozitivna modalna formula tada je sa POS oznacena njena
standardna translacija.

Sve prije navedene formule prvog reda koriste se u dokazu Sahlqvistovog teorema
korespondencije.

Dokaz sljede¢eg teorema je svojevrsna vjezba za teorem koji slijedi iza. No, treba
naglasiti da se sljedeci teorem nece koristiti u dokazu teorema iza.

Teorem 4.7. Svaka vrlo jednostavna Sahlgvistova formula je di—perzistentna.

Skica dokaza. Neka je F' neka vrlo jednostavna Sahlqvistova formula. Neka je G =
(W, R, A) neki diskretan opéi okvir takav da G I F. Zelimo dokazati G; I F. Iz dokaza
Sahlqvistovog teorema korespondencije (to¢nije, verzije teorema za vrlo jednostavne
Sahlqvistove formule) moze se vidjeti (!) da je Gy |- F ekvivalentno sa sljede¢om

tvrdnjom:
G. Eso VPi...VP,Yay ... Va,,(REL A AT — POS)

(Sa g0 je oznacena relacija istinitosti formula logike drugog reda; SO = (eng.)
second order). Neka je §= (sg, 51, ..., 5,) € W™ neki konacan niz svjetova duljine
m + 1. Na Kripkeovom okviru Gy definiramo valuaciju V,,, ovako:

Vin(p) = {s; : formula Px; je clan konjunkcije AT}
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Lako je vidjeti (!) da je V,, najmanja valuacija U takva da vrijedi (G, U) [= AT[3], tj.
za svaku valuaciju U vrijedi sljedec¢a ekvivalencija:

(G4, U) = AT[5] ako i samo ako
valuacija U je prosirenje valuacije V,,

Tvrdnja 1. Za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi V,,(p) € A.

Dokaz tvrdnje 1. Iz definicije valuacije V,, ocito slijedi da za svaku propozicionalnu
varijablu p vrijedi V,,(p) C {so, $1,...,Sm}. Buduéi da je po pretpostavci opéi okvir
G diskretan, tada za svaki i € {0,1,...,m} vrijedi {s;} € A. No, skup A je zatvoren
na unije, pa imamo V,,(p) € A.

Tvrdnja 2. Vrijedi sljedec¢a ekvivalencija:

(Gs, Vin) Eso (REL A AT — P0S)[5] ako i samo ako
za svaku valuaciju V' vrijedi
(G, V) Eso (REL A AT — POS) 3]

Dokaz tvrdnje 2. Implikcija < trivijalno vrijedi. Dokazimo obratnu implikaciju. Pret-
postavimo da vrijedi (G, Vin) F=so (REL A AT — P0S) [5]. Neka je V' neka valuacija za
koju vrijedi (Gy, V') F=so (RELAAT)[s]. Tada posebno vrijedii (G, V') g0 AT[S]. Prije
smo bili primijetili da je svaka valuacija koja ima gornje svojstvo, nuzno prosirenje
valuacije V,,, pa vrijedi (Gy, V;,) FEso AT[S]. Zatim, primijetimo da je istinitost formule
REL neovisna o valuaciji, ve¢ ovisi samo o okviru (formula REL je konjunkcija formula
oblika Rz;x;, a svaka valuacija V' daje vrijednost varijabli drugog reda P;.) To znaci
da iz (G4, V) Eso REL[s] slijedi (Gy, Vi) FEso  REL[S]. Time smo dokazali da vrijedi
(Gs, Vi) Eso (REL A AT)[5]. Sada iz pretpostavke (Gy, Vin) F=so (REL A AT — POS) [5]
slijedi (Gy, Vin) Eso POS[s]. Buduéi da je valuacija V' prosirenje valuacije V,,, te je
POS pozitivna formula, tada svojstvo monotonosti povlaci (Gy, V') =go P0S[5]. Time
je tvrdnja 2 dokazana.

Ponovimo da za dokaz teorema trebamo dokazati da za svaki niz svjetova § =
(50,81, - -+, Sm) 1 svaku valuaciju V na Kripekovom okviru Gy vrijedi sljedece:

(Gs, V) Eso (REL A AT — PQS) [3]

Neka je § € W™ proizvoljan kona¢an niz, te neka je V proizvoljna valuacija. Iz
dokazane tvrdnje 1 znamo da je V,, dopustiva valuacija, pa iz pretpostavke G I+ F'
slijedi G =g0 ST, (F), a onda i (Gy, Vin) Eso (REL A AT — POS) [3]. Sada iz dokazane
tvrdnje 2 dobivamo trazenu tvrdnju, tj. (G4, V) [=so (REL A AT — P0S) [5]. Q.E.D.

U dokazu sljedeceg teorema koristit ¢emo zatvorene skupove. Ovdje dajemo definiciju
tog pojma, te u jednoj lemi navodimo osnovna svojstva.
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Definicija 4.12. Neka je G = (W, R, A) neki opéi okvir. Za C' C W kazemo da je
zatvoren ako je jednak presjeku neke familije dopustivih skupova, tj. elemenata skupa

A.
Lema 4.5. Neka je G = (W, R, V) neki deskriptivan op¢i okvir. Tada vrijedi:
a) Svaki jednoélani skup je zatvoren.

b) Familija svih zatvorenih skupova je zatvorena na konacne unije i proizvoljne
presjeke.

¢) Ako je C C W zatvoren tada je i skup R[C] = {t : (3c € C)cRt} zatvoren.

d) Svaka familija zatvorenih skupova koja ima svojstvo kona¢nih presjeka, ima
neprazan presjek.

U iskazu sljedeéeg teorema spominjemo Sahlqvistove formule (vidi definiciju 1.30).
No, budu¢i ¢emo dati skicu dokaza za jednostavne Sahlqvistove formule, ovdje ¢emo
ukratko ponoviti tu definiciju. Jednostavna Sahlquistova formula je svaka formula
oblika ¢ — 1, pri cemu je ¥ pozitivna formula, a formula ¢ je izgradena od konstatni
1 i T, te formula oblika [(I¥p, koriste¢i samo veznik A i operator ¢.

Teorem 4.8. Svaka Sahlqvistova formula je d—perzistentna.

Skica dokaza. Jos jednom naglasavamo da ne¢emo dati skicu dokaza za Sahlqvistove
formule, ve¢ ¢emo to uciniti za jednostavne Sahlqvistove formule jer je dokaz manje
tehnicki zahtjevan. Neka je FF = ¢ — 1 neka jednostavna Sahlqvistova formula.
Neka je G = (W, R, A) neki deskriptivan opéi okvir takav da G I+ F. Zelimo dokazati
G; I F. 1z dokaza Sahlqvistovog teorema korespondencije (!) znamo da je Gy I+ F
ekvivalentno sa sljedecom tvrdnjom:

G: E=so VP .. .VP,Vx; ...V, (REL A BOX-AT — POS),

gdje su formule REL i POS kao i u dokazu prethodnog teorema, a formula BOX-AT
je konjunkcija formula oblika Vy(RFz;y — Py) koje se pojavljuju u standardnoj
translaciji modalne formule . Ovo posljednje je ocito ekvivalentno sa ¢injenicom da
za svaki konacan niz svjetova s duljine m + 1, te svaku valuacija V' vrijedi:

(Gs,V) Eso (REL A BOX-AT — POS)[s]

Definiramo valuaciju V,,, ovako:

Viu(p) = U{R*[s;] : formula oblika Vy(R*x;y — Py)
je podformula od BOX-AT}

gdje je R*[s;] = {w € W : Rfs;w}. Lako je provjeriti da je valuacija V,, najmanja
medu valuacijma U za koje vrijedi (Gy, U) [=s0 BOX-AT[S]. Na sasvim analogni nacin
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kako se u dokazu prethodnog teorema dokazuje tvrdnja 2, tako se ovdje moze dokazati
da vrijedi sljedeca ekvivalencija:

(G4, Vi) Eso (REL A BOX-AT — POS)[5] ako i samo ako
(+) za svaku valuaciju V' vrijedi
(G:, V) Eso (REL A BOX-AT — P0S)[3]

Za razliku od dokaza prethodnog teorema, ovdje ne mora nuzno vrijediti da je valu-
acija V,,, dopustiva, tj. za svaku propozicionalnu varijablu ne vrijedi nuzno V,,,(p) € A.
No, ipak vrijedi (Gy, Vin) FEso (REL A BOX-AT — POS)[5], $to ¢emo sada i dokazati. Na
skupu svih valuacija na okviru G definiramo binarnu relaciju < ovako:

za svaku propozicionalnu varijablu p
U=v e { vrijedi U(p) C V(p) i V(p) € A
Za valuaciju V' kazemo da je zatvorena ako je za svaku varijablu p skup V(p) zatvoren.
Lako je dokazati da za svaku valuaciju U vrijedi sljedeca ekvivalencija:

valuacija U je zatvorena ako i samo ako U = ﬂ V
U<v

Primjenom osnovnih svojstava zatvorenih skupova (vidi lemu 4.5) slijedi da je valu-
acija V,, zatvorena. Indukcijom po slozenosti proizvoljne pozitivne modalne formule
G moze se dokazati (dosta je poslal) da za svaku zatvorenu valuaciju U vrijedi
U(G) = () V(G). Tada posebno V() = (| V(¥).

Uu<v Vin <V

Pretpostavimo da vrijedi (Gy, V;n) Fso (REL A BOX-AT)[5]. Zelimo dokazati da vri-
jedi (G4, Vi) Eso POS[5]. (Primijetite da kada to dokazemo, tada iz () slijedi tvrd-
nja teorema.) Neka je V' proizvoljna dopustiva valuacija za koju vrijedi V,,, < V.
Iz definicije relacije < imamo da je tada V,,(p) C V(p), za svaku propozicionalnu
varijablu p. Buduéi da formula REL ne sadrzi varijable P;, tada iz pretpostavke
(G, Vi) FEso (REL A BOX-AT)[s] posebno slijedi (Gy,V) [=so REL[S]. Bili smo pri-
mijetili da je V}, najmanja valuacija za koju vrijedi (G, V,,) Fso BOX-AT[5]. Tada
iz pretpostavke V,, < V slijedi (Gy, V) [=so BOX-AT[S]. Time smo dobili da vri-
jedi (Gy, V) [=so (REL A BOX-AT)[3], za svaku dopustivu valuaciju V' za koju vri-
jedi V,, < V. Iz pocetne pretpostavke G IF F posebno slijedi da za svaku dopus-
tivu valuaciju V' vrijedi (Gy, V) F=so (REL A BOX-AT — POS)[5]. Iz svega toga slijedi
(G4, V) Eso P0OS[5]. Budud da je formula POS standardna translacija modalne for-
mule ¢, tada (Gy, V) F=so POS[s] povlaci da postoji svijet s € W tako da vrijedi
(Gy, V), s Ik 9. Tada ocito s € V(¢). Buduéi da je V' proizvoljna dopustiva valuacija

za koju vrijedi V,,, < V, tada imamo s € (] V(). Bili smo ve¢ primijetili da je
Vin <V
valuacija V;,, zatvorena, a onda za pozitivnu formulu ¢ vrijedi V,,(¢) = ) V(¥).
Vin <V
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Sadase () V() i Vin(v)= (1 V(¢¥) povlace s € V,,(¢). Iz definicije formule
Vi<V Vi<V

POS SllJedl (gﬁ, Vm) IZSO POS[§]. QED
Iz propozicije 4.12 i teorema 4.8 odmah slijedi sljedeé¢i teorem.

Teorem 4.9 (Sahlqvistov teorem potpunosti).
Svaka Sahlqvistova formula je kanonska.

Ponovimo jos jednom zasto je prethodni rezultat jako vazan:

a) Ako su ¢,...,¢, modalne formule, tada je za dokaz da je KU{p1,...,¢n}
kanonska normalna modalna logika dovoljno dokazati da su formule ¢4, ..., ¢,
kanonske.

b) Svaka kanonska normalna modalna logika je adekvatna i jako potpuna u odnosu
na neku klasu Kripkeovih okvira.

Napomena 4.5. Moze se pokazati da je za svaku elementarnu klasu K pripadna
normalna logika Ak kanonska (Ax = {¢ : za svaki okvir F € K vrijedi F IF ¢}.)
Dugo se nije znalo vrijedi li obrat, tj. postoji li za svaku normalnu modalnu logiku A
elementarna klasa Kripkeovih okvira K tako da vrijedi A = Ak. Goldblatt, Hodkinson
i Venema su u ¢lanku iz 2004. u Journal of Symbolic Logic dali protuprimjer koristeci
pojam Erdosevog grafa.
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