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Podrucje definicije funkcije

U ovoj lekciji prisjetit ¢éemo se elementarnih funkcija koje ve¢ poznajemo, kako izgledaju
njihove domene (ili drugim rije¢ima: podrucje definicije funkcije), kako izgledaju njihovi
grafovi, a nekim funkcijama prokomentirat ¢emo i njihove inverze.

Lekcija veé¢inom obraduje znanja koja veé¢ znate s nekih proslih kolegija, ali ih se
podsje¢amo jer ¢e nam trebati u ovom kolegiju. Nec¢emo ih detaljno analizirati i doka-
zivati, ali ako uvidite da vam neke stvari nisu toliko poznate, savjetujemo da ih se sto
prije podsjetite.

Polinomi

Polinomi su najjednostavnije funkcije jer se tvore samo zbrajanjem, oduzimanjem i mno-
zenjem. Opéeniti oblik polinoma s realnim koeficijentima:

P(x) = apx" + ap—1 + an_ll’n_l ++...a12 + ag.

Domena im je uvijek R. Graf za opceniti polinom ne znamo nacrtati, ali znamo kako
izgledaju grafovi za posebne slucajeve: z, 22, 23, ...
Opéenito polinomi ne moraju biti bijekcije, pa ne moraju imati inverz. U posebnim

slucajevima:

o f(x) = 2?"*L: bijekcija s R u R; njen inverz je g(x) = 2*/z, takoder funkcija
kojoj su i domena i kodomena R.

e f(x) = 2?": nije bijekcija, jer nije injekcija (funkcija je parna). No, ako restringi-

ramo domenu na nenegativne realne brojeve, tada funkcija f ‘[0 > : [0, 400) —
,+OO

[0, 400) jest bijekcija. Njen inverz (s istim domenom i kodomenom) je g(z) = /.

Ako ne znamo, napomenimo da je funkcija f(x) parna ako za svaki z vrijedi f(x) =
f(—=x). Njezin graf osnosimetrican je u odnosu na os y. Funkcija mozZe biti i neparna:
za takvu za svaki x vrijedi da je f(z) = —f(—=z), a graf im je centralnosimetri¢an u
odnosu na ishodiste. Funkcija ne mora biti ni parna ni neparna, Sto najcesée i jest
slucaj. Jedina funkcija koja je i parna i neparna je f(z) = 0.
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Slika 1.1: Grafovi funkcija x, 22", 22"+ i 22(2? — 2)(z + 2) redom.

Prije sljedec¢ih funkcija, napomenimo jos nesto sto znamo o polinomima. Polinom
stupnja n ima n kompleksnih nultocaka, brojeéi i njihovu kratnost, pa se polinom s
pocetka moze pisati i na sljedec¢i nacin:

P(z) = an(z —z1) .. (2 — 2p)Fm,

gdjesuxy, ...,z razlicite nultocke, a k1, . .., ky, prirodni brojevi koji oznacavaju njihove
kratnosti. Jasno, mora vrijediti k1 + ... + k,, = n. Taj polinom moze imati realne i
kompleksne nultocke. Ako su mu neke nultocke kompleksne, a koeficijenti polinoma su
realni, tada kompleksne nultocke dolaze u konjugirano kompleksnim parovima. Tada
mozemo pisati i

P(z) = ap(x — xl)kl co(x— xr)kT(as - zl)ll(x — zT)l1 v — zs)ls (x — ?Ts)ls,

gdje su xq, ..., x, r realnih nultocaka, z1,z7, ..., 25, Zs s parova kompleksno konjugiranih
nultocaka, te k; i [; odgovarajuce kratnosti. Mora vrijediti k1 +...+ k. +2l1+...+2[, =
n. Ako grupiramo parove kompleksno konjugiranih nulto¢aka (izmnozimo zagrade koje
ukljucuju njihove nultocke), dobivamo kvadratne polinome s realnim koeficijentima. Zato
mozemo pisati i

Px) =an(z—z)" .. (x —2) P (22 + iz +d)B . (2 + csx 4 dy),

gdje su (22 + cix + d;) = (v — 2)(x — %), zasve i = 1,...,s. Ovakav zapis trebat ée
nam u drugom dijelu semestra kod integrala.
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Racionalne funkcije

Opcenito, racionalne funkcije su funkcije koje su dobivene kao omjer dva polinoma:

gdje su P(z), Q(x) neki polinomi. Njihova domena je R osim (realne) nultocke polinoma

Q.

T
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Slika 1.2: Grafovi funkcija =2"*1 i 2727 redom.

Kao i kod polinoma, njihove grafove i bijektivnost je tesko odrediti u opéenitoj formi.
Zato se fokusiramo na neku jednostavnu familiju funkcija f(x) = xin Opet su za neparne
n takve funkcije neparne, i imaju inverz na svojoj domeni, dok za parne n su funkcije
parne i mozemo im naéi inverz tek kad restringiramo domenu na (0, +o00). Kako izgledaju
njihove inverzne funkcije?

Prije nego krenemo dalje, recimo jos nesto Sto ¢e nam trebati u vezi racionalnih
funkcija. Ukoliko je stupanj polinoma u brojniku vedi ili jednak od stupnja polinoma u
nazivniku racionalne funkcije f, tada ta dva polinoma mozemo podijeliti (s ostatkom):
P(z) = R(z) - Q(z) + S(z). Polinom S(x) sada ima strogo manji stupanj od polinoma
Q(z). Tada pisemo

f() = R(x) +

Racionalna funkcija kojoj je stupanj u brojniku strogo manji od stupnja u nazivniku na-
ziva se prava racionalna funkcija. Gore smo pokazali da se svaka racionalna funkcija
na jedinstven nacin prikazuje kao zbroj polinoma i prave racionalne funkcije.

Ako se ne sjecate kako se polinomi dijele, ovo je dobar trenutak da se prisjetite.
Dijeljenje polinoma bit ¢e nam korisno uskoro kad é¢emo derivirati funkcije. Derivacija
omjera funkcija ima relativno kompliciranu formulu, i korisno je prije toga racionalnu
funkciju na neki nacin pojednostaviti.

Osim ovoga, u drugom dijelu semestra podsjetit ¢emo se jos i da se prava racionalna
funkcija moze na jedinstven nacin rastaviti na parcijalne razlomke. Kako ¢emo to raditi
u drugom dijelu semestra, nema potrebe da o tome sada razmisljamo, ali budite svjesni
da ¢emo se trebati i toga prisjetiti.
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Iracionalne funkcije

Iracionalna funkcija je svaka funkcija koja u svojoj definiciji ima korijen. Osim jednos-
tavnih primjera, oni mogu biti i komplicirani, pa su tako sve funkcije

Vor? =1+ {4

T—vVzr—1
sve primjeri iracionalnih funkcija. Klju¢no je da taj korijen ne ovisi o varijabli, jer
primjerice /7 nije iracionalna funkcija.

Vidimo, dakle, da su korijeni osnovni objekti kojima stvaramo iracionalne funkcije.
Oni utje¢u na domenu funkcije: ako je korijen paran, onda ono Sto se nalazi ispod
korijena mora biti nenegativno.

Opceniti graf neke iracionalne funkcije opet ne znamo nacrtati, ali znamo kako izgle-
daju grafovi posebne klase funkcija f(x) = 21/™_ jer smo ih dobili kao inverze posebne
klase polinoma. Prisjetimo se: graf inverzne funkcije dobije se preslikavanjem grafa
originalne funkcije preko pravca y = x.

Vo, V2x +3+7,

Slika 1.3: Grafovi funkcija %/z i *>"*/z redom.

Eksponencijalne i logaritamske funkcije

Eksponencijalne funkcije opéenito su funkcije oblika f(z) = a®. Znamo uvjete: a > 0,
a# 1.

Napomenimo za svaki slu¢aj: izraz oblika a® moze biti definiran i u nekim slu¢ajevima
kada je a negativan (ili jednak 1), no u definiciji eksponencijalne funkcije trazimo nuzno
uvjet a > 0. U tom sluc¢aju, izraz a® izraz je dobro definiran za sve b. Takoder, trazimo i
a # 1, jer inac¢e imamo konstantnu funkciju, koja nema ostala svojstva eksponencijalnih
funkcija.

Eksponencijalna funkcija je bijekcija s R u R := (0, +00). Ovisnoo a > 1ilia < 1,
funkcija je rastuca ili padajuéa. Kako je bijekcija, funkcija ima inverz, koji zovemo
logaritam.

Logaritamska funkcija je funkcija oblika f(x) = log, x, uz iste uvjete na a kao za
eksponencijalnu funkciju. Te funkcije su bijekcije iz RT™ u R, te su ponovno rastuce ili
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Slika 1.5: Grafovi funkcija log, x i log, « redom, uz a > 1 > b.

padajuce ovisno o tome je li im baza veca ili manja od 1. Implicitno smo sada rekli: ako
neka funkcija u sebi ima logaritamsku, za pronalazenje njene domene nuzno je da je ono
sto se nalazi u argumentu logaritamske funkcije pozitivno.

Medu bazama a za eksponencijalnu funkciju i logaritamsku, uskoro ¢emo najvise
koristiti broj e. On je iracionalan (dapace, transcendentan) broj. Njegovih prvih nekoliko
znamenaka: e =~ 2.718281828.... Naziva se Eulerovom konstantom, a definiciju é¢emo
vidjeti u sljedecoj lekciji. Logaritam s bazom e krace pisemo kao log, = In «, i nazivamo
ga prirodnim logaritmom.

Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije
Veé dobro poznajemo Cetiri trigonometrijske funkcije:
sin: R — [-1,1], cos: R — [-1,1],

tg:R\{g—i-km : keZ}—HR, ctg: {kr : keZ} >R

Kao sto piSe gore, sinus i kosinus definirane su na cijelom skupu realnih brojeva, dok
tangens i kotangens imaju tocke u kojima nisu definirane. Kako znamo da su tangens i
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kotangens dobivene kao omjeri sinusa i kosinusa, tocke u kojima nisu definirane pamtimo
kao nultocke sinusa i kosinusa.

Slika 1.6: Grafovi funkcija sinz, cosz, tgx i ctgx redom.

Trigonometrijske funkcije su najbolji primjer periodi¢nih funkcija: postoji neki P > 0
takav da je f(z) = f(x + P) za sve x iz domene od f. Za prve dvije funkcije, temeljni
period je 27, a za druge dvije je 7.

Tangens i kotangens su surjekcije na cijeli R, dok su sinus i kosinus surjekcije tek na
interval [—1, 1]. No, zbog periodi¢nosti funkcije nisu injekcije, pa nemaju inverz.

Ipak, kao i u slu¢ajevima nekih drugih funkcija koje nisu bijekcije (npr z?), mozemo
restringirati njihovu domenu tako da funkcije postanu bijekcije. To radimo na tako da
uzmemo najveéi mogudi interval koji sadrzi (ili ima kao jedan od rubova) nulu, te je ili
simetrican u odnosu na ishodiste ili se nalazi u nenegativnom dijelu domene R. Kada
to napravimo, dobijemo funkcije kojima mozemo naéi inverz. Njihove inverzne funkcije
nazivaju se ciklometrijskima i to su

arcsin : [—1,1] — [—;r, 721 , arccos : [—1,1] — [0, 7],

arctg : R — <—72T, 72r> , arcctg : R — (0, 7).

Napomena 1.1. Promotrimo sljedec¢e. S jedne strane, promotrimo sve x koji zadovolja-
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Slika 1.7: Grafovi funkcija arcsin x, arccos x, arctg x i arcctg x redom.

vaju jednadzbu
sinx = —,
3
a s druge strane, promotrimo sve y koji zadovoljavaju

1
— arcsin —.
y 3

Ove dvije jednadzbe imaju mnogo toga zajednickog (dapace, funkcija arcsin jest uvedena
da bismo mogli rjesavati jednadzbe prvog tipa), ali i mnogo toga razli¢itog.

Postoji to¢no jedan y takav da je zadovoljena druga jednadzba. Kako je arcsin funkcija,
a funkcija ima svojstvo da svakoj vrijednosti iz domene pridruzuje to¢no jednu vrijednost
iz kodomene, y je tocno jedan broj. Nije lijep, iznosi y ~ 0.33984, ali je samo jedan broj.
S druge strane, jednadzba po x ima beskonacno rjesenja, medu kojima je y samo jedno
od njih. Sva rjesenja za x dana su s

1 1
arcsin 3 + 2km i (7[' — arcsin 3) + 2km, k € Z.

Provjerite ovo i na primjeru neke "ljepse" vrijednosti (npr za 1/2 umjesto 1/3).
Analogno vrijedi i malo jednostavnijoj varijanti: skup svih 2 takvih da je 22 = 7

nije isti kao skup svih y takvih da je y = /7. Vrijednost y = /7 je samo jedan broj,

njenu vrijednost mozemo vidjeti kalkulatorom. S druge strane, jednadzba z? = 7 ima

dva rjeSenja: 4+/7, ponovno dobivena pomocu inverzne funkcije za x2.
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Ostalo

Medu nespomenutim elementarnim funkcijama, postoje jos i takozvane hiperbolne funk-
cije:
x —X x —X
shx = %, chx = %,
no njihovo poznavanje nije presudno za ovaj kolegij.

U nastavku lekcije na stranicama kolegija mozete na¢i mnogo zadataka kojima mozete
vjezbati pronalazak domene raznih funkcija sastavljenih od ovdje spomenutih. Ne¢emo
se mnogo fokusirati na takve zadatke, nego ¢emo rijesiti jedan komplicirani primjer, i
sto prije krenuti na ostatak gradiva u kojem ¢emo uciti nesto novo.

Primjer 1.2. Odredimo podrucje definicije funkcije

= 2 x 222 — 5x — 3
A

Ovaj zadatak je jedan veliki, komplicirani zadatak koji nam je dovoljan da ponovimo
sve §to je bitno za rac¢un podrucja definicije proizvoljne funkcije.

Za logaritam znamo da mu baza mora biti pozitivan broj razlicit od 1, a argument
pozitivan broj. Kao prvo, imamo

Ver —1>01 ver —1# 1.

Sada imamo treéi korijen. On nema uvjete u svojoj domeni (za razliku od parnih kori-
jena). Gledajuéi mu graf, vidimo da je rastuéa funkcija, pa ako je treéi korijen iz nekog
broja pozitivan, tada i ono sto je ispod korijena je pozitivno, odnosno dobivamo uvjet
e > 1. Sada znamo i da je e rastuca funkcija, pa dobivamo prvi uvjet: = > 0. Iz
drugog uvjeta slicno dobivamo da je e — 1 # 1, a zatim = # In 2.

Obratimo sada paznju na argument logaritma. On mora biti pozitivan, a prvi faktor je
ve¢ nenegativan. Dakle, prvi faktor mora biti razli¢it od nule, a drugi mora biti poziti-
van.

Pogledajmo prvi od ta dva faktora. U argumentu mu se nalazi parni korijen, koji nam
daje jos jedan uvjet: 1 —z/4 >0, tj z < 4.

Nadalje, izbacujemo tocke u kojima ctg nije definiran ili je jednak nuli. To se dogada u
tockama oblika %7’[’, zato imamo

k
1_%&? — d—z £k’ = s 44—k n’ kel

Dakle, iz domene ¢emo trebati izbaciti tocke oblika 4,4 — 7,4 — 47,4 — 97 .. ..

Sada pogledajmo faktor koji ukljucuje arctg. Prvi korak je, koliko god banalan, pre-
brojati broj slova "¢" u funkciji. Vidimo da se radi u funkciji arkus tangens, a ne arkus
kotangens. Ona je pozitivna ako je i njen argument pozitivan. Dakle, dobili smo uvjet

202 —5x —3

> 0.
r—2
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-1
2z +1 - | + |+ |+
r—3 i D R
x—2 - | - |+ ]+
22% — 5r — 3
T2 | Tt

Ova nejednakost rjeSava se faktorizacijom brojnika i gledanjem tablice. Kako je 222 —
52 — 3 = (22 + 1)(x — 3), imamo prikazanu tablicu.

—1
Rjesenje te nejednadzbe je x € <2, 2> U (3, +00).

Konac¢nu domenu funkcije f dobit ¢emo kao presjek svih uvjeta:
o x>0,
e  #£1In2,
o r <4,

o v A 44— 72 4—4n? 4972, ..,
-1

Kako je medu brojevima u ¢etvrtoj natuknici samo 4 pozitivan (jer je 72 veéi od 9), i
kako je In2 izmedu 0i 1 (jer je e® =1 < 2 < e = '), vidimo da je kona¢no rjesenje

Dy = ((0,2) \ {In2}) U (3,4).

Moguée ga je napisati na mnogo nacina. Onaj koji éemo najcesée kasnije koristiti je
pomocu unije disjunktnih intervala:

D = (0,In2) U (In2,2) U (3,4).



2

Limesi i neprekidnost

Funkcije iz prosle lekcije su "lijepe": njihovi grafovi mogu se nacrtati u jednom potezu, ili
ako nisu definirane na cijeloj domeni, onda na svakom intervalu na kojem su definirane
imaju to svojstvo. Takvo svojstvo nemaju sve funkcije - doslovno svako pridruzivanje
koje svakoj tocki domene R pridaje tocno jednu vrijednost kodomene R je jedna funkcija.
Tako postoje i neki primjeri poput funkcije

L r € Q,
f(w){()’ z €R\Q,

kojojj se graf ni na kojem intervalu ne moze nacrtati u jednom potezu (kasnije ¢emo reéi:
ni na kojem intervalu nije neprekidna). Takoder, postoje i primjeri funkcija kojima je
graf gust u R?. Ipak, na vjezbama se neéemo baviti takvim primjerima - samo upamtite
da nisu sve funkcije "lijepe".

Za funkcije koje nisu lijepe, ali i neke funkcije iz prosle lekcije, potrebna nam je
sljedeca definicija.

Definicija 2.1. Funkcija f: I\ {¢} = R ima limes L u tocki ¢ ako vrijedi
(Ve >0)(30 > 0) (Ve e I\ {c})((|lx — | <) = (|f(z) - L| <e)).
Pisemo 9161_>mc f(x):=L.

Napomena 2.2.

e Stroga definicija napisana je radi potpunosti, ali nemojte ju jako gledati. Intu-
itivno: Sto je varijabla x "blize" tocke ¢, vrijednost funkcije f(z) je sve "blize'
realnom broju L. Ta vrijednost L je neka vrijednost u kojoj je logi¢no da f "nas-
tavi svoje djelovanje'. Takoder, limes L i njegovo postojanje ovisi o funkciji f, ali

i toc¢ki ¢ u kojoj promatramo limes.

e Ako limes postoji, jedinstven je. Takoder, limes je realan broj - ne moze biti +oo.
Ako limes postoji, re¢i ¢emo da funkcija konvergira, a inace da divergira.

10
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e Funkcija ne mora biti definirana u ¢ da bi imala limes u toj tocki. Takoder, ako
i jest definirana u toj tocki, limes i njena vrijednost mogu se razlikovati (npr. u
sluc¢aju funkcije koja je identicki jednaka 2 osim u nuli gdje je jednaka recimo 3).
Ipak, u slucaju elementarnih funkcija iz prosle lekcije to nije slucaj: ako je funkcija
elementarna i definirana u ¢, njezin limes iznosi f(c).

e Razlog moguceg nepostojanja limesa moze biti:

1. Limes u nekoj tocki "eksplodira" u beskonacno, f(x) — oo (ili —o00), npr. za
flx) = % i ¢ = 0. Obratite paznju na nacin izrazavanja - re¢i ¢emo da f tezi
u beskonacnost, ali beskonacnost nije njezin limes.

2. Kada je varijabla "jako blizu" tocke ¢, funkcijske vrijednosti f(x) se pribli-

zavaju dvjema razli¢itim vrijednostima, npr. f(z) = %, ¢ = 0. Primijetite,
kada se nalazimo bilo gdje lijevo od 0, funkcija je uvijek jednaka —1, a bilo
gdje desno od 0, funkcija je jednaka 1. Rekli smo da je limes jedinstven realan

broj (ako postoji), pa u ovom slucaju ne postoji.

3. Vrijednosti u blizini ¢ jednostavno podivljaju. Npr f(z) = sin(1/x) - Sto se
vise priblizavamo nuli, funkcija sve brze titra izmedu vrijednosti —1 i 1.

e Pogledajmo ponovno primjer f(x) = % Rekli smo da ta funkcija nema limes
u nuli, no ima lijepo ponasanje s lijeva i zdesna. Kad bismo promatrali samo
vrijednosti koje se priblizavaju slijeva (ili samo zdesna), na taj ¢udan nac¢in mogli

bismo reéi da funkcija ima limes. Za to postoje i definiraju se jednostrani limesi:

lim f(z)i lim f(x)

z—ct T—>c™
(jednostrani limes zdesna i slijeva, redom). Oni promatraju upravo ono Zeljeno:
kako se s iksevima priblizavamo tocki ¢ zdesna (ili slijeva), ako se f priblizava nekoj
vrijednosti L, tada je to njezin jednostrani limes zdesna (slijeva). Koliko iznose ti
limesi u nasem primjeru?
Opcéenito funkcija moze imati jednostrane limese, a da nema "normalan" limes.
Ali, postoji i sljedeéa tvrdnja: funkcija ima "normalan" limes ako i samo ako ima
oba jednostrana limesa koji se poklapaju.

e Osim jednostranih limesa, spomenimo da postoje jos dva tipa limesa koji se ne
uklapaju u definiciju s pocetka:

lim f(z)i lim f(x)

T—r+00 T——00

su, ako postoje, vrijednosti kojima se f(x) priblizavaju kako z ide u 400 ili —co.

Kao i ostali limesi, ako postoje, jedinstveni su i nuzno su realni brojevi. Primjerice,

funkcija €% ima Em f(x) i jednak je nuli (jer joj se graf priljubljuje uz z-os), a
x —00

nema .tEI—II—loo f(x).
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Limesi se lijepo ponasaju s obzirom na osnovne operacije, no samo u slucaju kada
limesi ligl f(z)i i%g(x) postoje (dakle nisu +o0!):
lim[f(x) + g(e)] = lim £(2) + lim g(x)
x C
lim[f(2) - g(e)] = lim £(2) - lim g(c)
(z ) hmmac f( )

f

im :

a=e g(z)  limg_cg(2)

U posljednjoj jednakosti trebamo dodatnu pretpostavku liLn g(x) # 0, da bi stvar
r—cC

imala smisla.

Nije definirano:
0 *+o0

0’ 400
Ovo nisu brojevi, pa ni izrazi. Ovo samo znaci da ako uvrstavanjem vrijednosti

x u izraz dobijete da morate izracunati nesto od navedenog, znac¢i da radite krivo
i da morate promijeniti pristup rjesavanja limesa, odnosno dalje "sredivati' izraz
dok ne postane "pitomiji". Bit ¢e jasnije kada krenemo rjesavati.

400 - 0,00°, 00 — 0o, 17, 0V.

Pogledajmo na konkretnim primjerima kako rjesavati zadatke s limesima. Ne postoji
neka Spranca, nego svakom treba pristupiti odvojeno i naéi odgovarajué¢u metodu.

Primgjer 2.3. Odredimo sljedece limese:

a)

sinz - 23
lim ———
7 x2 -2

Prvi pokusaj prilikom rjesavanja limesa je sljedeé¢i: funkcija koju dobijemo je zbroj,
razlika, umnozak, kvocijent i/ili kompozicija elementarnih funkcija iz prosle lekcije.
Ako je ta funkcija definirana u tocki ¢ u kojoj promatramo limes, taj limes je jednak
vrijednosti u c.

Uvrstavanjem u ovaj izraz dobivamo

sin7- 73 —sinT. 343
72_9  omiTT

pa je iz gore receno to ujedno i trazeni limes.
Ova metoda jest prvi pokusaj, ali rijetko kada ¢emo dobiti limes samo tako. Tada
trebamo koristimo neke druge metode.

562

lim —.
z—0 I

Uvrstavanjem z = 0 dobijemo %, sto je neodredeni izraz. Dakle, kada dobijemo
jedan neodredeni izraz, nasa metoda rjesavanja je kriva i moramo naci neki drugi
nacin.

Pogledajmo malo bolje funkciju kojoj odredujemo limes. U svim tockama osim u
nuli, ova funkcija je zapravo funkcija f(x) = . Intuitivno, limes bi trebao nastaviti
ponasanje te funkcije i u nuli, i zato je intuitivno limes jednak nula.
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Preciznije, metoda koju koristimo je da podijelimo brojnik i nazivnik sa x. Tada
slijedi
x? x

lim — = lim — = lim z.
z—0 x z—0 1 z—0

Sada mozemo uvrstiti x = 0 (vise nemamo neodredeni izraz), i dobivamo da je
trazeni limes jednak 0.
Primijetite da smo tu koristili ¢injenicu da funkcija u limesu ne mora biti definirana
u c. Takoder limes ovisi samo o ponasanju funkcije blizu ¢, ali ne i u toj tocki. Zato
smo mogli podijeliti s : funkcija f(xz) = = kad smo blizu nuli jest blizu nuli, ali
nije jednaka nuli - pa ne dijelimo s nulom. Ovo vise ne¢emo spominjati u nastavku
I 2 -1
w% (33 - 1)2 ’
Uvrstavanje opet daje nedefiniran izraz (i nadalje ¢e uvijek biti tako) oblika 8.
Primijetimo da je brojnik zapravo jednak (x — 1)(x + 1), pa i nazivnik i brojnik
imaju faktor (x — 1) zbog kojeg su oba jednaka nuli kada evaluiramo funkciju u 1.
Stoga dijeljenjem brojnika i nazivnika s (z — 1) slijedi
lim ——— = lim w = lim L—H
a—1 (z—1)2 2=1  (z—1)2 s—1x —1
Uvrstavanjem x = 1, dobiveni izraz je oblika %, te taj limes ne postoji (ide u neku
beskonacnost), dakle funkcija s pocetka divergira u z = 1.
Dapace, taj izraz ne tezi ni u 400, niti u —oo. Preciznije, kada je x blizu 1, ali

vedi od njega, tada je izraz i—ﬂ omjer broja blizu 2 i jako malog pozitivnog realnog
broja. S druge strane, kada je x blizu 1, ali manji od njega, tada je izraz i—ﬂ omjer

broja blizu 2 i negativnog broja koji je po apsolutnoj vrijednosti jako malen. Zato
zapravo vrijedi

2 2
-1 -1
x —>+ookadax—>1+,teL%—ookadaa:ﬁlf.

(z —1)? (z —1)?
Primijetite oznake: nismo rekli da je ikoji od limesa slijeva ili zdesna jednak +oo
ili —oo, jer limes je uvijek realan broj.

hm( L —3>
=1\l —2 1—x3)°

Pokusajmo i ovaj zadatak rijesiti kao prethodne: imali smo racionalnu funkciju
kojoj smo dijelili brojnik i nazivnik s (x — ¢) dok nismo dobili izraz koji je definiran.
U ovom zadatku prvo treba svesti izraz na zajednicki nazivnik. Buduéi da je
1—2%=(1-2)(1+2z+2?), slijedi

lim

R R
a—1\1—2 1—23 =

( 1 3 > 1+z+22-3 I r+a?—2
= J1m .
a1 (1—2)1+az+22) 221 (1—2)(1+2+22)

Uvrstavanjem x = 0, dobivamo neodredeni izraz %, pa dijelimo i brojnik i nazivnik
s (z—1) (ili (1 —=x)). Brojnik mozemo podijeliti s x — 1 ili algoritmom za dijeljenje
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polinoma, ili mozemo nac¢i nultocke kvadratne funkcije. Pokusajte sami dovrsiti
primjer.

. 223 +4

°) Jm T T
Za razliku od prijasnjih limesa, ovdje nemamo limesa u nekoj tocki ¢ € R, nego
kada x — 4o00.
Pogledajmo brojnik: u njemu je polinom, koji se sastoji od kubnog ¢lana i kons-
tante. Kada x — +o00, kubni ¢lan raste i ide u beskonacnost, dok konstanta "ostaje
na mjestu". Intuitivno, odluka o limesu cijelog izraza ovisi o kubnom ¢lanu - kada
je x npr. jednak tisuéu, nije bitno je li brojnik jednak dvije miljarde ili dvije mi-
ljarde i Cetiri. Sli¢na prica je i u nazivniku.

To opravdavamo dijeleéi i brojnik i nazivnik s 23

2:U3—|—4/:x3 ) 2+4/23
im 3= lim ———.
T—+00 1‘3+1/I$ z—>+ool—|—1/$3

2+0

+0
Sada je jasnije zasto smo dijelili s 2 - htjeli smo podijeliti s najveé¢om potencijom
koja se pojavljuje u brojniku ili nazivniku, tako da u zadnjem koraku imamo ili
konstante ili izraze koji teze k nuli.

= 2.

Kako 1/z3 tezi k nuli kada = — oo, cijeli izraz tezi ka

. 20t + 2% — 5
f) lim .
T—+00 (xz + 1)(.%’ —+ 2)($2 — 7)
Situacija je slicna kao u proslom primjeru. Ponovno trazimo najvecu potenciju
koja se pojavljuje u brojniku ili nazivniku. U brojniku je to 2*. U nazivniku, kada

bismo raspisali sve zagrade, to bi bil (21142 = 25 Zato dijelimo s z°:

4 3 _ . 241 5
225 4+ ) [ pei s, Bl

I = 1 .
wtoo (12 4 1)(3x 1 2) (@2 —7)/ 125 amioo (14 L)(3+ 2)(1— &)

Kada iskoristimo da ™" tezi k nuli za sve prirodne n, imamo da izraz tezi k

=0
L-3-1 L o g
Primijetimo da zagrade u nazivniku nismo sve izmozili. Treba nam samo vrijed-

nost najveée potencije. Izmnozavanjem samo povecavamo vjerojatnost da ¢emo
pogrijesiti u zadatku.

Dakle, u ovim primjerima naucili smo dvije metode:

Metoda 1) Uvrsti z = ¢ u izraz. Rijetko daje rezultate odmah, no ako smo dobro primijenili
neku drugu metodu, daje rezultate na kraju.

Metoda 2) U slucaju racionalnih (a uskoro ¢emo vidjeti i nekih drugih sli¢nih funkcija), dijeli
brojnik i nazivnik s (x — ¢)P, gdje je p neka potencija (ako se trazi limes kada
x — ¢, c € R),ili s 2™, gdje je m najveéa potencija koja se pojavljuje u brojniku
ili nazivniku (ako se trazi limes kada = — £00).
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U slu¢aja limesa kada je ¢ € R, uvijek smo do sada dijelili s (x—c)!. Moze se dogoditi
da treba dijeliti i ponovno s istim faktorom, a moze se dogoditi i da treba dijeliti s nekim
korijenom. Ovaj drugi slucaj je rijedak, ali je jasno kada ga treba upotrijebiti jer ée se
tada pojaviti jos neki korijeni u zadatku.

Pogledajmo jos zadataka i nauc¢imo jos metoda.

Primjer 2.4. Odredimo sljedece limese:

a)

. 2z 43
Ilggo x+ V't
U pimjerima ovog tipa (limes u beskonacnosti necega sto izgleda kao racionalna
funkcija samo su tu i tamo ubaceni korijeni) zapravo nemamo niSta novoga. Di-
jelimo brojnik i nazivnik s najveé¢om potencijom od x, samo sada nam se sada ne
javljaju samo prirodne potencije, nego i racionalne. Sjetite se, ¥z = zm . Dakle,
treba podijeliti brojnik i nazivnik sa najve¢om potencijom, a to je 3. Dobivamo

1 3

_2w+3 2Tt 040

lim ———— = lim —&>—2% — =

z=oo g 4 /gl @ L%Jrl 0+1
x

0,

gdje smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili ¢injenicu da za svaki pozitivan realan
broj p vrijedi
o1
lim — =0.
r—o0 P
. vz +1

Ovdje su skrivena dva zadatka: kada r — +o00 i kada * — —o0. Za limes u o0,
trazimo najveéu potenciju od x u brojniku, Sto je Vo2 = x; odnosno nazivniku,
$to je 2 = x, te zatim podijelimo brojnik i nazivnik sa z. Dovrsite primjer.
Za limes u —oo, moramo biti oprezni, buduéi da za realne brojeve y < 0 vri-
jedi \/y? = —y (zaista, opcenito je v/y? = |y|, pa za negativne ispred apsolutne
vrijednosti mijenjamo predznak). Zato, dijele¢i brojnik i nazivnik sa x dobivamo

/v NS Va4l
lim — = lim 2— = lim —5% =
z——o00 x+1 T——00 % z——o0 | + <

1+ L
= lim Ve =—1.

T——00 1 + %

Ako Zelimo izbjeéi poteskoée s predznakom, mozemo naprosto uvesti supstituciju
t = —x, jer tada zapravo racunamo limes kada ¢ — +o00. Dakle, umjesto original-
nog limesa, trazimo

: (=t)*+1 . 241
lm ———— = lim ——,
t—foo  (—t)+1 t—+oo —t 41
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sto znamo (uvjerite se!) dovrsiti.

Opcéenito, ako jos niste sigurni u pocetku, predlazemo da koristite supstituciju.
Pazite da kada napravite supstituciju, da promijenite i kamo nova varijabla sada
tezi.

im Ve - 1.

z—1 Y —1

Ovaj je primjer najlakse rijesiti supstitucijom, na nacin da se rijesimo korijena.
To ée zadovoljiti supstitucija t = x12 (zasto bas ta? 12 = NZV(3,4), najveéi
zajedniski visekratnik). Kada x — 1, o¢ito i t — 1. Limes postaje

4_1 _ 2
limtizlim(t D+ 1) +1):...:%.
t51t3 — 1 =1 (t—1)(t2+t+1) 3

Drugi nacéin kako mozemo ovo rijesiti je racionalizacija. Pokusajte se vratiti na
ovaj zadatak nakon Sto rijesimo sljedeéi primjer.

Dakle, ovdje smo naucili da metodama koje smo spomenuli prije primjera mozemo
rjesavati i zadatke koji uklju¢uju korijen. Takoder, naucili smo da mozemo koristiti i
supstituciju, no neéemo to zvati nekom metodom.

Primjer 2.5. Odredimo sljedece limese

2)

b)

. 2—x -3

lim ———.
=7 x* —49
Limes je oblika %. U nazivniku nam se ta nula javlja zbog faktora x — 7, pa
takav faktor treba "pronac¢i' i u brojniku, kako bismo ih ponistili. Tu u pric¢u ulazi
racionalizacija. Iako smo u skoli naucili racionalizirati nazivnik, sada mozemo
generalizirati to pravilo: racionaliziramo ono sto nam je "problemati¢no". Ovdje je
to oc¢ito brojnik, pa mnozenjem brojnika i nazivnika faktorom koji ée nam dopuniti
brojnik na razliku kvadrata, imamo:

2—vVx—-3/-(2+Vx—3) , (2—+vzr—3)(2+Vr—3)

219 24 VEmd) i (- 19)2+ Ve )
L 4—(z-3)
=M 2192+ Ve 3)
) 7T—x
g s Y

-1 1

I .
e @+ 7)(2+ vz —3) 56

lim (Va2 — 2z —1— Va2 — Tz + 3).
T—r+00
Limesi oblika oo — o0 najcesce se rjesavaju svodenjem na zajednicki nazivnik. Ovdje

nemamo nazivnik, no mozemo ga stvoriti, racionalizacijom (ponasamo se kao da
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imaju zajednicki nazivnik jednak 1):

lim (\/x2—2x—1—\/x2—7x+3):

2400
(Va2 =22 —1— Va2 —To +3)(V22 — 2z — 1+ V2?2 — Tz + 3)
Va2 =2z — 14+ Va2 —Tx +3
— lim (22 — 22 — 1) — (2% — Tz + 3)
z—to0o /22 — 2 — 1+ Va2 —Tx + 3
= lim br —4 .
z—400 /22 — 20 — 1+ V22 — Tz + 3

Dovrsite primjer (dijeleéi s najve¢om potencijom u brojniku odnosno nazivniku).
Razmislite i sami rijesite isti primjer kada z — —ooc.

Naudili smo jos jednu metodu:

Metoda 3) Racionalizacija, brojnika ili nazivnika (neovisno o potrebama), ¢ak i kada naoko
nemamo razlomak u izrazu. Nakon toga primijenjujemo neku od prijasnjih metoda.

Prisjetite se: kako biste racionalizirali izraze kada nemate drugi korijen, nego recimo
treéi ili cetvrti? S kojim tada izrazima prosirujemo razlomak.
Zadaci za samostalno rjesavanje:

Zadatak 2.6. Odredite limese

(a) lim (z — 3)°(3x + 1)3(222 — 52 + 3)
z—too (1 —x2)7(623 +22+3x+1)

(b) lim Ve

T—+00 \/ﬁ’

, Vr+r+ Jz
im ,
T—+00 V2 +1

Vit -1

im ,
z—0 31—|—$—1

© lm (@— V1),

() hm\/1+x—\/1+:£2
z—0 VvVi+xz—1 ’

(&) I Vi-2z—22—-2-1
im )

z—0 xT

. Va2t -3z—xz+1
(h) lim :

r—+o00 xT
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Kada se malo odmaknemo od racionalnih i iracionalnih funkcija, preostaje cijela klasa
problema rjesavanja limesa, od kojih se dobar dio svodi na neki (tj. neke) od poznatih
limesa, koje mozete koristiti u rjeSavanju zadataka. Najkorisniji su:

sin x

e lim =1,
z—=0 X
1 X
e lim (1+> =e,
T—00 T
e lim (1 +:c)% =e,
z—0
X
—1
o lim & —1,
z—0 T

log (1 1
i 108a( +z)

[}
z—0 €T Ina

Posljednji od navedenih je u ponesto standardnijoj formi:

lim In(1+ x)

z—0 T

=1

To su limesi koje smatramo "poznatima', "tablicnima', i smijemo ih koristiti. Zato u
sljedeé¢im primjerima imamo novu metodu:

Metoda 4) Koristenje "tablicnih" limesa: pokusat ¢emo faktorizirati izraz tako da neki faktori
budu upravo neki od gore navedenih izraza.

Primjer 2.7. Odredimo sljedece limese:

a) lim zsin—.
T—00 T
Kod limesa koji ukljuc¢uju trigonometrijeske funkcije, u pozadini je najcesée limes
. sinxzx
lim
z—0 x

Kada z — o0, ocito i — 0. Dakle, argument funkcije sin tezi ka 0, $to nas podsjeca
na gore naveden limes. Mozemo samo transformirati izraz:

=1, te iz njega izvedeni limesi.

, .1 sinl
lim xsin — = lim .
T—00 T T—00

T

Posljednji je limes jednak 1. Zaista, ako uzmemo supstituciju t = é, tada limes
postaje
int
lim o = 1.
t—0 t
sin(13z)x

im — .
20 sin?(12x) cos(4x)
Ponovo kreéemo s analizom kao u prethodnom primjeru. Kada x — 0, ocito i
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13z — 01 122z — 0. Primijetite da je lin}) cos(4x) = cos0 = 1, tako da nam taj dio
T—>

ne radi nikakve probleme. Slijedi

- sin(13z)x ~ lim Smf;ir) (13z)x
. n?
20 8in?(122) cos(4x) 20 51?12(;)229”) (122)2 cos(4x)
13 . sin(3z)
_ 132
51822(;)23) =122 - cos(4x)
_ sin(13z) (sin(12x)>_2 13
T 132 12 144 - cos(4z)’

Sada smo u poziciji iskoristiti

lim sin (13x) ~ 1 lim (sin(12x)>—2 _,
z—0 13z z—0 12z

(u pozadini ovih tvrdnji su supstitucije ¢ = 13z odnosno ¢ = 12x). Sada znamo

kamo svaki faktor tezi, pa onda i kamo tezi njihov umnozak. Rezultat je T

Kratka digresija: primijetite da smo ovdje komplicirani izraz rastavili na faktore,
pa iskoristili da je umnozak limesa jednak limesu umnoska. Savjetujemo da to i
inace radite, a ne da neke limese sredite ranije, jer moze doéi do pogresaka. Jedna
takva bi bila

1 1
(M) limz-—=limz-lim—=0-lim—=0. (7
z—0 T z—0 z—0 T z—0 1

Sami zakljucite gdje je pogreska.

cosx — 1
¢) lim ———5—
220 X - . s ,
Ovo je limes koji je korisno za zapamtiti i ubuduce.

Iskoristit ¢emo formulu za dvostruki kut funkcije kosinus. Vrijedi

cos & = cos> (x) — sin? (x) =1 — 2sin? (m) .
2 2 2

Uvrstite u pocetni limes i iskoristite

uvjerite se da znate zasto je to ispunjeno. Rezultat koji treba dobiti je _71

Drugi nacin rjesavanja originalnog limesa bi bilo prosiriti razlomak izrazom 1 +
cos x. Pokusajte rijesiti i na taj nacin.
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to (a2
4) lim BT
z—0 x4+
Buduéi da nemamo "tabli¢nih" limesa koji ukljucuju tg x, iskoristiti ¢emo definiciju

funkcije tg x. Slijedi
sin(z?+x)
. tg($2 + «f) . cos(z?+x)
lim =——* = lim ————*
z—0 x2+x z—0 xQ—i—x
sin(x? + z)
m
@—=0 cos(x? 4+ ) - (22 + x)
. sin(2? + x) 1
= lim . .
a—0 a2+x  cos(a? +x)

Prvi faktor na limesu iznosi 1 (zasto?), dok je drugi definiran u nuli, i takoder
iznosi 1. Zato je trazeni limes jednak 1-1 = 1.

arctg(bz)

e) lim —————=.

f(_c;(()i ciklggmetrijskih funkcija, najceséi pocetak je supstitucija. Ako supstituiramo
t = arctg(bz), tada dobivamo da za x — 0 slijedi t — 0. Takoder, iz supstitucije
slijedi tgt = bx, odnosno x = %tg t. Ako sve dobiveno uvrstimo u pocetni limes,
slijedi

arctg(br) . t . Hcost 5

lim T im ——
z—0 T t—0 gtgt t—0 Sl%

Kod izraza oblika f(z)9®), kao i kod drugih oblika, prvo primijenimo metodu 1)
(uvrstimo ¢). Ako ne dobijemo neodredeni izraz, odli¢no, ali najcesée ¢emo ga dobiti
1 T
(vjerojatno 1¥°°, 0° ili 00”). Tada je dobro iskoristiti limes lim (1 + ) (ili njemu
r—400 €T

ekvivalentni limes lin%] (14 z)'/7).
T—

Primgjer 2.8. Odredimo sljedece limese:

: 22 + 3\ L
a) lim .
z—oo \ 2z + 1
Kada =z — oo, nije tesko vidjeti da izraz gﬁﬁ’ tezi u 1, a eksponent x + 1 u
beskonacno. Kod limesa oblika 1°°; izraz treba transformirati kako bismo mogli

iskoristiti
1 X
lim (1 + ) =e
Tr—400 €T

Prvo se bavimo izrazom u zagradi, i taj izraz treba napisati u obliku 1 + ﬁ,
gdje "nesto" tezi u beskonac¢nost. Imamo

20+3 224+ 1+2 2 1 1
20 +1 2z+1 ot +%T+1 +x+%



2. LIMESI I NEPREKIDNOST 21

Dakle, to "nesto" je t := = + % To zaista tezi u +o0o kada i x tamo tezi. Iduée
sto radimo je da taj isti broj napisemo u eksponent, i vidimo sto nam je preostalo.
Kako je

1 t+3

1:t - =
T+ -1-2 ;

-t
imamo
t

, 22 + 3\t 1\ 7+t .
lim < ) = lim (1+> = lim
z—oo \ 22 + 1 T—00 t t——+oo

Uspjeli smo izraz s pocetka zapisati kao tablic¢ni izraz koji tezi u e potenciran s
nekim izrazom koji joS trebamo odrediti kamo tezi, a to je lagan zadatak. Znamo
da racionalna funkcija iz eksponenta tezi k 1. Zato je

t+5

2
9 3 x+1 1 t t
lim < T ) = lim [(14—) =el=e.
z—oo \ 22 4+ 1 t—+oo t

Ovaj algoritam mozemo i inace izvoditi kod limesa oblika 1¥°°: prvo bazu zapi-

Semo kao 1 + ﬁ, zatim izmislimo "nesto" u eksponentu, i onda vidimo kamo

ostatak eksponenta tezi.

1
Sliéno smo mogli iskoristiti i tabli¢ni limes lir% (1+ )= = e, da smo uveli supsti-
T—

2
241"

tuciju t =

. 22+ 2 v
Tako ovaj limes mozda izgleda kao ¢emo ga namjestati kao prosli, to je samo opticka
varka. Limes uopce nije nedefiniran, uvjerite se da baza tezi u %, a eksponent océito
u oo. Zato cijeli izraz evidentno tezi u 0.

o1 1+x
lim — In .
r—0 x 1—=x

Limes je oblika co - 0. Ako izraz transformiramo na nacin da sve ubacimo pod

funkciju In, slijedi
1 1.1
()] =n )]
= ln =
11—z 11—z

1 1+z 1
—1In =—In
T 1—=x T
1
(1+x)2z
1—=z '

=1In

Dovoljno je izra¢unati limes
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jer vrijedi da In (hl)n f(x)) = liin In(f(x)) (ovo vrijedi i za ostale "lijepe" elemen-
r—cC xr—cC
tarne funkcije iz prosle lekcije, $to je posljedica neprekidnosti - spomenut ¢emo to
u nastavku lekcije). Primijetite da je ovo limes oblika 1°°. Sada ga treba rijesiti
kao primjeru a). Kako je
Il+z l-o+2 2x

— —1
11—z 1—=z —’_171137

i kako % tezi k nuli, znamo kako treba srediti eksponent. Imamo

pa imamo

a1
lim (14_3:)2:C = lim

z—0\1—=x

Izraz u uglatim zagradama tezi ka e (zbog limo(l + m)l/x = e), a eksponent tezi k
T—
1, pa cijeli izraz tezi ka e! = e. Kona¢no, primjer s pocetka tezi ka In(e) = 1.

Postoji jos jedan nacin kako rijesiti zadatak: zapisite izraz s pocetka na drugaciji

nacin:
lln I+z In(l+z)—In(l-a2)
T 1—x 2z

i iskoristite tablicni limes koji ukljucuje funkciju In.
2% —1
lim .

z—0 T
Zadatak podsje¢a na poznati limes

et =1
lim =1.
z—0 €T
Treba se samo sjetiti da je opéenito a® = €. Za nas konkretno, 2% = ¢*!"2.
Zato imamo
2% _ 1 egvln2_1 e:rln2_1
lim =lim —— = lim ™
z—0 T z—0 T z—0 rin
In2
In2 zln2
. er —1 e —1
=limmh2- —— =n2-—— =In2.
z—0 zln?2 zln?2

Pokusajte na isti nacin odrediti

z—0 €T

za neki realan broj a > 0.
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e) lim

8% _ 7%
0 6T — 5T’
Kad rjesavamo limese u nuli, a javlja se eksponencijalna funkcija, Cesto je trik u
tome da pokusamo, kao u prethodnom primjeru, "navuéi" limes na poznati

et -1
lim =
x—0 x

1.

To se nerijetko radi tako da se dodaje i oduzima 1 na mjestima gdje je to potrebno.
Konkretno,

p 8T 8Tl (P14 ) (87— 1)~ (77— 1)
#5062 — BT

25067 —1 41— (5* —1+1) 250 (67 —1)— (5° — 1) ()

Preostaje samo, da bismo iskoristili limes spomenut na pocetku, podijeliti brojnik

i nazivnik sa z, ( ) ( )
87—1) _ (7=1
O ) () "

Ako ste rijesili prethodni primjer, znat ¢ete da je konac¢no

_1n8—1n7 In

() = In6—Inb - In¢

[Si[=>IEN{lo]

Zadaci za samostalno rjesavanje:

Zadatak 2.9. Odredite limese:

(a)

. tgxr—sinz
lim =—F——

z—0 ;US ’

sin(z — 1)
im ————,
z—1 1 —g3

. COSx — Ccos?2
lim ——m—

z—2 x—2 ’

lim z(In(l+2z)—Inz),

T—+00
. Inz—Inb
lim ———,
=5 T —DH

lim x(e% -1,

r—+oo

V2 —V1+coszx
lim —5 ,
z—0 sin“ x

lim v/1 + sin z,
z—0
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(i) lim(cosz) errel

z—0
. In(coszx
hm % .
z—0t T

U posljednjem primjeru x tezi u 07 samo da bi funkcija In(cos x) bila definirana. Sto se
prakti¢nih potreba tice, racun je isti kao da pise hn}) .
T—

Postoji jos jedna metoda rjesavanja limesa:
Metoda 5) L’Hospitalovo pravilo.

Nju ¢éemo nauciti za dva tjedna.

Definicija 2.10. Kazemo da je funkcija f : I — R neprekidna u tocki ¢ € Z ako

lim f(z) = (o).

r—cC

Kazemo da je neprekidna ako je neprekidna u svakoj tocki domene.

Sada je jasno smo pod pojmom 'lijepe" funkcije skrivali da se zapravo to radi o
neprekidnim funkcijama. Elementarne funkcije su neprekidne na domenama na kojim su
definirane. Iz svojstva limesa, znamo i da su njihovi zbrojevi, razlike, umnosci, kvocijenti
i kompozicije takvi.

U zadatcima koji slijede trebat ¢emo odrediti za koji realni parametar je funkcija
neprekidna. Kao u definiciji, trebat ¢ée provjeriti kada je limes u nekoj tocki ¢ jednak
vrijednosti funkcije f u toj tocki. Uzimajuéi u obzir da ¢e nam lakSe odvojeno gledati
ponasanje funkcije slijeva i zdesna, zapravo ¢emo trebati provjeriti postoje li tri broja

lim f(z), lm f(z) i f(o)
z—ct z—ct

i poklapaju li se. Nije dovoljno samo da se prva dva broja poklapaju, pogledajte funkciju

koja je svugdje jednaka nuli osim za x = 0 gdje je jednaka 1. Ona nije neprekidna.

Primjer 2.11. Odredimo parametar A € R tako da je funkcija f neprekidna.
—x, z <0,
f(x)_{)\—l—x, x> 0.

Pokusajte nacrtati graf ove funkcije za razne odabire parametra A. Vidjet éete da je
funkcija neprekidna samo za A = 0. Pokazimo to.

Prvi korak u ovim zadatcima je da opravdamo da je funkcija neprekidna osim u tocki
gdje imamo neki problem, a to radimo uvijek skoro na isti na¢in. Evidentno je funkcija
neprekidna u svakoj tocki intervala (—oo,0) (jer je tu zadana sa f(x) = —x), te analogno
u svakoj tocki intervala (0, +00) (jer je tu zadana sa f(x) = A + z).
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Dakle preostaje provjeriti neprekidnost u nuli. Za to treba provjeriti tri vrijednosti:
limese slijeva i zdesna u nuli, te samu vrijednost u nuli. Redom imamo:

lim f(z)= lim A+z=A+ lim ==\,

z—0t+ z—0t z—0t
lim f(z)= lim —z =0.
z—0~ z—0~

Primijetite da smo koristili ¢injenicu da ovi limesi ovise samo o vrijednostima funkcije
f razli¢itima od nule, dakle iksevi koji su strogo vedi ili strogo manji od nule. Konacno,
treba nam i broj f(0) = A.

Dakle, limesi slijeva i zdesna postoje. Tri broja koja se trebaju poklapati su A\, 0 i A.
Oni se poklapaju kada je A = 0. Funkcija je neprekidna samo u tom slucaju.

Zadatak 2.12. Odredite parametar A\ € R takav da funkcija bude neprekidna.

221
(@ f(x)z{;—Q’ vy

s x T < 0’

(b) f(x):{ 552’_2$+/\, xz > 0.

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i sve mate-
rijale s weba.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak d) Trebali bismo znati kako se brojnik racionalizira. Nazivnik racionalizi-

3 —1
rajte koriste¢i v — 1 = ————.
s +ax+1
1 —cosz
Zadatak a) Sjetite se i kamo tezi ———.
x

Zadatak c) Iskoristite trigonometrijsku formulu za pretvorbu zbroja u umnozak.
Zadatak d) Ubacite sve pod jedan In.

Zadatak [2.9le) Napisite brojnik kao In(1 + "nesto"), gdje "nesto" tezi k nuli.
Zadatak f) Ovo je jedan tabli¢ni limes zapisan na kompliciran nacin.

Zadatak h) Uzeti z-ti korijen nekom broju je isto kao diéi taj broj na potenciju 1/x.
Sada imate limes oblika f (:1;)9(96), neodredenog oblika 1¥°°. Znamo samo jednu
stvar raditi s takvim limesima.

Zadatak i) Opet imate limes oblika f(x)?®) neodredenog oblika 1¥*° i opet znamo
samo jednu stvar raditi s takvim limesima.

Zadatak [2.9]j) Hint za prvi korak sli¢an je kao hint za e) zadatak.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka

a) Ovaj zadatak je vjezba za limese racionalnih funkcija. Na isti nacin se rjesava za

+00 1 —00, pa prikazujemo samo jedan limes (uvjerite se sami da je drugi jednak).

Dijelimo s najve¢om potencijom brojnik i nazivnik, a to je z'°.

. (z—=3)°Bx+1)3(22%> —5x +3)/ : 210
lim 10 =
stoo (1—a2) (623 +2x+3x+1) /:w

(1-2)"(+2) -2+2) 1500

lir_{l = =T - 9.
——+00 1 5 1 :
(1-1) (6+2+%)
b) Najvecéa potencija u brojniku i nazivniku je z1/2,
1
tx2 1
lim L/ x’?: lim ——=-=1.
z—+00 /J}—l—\/.f/:‘r? z——+00 1+ﬁ 1
c) Najveéa potencija koja se pojavljuje je /2,
I \“/E—F\/E—i-{‘/f/x% ! VAN RN EE VR |
im = lim =—.
T—+00 2  +1 / Z.’L‘é T—+00 ‘/2+$_1 2

d) Jedan nacin za rijesiti ovaj zadatak je da uvedemo supstituciju ¢t = (1+)%. Drugi
je da racionaliziramo brojnik i nazivnik.

\/1+x—1_1, Vitz—1 Vi+z+1 JQ+z2)2+Jr+1+1

lim ———— = lim : .
a0 YT+z—-1 =20 YT+z—-1 Vi+z+1 JA+z2)2+Yr+1+1
o l4+r—-1 YA+ +Jr+1+1 3 3
= lim : =1--=-.
=014+ —1 ver+1+1 2 2

e) U slucaju kada x — —oo, imamo zbroj dva izraza koja oba teze u —oo, pa i cijeli
izraz tezi ka —oo. Kada pak gledamo x — +o0, treba racionalizirati:

~ a2 _ a2 Va4l
A @ - Vet 1) = lm (@ vVat+l) e

1
= lim

S ——
z—+oo 4 a2 + 1

jer nazivnik tezi ka 4o00.
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f) Racionaliziramo brojnik i nazivnik:

lim\/1+x_\/1+x2— m\/1+x—\/1+x2.\/1+x+\/1+x2.\/1+x+1
=0 VI+a—1 >0 VI+r-1 JTra+Vi+ta? VIita+l
z — Vr+1+1

>0 & Tta+ 1+

1—z Ve+1+1 2 1

:1-7:7'
=0 1 Tz +V1+a? 4 2

g) Racionaliziramo brojnik:

o1 =2c—22—xz—1 V1 =2x—22—x—-1 V1-2z—2242x+1
lim = lim .

=0 x z—0 x V1-2x—z24+x+1
lim 1—22—2%— (x+1)32

Iﬁox(\/l—Zx—x +x+1)

= lim = -2
z—0 \/1—2x—x2+x+1
h) Ako x — —oo, tada i brojnik i nazivnik teze ka +o0o. Nakon supstitucije t = —z

dijelimo brojnik i nazivnik s najveéom potencijom (t!):

R R e VR A L+§+t+1
lim ;= lim =—-1
t—-+o0 —t /2t t—+o00 -1

Ako x — +o0, u brojniku imamo oo — co. Svejedno, iako mozemo racionalizirati,
ne moramo — mozemo ponovno podijeliti najve¢om potencijom brojnik i nazivnik:

Ve =3z —x+1/:2t 1-2-141
lim 1 = lim =0.
z—+00 T [z t—+o0 1

Razlog zasto je ovakva metoda uspjela je jer su u brojniku i nazivniku najvecéa
potencija jednake. Da je nazivniku umjesto x bio recimo +/z, dijeljenjem s najveéim
izrazom x! dobili bismo neodreden izraz 0/0. Dakle, tada bi racionalizacija bila
nuzna.

RjesSenje zadatka
a)

tgxr —sinx sinx —1 sinx1l—cosz 1 1
limgi—l ——cosr " — lim =1 =,
0 x3 250 T 2 =0 x 1x2cosz 2-1 2

1 ——coszx
gdje smo na kraju iskoristili da ——— — 3 kada z — 0.
x
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b)

—_

sin(z — 1) . sin(z —1) -1 - 1
——- =1 =1 —=—c.
a—1 1 —a3 a—1 x—1 22+4x+1

3
c) Koristedi formulu cosa — cos f = —2sin (a—;—ﬁ) sin (

3
) dobivamo
+

) ()

COoS T — COS2 lim (
T 2

mw‘
l\)

lim
r—2 x— 2 CC*)

M ‘

Prvi razlomak tezi ka 1, a drugi mozemo evaluirati. Rezultat je —sin 2.

1
d) Ako ubacimo sve pod jedan In, uo¢avamo da se radi o izrazu In [(1 + )””} Kada
x

x — +00, izraz u uglatim zagradama tezi ka e, pa cijeli izraz tezi ka lne = 1.

e) Kao u uputi, zelimo zapisati brojnik kao In(1 + "nesto”):

Inz —Inb5 =1In(z/5) =1n (mg5 —|—1>.

Kako T — 0, imamo
Inz—1Inb . ln(:‘?—l—l) 1
lim ———— = lim — "z
=5 I — x—5 % 5

Prvi razlomak tezi k jedan, pa je rezultat l

f) Uvodedi susptituciju t = 1/z (t — 01), i

g) Prvi korak je racionalizacija. Takoder, oc¢ekujemo da nazivnik zeli faktor oblika
z2, pa mu ga pripremimo.

f—\/l—kcosx_. 22 V2—y1+4cosx 2+ 1+ cosz

glglg}) sin? x n ilg%) sin? x x2 V2t V1+cosz
~ lim x? 1—cosx. 1
a—0sin’z 22 V2 ++/1+cosz
gl V2
2 2v/2 8

lim V1 +sinz = lim (14 sinx)% = lim [(1 + sin x)ﬁ} o
z—0 z—0 z—0

Kako sinx — 0, uglata zagrada tezi ka e. Kako zadnji eksponent tezi ka 1, rezultat

jeel =e.
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i) Ponovno bazu eksponencijalne funkcije pisemo kao 1 + "nesto", makar to "nesto"
bilo ruzno.

lim (cosx)wsilnw = lim (1 4 (cosz — 1))wsi1nx

z—0 z—0
1 cos‘x—l
— 1. [ 1 _ 1 7_1i| TrsinaT .
mli)r%) ( _|_ (COS.f ))cosz

Kada x — 0, onda cosx — 1 — 0 takoder, pa uglata zagrada tezi ka e. Eksponent
raspiSemo sa strane (mnoze¢i brojnik i nazivnik s x), i vidimo da tezi ka 5 Zato
je konacan rezultat e'/? = \/e.

j) Ponovno argument logaritma piSemo kao 1 + "nesto”, gdje je "nesto" maleno. To

¢e biti cos —1, pa sli¢no kao sto je to u proslom zadatku, koliko goc% mo)ida na prvu
In(1+x

ruzno, ispast ¢e dovoljno dobro. Iskoristit ¢emo i tablicni limes ——— — 1.
In(cos In(1 -1 -1
lim n(cos x) ~ lim n(l + (cosz —1)) cosa .
a0t x2 20+ cosx — 1 x2

Prvi izraz tezi ka 1, drugi ka —1/2, pa je rjesenje —3

Rjesenje zadatka

a) Evidentno je funkcija neprekidna u svakoj tocki intervala (—oo,2) i u svakoj tocki
intervala (2, 4+00), pa preostaje provjeriti neprekidnost u x = 2.

2
e —4
li = li = li 2 =4;
A )= Ty = e
z? —4
lim f(z)= lim = lim x4+ 2 =4
T2~ =27 T — T—27

Kako bi f bila neprekidna u z = 2, vrijednosti 4, 4 i A moraju se poklapati. Dakle,
funkcija je neprekidna za \ = 4.

b) Evidentno je funkcija neprekidna u svakoj tocki intervala (—oo,0) i u svakoj tocki
intervala (0, +00), pa preostaje provjeriti neprekidnost u x = 0.

sin x

lim f(z) = lim =1
z—0~ z—0- X
lim f(z) = lim (52% — 22+ \) = \;

Kako bi f bila neprekidna u x = 2, vrijednosti 1, A i A moraju se poklapati. Dakle,
funkcija je neprekidna za A = 1.



3
Derivacija

Definicija 3.1. Neka je I otvoreni interval. Za funkciju f : I — R i tocku ¢ € R
definiramo derivaciju funkcije u tocki ¢ (oznaka: f’(c)) kao

f(e) — tin 1) = 10

Tr—cC €T — C

(ako taj limes postoji). U tom slucaju kazemo da je f derivabilna/diferencijalbilna u
tocki c.
Za funkciju kazemo da je derivabilna na domeni I ako je derivabilna u svakoj tocki
domene.

Napomena 3.2.

e Nuzan uvjet da funkcija ima derivaciju u ¢ je da je neprekidna u ¢, no nije i dovoljan
uvjet. Primjerice funkcija f(z) = |z| nije derivabilna u 0, jer joj se jednostrani
limesi iz defincije derivacije razlikuju (provjerite).

e Postoje dvije motivacije za uvodenje pojma derivacije funkcije. Prvi je sljededi: za
krivulju (z, f(z)),x € I (dakle za graf funkcije f), kvocijent iz definicije derivacije
je zapravo koeficijent smjera pravca koji prolazi kroz tocke (x, f(z)) i (¢, f(c)).
Kada x — ¢, dobivamo koeficijent smjera tangente u tocki c.

e Druga motivacija dolazi iz fizike: ako neko tijelo u vremenu z prijede udaljenost
f(z), njegova prosjetna brzina u vremenskom intervalu [e, z] (ili [z, ¢]) je kvocijent
f(z) = f(c)

Tr —cC

. Kada = — ¢, dobijemo njegovu trenutnu brzinu u vremenu c.

e U praksi i ono sto se ocekuje od vas na kolokvijima, deriviranje je straightforward, u
smislu da postoje pravila koja, kada ih se nauc¢i, mozemo bez problema derivirati
svaku funkciju. Ta pravila uklju¢uju tablicu derivacija elementarnih funkcija i
pravila za zbroj, umnozak, (...) dviju funkcija.

31
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Pravila deriviranja:

(c)'=0
(c- f(2)) =c- f(x)
(f(@) +g(@)) = f(2) + g (x)
(f(2) - 9(x) = f(2)g(x) + f(z)g (x)

Tablica derivacija:

flx) | f'(2) f(x) f’gx)
x" na™ ! tgx 5
| cosf
Inz — ctgx —
x sinz
log, x ﬁ;a arcsin x ﬁ
-1
e’ e arccosr | ————
V 1 1— ZE2
a® a*lna arctg x a2
-1
sinx cosx arcctg x Ty
cosr | —sinz

Napomena 3.3. Iz svih navedenih pravila vidimo sljedece:

e Konstanta derivirana daje 0. Nije bitno je li ta konstanta 0,1, 3, m ili sin 1, bitno
je da je konstanta, tj. da ne ovisi o vrijednosti varijable x.

Derivacija se lijepo ponasa u odnosu na mnozenje skalarom i zbroj. Takoder, ne
vrijedi (!) da je derivacija umnoska umnozak derivacija. Postoji odredeno pravilo
za umnozak derivacija.

Dva "najruznija" pravila su zadnja dva. Pravilo za derivaciju kvocijenta ima u
brojniku desne strane slican izraz kao pravilo za derivaciju umnoska, te kvadriran
nazivnik (bez derivacije). Iako uvijek mozemo koristiti tu formulu, upravo zbog
toga Sto je dugacka, savjet je da prilikom deriviranja razmislite mozete li izbjeéi
to pravilo koriste¢i neko drugo.

Derivaciju kvocijenta obradit ¢emo vise kasnije.

Pogledajmo i tablicu derivacija. Prvo pravilo odnosi se na polinome, ali pravilo
vrijedi i za svaki n € R\ {0} (dakle, primjerice i za korijene). Pravilo kaze da
kako bismo nasli derivaciju polinoma (i slicnih funkcija), trebamo "skinuti" jedan
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stupanj u eksponentu i sve pomnoziti (starim) eksponentom. Izra¢unajte kolika je
derivacija funkcije /.

e Ve¢ smo u prosloj lekciji vidjeli da broj e ima posebno ponasanje u odnosu na
ostale konstante kod eksponenciranja. To vidimo jos jednom - samo kada je baza
eskponenciranja jednaka e, funkcija i njena derivacija se poklapaju. Zato i logaritmi
po bazi e i po ostalim bazama takoder imaju drugacije ponasanje.

e Derivacije trigonometrijskih funkcija sin, cos lako se pamte, do na minus. Takoder,
derivaciju funkcije tgx, ako ne mozemo zapamtiti, mozemo jednostavno izvesti
(vidjeti primjer u nastavku).

e Memoriranje tablica derivacija najlakse je kada izvjezbate Sto je moguce vise za-
dataka sami. Usporedite tablicu sa sluzbenim formulama koje smijete koristiti na
kolokviju.

Primjer 3.4. Nadimo derivaciju funkcije F(z) = tgx.

sinz
Znamo da vrijedi tgx = Koristit ¢emo tu formulu i derivaciju funkcija sinz i
cos T: cosT _
sin x
F(x)=tgz = = —f( ),

~cosz g(x)

Fl(z) = f(x)g(z) — f(x)g' (x)  (cosz)-(cosx) — (sinz) - (—sinx) 1

g(x)? (cos x)2 ~ cos?z’

gdje smo na kraju iskoristili posljedicu Pitagorinog poucka.

Slijede (neki) zadatci za samostalni rad. Na kraju lekcije naéi éete i upute za rjesenja
zadataka. Ako se zadatak nalazi u sluzbenim materijalima na webu kolegija, bit ée
naznaceno koji je to zadatak. Pokusajte prvo sami rijesiti zadatke, pa tek onda procitati
upute. Kada rijeSite, nastavite s lekcijom dalje.

Zadatak 3.5. Nadite derivacije sljede¢ih funkcija
a) flx)=7-2"—-3-22 +0-sinz,

b) (2.1a)) f(z) = Va? — \Java + e,

c) (2.1.d)) f(z) = Si;f +e®cosx — (2° 4 2)log ,
d) (2.1.0)) f(z) = ;tliz + 32e”,

e) (2.2.a), izmijenjen) f(z) = (z° 4 3)2.

Cesto pitanje koje se postavlja kod ovakvih zadataka je koliko treba pojednostaviti
dobiveni izraz. To ovisi o problemu u kojem se nalazimo. Na kolokvijima éete rijetko
vidjeti zadatak oblika "Nadite derivaciju funkcije f(z) = ---". Cesée éete imati zadatke
koji se temelje na deriviranju funkcije i istrazivanju svojstava te derivacije. Zato Cete u
svakom zadatku morati pojednostaviti derivaciju na drugaciji nacin.
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Primger 3.6. Vratimo se na derivaciju funkcije f(z) = (23 + 3)2. Jedan nacin je da to
promotrimo kao polinom - raspiSemo kvadrat binoma i zatim izderiviramo svaki monom.
Drugi nacin je ovo promotriti kao kompoziciju funkcija. Definirajmo funkcije F(x) = 2,
G(z) = 2 + 3. Primijetimo da je f(x) = (F o G)(x), pa mozemo primijeniti pravilo za
derivaciju kompozicije

(FoG)(x)) = F'(G(x)) G ()

(zadnje u pravilima deriviranja). Prije toga, protumac¢imo jos malo kako ¢itamo to
pravilo:

e Izraz G'(z) (drugi faktor na desnoj strani) ¢itamo kao i inace — deriviramo funkciju
G, i tamo napisemo rezultat.

e Izraz F'(G(x)) ¢itamo drugacije. Prvo deriviramo funkciju F', a zatim umjesto x,
rezultat evaluiramo u G(z) (odnosno, komponiramo funkcije F'(z) i G(x)).

Pogledajmo na konkretnom primjeru:

G(z) =23 + 3, G'(z) = 322

F(z) =22, F'(z) = 22, F'(G(z)) = 2G(z) = 22> + 6.
Zato je f'(z) = F'(G(x)) - G'(z) = 62° + 1822

Usporedite rjesenje s rjeSsenjem dobivenim na drugi nacin.

Primjer 3.7. RijeSimo jo$ jedan primjer s derivacijom kompozicije: (2.2.f)) f(x) =
logs(z? 4+ 5). Ova funkcija kompozicija je funkcija F(z) = loggz i G(z) = 2? + 5.
"Vanjska' funkcija F(z) je logaritam, i njena je derivacija F'(x) = ﬁ Umyjesto z koji
se pojavljuje u zadnjoj jednakosti uvrstit ¢emo funkciju G(z). Zato pisemo

1 2z

fl(x) = F'(G(x)) - G'(x) = WG’(@ W32 1o)

Primjer 3.8. Na isti nac¢in mozemo rjesavati i kompozicije vise od dviju funkcija. Po-
gledajmo na primjeru derivacije f(z) = Inln(z* 4+ z) (2.3.j)). Neka je prvo "vanjska'
funkcija Inz, a "unutarnja' In(2z* + x). Kada napravimo prvi korak, ostat é¢e nam za de-
rivirati komplicirana unutarnja funkcija koju ¢emo ponovno promotriti kao kompoziciju
dviju funkcija. Dakle, imat ¢emo

43
In(z* + z)(2* + 4)

1 1

42°) =
1n(:c4+:n)934+4( z")

(In(z* +4)) =

, 1
Ja) = In(z* + x)

Ponovno slijede zadatci za samostalan rad:

Zadatak 3.9. Derivirajte sljedeée funkcije:

a) (2.2.0)) f(x) = y/(x +3)%,
b) (2.2.d)) f(z) = cos® z,
) (2.2.¢)) f(z) = sina?,
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d) (2.21)) f(z) = te (milz)

2% +sin(22)
~ Inz +cos(2z +3)’

f) (2.3.d)) f(z) = V4x — 1 + arcctg vz — 1,
g) (2.3.h)) f(z) =In?(2z +1).

e) (23.b)) f(x)

Primgjer 3.10. (2.5.a)) Izracunajte derivaciju funkcije f(z) = x5®.
Ovu funkciju ne mozemo derivirati niti pravilom za derivaciju polinoma niti pravilom za
derivaciju eksponencijalne funkcije, buduéi da nam oba parametra (i baza i eksponent)

b Elna Eblna
( ) ’

Zato imamo

sin x sinzInx
X =€

Y . ! : o1 . sin x
= (:):Sl”) = (esmxlnx) — eSinelnz <cosxlnx+smx) =g (cosxln:):—l— .
x x

Zadatak 3.11. Generalizirajte pravilo iz proslog primjera za funkciju oblika f(2)9(®)
(nadite odgovarajuéu formulu za derivaciju takve funkcije), pa derivirajte i sljedece funk-
cije:

a) (2.5.c)) f(z) = (Inz)*,

b) (2.5.d)) f(z) = =P,

c) (2.5.e)) f(z) =1n V/sinz.

Napomena 3.12. Kao $to vidimo, derivacija funkcije (ako postoji) nova je funkcija. Uko-
liko je i ona derivabilna, mozemo i nju ponovno derivirati. Time dobivamo derivacije
viseg reda: derivacija derivacije funkcije f(x) je druga derivacija (oznaka: f”(z)). Na-
kon toga imamo i treéu, Cetvrtu te opcenito n-tu derivaciju funkcije f(z). Oznake:
(), £ (@), f"(x), fO(x), fO(x),..., f™(z),... U pravilu pocevsi s éetvrtom deriva-
cijom viSe ne piSemo crtice nego pisemo broj. Takoder, mozemo pisatii f1)(x), f?)(x),
f@)(x), no to se ne vida &esto. Vidjet éete i oznaku f(9)(z) — ona oznadava originalnu
funkciju f.

Primjer 3.13. Pogledajmo sljededi tip zadatka. (2.6.d)) Odredite n-tu derivaciju funkcije
f(x) =sinz i njenu vrijednost u xg = /2.

Kod zadataka ovakvog tipa, prvo ¢emo danu funkciju derivirati nekoliko puta, pa uociti
uzorak.

f(x) =sinx

f'(z) = cosx
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f"(z) = —sinz
f"(x) = —cosx
f®(z) =sinz
fO)(z) = cosz

Dosli smo ponovno do funkcije sin x, i ponovno se ponavlja isti uzorak. Drugim rije¢ima,
derivacije se ponavljaju s ciklusom duljine 4. Sada mozemo pisati da za sve prirodne n
vrijedi

cos x n=4k+ 1,k €N

—sinx n=4k+2,keN

—cosx n=4k+3,keN

sin x n=4k ke N

F)N(@) =

Ova se tvrdnja moze pokazati i matematickom indukcije, pokusajte za vjezbu.
Primjerice, za n = 2020, kako je on djeljiv s 4, imamo da je f020)(z) = sinz. Da
bismo izracunali vrijednost derivacije u tocki /2, samo treba evaluirati u gornjoj fomuli
vrijednosti funkcija. Kako je cos(m/2) = — cos(n/2) = 0, mozemo malo skratiti zapis:

0 n=2k+1,keN

n),/_r _
(r/2) {(—1)3 n=2kkeN

Bitna napomena: u ovakvim zadatcima nije dozvoljeno prvo uvrstiti vrijednost xg u
funkciju f, a zatim derivirati, Sto je Cesta greska. Jasan odgovor zasto to nije dozovljeno,
tj. zasto se time ne dobije toc¢an rezultat, je zato $to je f(xg) konstanta, neovisna o z,
pa je svaka njena derivacija jednaka nul-funkciji.

Pogledajmo jos jedan malo kompleksniji primjer.

Primgjer 3.14. (2.6.e)) Odredite n-tu derivaciju funkcije f(z) = +/1 — 4z i njenu vrijed-
nost u zg = 0.

Kao i prosli put, derivirat ¢emo prvo nekohko puta. Za to ¢emo funkciju napisati u po-
godnijem formatu: /1 — 4z = (1— 49:) Takoder, savjet je da kad ra¢unamo derivacije
viseg reda, da ne pojednostavljujemo izraz kako bismo uocili neki uzorak u slucaju n-te
derivacije.

Fl(x) = 3(~4)(1 - 42)7 3
(@) = 5341 —dn) T
F(x) = L5 (—4)3(1 — da) 7
f<4><a:> 11285 4)4(1 — 4a) 7

Pocmjemo uocavati uzorak: nakon prve derivacije, uvijek dobijemo novi faktor oblika
negativan neparan broj podijeljen s dva. Eksponent uz (—4) se uvijek poveca za jedan,
kao Sto se eksponent uz (1 — 4z) uvijek smanji za jedan. Zato mozemo pogoditi (te
dokazati indukcijom) da opéenito imamo

1-1-3-5 —(2-n-3) —(@2n-1)

flla)=g5 55— 5 (4)"(1-4d)
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Ovo mozemo zapisati i krace. Iskoristimo oznaku n!! koja oznac¢ava umnozak svih par-
nih /neparnih brojeva manjih ili jednakih n, ako je n paran/neparan.
1 n—1 nn —@n-1)
(=) 2-n—=3)I(=1)"4"(1 — 4x)™ =2

T
—(2:n—1)

=—(2-n—-3)12"(1 —4x)™ 2

[ ()

Odavde lako izra¢unamo i vrijednost £ ().

Zadatak 3.15. Odredite n-tu derivaciju funkcije f(z) i njenu vrijednost u z:
a) (2.6.a)) f(z) =25 z9 =0,
b) (2.6.b)) f(x) =1/x, xg = —1,
c) (2.6.c)) f(z) =coszx, xo =,

1—4x
Trn =
1+4z 70

d) (2.6.)) f(z) =In

Primjer 3.16. Primijetimo da pravilom derivacijom kompozicije funkcije lako mozemo
odrediti derivaciju inverznih funkcija. Sjetimo se: ako je f(x) bijekcija, postoji f~!(z).
Vrijedi y = f(z) <= f~'(y) = 2. Zato mozemo napraviti sljedece:
(fTof)@)=x/
_1/
FEf@)f(x) =1

,1/ x _ 1

@) = 7
_1/ 1
W)= 7y

Iskoristimo tu formulu na jednoj konkretnoj funkciji:
Primjer 3.17. Nadimo derivaciju inverzne funkcije f(x) = sinzx.
Znamo da je f~!(x) = arcsin(z). Dalje imamo
1 B 1
cos(arcsiny) \/1 — sin?(arcsin y)
1

Zadatak 3.18. Izvedite formule za derivacije funkcija In z, log, x, arccos x, arctg x, arcctg «x.

(arcsiny)’ =

Napomena 3.19. Uoc¢imo malo bolje $to smo napravili u Primjeru Uzeli smo neku
jednakost, i sa svake strane derivirali. To mozemo raditi i opéenito, sto je korisno kod
derivacija implicitno zadane funkcije.
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Primjer 3.20. (2.7.a), izmijenjen) Derivirajte implicitno zadanu funkciju y = f(z) danu
s 23y + xyd +y = e*.

Zadatak Zeli redi sljedede: za funkciju y = f(x) vrijedi identitet 22 f(z) +x f(2)3+ f(z) =
e”. Nadimo derivaciju f’(x) izrazenu preko z i f(z).

To radimo tako da deriviramo identitet kojim je funkcija implicitno zadana, a zatim
uredimo dobiveni izraz.

2y +ay’ +y=e
P () 2 f@) 4 fa) = " [
302 () + 25 (2) + (@ + 2 f (@) (@) + () =
e’ — 32 f(x) — f(x)?

! —
J) = 3+ 3xf(x) +1
Py = Sy
x4+ 3zy + 1

Napomena 3.21. Netko bi se mogao zapitati koja je korist ovakvih zadataka. Ako se
nademo u situaciji u kojoj imamo opisano neko ponasanje funkcije f na implicitan nacin
i ne mozemo ju izraziti eksplicitno, i dalje mozemo saznati nesto o njenoj derivaciji.
Primjerice, za gornju funkciju y = f(x), iako joj nemamo eksplicitno izrazeno ponasanje,
znamo da se tocka (0, 1) nalazi na grafu funkcije f (jer za (x,y) = (0, 1) vrijedi jednakost
kojom je f zadana), pa zato znamo da je koeficijent smjera tangente u toj tocki jednak

0

e —3-0-1

f(0)= ————=0.
0+1+3-0

Nadalje, primijetimo da smo gornji zadatak mogli skratiti ne uvodeéi oznaku f za funk-

ciju ovisnu o x. Pogledajmo to na drugom primjeru.

Primgjer 3.22. (2.7.b)) Derivirajte implicitno zadanu funkciju y = f(x) danus zy+siny =

erty,

Jedino trebamo paziti na to da je u oznaci y skrivena ovisnost o x. Iako to nije napisano

eksplicitno, y je funkcija, pa se i ona mora derivirati. Npr. (y?) = 2yy/, gdje smo

iskoristili pravilo za derivaciju kompozicije.

zy +siny =" //

vy +y+1y cosy=e"TY(1+79)
/ "ty — Yy

y:

T+ cosy — ety

Ako vam ovakvo rjeSenje nije jasno, pokusajte jos jednom rijesiti primjer uvodeéi funkciju
y=f(z)

Zadatak 3.23. Derivirajte implicitno zadanu funkciju y = f(x):

a) (2.7.c)) 2%/3 4+ y?/3 = a?/3, za realnu konstantu a,
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b) (2.7.e)) (z? +y?) - y* = a - 22, za realnu konstantu a.

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i sve mate-
rijale s weba, osim zadataka 2.8. i 2.9.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak a) Obratite paznju na razliku izmedu polinoma i eksponencijalne funkcije,
te da je nula puta bilosto opet nula.

Zadatak b) Zapisite funkciju kao zbroj monoma oblika x%, za neki realan broj a.
Ovisi li zadnji sumand u funkciji o z?

Zadatak d) Pazite, u nazivniku imate umnozak funkcija. Ako vam je nezgodno,
prvo izra¢unajte derivaciju nazivnika sa strane.

Zadatak e) Mozemo rijesiti na dva nacina. Jedan je preko derivacije kompozicije,
Sto ¢e se pokazati u primjeru nakon. Drugi je tako da raspisemo kvadrat binoma.

Zadatak [3.9b), c) Pazite na redoslijed komponiranja funkcija.

Zadatak d) Jedna mogucéa pomo¢ u ovom zadatku i ostalim zadatcima koji u sebi
imaju logaritam: mozemo koristiti formulu In(z/y) = Inz — Iny. Time ponekad
mozemo izbjeéi derivaciju kvocijenta. Opéenito nemojte zaboraviti i na ostala
pravila logaritma na ovom kolegiju.

Zadatak .d) Zapisite kao kompoziciju funkcija z +— 4x —11 x — x + arcctgz.
Izrac¢unajte derivaciju druge funkcije sa strane.

Zadatak a) Nakon sto derivirate 6 puta, nemate vise niSta za derivirati.
Zadatak b) Mozda pomogne f(z) = z71.

Zadatak d) Ima mnogo sli¢nosti s Primjerom 3.12. Iskoristite pravilo za logaritam
kao u Zadatku 3.9.d), derivirajte jednom, pa zapiSite kao zbroj dviju funkcija na
minusprvu.

Zadatak Kod ra¢unanja (arctgz)’ iskoristite identitet tgZ2 +1 = —L;. On je

cos2”
posljedica jednakosti sin? + cos? = 1, kad je se podijeli s cos? .
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka Sva rjesenja zadataka mogu se napisati na vise ekvivalentnih
nacina. Dokle god se dobiva ista funkcija, rjesenje je to¢no.

a) fllx)=(7-2% = (3-2%) +0 =7-(2%) =3-(2*) =7-2°In2 — 6.
b) f(x) =2*3 — 2%/* + {/e. Zadnji sumand je konstanta, pa je zato

f/(x) _ ;x—l/?) _ 2$—1/4'

c) Pokazujemo rjesenje u kojemu izbjegavamo derivaciju kvocijenta (iako nije nuzno):
f(z) =sinz- 273+ e"cosx — (22 +2) logx

fl(x) =cosz -z 3 +sinz- (=327 + e cosz + e®(—sinz)

— (22%) logz — (23 + 2)

xIn10’
a nakon sredivanja dobijemo rjesenje kao sluzbeno.
1
d) Sa strane vidimo, ako treba, da je (zInz) =z -~ +Inz =Inxz + 1. Zato je
x

—1
2

(xlnz) —ctgx - (Inz + 1)

f,(CC) — sin“ x 21 5 +3€m+3$6w
z?In“x
—(zlnz) —coszsinz(lnz + 1)
= s’ 7 22t + 3e” + 3ze”.

e) Kvadrat binoma: f(z) = (2 +3)% = 2% + 623 +9.
f(z) = 62° + 182>

Rjesenje zadatka Kada sami rjesavate ili kada piSete rjeSenje na kolokvijima
ne trebate pisati funkcije F' i G. One ovdje sluze da jos$ bolje pojasnimo postupak.

a) f(z) = {f(@+3) = (x +3)¥". Fla) =¥, Gla) =2 +3,

f1@) = $6@) 6 @) =

— i) =tg (In(1l —z) —In(1 + z)). Kako je

1 1 —1 —1 -2
In(1 —z) — In(1 = —(1—a)— l+z) = =
(In(1 — z) — In( —i—a:))l 1_9:(2 x) 1+x( +x) 1—x+1+x =2

cos? (ln t—ﬁ) 1 — a2

imamo f'(x) =

1
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e) Spajamo sva pravila odjednom (kompozicije su jednostavne, kao derivacija unu-
tarnjih funkcija kod trigonometrijskih funkcija ispadne samo faktor 2):
[22 + cos(2z) - 2] - [Inx + cos(2x + 3)] — [2? + sin(27)] - [~} — sin(22 + 3) - 2]

/ pr—
fz) (Inz + cos(2x + 3))?
f) Kao u uputi: F(x) =z + arcctgz, G(z) = 4z — 1.
1 x? 1 2
Flz)=1- = , Gl (x) = 4= .
(@) 2 132 00T ot T T

Kada sve uvrstimo i iskoristimo da se kvadrati i korijeni cesto krate, dobijemo
(@) 4 —1 2 vz —1
€Tr) = . = .
1+ 4z —1) Var—1 2z
g) Ponovno ¢emo pokusati rijesiti zadatak odjednom:

(@) = 2In(22 4+ 1)] - [2551—# J o W

Rjesenje zadatka Generalna formula:

( f(x)g(a:))’ = (oo 1n(f(:c)))/ _ 9@ (f()) | (g,(w) In f(z) + g(z) ’(w))

o)

= fa)7®). (g'<x> In f(z) + g(x)

a) f(z) = (Inz)" (1 n(inz) + xlln/i) — (Ing)” <ln(lnx) + lnlsr:)

b) Sa strane deriviramo brojnik:

: / : . —sinx
((COS x)smx) = (cosx)*"? (cos zIn(cosx) + sinx >
cos T

Kad uvrstimo, dobijemo

Ccos T

(cos )7 (cos zIn(cos ) + sin z =382 ) . (22 4 3)| — [(cos z)5" "2z
Lo eat) 2 43] - ono

cos?zIn(cosz) — sin®z) - (2% + 3) — 2z cosx
(22 + 3)2 cosx '

)sinx(

= (cosx

c¢) Tako moZemo, ne moramo koristiti istu formulu kao u cijelom zadatku. Umjesto
toga koristimo svojstva logaritma:
1
f(z) =In Vsinz = —In(sinx)
x
1 cosz

f(x) = ;—21 In(sinx) + o

Rjesenje zadatka

sinz

2) f(z) =25
f'(x) = 5z*
f"(z) = 2023
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f"(z) = 60z?
B (x) = 1202

) =120
™ (z) =0, za sve n > 6. Dakle, f((0) = 0, za sve n # 5, te f(5)(0) = 0.
b) f(z) =27

Raspisujuéi prvih par derivacija, uoc¢avamo pravilnost:
F(@) = (~1)(=2) -+ (—n)a (D = (—1)mnlz (D),
FM(=1) = (=1)"nl(=1)~ ) = (1)t = _p1,

c¢) Sliéno kao u Primjeru 3.13., zatvara se ciklus duljine 4, pa zato imamo

—sinx n=4k+1,keN
—cosx n=4k+2,keN

() (1) =
S sin x n=4k+3,keN’
Ccos T n =4k, k € N,
0 n=2k+1,keN
() (1) = ’
S {(—1)’5“ n=2%keN

d) f(z) =1In(1 —4z) — In(1 + 4x2)
fl(x) = (1 —4z) Y (—4) - (1 +42)" 14
Ovo je format zadatka slican onome koji je obraden u glavnom dijelu. Sada racu-
namo derivaciju po derivaciju i trazimo uzorak. Kada ga uocimo, dobivamo

[f@) = (=1)(=2)-- (=(n = 1))(1 —42) " (=4)" = (=1)(=2) --- (=(n — 1)) (1 + 4z) " "4"
(=1)" Y — D11 — 42)""(=1)"4" — (=1)" L (n — DI(1 + 4z) 4"
—4"(n = )![(1 = 42) ™" 4 (—1)" (1 + 42) 7"

Konac¢no: f™(0) = 4"(n — 1)![—1 — (=1)"71], §to je jednako nuli kad je n paran, a
inace —2-4"(n — 1)\

Rjesenje zadatka [3.18

e Zalnux:
f(z) =€, f’gx) =e% f~Hy) =Iny
f_l (y) = N0 = Ty

Za log, x analogno.

e Za arccosx:
f(x) :==cosz, f'(z) = —sinxz, f~1(y) = arccosy
1

-1/ _ 1 — = 1 = ! .
W=z sin(f~Y(y)) —sin(arccos(y)) —/1 — cos2(arccos(y)) /1 — 2
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e Za arctgx:
fx) =tgz, f'(x) = oo f'(y) = arctgy

f_ll(y) = cos?(f 1 (y)) = cos?(arctgy). Koristeéi tvrdnju iz upute tg?z+1 = -

cos?
mozemo izraziti cos® x preko tangensa i dobivamo
F ) = . =
1 +tg?(arctgy) 1+y2
e Za arctgz analogno, samo koristimo ctg?z + 1 = ﬁ (posljedicu Pitagorinog

2

poucka dijelimo sa sin” x):
i

f(x) :=ctgz, f'(x) = =%, f!(y) = arcctgy

sin

FV () = —sin?(f () = — sin®(arctg y) - !

T 1t ctg?(arctgy) 1+ y?

Rjesenje zadatka Sve §to o ovisi o konstanti a, na koji god nacin to bilo,
derivirano daje nulu jer je to konstanta.

a) 223 4213 = g2/3 /'
2 3,2 13y
z z -0
3/1: +133y 1/3 ’
y = —a 3yl
b) (22 +yH)y? = az? ili 2%y + y* = az? /'
22y% + 222yy’ + 4y3y' = 2ax
. 2ax — 2xy? ax — xy?

v= 22y + 4y3 a2y + 243
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L’Hospitalovo pravilo

U ovoj lekciji naucit éemo jedan jak alat za rjesavanje limesa. Naziva se L’Hospitalovo
pravilo, nazvano po francuskom matemati¢aru Guillaume de L’Hospital. Prezime mu se
cita "lopital".

Teorem 4.1. Neka su dane diferencijabilne funkcije f,g: I — R i ¢ € I. Neka vrijedi
lign f(z) = lign g(x) = 0. Tada, ako postoji limes

x C x C

lim f'(z)
2 g(a)

i jednak je L, tada postoji i
f(=)

lim —~%
z—c g (:L')

te je jednak L.

Napomena 4.2. Ovaj teorem moze se primijeniti i u slucajevima koji nisu direktno na-
pisani u iskazu.

T 0
fl@) 0
gx) 0
(to zadovoljavaju brojnik i nazivnik izraza). No, moZemo ga primijenjivati i u
slucaju kada imamo i druge neodredene izraze:

f(z) 0 £oo

- =, —.
g(x) 0 +oo

e Teorem primijenjujemo u slucaju kada imamo neodreden izraz oblika

S druge strane, u ostalim slucajevima ne smijemo koristiti L’Hospitalovo pravilo.
Posebno, ako je neki od limesa lim f(z), lim g(x) realan broj razli¢it od nule, ili
jednostavno ne postoji (niti je realan broj niti je £00), ne smijemo koristiti ovaj
teorem.

f'(@)
g'(z)
teorem i dalje smijemo primijeniti. S druge strane, ako taj limes ne postoji i ne
tezi ni u jednu od beskonaé¢nosti (£00), teorem ne smijemo primijeniti.

e Sljedece, ako }:gnc ne postoji, nego izraz tezi u neku od beskonacnosti (+£o0),

45
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e Nadalje, umjesto * — c¢ smijemo primijeniti teorem u rac¢unanju jednostranih
limesa, te limesa kada z — oo ili x — —o0.

e Iz ovog vidimo da postoje neki posebni slucajevi kada teorem ne smije biti primi-
jenjen. To su uistinu posebni slu¢ajevi (u smislu da se rijetko pojavljuju), te éemo
ih obraditi kao primjere pri kraju lekcije.

Primjer 4.3. Pomoc¢u L’Hospitalovog pravila odredite sljedeée limese:

. sinx
e lim ,
z—0 X
ctgx
e (3.1.b), izmijenjen) lim .
( ) et )33—>0+ Inx

U ovim zadatcima vidimo dio onoga sto smo napominjali u napomenama. Prvi limes
oblika je 0/0, te imamo da  — ¢, ¢ € R. U drugom limesu imamo neodreden oblik
+00/ — oo, te jednostran limes (zbog x — 07). U oba slucaja smijemo primijeniti
L’Hospitalovo pravilo (tj., ¢ini se da ga smijemo primijeniti - to¢no ¢emo znati kada
odredimo limese s deriviranim brojnikom i nazivnikom i uvjerimo se da limes postoji).
Takoder, primijetimo da u prvom slucaju veé¢ znamo koliko limes treba ispasti.

. sinx O\ v ,. cosz 1
lim =(=] = lm =—-=1.
z—0 X 0 z—0 1 1

Oznaka "I’H" nam znac¢i da u ovom trenutku primijenjujemo L’Hospitalovo pravilo:
i ik i nazivai AL . :
deriviramo brojnik i nazivnik u izrazu. Drugi limes

Prvi limes:

=lm — —=1-— = —.
1/x z—0t sinz  sinx 0t

lim
z—0+ Inxz

ctgw (+oo> va o, —1/sin’z T -1 -1
=—) = lim ———
—00 r—0t

U drugom primjeru iskoristili smo da ako omjer derivacija tezi u +oo ili —oo, da i dalje
mozemo iskoristiti L’Hospitalovo pravilo.

Napomena 4.4. Ovim primjerom vidjeli smo kako ¢emo i inace primijenjivati L’Hospitalovo
pravilo: ako nam se pojavi jedan od neodredenih izraza oblika 0/0, £00/ + 00, primijenit
¢emo L’Hospitalovo pravilo, te na kraju vidjeti je li racun valjan.

Takoder, L’Hospitalovo pravilo moze se primijeniti vise puta: ako nam ni izraz f'(x)/g'(x)
ne donosi odluku (jer je oblika 0/0, +00/ 4+ o0), na njega smijemo ponovno primijeniti

1
L’Hospitalovo pravilo. Precizno receno, dogada se sljedece: ako postoji glg_}mc f”Exi ijed-
g’ (x
/
nak je L (a limesi lim Jz) ilim /() su nekog od oblika 0/0, oo/ £ 00) postoji i

T—cC g’(gj) T—C g(g;)

i jednak je L, pa onda postoji i lim
Tr—cC

/
i £ /()
v=e g'(z) 9(x)
Primjer 4.5. Pomoc¢u L’Hospitalovog pravila odredite sljedeée limese:

i jednak je L.

. 1—cosz
e lim —
z—0 €T
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5 9 4 2
e (3.1.)) lim z° 4227 + 3z”

=0 —x® —T7x2

. 3+ 1
e lim .
T—00 et

Prvi primjer vidjeli smo veé u lekciji o limesima. Sada izracunajmo limes preko L’Hospitalovog
pravila.

. 1—coszx O\ vu .. sinzx
lim ——— = =1 .

5 im
z—0 T z—0 2x

Dosli smo do tabli¢nog limesa (do na faktor 2 u nazivniku), te zato znamo da je

. 1—cosx 1 Cqe 1. . .. .
hn}] —Q2  — 3 S druge strane, vidjeli smo u proslom primjeru da smo na izraz
T— X

koji smo dobili na kraju ovog zadatka ponovno primijenili L’Hospitalovo pravilo. Te-
oretski to smijemo i ovdje napraviti. Da ne znamo tabli¢ni limes, na originalan zadatak
primijenili bismo pravilo dvaput, i dobili isti rezultat.

Drugi primjer znamo rijesiti i bez L’Hospitalovog pravila, pokusajmo sada koristeéi ga.
U brojniku i nazivniku imamo polinom po z, a izraz je oblika 0/0. Derivirajuéi brojnik
i nazivnik, opet ¢emo dobiti polinome, ovog puta svaki monom bit ée jedan stupanj
manji. Jedini nacin da se izraz 0/0 ne pojavi je da se neki monom derivacijama pretvori
u konstantnu funkciju. To ¢e se dogoditi tek nakon drugog deriviranja. Zato ¢emo ovdje
primijeniti L’Hospitalovo pravilo dvaput:

2o 4 22 4+ 322 0\ v, 5%+ 8z + 62!
lm ————= (=] = lim
=0 —xd — T2 0 z—0 —Hrd — 141!

(0) LH .. 2023 4+2422+6 0+6 —3
=(=-] = lim = = —.

0 =0 —20x3—14  —14 7

Razmislite: kako biste rijesili limes istog izraza u slucaju kad x — 1 ili x — co? Biste li
smijeli primijeniti L’Hospitalovo pravilo? Ako da, koliko biste ga puta primijenili?

Za tredi zadatak, u nazivniku imamo eksponencijalnu funkciju, koja voli biti derivirana
proizvoljan broj puta (uvijek daje istu funkciju). S druge strane, derivirajuéi brojnik,
dobivat ¢emo polinome sve manjeg stupnja:

lim
T—00 et

23 +1 B (—i—oo) vH . 37?

400

+oo\ LH .. 6z +oo\rLH .. 6 6

= —) = lim — = = lim —=——=0.
+o00

6
Pazite da se tu prikrala jedna klopka: na izraz — ne smijemo jos jednom primijeniti

L’Hospitalovo pravilo, jer nije neodredenog oblikea. Tako to ne smijemo napraviti, ne
bismo vidjeli gresku bududéi da bismo na taj pogresan nacin dobili isti rezultat.
Razmislite kako biste generalizirali ovaj rezultat za izraze oblika P(z)/a”, za polinom
P(x) i a > 1. Dobivamo jedno neformalno napisano pravilo: "eksponencijalne funkcije
rastu brze od polinoma'.
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Napomena 4.6. Oprez: derivacija kvocijenta i izraz koji se pojavljuje u L’Hospitalovom
pravilu nisu ista stvar! Drugim rije¢ima:

(f8)+58

S lijeve strane imamo funkciju zapisanu kao kvocijent nekih drugih funkcija. Derivaciju
kvocijenta naucili smo u prosloj lekciji. S desne strane imamo izraz koji se pojavljuje
u L’Hospitalovom pravilu. Ta dva izraza, koja se ponekad mijesaju studentima koji
pocinju udéiti ovaj kolegij, zapravo su kruske i jabuke.

Napomena 4.7. Vecinu zadataka koji ¢e se naci u nastavku znamo rijesiti i bez primjene
L’Hospitalova pravila. Razmislite o tome kada éete rjesavati. S druge strane, bit ée
zadataka koji se L’Hospitalovim pravilom rjesavaju lakse, najvise zato sto je metoda
rjesavanja jasna: deriviraj brojnik i nazivnik dok smijes i dok ne dobijes limes koji znas
izra¢unati.

Zadatak 4.8. Pomocéu L’Hospitalovog pravila odredite sljedeée limese:

tgx

a) (3.1.c)) lim

=5 tg 5z’

b) (3.3.)) lim (1 S )

z—=0 \ x et —1

 Br—1-Viz+1
3.1.0)) 1
C)( ))xg% \/3&:_2_\/$+2’

Inx 1
d) (3.1.e)) lim a

z—1 Inx

Napomena 4.9. L'Hospitalovo pravilo mozemo koristiti i na izrazima oblika f(z) - g(x).
Tada éemo jedan od faktora "gurnuti" u nazivnik, odnosno problem ¢emo zapisati kao
: _ o f@)
lim f(z)g(x) = lim

v=e 1/g(x)
ulogu funkcije g(z), buduéi da éemo morati derivirati njenu recipro¢nu vrijednost.

. Pritom treba biti pazljiv koja funkcija u primjerima igra

Primjer 4.10. Pomo¢u L’Hospitalovog pravila odredimo lir%f)l+ zlnzx.
T—

Tako faktor z u ovakvim primjerima "voli" i¢i u brojnik jer se deriviranjem dobiva kons-
tanta 1, pa limes ovisi samo o nazivniku, u ovom zadatku nam to necée proéi jer ¢emo
zadatak svesti na jos kompliciraniji problem (uvjerite se sami). Zato faktor x ide u
nazivnik:

1
. . Inz —00\ 1 . = . —x
Iim zlnz = lim - =(—) = lim % = lim — =0.
z—0t+ z—0t > —+00

Zadatak 4.11. Pomoc¢u L’Hospitalovog pravila odredite sljedece limese:

a) (3.2.b)) lim (1 —sinz) - tgx,

jus
Z—>2
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b) (3.2.d)) xlg{1+ Inzln(z —1),

c) (3.3.c)) lim< LI 1).

z=1\zx—1 Inzx

Primgjer 4.12. (3.4.a)) Pomo¢u L’Hospitalovog pravila odredimo lim+ (sinz)®8*,
z—0
Ovaj izraz nije niti oblika f(z)/g(z) niti f(z) - g(x). No, ako se sjetimo trika iz prosle
lekcije
b
ab _ (elna) _ eblna’
ovaj problem svodimo na umnozak funkcija u eksponentu:

lim (sinz)'®® = lim e'&*nGn2),
z—07F z—0t

Zato prvo odredimo kamo tezi eksponent, pa ¢emo zakljuciti rezultat za cijeli limes. To
je umnozak funkcija, pa trebamo jednu funkciju gurnuti u nazivnik. Buduéi da smo sami
rijesili Zadatak [£.11] znamo koju.

: 1
. . . In(sinz —00 L'H .. —— COS T ) .

lim tgzln(sinz) = lim ( ) = = lim ®¥—— = lim —cosxsinz = 0.
z—0t z—0t+ ctgx +00 z—07F 51;2 po z—0t

Ne zaboravimo da rjesavamo originalan problem u kojem je ovaj limes samo eksponent:

lim (sin x)tga: — ehmzﬁ‘o_;_ tgxln(sinz) _ 60 - 1.

z—0t

Zadatak 4.13. Pomoc¢u L’Hospitalovog pravila odredite sljedeée limese:

a) (3.4.b)) lim z%,

z—0+

b) (3.4.6) lim (1>tgm,

z—0+ \ T

¢) (3.4.g)) lim (sinz)w.

14)2
Za kraj pogledajmo neke primjere u kojima ne smijemo primijeniti L’Hospitalovo
pravilo.
z —sinx
Primjer 4.14. (3.7.) Odredimo lim ————.
T—00 r + SIN T
Ako bismo pokusali naivno, imali bismo

lim = = lim
+o0

xr —sinx +o0\ 1 . 1 —cosx
=00 x + sinx z=00 1 4+ cosx

Dolazimo do limesa koji ne postoji. Naime, kad z — 0o, cosz divergira izmedu —11i 1,
a sumand 1 mu ne pomaze. Dakle, ne smijemo primijeniti L'Hospitalovo pravilo ovdje,
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f'(x)
z—+oo g'(x
nastavimo s L’Hospitalom, u sljede¢em koraku dobili bismo da je limes jednak —1, sto
¢e se pokazati netoCnim.

jer ne postoji (to je nuzan uvjet u teoremu). Cak i da bez obzira na to

sin x
Rijesimo zadatak sada to¢no, bez L’Hospitala. U Primjeru 4.15. pokazat ¢emo lir}rl =
r—+o0o I
0 (obratite paznju na to kamo z tezi). Zato u primjeru podijelimo i brojnik i nazivnik s

T pa imamo

. x—sinzx o l—shz 4
lim ——— = lim e =
T—00 x + sinx z—00 1 4 L;m 1+0

sinx
Primjer 4.15. Pokazimo jos tvrdnju koju smo koristili u proslom primjeru: Erf =
x oo I

0. Za to koristimo teorem o sendvicu (za vise detalja pogledajte predavanja). Kako
znamo da vrijedi ocjena |sinz| < 1, vrijedi i

1
< —.
T

sin

X

0<

U gornjem nizu nejednakosti, prvi i zadnji izraz teze k nuli kad x — +o00. Po teoremu

sin
o sendvicCu, to vrijedi i za srednji izraz, pa zakljucujemo lim =0.
rx—+oco I
- T _x?sin )
Zadatak 4.16. (3.8.) Pokusajte se sami uvjeriti da ni u limesu lim ———= ne smijemo

. .o . . . . . . m‘)o Sin :L‘
primijeniti L’Hospitalovo pravilo. Nadite limes.

Ovakvi zadatci su rijetkost i samo su kontraprimjeri za to da s L’Hospitalom treba
biti oprezan. Najcesée Ce se na kolokvijima javljati primjeri u kojima smijete primijeniti
L’Hospitalovo pravilo, no budite oprezni i provjerite uvjete.

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i sve mate-
rijale s weba. Razmislite kako biste rijesili i limese iz lekcije Limesi i neprekidnost.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak ??.a) Iskorisite supstituciju ¢ = m/2 — x, pa problem s kosinusima pretvorite
u problem sa sinusima.

Zadatak ??7.b) Svedite na zajednicki nazivnik.
Zadatak a) Tangens u nazivniku postaje kotangens.
Zadatak c¢) Svedite na zajednicki nazivnik.

Zadatak a) Sjetite se da smo u jednom primjeru nasli kamo tezi Inz kad x — 0*.

in 1 .
Zadatak {4.16| Izraz koji se pojavljuje u zadatku je jednak izrazu = - : . Kamo tezi

T

koji od faktora? Izvedite zakljucak.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje
Rjesenje zadatka 77:

2)

1 .
- tgr (oo) LH . s [t: ™ _4 — lim sin?(5z)
2—I tg(bx) 2 t=0 Hsin?z
s 2 2
:hmw%5:14-5:5

t—0 (bx)? sin’z

b)
. 1 1 o ef—1—x 0\ vH .. et —1 0
hm _ — :hmi: — :hmiz _
=0 \z e —1 =0 z(e® —1) 0 0 e* — 1 4 ze® 0
LH .. e’ 1
= lim —— = —.
z—0 e? + e% + xe® 2
c)
5 4
Vb —1—-+VAzr+1  (0\LH 3vso—T  2viz+l %_% _ 1
Ly o= B U Rl s wle e M
v t 2VBr—2  2va+2 22 7 22
Ovaj zadatak moze se rijesiti i racionalizacijom, bez L’Hospitalovog pravila.
d)

) alnz -1 0\ Lo .. alnx In x%
lim ——=|( = = hmf:lna
z—1 Inx 0 z—1 =

Ovaj zadatak moze se rijesiti i supstitucijom ¢ = In z, bez L’Hospitalovog pravila.

Rjesenje zadatka

a) Funkcije tgx i ctga vole doéi u nazivnik, buduéi da se one i njihove recipro¢ne
vrijednosti "jednako komplicirano" deriviraju.

. . . 1l—sinz O\ L ,. —cosz
lim (1 —sinz)-tgr = lim —— = (-] = lim —
T3 =% ctgx 0 T3 e
= lim coszsin®z =0
TG
b)
In(z —1) —o0\ 1’ L rln?
lim Inz-In(zx — 1) = lim 1 :( > = lim 5 = lim
z—1t z—1+ e +0o0 r—1t oz z—1+t x—1
xr T
0\ 1 2Inziz +In’z
= () 0 i L = lim (21nx+ln2 x) =0
0 r—1+ 1 z—1+
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c)

) 1 1 . lnz—z+1 0\ v .. L_q
hm I — :llmiz — — hmx—l
r—=1\x—1 Inz a—1 (x —1)Inzx 0 1z + (z — 1)1

z—1 (0) L'H I —1 -1
= m --———= = [1m =
z—lzxlne+x—1 0 z—=1lnx + 2 2
Rjesenje zadatka

a) Prvo treba nadi limes lim+xln x, no to smo ve¢ napravili u Primjeru 4.10., taj
z—0

limes iznosi 0. Zato je
lim z% = elimz*)()*, rzlnx — 60 —1.
z—0t

b) Ponovno se samo fokusiramo na eksponent, te ¢e tako biti i dalje.

—1 , =1
lim tgzln(l/z) = lim —tgaxlnz = lim S (+OO> ELL T
z—0F z—0t z—0t ctgx +0o0o

. sinx .
= lim sinz=1-0=0
z—0t X
tgx
. 1 0
Zato je lim [ — =e =1
=0t \ X
c)
. . 1 . In(sinz 0\ vu .. sz . —cosz
lim In(sin z) = hmgz —) = lim =% = lim —5— =0
=7 COST a—% COST 0 z—%Z —sinx 2% sin‘x

1
Zato je lim (sinz)coss = ¥ = 1.
T3

RjesSenje zadatka Limes mozemo zapisati na sljede¢i nacin (kao u uputi):

. x sin %
lim — . .
z—0 sin T

&=

1
Slnx
1
xr

Kada =z — 0, prvi faktor ide ka 1. Takoder, kada x — 0, tada 1/x — oo, pa stoga

ide k nuli (vidi Primjer 4.15.). Zato i cijeli izraz ide ka nuli.
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Tangenta i normala

Prije nego krenemo sa sljede¢om lekcijom, bilo bi dobro da se prisjetite nekog gradiva
koje znamo iz srednje skole ili Analiticke geometrije:

e Kako opéenito glasi eksplicitna jednadzba pravca? Kako odredujemo jednadzbu
pravca koji prolazi kroz dvije dane tocke? Kako odredujemo jednadzbu pravca koji
prolazi kroz neku tocku uz dani koeficijent smjera?

e Koji je kriterij za paralelnost dvaju pravaca? Koji je uvjet za okomitost?

e Kako zadajemo implicitnu jednadzbu pravca? Kako zadajemo parametarsku jed-
nadzbu pravca? Kako se prebacujemo iz jedne forme zadavanja jednadzbe pravca
u drugu?

e Kako ra¢unamo kut izmedu dva pravca?

U lekciji Derivacija najavili smo da je derivacija za dovoljno glatku f broj f’(x¢)
ujedno koeficijent smjera tangente na graf funkcije f u tocki zg (tj. (w0, f(x0))). Da
bismo odredili punu jednadzbu pravca tangente, treba nam jos jedan podatak, a to je
tocka kroz koju prolazi. Zato imamo: jednadzba tangente na graf funkcije f u z¢ dana
jes

y — f(wo) = f'(w0) - (x — z0).

Kako bismo odredili jednadzbu normale na graf funkcije f? Normala je pravac koji
prolazi istom tockom kao tangenta, ali je okomit na tangentu. Zbog okomitosti koeficijent
smjera tog pravca ima negativnu recipro¢nu vrijednost koeficijenta smjera tangente, pa
je zato jednadzba normale dana s

y— f(zo) =

< (x — x0).

f' (o)

Primger 5.1. (4.1.) Odredimo jednadzbe tangente i normale na krivulju y = cos <2ZL‘ — g) +
2 u tocki s apscisom xg = g

54



5. TANGENTA I NORMALA 55

Prvo ovu krivulju moramo shvatiti kao graf neke funkcije. Tocke na krivulji iz zadatka

definirane su kao
(xz,y) = (a:, cos (23: - 73r> + 2) )

Tocke na grafu funkcije f dane su kao (x, f(z)), pa je dosta jasno da trebamo definirati

T
funkciju f(x) = cos (23: -3 + 2. Izracunajmo sa strane parametre koji nam trebaju.
™
Uz = 5 ham treba vrijednost f(zo) i f'(xp). Prvo ra¢unamo derivaciju: f'(xg) =

—2sin (21’ — g), pa onda uvrstavamo i vidimo f(zo) = f(7/2) = 31 f'(z) = f'(7/2) =

—+/3. Zato su jednadzbe tangente i normale redom

3 T . 3 V3 T
t ... y—2——\/§(x—2> 1n... y—2—3(m—2).

Ovo je bio primjer s krivuljom koja je bila zadana eksplicitno. S implicitno zadanom
krivuljom koeficijent smjera tangente nalazimo implicitnim deriviranjem (vidjeti kraj
lekcije Derivacije). Kod parametarske zadane krivulje ¢emo iskoristiti sljedeéu tvrdnju:
za krivulju danu s (z(t),y(t)),t € I, jednadzba tangente u tocki (x(ty),y(to)) dana je s

p(t) = (&' ()(t — to) + x(t),y' () (t — to) + y(t)).
Primijetite da opet derivacija utjece na smjer pravca, Sto je bilo prirodno za ocekivati.

Zadatak 5.2. (4.3.) Odredite jednadzbu tangente na krivulju y = f(z) implicitno
zadanu s y3 + zy = 3y? u tocki D(0, 3).

Primjer 5.3. (4.4.) Odredite jednadzbu tangente na krivulju parametarski zadanu s
x(t) =In(cost + 1), y(t) = tgt + ctgt u tocki zadanoj s t = 7w /4.

Sliéno kao u proslom primjeru, trebamo vrijednost funkcije i derivacije u tocki. Zato
prvo deriviramo (x(t) i y(t)), uvrstavamo da nademo odgovarajuce parametre, a zatim
nademo jednadzbu tangente.

: V2
, _ —sint . Q ’ T3
PO = ey T/ =Cy D, =

Y(t) =g + 5 =0, y(n/4) =2,y (7/4) =0

V2
—¥2 2
Tangenta: p(t) = 7 2 _(t-— %) + ln(\g +1),2].
7 T1
U normalnim okolnostima, ovo je to¢no (i ruzno) rjesenje. No, jednadzba se moze
uljepsati. Primije¢ujemo da ova tangenta ima uvijek ordinatu jednaku 2, pa zapravo

zakljucujemo da se radi o pravcu y = 2.

Napomena 5.4. Sada zadajemo nekoliko zadataka za samostalno rjesavanje. Razlog
zbog kojih ne rjesavamo vise zadataka u primjerima je taj sto se ovo gradivo vise temelji
na vasem znanju analiticke geometrije. Ako imate te vjestine, i ako znate derivirati
funkciju (Sto smo naudili u lekciji Derivacije), trebali biste znati samostalno rijesiti veé¢inu
zadataka u nastavku. Za pomo¢, pogledajte upute na kraju lekcije.
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Zadatak 5.5. (4.7.) U tockama s apscisama z; = 1 1 9 = 3 povucena je sekanta na
graf funkcije f(z) = 22. U kojoj je tocki tangenta na graf funkcije paralelna toj sekanti?

32+ 1

Zadatak 5.6. (4.9.) Odredite jednadzbe tangenti na krivulju y = 13 u tockama s
x

ordinatom 1.
1
Zadatak 5.7. (4.10.) Odredite diralista tangenti na krivulju y = % koje su paralelne
T
praveuz —y + 5 = 0.

Zadatak 5.8. (4.12.) Odredite tocku u kojoj se sijeku tangente na krivulju y =

—1
lnx

u tockama s apscisama x1 = 01 xo = 2.

1
Napomena 5.9. Iskoristite da vrijedi (In|z|)’ = =, za # # 0. DokaZite za vjezbu tu
x

tvrdnju (pogledajte Sto se dogada za pozitivne, a $to za negativne realne x).

Rijesimo jedan drugaciji primjer. Osim Sto je to zadatak s rijeCima, ima jo$ neke
posebnosti.

Primger 5.10. (4.13.) Svemirski brod se kreée po krivulji y = z2. U nekom trenutku

brod ée ispustiti teret koji ¢e se nastaviti kretati tangentom na tu krivulju. Odredite gdje
bi brod trebao ispustiti teret tako da on doplovi do svemirske postaje koja je smjestena
u tocki 7'(3,2).

Pokus$ajmo bolje prouciti zadatak. Imamo graf funkcije f(x) = 22, po kojoj se krede
brod (u nama nepoznatom smjeru). Dok se brod kreée po toj krivulji, krece se i teret
zajedno s njim. Kada brod ispusti teret, teret se nastavlja gibati po tangenti na tu
krivulju. U nekom trenutku treba doéi do tocke (3, 2).

Mozda ¢e nam pomo¢i razmisljati o ovom zadatku na obrnut nacin: teret, da bi dosao do
tocke (3,2), zadnje trenutke putovat ¢e po pravcu. Taj pravac ima presjek s krivuljom
y = 2%. Recimo da je to tocka (zg,73). U toj tocki teret je ispusten da se giba po
pravcu. Dapace, mora se gibati po tangenti, sto znac¢i da pravac koji prolazi tockama

(w0, 23) 1 (3,2) zapravo tangenta na krivulju y = z2. To je naéin kako éemo odrediti z.
2 _

2
Pravac koji prolazi kroz tocke (zq,#3) i (3,2) ima koeficijent smjera 3 S druge

Ty —
strane, buduéi da je taj pravac tangenta, njegov koeficijent smjera u xg je vrijednost

derivacije funkcije 22 u tocki xg, dakle jednak je 2zg. Zato imamo

22 —620+2=0
20 Z 3+ T,

Primijetimo da smo ovo mogli i drugacije rijesiti. Naime, uvjet zadatka se moze protu-
maciti i na sljedeéi nacin: tangenta na krivulju u tocki (zg,x3) prolazi tockom (3,2). Ta
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tangenta ima jednadzbu y — x3 = 220 - (z — o). Uvjet da tocka (3,2) lezi na tangenti
daje 2 — 23 = 2x0(3 — x0), $to u konacnici vodi na isti sustav.

Komentirajmo jos zasto smo dobili dva rjesenja. Naime, kao sto smo komentirali pri
pocetku rjesenja, nije nam receno u kojem se smjeru brod kreé¢e. Da se brod kreée tako
da mu z koordinata raste, tada bi teret ispustio u tocki (3 —+/7, (3 —v/7)?). Da se kreée
u suprotnom smjeru, ispustio bi u tocki (3 + /7, (3 + V/7)?).

Napomena 5.11. Ovaj primjer nam moze posluziti da kazemo jos jednu bitnu stvar koja
nije direktno vezana za sami zadatak. U zadatcima koji se pojavljuju u ovoj lekciji,
te u analognim zadatcima koji ¢e nam se pojavljivati u sljede¢em semestru kod slucaja
funkcija vise varijabli, jako je bitno da u zadatcima tipa "nadite jednadzbu tangente kroz
tocku (xg,yp) na krivulju y = f(x)" provjerimo nalazili se dana tocka uopée na krivulji.

Prije nego pojasnimo zasto je to bitno, primijetimo da je to do sada bilo bitno jedino
u Zadatku buduéi da u svim ostalim zadatcima i primjerima mi najcesée racunamo
u kojoj tocki ra¢unamo tangentu jer imamo samo neki od podataka (primjerice samo
x ili y koordinatu tocke), a drugi podatak racunamo iz uvjeta da se ta tocka nalazi na
krivulji.

Pojasnimo zasto je opcenito za danu tocku u zadatku (xg, yo) bitno provjeriti nalazi li
se na krivulji, ako to ne znamo. Recimo da je zadatak da odredimo jednadzbu tangente
na krivulju y = 22 u tocki (3,2). Ako se bismo krivo pomislili da se tocka (3,2) nalazi
na krivulji y = 2, izracunali bismo da je f'(zg) = 2-3 = 6 i (krivo) zakljucili da je
nasa jednadzba tangente y — 2 = 6(z — 3). Kad biste nacrtali $to smo dobili, uvjerili
biste se sami da to uopce nije tangenta na krivulju. Pravi na¢in da odredimo krivulju
kroz tocku (3,2) upravo je onaj kao u rjesenju proslog primjera. Vidimo da imamo dvije
tangente, jedna koja prolazi kroz tocke (3,2) i (3 — /7, (3 — v/7)?), a druga kroz tocke
(3,2) 1 (3= /7, (3 - VT)2).

Opéenito zadatci oblika "nadite jednadzbu tangente kroz tocku (zg,yo) na krivulju
y = f(z)" mogu biti nesto laksi (ako se tocka nalazi na krivulji) ili tezi (ako se ne nalazi).
Najcesée ¢emo biti u prvom slucaju, no to treba eksplicitno provjeriti ako nije jasno iz
drugih uvjeta u zadatku.

Prije nego rijesimo zadamo sljedeéi zadatak, uvedimo jednu definiciju.

Definicija 5.12. Kut izmedu krivulja definira se kao kut izmedu tangenti na krivulje u
tocki presjeka.

Intuitivno, uzmimo presjek dviju krivulja. Kada bismo jako zumirali u tocki presjeka,
krivulje oko sjecista bi se izravnale, te bi izgledale kao svoje tangente. Zato definiramo da
je kut presjeka upravo kut izmedu njihovih tangenti. Posebno, dvije krivulje su okomite
ako im se tangente sijeku pod pravim kutom.

Zadatak 5.13. (4.14.) Projektil je ispaljen iz tocke T'(0,4) prema stitu koji ima oblik
krivulje y = y/z. Prema kojoj tocki na krivulji treba usmjeriti projektil tako da projektil
pogodi stit pod pravim kutem?

Sjetimo se kako se odreduje kut izmedu dvaju pravaca: za pravce s koeficijentima
k1 — ko

smjerova kp i ko kut ¢ izmedu pravaca dan je s tg¢ = T g
152
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Primger 5.14. (4.15.c)) Odredite kut izmedu tangenti na krivulje 2y + 2% = 0 i 2y =
z(1 — y) u tockama presjeka.

Ovaj zadatak iskoristit ¢emo kao jos jedan podsjetnik kako se rjesavaju zadatci s impli-
citno zadanom funkcijom. Ovaj zadatak moze se rijesiti s eksplicitno zadanom funkcijom
(samo izrazimo y iz obje jednadzbe krivulje — pokusajte sami). Kako god, shema rjese-
nja je ista: prvo nademo tocku/tocke presjeka rjesavajuéi sustav jednadzbi, nakon toga
nalazimo koeficijente smjerova tangenti (tj. vrijednosti derivacija u toj tocki) i ra¢unamo
kut po gore danoj formuli. Primijetite da nas ne zanima cijela jednadzba tangente, pa
ju ni ne trebamo racunati.

Neka jednadzbe 2y+2% = 0 2y = 2(1—y) redom implicitno definiraju funkcije y = f1(x)
iy = fo(r). Odredimo prvo presjek krivulja. Iz jednadzbi 2y = —2? i 2y = x(1 — ¥)
usporedimo desne strane i dobijemo 22 + z(1 —y) =0 = x(1 —z +y) = 0. Ako je
x = 0, uvrstavajuéi u obje jednadzbe vidimo da je y = 0. Ako je x # 0, tada druga
zagrada mora biti nula, tj. ¥y =1+ x. Ako to uvrstimo u prvu jednadzbu krivulje, dobi-
vamo z2 + 2z + 2 = 0, $to nema realnih rjesenja. Dakle, jedina tocka presjeka krivulja
je (zo,y0) = (0,0), i o¢ito se nalazi na obje krivulje.

Odredimo sada koeficijente smjerova tangenti. Za to nam trebaju vrijednosti derivacija
f1(xo) i f5(x0) implicitno zadanih krivulja y = fi1(z) i y = fa(x) u 2o = 0. Implicitnim
deriviranjem jednakosti 2y + 22 dobivamo 2y’ 4+ 2z = 0. UvrStavanjem = = zo = 0
dobivamo y' = 0, dakle f{(0) = 0. Implicitnim deriviranjem jednakosti 2y = z(1 — y)
dobivamo 2y = (1 —y) — xy’. UvrStavanjem = = 29 = 01 y = y9 = 0 dobivamo

1 1
y' = 1/2, odnosno f5(0) = 2 Odavde je tg¢ = , odnosno ¢ = arctg 2 Bududi

10
14350
da kut ¢ nije neki poznati kut (jer arctg 3 nam nije poznata vrijednost bez kalkulatora),

ostavljamo rjesenje u ovom zapisu.

Zadatak 5.15. Odredite kut izmedu tangenti na krivulje u tockama presjeka:
a) (4.15.2)) y=+/x iy =22
b) (4.15.d)) zy = 2 i y* = 4a.
Zadnji zadatak je odli¢na vjezba da ponovimo sve iz ove lekcije, a ponesto i iz proslih.

Zadatak 5.16. (4.16.) Odredite kut pod kojim se sijeku tangenta na krivulju y = f(x)

implicitno zadanu s arctg% = §ID($2 + 9%) u tocki D(1,0) i tangenta na krivulju

SINT 1 tocki s apscisom zg = 0.

y = (cosx)

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i sve mate-
rijale s weba.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak Pogledajte Napomenu 3.21. da vidite na koji nacin nalazimo vrijednost
derivacije u tocki za implicitno zadane funkcije. Ako povla¢imo tangentu u tocki
D(0,3), to znaci da je zg = 01 yo = f(zo) = 3 (uvrStavanjem u implicitnu
definiciju funkcije uvjerimo se da tocka (0,3) uistinu jest na krivulji). Kako smo
odredili f/(zg), imamo sve podatke da odredimo jednadzbu tangente.

Zadatak Kao prvo, iako je krivulja definirana za sve x > 0, neéemo promatrati
tocku x = 0. Razlog je taj sto za definiciju derivacije trebamo otvoreni interval
oko tocke u kojoj ra¢unamo derivaciju, Sto nemamo za z = 0 (nemamo nijednu
negativnu tocku u domeni). Kao drugo, primijetite da je zadatak ekvivalentan
sljede¢em: nadimo tocku (xg, f(z¢)) za f(x) = /z takvu da normala u toj tocki
prolazi toc¢kom (4,0). Usporedite s primjerom 5.10.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka Odredimo najprije implicitnu derivaciju funkcije 42 +zy = 332

Imamo
fla) +af(x) =3f(x)* /'
3f(x)°f'(x) + f(x) + xf'(x) = 6f(x) f (2)
3f(2)*f'(x) + 2 f'(x) = 6f(2) f'(x) = —f(x)
F'(@)Bf(x)* + 2 - 6f(x)) = —f()
f'w) = 3y2+j—6y
Uvrstavanjem = 01 y = 3 dobivamo koeficijent smjera tangente f'(0) = —%. Preostaje

odrediti jednadzbu pravca koji ima koeficijent smjera —% i prolazi kroz tocku D(0, 3)

tj., jednadzba tangente kroz toc¢ku D(0, 3) je

X
= -2 +3
y=—3+

Rjesenje zadatka Jasno, trazene tocke kroz koje prolazi sekanta su A(1,1) i
B(3,9). Odredimo jednadzbu sekante koja prolazi kroz te toc¢ke. Imamo

9-1
y—1=4(x—1)
y=4xr —3

Posebno, koeficijent smjera te sekante je 4. Kako paralelni pravci imaju isti koeficijent
smjera i kako je koeficijent smjera tangente kroz tocku T'(z,2?) jednak 2z, iz 2z = 4
zakljuéujemo da apscisa tocke u kojoj je tangenta paralelna nasoj zadanoj sekanti mora
biti 2. Sada je jasno da je trazena tocka D(2,4).

RjesSenje zadatka Odredimo najprije diraliSta tangenti. Da bismo to dobili,
moramo rijesiti jednadzbu
322 +1
S N
z2+3

Kako je 2243 > 0 za sve = € R, smijemo mnoziti jednadZbu s nazivnikom, pa dobivamo
322 4+1=2%+3,

tj., dobivamo kvadratnu jednadzbu 222 — 2 = 0, ¢ija su rjeSenja ocito x1 = 11 29 = —1,
pa su trazena diralista Dj(—1,1) i D9(1,1). Kako je nasa krivulja odredena funkci-

jom f(x) = 3;”;;?, da bismo dobili koeficijente smjera tangenti, trebamo derivirati tu
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funkciju. Imamo

o= (2222
rer= (as)
oo 55)
fl@)==8-((z*+3)7")
F@) = gy 2
f(w) = wa

Sada se lako vidi f'(—1) = —11i f’(1) = 1. KoriStenjem formule y— f(zo) = f'(x0)(z—x0)
i sredivanjem lako dobijemo da je tangenta kroz D;(—1,1) dana jednadzbom

y=—-x,
dok je tangenta kroz D2 (1,1) dana jednadzbom
Yy = .

Rjesenje zadatka Odredimo najprije derivaciju funkcije f(z) = % kojom je
zadana krivulja.

o= (223)
o= (2252

1 !
!
=(1-
Fw) ( T+ 2)
@) ==((z+2)7Y)’
1
() —
fw) = (x4 2)?
Uoc¢imo, ako jednadzbu xz — y + 5 = 0 zapiSemo kao y = z + 5, vidimo da je koeficijent
smjera jednak 1. Kako su pravci paralelni ako i samo ako im je koeficijent smjera jednak,
trebamo rijesiti jednadzbu, f’(x) =1, odnosno rjesavamo jednadzbu

1
S
(x +2)2
= (r+2)?2=1
= x+2==1,
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iz Cega lako dobijemo rjesenja x1 = —1 i z9 = —3. Preostaje nam odrediti ordinate
tocaka, a kako je f(—1) =01 f(1) = 2, diralista su D1(—1,0) i Da(—3,2).

RjeSenje zadatka Krivulja je zadana jednadzbom

f(x)=In

x—l’
z+1

Tocke u kojima trazimo tangente su tada D1(0,0) i Dy(2,—In3) (jer je In: = —1In3).
Odredimo koeficijente smjera trazenih tangenti. Imamo

Tako apsolutna vrijednost nije derivabilna u nuli, ovdje nemamo s tim problema, jer

ionako nije definirana u tocki u kojoj je izraz =+ jednak nuli. Nadalje, razlikujemo
z+1
T

dva slucaja, jer izraz £=+ ima razli¢ite predznake za = = 0, odnosno = = 2.

x+1
Za r = 0 imamo
—z—1 1—=x /
/ p— .
f(x)— r—1 <a:+1>
a1 (2-a-1)
oz —1 r+1

:—(x+1)_< 2 _1>’
rz—1 r+1

 —(r+1) -2
T oz—1  (z+1)?
_ 2
C(z—-D(z+1)

= f'(0) = -2

Odavde lako dobijemo da je jednadzba tangente s diralistem u Dy

Yy = —2x.



5. TANGENTA I NORMALA 63

S druge strane, za x = 2 imamo

/
i+l fx—1
f(x)_x—l (:):—l—l)

a4l (z41-2)
-1 r+1
_ekl (2 Y
-1 x+1
_x—l—l 2
S z—1 (z+1)2
B 2
C(z =D (z+1)
2
- f/(2):§

Slijedi, jednadzba tangente je

tj.

Preostaje odrediti sjeciste ta dva pravca. Dobivamo

4
—2x:§x—§—ln3
—6x=2r—4—-3In3
—8r=—-4—-3In3

1 3
=—-+4+-1
x 5 + 3 n3
Uvrstavanjem ove vrijednosti u jednadzbu y = —2x dobivamo sjeciste
1 3 3
~—+-In3,—-1—-1 .
5(2 + g n3, 1 n3>

RjesSenje zadatka Uoc¢imo, mi zapravo trazimo toc¢ku na krivulji y = /&
takvu da normala kroz tu tocku prolazi tockom 7'(4,0). Oznacimo tu tocku s D(zg, \/Zo).
Koeficijent smjera pravca koji prolazi kroz tocke T i D je

JTo

$0—4
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S druge strane, koeficijent smjera tangente kojoj je diraliste tocka D je f’(xg) (naravno,

funkcija koju gledamo je f(z) =

V). Dakle, moramo rijesiti jednadzbu

1 4*%‘0

1
10 —
pa dobivamo jednadzbu A
' _ 2~ %0
f (wo) - \/«%
1 4 — Zo

Dakle, trazena tocka je D(;

Vi)

Napomena: Gore smijemo iskljuciti slu¢aj o = 0 pa onda i mnoziti s /zg jer da bi

funkcija bila derivabilna u nekoj
te tocke. U slucaju f(z) = x,
gledati derivaciju u nuli.

Rjesenje zadatka

toc¢ki, ona mora biti definirana na nekom intervalu oko
f nije definirana lijevo od nule, pa nema uopc¢e smisla

a) Odredimo najprije sjecista tih dviju krivulja. Iz jednadzbi krivulja, i uz supstituciju
t = v/z, dobivamo jednadzbu

t =1t
t—t*=0
t(1—13) =0

tl—t)(1+t+t*) =0

iz ¢ega lako vidimo da su rjeSenja t; = 0 i t2 = 1, odnosno, vra¢anjem supstitucije
dobivamo z; = 0 i x93 = 1. Medutim, kao i u prethodnom zadatku, izbacujemo
tocku s apscisom 0, pa preostaje tocka sjecista s apscisom x = 1, tj. tocka sjeciSta

je S(1,1).

Odredimo sada koeficijente smjera tangenti tih krivulja s diralistem u S. Kako je

(Va) = 551 @) = 2,

zakljuCujemo da su koeficijenti smjera k1 = % iko=2.
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Sada imamo, ako oznac¢imo trazeni kut s ¢,

ket — ko
top = |12
&9 ’1+km2
1
|z
80 =977
3
tgqﬁ—z

Dakle, trazeni kut je ¢ = arctg %.

Kvadriranjem jedandzbe xy = 2 i dijeljenjem s 22 (smijemo, jer je x sigurno razlicit
od nule) prva jednadzba postaje y? = :;%. Izjednacavanjem s drugom jednadzbom
dobivamo jednadzbu

%:4x/-x2(x750)

4a® =4 /: 4
x3:1/\3/
r=1

Dakle, sjeciste je tocka s apscisom 1, odnosno, tocka S(1,2) Implicitnom derivaci-
jom izraza xy = 2 dobivamo

ry=2/
Y +zy=0
y' = —wy,
iz Cega, uvrstavanjem z = 1 i y = 2, slijedi da je k; = —2. Sli¢no, implicitnom

derivacijom izraza y? = 42 dobivamo

y2 — 41‘ //
2uy’ =4
, 2
y =,
Yy
Odavde slijedi, uz y = 2, ko = 1.
Sada imamo " "
1— K2
tg = |———
g¢ ’1 + ks
-2—-1
t p—
g ’1_2’
tgp =3

Odnosno, trazeni kut je ¢ = arctg 3.
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Rjesenje zadatka Pomoc¢u implicitne derivacije odredimo najprije tangentu
na krivulju zadanu s arctg £ = £ In(2? + y?)

Y 1 2 2y 1
tg===1
arctg — = o ln (2" +y%) /
1 yr—y 1 ,
1+4% 22 202+

o Y-y w42y

2+ 22 2+
yr—y x+2yy

$2+y2 - .'L'2+y2

= yr—y=z+2yy

Yr—2yy =x+y

/ T+Y
y:

T — 2y

Uvrstavanjem z = 1 i y = 0 dobivamo koeficijent smjera k; = 1.
S druge strane, za drugu krivulju imamo

((COS x)sinm)/ _ (esinm-ln (Cosm))/

sinz-In (cos ) (

=e sinz - In (cos z))’

= (cosz)5n? . (cosxln (cosz) +sinz - — smx)
cos

sinx

= (cosz)™* . (coszIn (cosz) — sinz tgx)

Uvrstavanjem o = 0 dobivamo da je koeficijent smjera ko = 0. Napokon, za kut izmedu
te dvije tangente

ki — ko

to = |2

8¢ ‘1+k1/~c2
1-0

tg = |——

go T-0

tgp =1

Odnosno, kut je ¢ = 7.
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Monotonost 1 geometrijski
ekstremi

Prirodan problem koji se javlja u problemima iz matematike je kako odrediti ekstrem
neke funkcije, tj. kada neki izraz postize minimum ili maksimum. Ekstreme funkcije

lakse nalazimo koristeé¢i dervivacije.

Definicija 6.1. Dana je funkcija f : I — R definirana na intervalu /. Funkcija ima lokalni
minimum (maksimum) u tocki ¢ € I ako postoji okolina tocke ¢ oblika (¢ — 0, ¢+ d) na
kojoj vrijedi f(z) > f(c) (f(z) < f(c¢)). Funkcija ima lokalni minimum (maksimum) u
tocki ¢ € I ako svojstvo f(z) > f(c) (f(x) < f(c)) vrijedi za sve x € I.

Napomena 6.2. Da ne bi bilo zabune, lokalni ili globalni ekstrem / minimum / maksimum
je vrijednost u kodomeni funkcije, a tocka lokalnog ili globalnog ekstrema / minimuma
/ maksimuma je tocka u domeni. Primjerice, funkcija f(z) = (x — 2)? + 3 ima globalni
minimum jednak 3, koji se postize u tocki globalnog minimuma jednakoj x = 2.

Kao sto smo rekli, lokalni ekstremi u ovom trenutku su nam zanimljivi jer ih mozemo
pronadi derivacijama.

Definicija 6.3. Dana je derivabilna funkcija f : I — R definirana na intervalu I. Tocka
¢ € I je stacionarna tocka za f ako je f'(c) = 0.

Teorem 6.4. Neka derivabilna funkcija f : I — R definirana na intervalu I ima lokalni
ekstrem u tocki c. Tada je c stacionarna tocka.

Napomena 6.5. Obratimo malo bolje paznju na gornji teorem: ako je neka tocka c lokalni
ekstrem, funkcija nuzno u toj tocki ima derivaciju nula. Primjer za takvo sto vidimo kod
funkcije f(z) = x?. No, obrat opéenito ne vrijedi: ako funkcija ima stacionarnu tocku
¢, u njoj ne mora biti lokalni ekstrem (primjer je funkcija f(x) = 2% - u nuli funkcija
ima derivaciju jednaku nuli, no ona nema lokalnih ekstrema jer je rastuca). Stacionarna
tocka koja nije lokalni ekstrem naziva se sedlasta tocka.

Ovo gore je nesto sto zelimo jako naglasiti: stacionarne tocke samo su kandidati
za tocCke lokalnih ekstrema. Isto tako, lokalni ekstremi su samo kandidati za

67
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globalne ekstreme. Ukoliko ¢emo htjeti za neku stacionarnu tocku tvrditi da je tocka
lokalnog ekstrema, iili ako ¢emo za lokalni eksrem htjeti tvrditi da je globalni, morat
¢emo to dodatno argumentirati.

Uvedimo i pojam intervala monotonosti. Znamo kada je funkcija rastuca/padajuca:
ako za svaka dva broja x > y iz domene od f vrijedi f(x) > f(y), tada je funkcija
rastuéa. Ako vrijedi stroga nejednakost, pricamo o strogo rastuc¢oj funkciji. Strogo je
rastuc¢a/padajuéa ako vrijedi stroga nejednakost.

Ako funkcija nije niti rastuéa niti padajuéa (npr f(x) = 2?), mozemo pricati o inter-
valima na kojima funkcija raste ili pada. Tada kazemo da je funkcija f rastuéa/padajuca
na intervalu (a,b) ako je funkcija f|(, 5 rastuéa/padajuca.

I to mozemo odredivati pomocu derivacija. Intuitivno vrijedi da ako funkcija u nekoj
tocki ima pozitivnu derivaciju, tada je tangenta u toj tocki "rastuéi pravac' (pravac s
pozitivnim koeficijentom smjera), te je zato intuitivno funkcija rastuca. Ovo vrijedi i
bez rijeci "intuitivno": derivabilna funkcija f je rastuéa na intervalu (a,b) ako funkcija
ima pozitivnu derivaciju na tom intervalu. Analogno za padajué¢u: tamo funkcija mora
imati negativnu derivaciju.

Prije nego rijesimo jedan primjer, obratite paznju da funkcija moze imati pozitivnu
derivaciju na cijeloj domeni, no ne mora biti rastuc¢a (ili obratno). Problem stvaraju
tocke u kojima funkcija (ili njena derivacija) nije definirana. Npr., za f(z) = —, lagano
vidimo da je derivacija na cijeloj domeni negativna. No, ta domena je unija dvaxintervala
(—00,0) 1 (0,400). Na tim intervalima funkcija jest padajuéa, no nije padajuéa na cijeloj
domeni (pogledajte graf, ili kontraprimjer: —1 = f(—1) < f(1) = 1). Zato je u analizi
u sljede¢im zadatcima bitno obracati paznju i na tocke u kojima funkcija (ili njena
derivacija) nisu definirane.

Primgjer 6.6. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme sljedeé¢ih funkcija:

o (5.1.a)) f(z) =223 +322 - 122 +5

Funkcija je definirana na R. Derivacija funkcije je f/(x) = 622+ 6x —12. Da bismo
nasli stacionarne tocke treba nac¢i nultocke ove funkcije. To je kvadratna funkcija
kojoj znamo naéi nultocke, to su x1 = 1, xo = —2. To su i stacionarne tocke.
Nacin na koji ¢emo odrediti jesu li to ujedno i lokalni ekstremi je preko tablice:
nacrtat ¢emo shemu kako funkcija f treba izgledati.

Prvo u tablicu ucrtamo okomite crte za rubove domene (ovdje su to +00) i staci-
onarne tocke. Ako imamo vise rubova domene ili izolirane tocke u kojima funkcija
nije definirana, ili tocke u kojima derivacija nije definirana, i te tocke bi dobile
svoje okomite crte. Zatim nacrtamo dva vodoravna retka, jednu za f’ u kojoj is-
pitujemo predznak derivacija, a drugu za f u kojoj zapisujemo zakljucak gornjeg
retka (intervali na kojima je funkcija rastuéa/padajuca).

Na kraju tablica izgleda kao na slici. Popunjavamo ju redak po redak: izmedu
okomitih crta s oznakama a i b stavljamo znak + ako je f’ pozitivna na intervalu
(a,b). Za to je dovoljno uvrstiti bilo koju tocku iz tog intervala, ako nam je rac¢un
do sada bio to¢an. Nakon toga red ispod njega popunjavamo kosim strelicama koje
oznacavaju da f raste odnosno pada. Jednostavno, ako u retku iznad pise plus,
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stavljamo 7, a ako piSe minus stavljamo \,.

Sada mozemo argumentirati jesu li stacionarne tocke ujedno i lokalni ekstremi.
Buduéi da funkcija lijevo od —2 raste, a desno od —2 pada, zakljucujemo da je
—2 tocka lokalnog maksimuma, te iznosi f(—2) = 25. Buduéi da funkcija lijevo
od 1 pada, a desno od 1 raste, zaklju¢ujemo da je 1 tocka lokalnog minimuma, te
iznosi f(1) = —2. (Zapamtite zadnje dvije reenice, njih éemo stalno pisati kao
zakljucak i argumentaciju da stacionarne tocke ujedno i jesu lokalni ekstremi).
Intervale monotonosti ¢itamo direktno iz tablice: funkcija raste na intervalima
(—o00,—2) 1 (1,400), a pada na intervalu (—2,1).

Napomenimo da je i prosla recenica takoder karakteristicna za ovakve zadatke i
treba je napisati na kraju ovakvog tipa zadatka (recimo na kolokviju). Takoder,
napomenimo da iako iz tablice ne mozemo zakljuciti, tocke —2 i 1 su samo lokalni,
a ne i globalni ekstremi (pogledajte graf funkcije).

Napomena: Da je u tablici recimo bilo umjesto niza znakova +, —, + bilo +, +, —,
bududéi da je funkcija u —2 definirana, mogli bismo "spojiti intervale" te re¢i da je
funkcija f rastuéa na (—oo,1). Tu je bitno da je funkcija f definirana u 2, sjetite
se kontraprimjera f(z) =1/x.

Takoder, jako je bitno da brojeve u tablicu postavljamo po redu, inace ona nema
mnogo smisla. Pazite na redoslijed, pogotovo kod "ruznih" brojeva (racionalni, ili
¢ak iracionalni).

e (5.1.c)) f(x) = § — /= Ponovno primjenjujemo istu Sablonu: prvo odredujemo

domenu funkcije, pa derivaciju i njene nultocke, zatim tablicu, pa zakljucak.

1 2 —1
— — = ———. Nultocke derivacije su
| ) 822 322 e
+1, to su stacionarne tocke No, u x = 0 derivacija nije definirana, pa i tu tocku

ubacujemo u tablicu.

Domena je R. Derivacija: f'(z) =

W =

fFl+1-1-1+
A VAN IV IV

Bududéi da funkcija lijevo od —1 raste, a desno od —1 pada, zakljucujemo da je —1
tocka lokalnog maksimuma, te iznosi f(—1) = % Buduéi da funkcija lijevo od 1
pada, a desno od 1 raste, zakljucujemo da je 1 tocka lokalnog minimuma, te iznosi
f() = _72 Tocka x = 0 nije stacionarna tocka, pa ju ne provjeravamo.

Funkcija f raste na intervalima (—oo, —1) i (1, 400). Kako je f definirana u xz =0

i kako na intervalima (—1,0) i (0,1) pada, pada i na intervalu (—1,1).
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Zadatak 6.7. (5.1.d)) Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije f(x) =
lnixef In?z
= .

Slijedi puno zadataka s rije¢ima koji su tradicionalno teski studentima. Kao i uvi-
jek, zajedno ¢emo rijesiti nekoliko primjera, a neke zadatke Cete rijesiti sami. Obratite
paznju na upute na kraju poglavlja. Zaista pokusajte zadatke rijesSiti samo prije nego se
konzultirate s uputama, jedino tako ¢ete postati bolji u rjeSavanju ovakvih zadataka.

Primjer 6.8. Broj 2 prikazite u obliku umnoska dvaju pozitivnih realnih brojeva kojima
je zbroj kvadrata minimalan.
Prvo pogledajmo sto se trazi od nas u zadatku: treba naéi realne a,b > 0 takve da je
a-b = 2, a a®+b? minimalno. Vidimo izraz kojem treba naéi ekstrem: to je zbroj kvadrata
brojeva a,b. Prije toga problem treba zapisati pomocu jedne varijable, jer to je jedini
nacin na koji za sada znamo traziti ekstreme izraza. Najlakse je to koristeéi da je jedna
od varijabli upravo x, a drugu izrazimo preko nje koristeé¢i da im je umnozak jednak 2.
Dakle: z :=a, b= 2/a = 2/z. Sada treba minimizirati funkciju F(z) = 2? + —-
Obratimo paznju na to da funkciji F' domena nije cijeli R. Tradicionalno, domenu
zajedno odreduju uvjeti zadatka i prirodna domena funkcije F. Iz prvog razloga treba
uzeti x > 0, dok prirodna domena nalaze x # 0. Presjek tih uvjeta je x > 0, odnosno
domena funkcije je (0, c0).
Sada mozemo rjesavati zadatak kao do sada: derivacija funkcije je

8 2z'-8 2(2?+2)(2?-2)

/ . _
F(:C)—2$—E— 1’3 = x3 .

Jedine realne nultocke su = +1/2, no kako zbog domene trazimo samo pozitivne
brojeve z, jedina stacionarna tocka je 1 = v/2. Crtamo tablicu i pazimo na domenu:

0 V2 4

Fl—+
FiNo

Sada iz tablice ovako zaklju¢ujemo: buduéi da funkcija pada na cijeloj domeni lijevo
od V2, a raste na cijeloj domeni desno od v/2, zaklju¢ujemo da funkcija F' u svim
tockama ima vrijednost veéu ili jednaku od one koju postize u v/2, odnosno u njoj
postize minimum.

Vratimo se na zadatak i na ono $to nas se pita: dva pozitivna realna broja koja u
umnosku daju 2, a imaju minimalan zbroj kvadrata su v/2 i v/2.

Napomena 6.9. Izvucimo iz ovog rjesenja neke zakljucke za ostale zadatke:

e Ovakav uzorak moze se primijeniti u veéini zadataka. Prvo pokusamo matema-
ticki zapisati uvjete zadatka, moguce i preko vise varijabli od jedne. Zatim sve
izrazimo sve preko jednog parametra (ovdje smo sve izrazili preko jedne od dviju
varijabli koje u umnosku daju 2). Pazimo na ono $to je uvjet u zadatku, a Sto
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se minimizira/maksimizira. Kada smo dobili funkciju F', odredujemo joj domenu,
a zatim pristupamo kao i prije: deriviramo, trazimo stacionarne tocke, crtamo
tablicu. Nakon toga (najcesée) izvodimo zakljucak zasto je ta stacionarna tocka
ujedno i trazeni globalni ekstrem, a zatim zapisujemo zakljucak i za cijeli zadatak.

e Kada svedemo zadatak na neku funkciju F', ne zaboravite sve argumentirati kao
i prije. Neke od cestih gresaka su zaboraviti reéi sto je domena funkcije F', te
izostanak argumentacije zasto je stacionarna tocka globalni ekstrem.

e Na domenu funkcije F' uvijek utjeéu dva faktora: uvjeti u zadatku i prirodna
domena funkcije F'. Uzimamo presjek ta dva uvjeta, no najcesce je to samo poslje-
dica uvjeta u zadatku. Primijetite, da smo u gornjem primjeru zaboravili smanjiti
domenu na pozitivne realne brojeve, tablica bi bila veca i bilo bi teze donijeti
zakljucak o globalnom minimumu.

e Argumentaciju zasto je neka stacionarna tocka ujedno i globalni ekstrem u veéini
slucajeva samo ¢emo "copy-pasteati’ iz gornjeg primjera. Razlog tome je Sto u
veéini slucajeva u ovakvim zadatcima tablica ée izgledati vrlo sliéno: imat ¢emo
samo tri okomite crte (dva ruba intervala i jednu stacionarnu tocku), a F’ ¢ée na
jednom intervalu biti pozitivna, a na drugom negativna.

e Ne zaboravite napisati neku recenicu (ili barem par rijeci) zakljucka na kraju za-
datka koji nisu izrazeni u terminu funkcije F'. Kada netko procita zadatak, nije
ga briga to sto neka funkcija F' koja nije ni definirana u tekstu zadatka ima mi-
nimum u /2. Zanima ga koja su to dva broja koja pomnozena daju dva, a imaju
minimalan zbroj kvadrata.

Rijesimo zajedno jos jedan primjer.
Primger 6.10. (5.5.) Od pravokutne ploce sa stranicama a = 4 i b = 5 odlomljen je
trokut sa stranicama ¢ = 2 i d = 3. Iz preostalog dijela treba izrezati novu pravokutnu
ploéu maksimalne povrsine. Odredite tu povrsinu.
Prvi problem u zadatku je taj sto, nakon $to po¢nemo crtati zadatak, nije jasno na koji

je nacin trokut odlomljen iz kuta ploce. To je moguée naciniti na dva nacina (vidjeti
sliku).

(Naravno, svi ostali slucajevi u kojima je odlomljen neki drugi vrh analogni su ovom zbog
rotacije cijele slike). Pokazat ¢e se da u tim slucajevima dobivamo drugacija rjesenja.
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Rijesit ¢emo lijevi primjer, a vi pokusajte sami desni.

U oba sluc¢aja trazimo pravokutnik maksimalne povrsine koji se nalazi unutar novodo-
bivenog lika. Mozemo zakljuciti da taj maksimalni pravokutnik ima stranice paralelne
sa stranicama originalnog pravokutnika i da mu se dvije poklapaju s donjom i lijevom
stranicom. Takoder, mozemo zakljuciti da mu se jedan vrh nalazi na kosoj stranici tro-
kuta. Jedino je pitanje gdje se to¢no na toj kosoj stranici nalazi taj vrh pravokutnika.
To je upravo ono sto ¢emo modelirati - za svaku tocku kose stranice trokuta odredit
¢emo kolika je povrSina pravokutnika kojom je to jedan vrh (a dvije stranice leze na
donjoj i lijevoj stranici velikog pravokutnika). Medu svim tim izra¢unatim povrsinama
uzet ¢emo najvecu.

Najlaksi nac¢in kako to napraviti je smjestiti stvari u koordinatnu ravninu: neka pra-
vokutnik ima vrhove s koordinatama (0, 0), (5,0), (5,4), (0,4). Kosa stranica trokuta je
duzina koja spaja vrhove (2,0) i (0,3). Svaka tocka koja lezi na toj duzini lezi i na pravcu
koji prolazi kroz te dvije tocke, odnosno na pravcu z/2 4+ y/3 = 1. Ipak, nije istina da
su sve tocke s pravca ujedno i tocke s duzine. Treba jos staviti neke uvjete, primjerice
0<z<2ili 0 <y <3. Tocka na toj duzini s koordinatama (zg, yop) odreduje pravokut-
nik duljina duzina 5 — zg i 4 — yo. Dakle, treba maksimizirati izraz (5 — z¢)(4 — yo) za
tocke (xo,yo) koje se nalaze na pravcu /2 +y/3 =1, uz uvjet 0 <z <2ili 0 <y < 3.
Sada ovaj problem treba zapisati pomocu jedne varijable. To mozemo pomodéu samo zq
ili samo 1. Napravit éemo koristeé¢i xg. Iz jednadzbe pravca izrazavamo yy = 3 — 3‘7”70, i
uvrstavamo u povrsinu. Dobivamo da treba maksimizirati funkciju

T 3z
Flz)=5b—-x)(4 -3+ 5) =06G-2)1+ 7)

Njena domena je odredena s 0 < z < 2 (funkcija F' nema drugih zahtjeva Sto se tice
13

prirodne domene). Derivacija funkcije je F'(z) = % — 3z, a jedina nultocka je 71 = .
No, ta tocka se ne nalazi u domeni funkcije F', jer je veéa od 2. Dakle, na domeni [0, 2]
funkcija F'(z) = £ — 32 ima pozitivan predznak, $to zna¢i da F(z) raste i da je njezin
maksimum u desnom rubu domene i iznosi F'(2) = 12.

Konac¢no, pravokutnik najveée povrsine koje se moze upisati u ovakvu odlomljenu plocu
ima povrsinu 12.

Primijetimo da ovdje nismo trebali tablicu (tj. mogli smo samo napraviti tablicu u kojoj
imamo dvije okomite crte za rubove domene z = 0 i z = 2 sa samo jednim stupcem).

Ovo je jedan od rijetkih ovakvih primjera.

Zadatak 6.11. Rijesite gornji zadatak za slucaj u kojem je trokut drugacije odlomljen
iz kuta.

. ‘ 22 2
Zadatak 6.12. (5.3.) U prvi kvadrant elipse — + =

TR 1 upisite pravokutnik maksi-

malne povrsine. Odredite mu stranice.

Zadatak 6.13. (5.4.) Iz kvadratne limene plo¢e stranice duljine 3 izrezu se kutovi (tj.
kod svakog vrha izrezu se ukupno 4 manja sukladna kvadrata) tako da se od ostalog ko-
mada moZe napraviti kvadratna kutija (bez poklopca) maksimalnog volumena. Odredite
taj volumen.
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Primjer 6.14. (5.6.) Presjek kanala za dovod vode ima oblik pravokutnika s polukrugom.
Ako je povrsina presjeka kanala jednaka 1, izraCunajte polumjer polukruga tako da
troskovi izgradnje budu $to manji (troskovi su proporcionalni opsegu presjeka).

Ovaj zadatak ne bi trebao biti tezak, samo je zapisan na pomalo kompliciran na¢in. Kao
prvo, ne treba se fokusirati na cijeli kanal - za potrebe zadatka treba nam samo njegov
presjek (i zapravo, briga nas $to je to uopée kanal). Fokusiramo se na njegov oblik:
pravokutnik s polukrugom (kao na slici).

N

Neka taj pravokutnik ima stranice duljina a (vodoravna stranica) i b. Tada polukrug na
dnu ima promjer takoder duljine a, odnosno radijusa r = g. Odsad ¢éemo a izrazavati
preko r. Povrsina takvog lika je zbroj povrsina pravokutnika i polukruga te iznosi
2rb + é?“271’. Opseg iznosi 2r + 2b + rm.

Vratimo se na zadatak: znamo da je povrsina lika jednaka 1, a treba odrediti podatke
tako da je su troskovi $to manji. Bududéi da su troskovi proporcionalni opsegu, u stvari
treba minimizirati opseg. Kako znamo koliko povrsina to¢no iznosi, time ¢emo modci
jedan od podataka r, b izraziti jedan preko drugog i uvrstiti u izraz za opseg koji ¢emo
minimizirati. Jednostavnije je izraziti b preko r. Dakle, imamo

1 1 T
ro + 27“ ™ o 471',
pa nasa funkcija (uz = = r) kojoj trazimo minimium iznosi

1 1
F(;U):2r+2<r—7r>+r7r:x—|—<2—|—72r>x.

Za domenu: jedino je bitno da su sve mjere pravokutnika i polukruga pozitivni realni

brojevi, odnosno da je x =r >0 (pa jeondaia=2r>0)ib= % %7‘( > 0. Iz druge
x

2 2
nejednakosti dobivamo uvjet z < {/—. Dakle, domena od F je (0,4/—).
T T
)2
Deriviramo F: F'(z) = 3 + 2+ ) = % Kvadratna jednadzba u brojniku je
dosta ruzna. Ima dva rjesenja suprotnog predznaka, pa gledamo samo pozitivno: xg :=

—-1/2
(2 + 2) . Ta tocka doista lezi u domeni - lako vidimo da je pozitivna, a nejednakost
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-1/2 9
(2 + 7T> < \/; je ekvivalentna (nakon $to dignemo na —1/2) s 2+ 5 > 7.

2
—1/2 9
0 (2+”> -
2 T

F'| - +
FoN /

Buduéi da funkcija pada na cijeloj domeni lijevo od xg, a raste na cijeloj domeni desno
od xg, zakljucujemo da funkcija F' u svim tockama ima vrijednost veéu ili jednaku od
one koju postize u xp, odnosno u njoj postize minimum.

—-1/2
Vra¢amo se zadatak: trazeni polumjer polukruga je jednak upravo xg = (2 + 72r> =
0.53.

Primjer 6.15. (5.7.) Camac je udaljen od najblize tocke A na obali 9 km. Covjek u
¢amcu mora Sto hitnije sti¢i u mjesto udaljeno 15 km duz obale od tocke A. Ako vesla
brzinom od 4 km/h, a pjesaci brzinom od 5 km/h, gdje se ¢ovjek mora iskrcati da bi
stigao Sto prije u mjesto?

Kao prvo, nacrtajmo prvo "kartu'.

> e

Tocka C' (gdje se ¢ovjek nalazi na pocetku) na moru/jezeru udaljena je od tocke A na
udaljenosti 9 km, a A i cilj B na obali udaljeni su 15 km. Covjek Zeli to prije doéi na cilj
B. Jedna opcija je da vesla cijelim putem - tada bi udaljenost |C'B| = v/92 + 152 prelazio
brzinom od 4 km/h. Kako brze hoda nego vesla, mozda to nije najbolja ideja. Druga
opcija je da vesla do najblize tocke A, a zatim pjesaci od A do B. Tako ée iskoristiti Sto
brze hoda nego vesla, no mozda ¢e prevaliti prevelik put.

Optimalno je zato nesto izmedu: da se iskrca u nekoj tocki D izmedu tocaka A i B,
te da do nje (pravocrtno) vesla, a zatim hoda od D do B. Neka je tocka D udaljena
za d od tocke A, tada je udaljena za 15 — d od tocke B. Koriste¢i formulu iz fizike

|CD|

S . .. s s v . . o . .
v = . racunamo da vrijeme koje ¢e ¢ovjek provesti veslajuéi od C' do D iznosi Y

Vd? + 92 |IBD| 15—d
4 5 5

, a pjesacedi

. Ukupno vrijeme je zbroj tih dvaju vremena.

Uspjeli smo izraziti sve preko jednog parametra d. Njega koristimo kao varijablu z, a
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zbroj gore izracunatih vremena koristimo kao funkciju

Va? +81 +15—a:

F@) =" 5

kojoj treba na¢i minimum. Prirodna domena funkcije je R, no zbog problema koji mo-
deliramo, jasno je da se tocka D mora nadi izmedu tocaka A i B. Ako je lijevo od tocke
A, tada je sigurno bolje da se samo iskrcamo ¢amcem u A pa da dalje hodamo. Ako je
desno od tocke B, opet je bolje da se iskrcamo u tocki B (dapace, tada treba promi-
jeniti i izgled funkcije buduéi da je 15—z negativna udaljenost). Dakle, vrijedi z € [0, 15].

= 4\/3%—; Derivacija ima nultocku za xg za koji je 41/23 + 81 =
5xg. Kvadriranjem dobivamo 16:1:(2) +64-81 = 2535(2), sto vodi na 64 - 81 = 9:0(2), odakle
je xop = £12. Kako smo odbacili negativne brojeve u domeni funkcije F', imamo samo
jednu stacionarnu tocku o = 12 (u $to se uvjerimo uvrstavanjem u izraz za derivaciju).

Sada mozemo napraviti tablicu:

Deriviramo: F'(x)

0 12 15

F'l— |+
FANG

Buduéi da funkcija pada na cijeloj domeni lijevo od 12, a raste na cijeloj domeni desno
od 12, zaklju¢ujemo da funkcija F' u svim tockama ima vrijednost vec¢u ili jednaku od
one koju postize u 12, odnosno u njoj postize minimum.

Zato je odgovor: covjek se treba iskrcati na mjesto na obali koje je udaljeno 12 km od
mjesta A (te 3 km od mjesta B).

Primjer 6.16. (Popravni kolokvij 2017.) Odredite to¢ku na paraboli y = 1 — 22 s po-
zitivnom z-koordinatom kroz koju tangenta zajedno s koordinatnim osima tvori trokut
minimalne povrsine.

Ovo je primjer zadatka u kojem koristimo znanja i iz prosle lekcije. Treba odrediti
neku tocku na paraboli - ona ima koordinate (zg,1 — x3). Buduéi da ima pozitivnu
z-koordinatu: g > 0. Na kraju zadatka treba odrediti kada je povrsina nekog trokuta
minimalna. Izrazit ¢emo povrsinu tog trokuta preko zg. Dvije njegove stranice leze
na koordintnim osima $to nam olaksava rac¢un njegove povrsine: treba odrediti duljine
kateta (Sto su duljine odsjecaka na koordinatnim osima), te ih pomnoziti i podijeliti s
2. Dakle, odredimo tangentu i tocke u kojima ona sijec¢e koordinatne osi.

Tangentu odredujemo tako da prvo odredujemo derivaciju funkcije f(z) = 1 — =z
f'(z) = —2z. Tangenta je sada

2.

y— (1 —a3) = —2x(x — x0).

Trebamo odrediti tocke u kojima tangenta sijece koordinatne osi. U gornju jednadzbu
pravca uvrstavamo prvo y = 0, a zatim « = 0. Dobivamo da tangenta sijece apscisu u
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1 2
tocki < 2+x0 , 0>, a ordinatu u tocki (0,1 + x%) Povrsina trokuta je sada jednaka
o

1+a3
2330

(1+3)°
4330

14 2] =

Y

1
2

jer je zg > 0.

Izrazili smo povrsinu trokuta preko xg. Sada mozemo rijesiti problem minimizacije: za

x (koji ima ulogu zp) treba naéi globalni minimum funkcije F : (0,00) — R, F(z) =

(1422
4x

sve pozitivne brojeve u svojoj prirodnoj domeni).

22) (32—
Fi(a) = Qtat)a1)

jednak nula za x = v/3/3 (odgovarajuée rjesenje s minus predznakom odbaucujemo zbog
domene). To je i jedina stacionarna tocka. Tablica sada izgleda ovako:

(domena su svi pozitivni brojevi jer je tako receno u zadatku i jer F' ima doista

. Jedini faktor koji mijenja predznak za x > 0 je 322 — 1, koji je

Fri—1 +
FoING

Kao i prije, rjesenje opravdavamo recenicom: buduéi da funkcija pada na cijeloj domeni

lijevo od v/3/3, a raste na cijeloj domeni desno od v/3/3, zaklju¢ujemo da funkcija F' u

svim toc¢kama ima vrijednost veéu ili jednaku od one koju postize u v/3/3, odnosno u

njoj postize minimum.

Vraéamo se zadatak: trazena tocka na paraboli je zato ona u kojoj je z9 = v/3/3, odnosno
V3 2

373)

Napomena 6.17. Slucajno se dogodilo da smo zajedno rijesili sve primjere u kojima se

treba nesto minimizirati. Jasno je da ako treba nesto maksimizirati, o¢ekujemo da ¢emo

u tablici u zadnjem redu htjeti imati niz 7, \, umjesto \,  kao do sada.

radi se o tocki (

Zadatak 6.18. (5.8.) Odredite toc¢ku D iz prvog kvadranta tako da tangenta na krivulju
y = e * u tocki D (koja priprada toj krivulji) s koordinatnim osima zatvara trokut
maksimalne povrsine.

Zadatak 6.19. (5.9.) Odredite tangentu na kruznicu z2 + y? = 2 s diralistem u pr-
vom kvadrantu tako da udaljenost izmedu sjecista te tangente i koordinatnih osi bude
minimalna.

Buduéi da smo prosli sve zadatke s materijala na webu, ukoliko imate osje¢aj da vam
treba jos primjera pokusajte rijesiti i neke zadatke sa starih kolokvija.

Takoder, napomenimo da sljedeéu lekciju s weba (Brzina i akceleracija) preskacemo.
Sljedeéa lekcija ¢e biti Tok funkcije.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak Obratite paznju na domenu. Zato najlijevija okomita crta u tablici nije
oznacena s —oo nego s 0.

Zadatak Rjesenje je analogno primjeru prije zadatka. Sada se maksimum necée
postizati u rubu, nego ¢emo dobiti neku stacionarnu tocku u domeni.

Zadatak [6.12] Pravokutnik je maksimalne povrsine ako mu se jedan vrh nalazi u ishodi-
Stu, nasuprotni na elipsi, te su mu stranice paralelne s osima. Za tu tocku na elipsi
u prvom kvadrantu izrazite jednu koordinatu preko druge te izracunajte povrsinu
pravokutnika u tom slucaju. Maksimizirajte tu povrsinu.

Zadatak Neka su iz kutova odrezani sukladni kvadrati stranice duljine ¢t. Tada
¢emo kutiju formirati presavijajuci cetiri kraka lima prema gore. Baza kutije je
kvadrat stranice duljine 3 — 2¢, a visina kutije je t. Dakle, treba naé¢i maksimum
izraza (3 — 2t)%t.

Zadatak U tocki D(xg, =) povlac¢imo tangentu s jednadzbom y—e™ %0 = —e™%0 (z—
xo). Ona ima sijece osi u (0, —e™(1 + xg)) i (1 + x0,0). Umnozak netrivijalnih
koordinata podijeljen s 2 je povrsina trazenog pravokutnog trokuta.

Zadatak Implicitnim deriviranjem jednadzbe kruznice dobivamo ¢y’ = —z/y, od-

nosno za tocku (zg,%0) u prvom kvadrantu na kruznici z? 4+ y?> = 2 tangenta
ima jednadzbu y — yg = _y—”f)o(:v — 2p). Ona odsijeca osi u tockama s koordina-
xg+y§) ; (xg+y8
Yo 7 o

1 T 2v2 .. /s . .

,/% + 2 = movo’ sto je isto kao naé¢i maksimum izraza xgyg.

Dalje mozemo ili izraziti jednu koordinatu preko druge iz jednadzbe kruznice, ili
koristiti parametrizaciju kruznice (z,y) = (v/2cos ¢, v/2sin ¢), te izraziti sve kao

funkciju od = = ¢.

tama (0,

,0), odnosno (0, %) i (%, 0). Treba naéi minimum izraza
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka
Zbog logaritamske funkcije u definiciji funkcije f, domena funkcije bit ée (0, 4+o00).
Derivirajmo funkciju da bismo nasli stacionarne tocke.

1—Inx 2 Inx 2 —2Inx
/ o —In“xz < —In T —
flo)=—73—¢ +— e .
e—ln2az
:72~(1—1nx—21n23:).
x

Nultocke od f’ sada su evidentno rjeSenja jednadzbe
1—Inz—2mn®z=0.

Supstitucijom ¢ = In z, te rjesavanjem kvadratne jednadzbe po t dobijemo rjesenja
t=—-1lit= %, odnosno x = % iz = \/e. Uz opservaciju da je i derivacija od f definirana
na (0, +00), imamo sve spremno za tablicu.

0 1 Ve 4+

e

ffl-1+1-
FANT A2 N

Buduéi da funkcija lijevo od é pada, a desno raste, zakljuéujemo da je z = % tocka

lokalnog minimuma koji iznosi f (%) = —1. Sli¢no, zbog c¢injenice da funkcija lijevo

od /e raste, a desno pada, zaklju¢ujemo da je = /e tocka lokalnog maksimuma koji
iznosi f(y/e) = %6_%.

Funkcija raste na intervalu (1, /e), a pada na intervalima (0, 1) i (\/e, +00).

Rjesenje zadatka

Zakljucujemo analogno kao u rijeSenom primjeru, te smjestimo na isti nac¢in pravo-
kutnik u koordinatnu ravninu: neka vrhovi imaju koordinate (0,0), (5,0), (5,4), (0,4).
Kosa stranica trokuta je duzina koja spaja tocke (3,0) i (0,2). Svaka tocka koja lezi na toj
duzini lezi i na praveu koji prolazi kroz te dvije tocke, odnosno na pravcu z/3+y/2 = 1.
Dio tog pravca za koji je 0 < z < 3 definira upravo tu duzinu. Tocka na duzini s
koordinatama (xg,yo) odreduje pravokutnik duljina stranica 5 — xg i 4 — yg. Dakle,
treba maksimizirati izraz (5 — z0)(4 — yo) za tocke (zo,yo) koje se nalaze na pravcu
x/3+y/2 =1, uz uvjet 0 < z < 3. Izrazimo iz jednadzbe pravca y = 2 — %:L’, te
dobivamo sljedeéi problem:

Treba maksimizirati funkciju
2x 2x

F(a) = (5-a)(4 =2+ =) = G- 2)(2+ ).

na segmentu [0, 3] (funkcija F' nema drugih zahtjeva Sto se ti¢e prirodne domene).
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Derivacija funkcije je F'(z) = % — %3:, a jedina njena nultocka je x1 = 1, te se ona

nalazi unutar promatranog segmenta [0,3]. Trivijalno se vidi da na intervalu (0,1) F’
ima pozitivan predznak, dakle funkcija F' (strogo) raste, a na intervalu (1,3) funkcija
F’ ima negativan predznak, dakle funkcija F' (strogo) pada . Zaklju¢ujemo da na inter-
valu (0,3) funkcija F' postize maksimum u tocki z = 1 iznosa F(1) = 22. Bududi da
promatramo F' na segmentu [0, 3] (primijetite da smo zasad argumentirali samo tocke iz
otvorenog intervala), treba jos provjeriti vrijednosti funkcije F' u rubnim toc¢kama, tj.
F(0) =101 F(3) = 8. Obje su manje od vrijednosti F(1) = 22.

Konacno, pravokutnik najveée povrsine koje se moze upisati u ovakvu odlomljenu plocu

ima povrsinu %—2

Rjesenje zadatka
Pravokutnik je maksimalne povrsine ako mu se jedan vrh nalazi u ishodistu, nasu-

protni na elipsi, te su mu stranice paralelne s koordinatnim osima. Neka je (z¢, o)
vrh pravokutnika koji se nalazi na elipsi. Tada preostali vrhovi imaju koordinate:
(0,0), (x0,0) i (0,y9). Takav pravokutnik ima povrSinu jednaku zgyg, te je to izraz
koji treba maksimizirati. Iz uvjeta da se tocka (g, yo) nalazi na dijelu elipse u prvom
kvadrantu, dobivamo uvjet 0 < xp < V1810 < Yo < V2. Ako izrazimo varijablu y iz
jednadzbe elipse, dobivamo

¥ _ T
2 18
2
2 Lo
—9_20
Yo 9
2
X
=1/2- -2
Yo 9

Primijetite da prilikom uzimanja drugog korijena (prijelaz iz 2. u 3. jednakost), uzi-
mamo predznak plus, jer se cijela prica odvija u 1. kvadrantu. Konacno, dobivamo
sljedeéi problem:

Treba maksimizirati funkciju F(x) = z,/2 — % na segmentu [0,1/18]. Odnosno, mo-
zemo promatrati interval (0, /18), buduéi da je u rubnim to¢kama vrijednost funkcije F
jednaka nuli, $to evidentno nece biti maksimum (zasto?). No, mozemo jos malo pojed-
nostavniti. Prilikom deriviranja funkcije F' stvari ¢e se malo komplicirati zbog korijena
koji se javlja. Mozemo funkciju F' malo transformirati, tako da ubacimo x ispod korijena,

/ 4
F(z) =1/22% — 5

Ideja je da zapravo prilikom trazenja maksimuma funkcije F' mozemo zanemariti korijen,
jer ¢e se maksimum postiéi u istoj tocki kao i maksimum funkcije

4

Fy(x) =22° — 9
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Razlog: +/z je rastuca funkcija.
Konacno, sveli smo problem na maksimiziranje funkcije Fj(z) na intervalu (0, /18).

Rac¢unamo )

4
Fi(z) = 4z — 51'3 =4x(1 - %)

Jedina nultoc¢ka na promatranom intervalu je 1 = 3. Standardna tablica (uvjerite se
sami) daje: funkcija F} raste na intervalu (0,3), a pada na intervalu (3,/18). Zaklju-
¢ujemo da se u tocki x = 3 postize maksimum funkcije F}, a onda i funkcije F', i taj
maksimum iznosi F'(3) = 3. Dakle, od svih pravokutnika upisanih elipsi u 1. kvadrantu,
najveéu povrsinu ima onaj stranica xo = 3 i yg = 1, i ta povrsina iznosi 3.

Rjesenje zadatka

Ako iz limene ploce izrezemo kutne kvadrate stranice duljine z, tada odgovarajucéa
kutija ima za bazu kvadrat stranice duljine 3 — 2z, a visina joj je x. Izraz koji treba
maksimizirati je 2(3 — 22)2. Od uvjeta, jedino na $to moramo paziti je da kvadrati koje
rezemo iz kuteva ploca moraju imati duljinu stranice manje od %, jer toliko maksimalno
"imamo mjesta". Dakle, treba maksimizirati funkciju

F(x) = 2(3 — 2x)*
na intervalu (0, %) (Zasto ne treba promatrati rubne tocke?). Derivirajmo i potrazimo
stacionarne tocke:

fl(z) = (3—22)% —4a(3 —2x) = 122° — 242 + 9 = 12(x — 1)* — 3 = 3(2z — 3)(2x — 1).

Derivacija je kvadratna funkcija s nultockama x; = % ixg = % i pozitivnim vodeéim
koeficijentom, pa mozemo zakljuciti da je pozitivna na (sjetite se, promatramo samo
interval (0 % ) intervalu (0, %), dakle na tom intervalu f strogo raste; a negativna na
intervalu (3,

Njw~—

% ), pa na tom intervalu f strogo pada. Maksimum funkcija f stoga poprima

u tocki x = %, i on iznosi 2. To je trazeni volumen.

RjeSenje zadatka

Neka je su (xg, yo) koordinate trazene tocke D. Buduéi da se D nalazi na krivulji y =
e~ * vrijedi yp = e~ *°, odnosno koordinate tocke D su (xg, e~*°). Odredimo tangentu na
krivulju y = e™* u tocki D. Koeficijent smjera tangente je zapravo vrijednost derivacije
u tocki xg, dakle

—x0

y'(zo) = —e
Jednadzba pravca kroz jednu tocku daje trazenu tangentu,
y—e 0 =—e"(r—xy cy=—e x+e O+ x).

Presjek tog pravca s koordinatnim osima dat ¢e nam preostala dva vrha trazenog trokuta
(tredi je ishodiste). Trazimo dakle presjek gornje tangente s pravcima:
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o z =0 (y-os):
Uvrstavanjem x = 0 u jednadzbu tangente dobivamo y = e~ (1+ xg), pa je jedan
vrh trokuta (0,e7*(1 + x¢)).

e y =0 (z-08):
Uvrstavanjem « = 0 u jednadzbu tangente dobivamo x = 1 4 xg, pa je drugi vrh
trokuta (1 + zo,0).

Povrsina trokuta dana je s

1 1
3 e 1+ m) - (14 x9) = 3 e (1 + 20)?,

i to je funkcija koju treba maksimizirati. Od uvjeta imamo jedino lokaciju tocke D, 1.
kvadrant. Zato je jedini uvjet zg > 0. Definirajmo

1
Pla) = Se (14 2)
te nadimo prvu derivaciju.
/ 1 —x 2 1 —x 1 —x
F'(z) = —3¢ (1+x) +§e 214 2) = ¢ (1+x)(1—=).

Ona ima samo jednu nultoc¢ku (koja se nalazi u promatranom intervalu (0, +00)), a to je
x1 = 1. Na intervalu (0, 1) vrijedi F'(x) > 0, pa F' (strogo) raste, a na intervalu (1, +00)
vrijedi F'(z) < 0, pa F' (strogo) pada. Zaklju¢ujemo da se maksimum postize u tocki
z =11iiznosi F(1) = 2, i to je traZena povriina.

Rjesenje zadatka
Derivirajmo implicitno jednadzbu kruznice, dobivamo

x
2oz +2yy =0y = -,
Yy
Ako sa D(xg,xg) oznacimo diraliste tangente s kruznicom, tada ¢e (iz implicitne deriva-
cije) koeficijent smjera te tangente biti y/(z¢) = *y—:(‘jo, pa ¢e njena jednadzba biti
— 20
Y—Yo = 7(33 - xD)'
Yo

Presje¢ne tocke s osima:

® S T-0si:
uvrstimo y = 0 u jednadzbu tangente, slijedi
v _ystag 2

r=—+x R
Zo Zo Zo

pa dobivamo toc¢ku (%, 0).
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® S y-0si:
uvrstimo x = 0 u jednadzbu tangente, slijedi

2 2, .2
x x5+ Yy 2
Yo Yo Yo
pa dobivamo tocku (0, y%)

Udaljenost tih tocaka dana je s

\/(2>2+(2>2_\/4y8+4x% 22
o Yo x%y% ToYo
To je izraz koji treba minimizirati, sto je ekvivalentno tome da treba maksimi-

zirati izraz zoyo (jer je funkcija % padajuéa na (0,+o0).) Izrazimo yg iz jednadzbe
kruznice:

T2 ys =2
2

Z'Jg:?—xo

yo = /2 — x}
Predznak plus za korijen uzimamo jer je tocka (xo,yo) u prvom kvadrantu. Dakle, treba
maksimizirati
ToYo = 900\/2 —x3 = \/290(2) — x3,

pri ¢emu je zo > 0. Kao u zadatku 6.12, korijen mozemo "zanemariti", pa preostaje
maksimizirati funkciju

F(x) =2x% — 24

na intervalu (0, +00). Derivacija je

F'(z) = 4z — 423 = 42(1 — 2°) = 42(1 — 2)(1 + = + 2?),

—

a jedina njena nultocka u promatranom intervalu je x; = Konac¢no, iz tablice za
intervale monotonosti lako vidimo da F' (strogo) raste na (0,1) te (strogo) pada na
(1,400), pa postize maksimum u tocki z = 1. Dakle, trazena diralisna tocka je (1, 1), a
trazena tangenta ima jednadzbu

—

y=—x+2

U trenutku kada smo zakljuc¢ili da treba maksimizirati zgyg, mozemo nastaviti i
ovako:
Kruznicu mozemo opisati i parametarski, kao skup tocaka

{(cost,sint): t € [0, 2]}
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Buduéi da mi promatramo prvi kvadrant, dijelu kruznice koji se tamo nalazi odgovarati
¢e tocke za koje je t € [0, §]. Stoga, ekvivalentan problem je maksimizirati funkciju

1
g(t) = cost-sint = B sin(2t)
na intervalu [0, 5], odnosno na intervalu (0,%), jer je u rubnim tockama vrijednost
funkcije jednaka 0. Za t = J je sin(2t) = sin (%) = 1, $to je o¢ito maksimum (jer
funkcija sinus ne postize vrijednosti veée od 1). Dakle, maksimum funkcije g na trazenom
intervalu postize se u tocki t = 7, a toj vrijednosti parametra ¢ odgovara tocka

(cos 2, sin %) = (1,1),

te je to trazena diralisna tocka.
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Tok funkcije

Konveksnost 1 konkavnost

Na fizici u srednjoj skoli spominjali ste pojmove konveksnosti i konkavnosti. Jedan od
nacina kako smo pamtili pojmove je tako da se u konkavnu le¢u moze uliti kava. Dakle,
konveksna leca je ispupcena, a konkavna je udubljena. Pojmove konveksnosti i konkav-
nosti uvodimo u matematici kao svojstva funkcije. U odnosu na gornje objasnjenje, ono
je obrnuto: funkcija je konveksna ako se "kava" koja se ulijeva (odozgo prema dolje) na
graf funkcije ostaje u grafu. Ako Zelite zadrzati analogiju, moZemo reéi da se u matema-
tici kava ulijeva na obrnut naéin (odozdo prema gore), jer tako pokazuje i y-os (njena
strelica na vrhu 1 prema gore). Tada bismo rekli da je funkcija konkavna ako se ulivena
kava (koja se ulijeva odozdo prema gore) zadrzava u grafu funkcije f.

Naravno, ovo nije matematicki precizan nacin definiranja konveksnosti i konkavnosti:

Definicija 7.1. Funkcija f : I — R definirana na intervalu I je konveksna ako za svake
dvije tocke x,y € I vrijedi

f (%53/) < f(m);f(y)_

Funkcija je konkavna ako je funkcija —f konveksna, ili ekvivalentno, ako u gornjoj ne-
jednakosti vrijedi suprotna nejednakost (>).

Napomena 7.2. Geometrijski re¢eno, ovo gore znaci da je funkcija f konveksna ako se
za svaka dva realna broja z,y € I poloviste duzine koje spaja dvije tocke grafa funkcije
(x, f(x)) i (y, f(y)) nalazi iznad tocke grafa u polovistu (L;“y, f (%ﬂ’)) Kada je funkcija
f neprekidna (a u veéini sluc¢ajeva ¢e biti tako, dapace f ¢e biti i derivabilna), gornji se
uvjet moze ekvivalentno iskazati i na sljede¢i nacin: funkcija je konveksna ako se duzina
koja spaja tocke (z, f(x)) i (y, f(y)) nalazi iznad grafa. Funkcija je konkavna ako se ta
duzina nalazi ispod grafa.

Primjer konveksnih funkcija su z2

, €. Primjer konkavnih funkcija su —z2, —e®.

Nije svaka funkcija konveksna ili konkavna. Ipak mozemo pricati o intervalima ko-
nveksnosti i konkavnosti (sli¢no kao i kod intervala monotonosti), pa ¢emo reéi da je

84
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funkcija na nekom intervalu konveksna/konkavna ako za svaka dva realna broja x,y na
tom intervalu vrijedi nejednakost iz definicije (ili intuitivnije, na tom intervalu funkcija
izgleda kao da se smije u slucaju konveksnosti ili kao da je tuzna u slu¢aju konkavnosti).
Primjerice, za funkciju x3, funkcija je konveksna na (0, +00), a konkavna na (—oc,0). U
tocki 0 funkcija prelazi iz konveksnosti u konkavnost. Tocke funkcije u kojima funkcija
prelazi iz konveksnosti u konkavnost ili obrnuto nazivaju se tocke infleksije. Jos jedan
primjer je funkcija sinz: funkcija je konveksna na intervalima (m,27) + 2k7, konkavna
na intervalima (0, 7) + 2k, a tocke oblika k7 su tocke infleksije (k € Z).

Sada kada smo objasnili intuiciju oko konveksnosti i konkavnosti, objasnimo tehniku
kako ¢emo odredivati na konkretnim funkcijama.

Propozicija 7.3. Neka je f : I — R dva puta derivabilna funkcija na intervalu /. Funk-
cija je konveksna na intervalu (a,b) ako vrijedi f”(x) > 0 na tom intervalu. Konkavna
je na tom intervalu ako je f”(z) < 0. Tocke u kojima je f”(z) = 0, te druga derivacija
u njoj mijenja predznak (iz + u — ili obratno) je tocka infleksije.

Primijetimo: tocka u kojoj je f”(z) = 0 samo je kandidat za tocku infleksija (t;.
nije svaka nultocka druge derivacije ujedno i tocka infleksije). Kontraprimjer je funkcija
f(x) = z*: druga derivacija u nuli je nula, no ona nije tocka infleksije jer je cijela funkcija
konveksna (u nuli funkcija ne prelazi iz konveksnosti u konkavnost). To nas podsjeca na
ono sto imamo u slucaju prve derivacije. Pogledajmo tablicu:

f'(=) f"(x)
derivacija > 0 [ raste () f konveksna (U)
derivacija < 0 f pada () f konkavna (N)
derivacija = 0 stacionarna tocka -

derivacija = 0
i mijenja predznak | tocka lokalnog ekstrema | tocka infleksije
u toj tocki

(Nultocka druge derivacije opéenito nema neko posebno ime.) Vidimo mnogo sli¢-
nosti u odnosu na prvu i drugu derivaciju. Prednost toga je Sto to znac¢i da ¢emo
zadatcima pristupati vrlo slicno (opet ¢emo tocke infleksije opravdavati tablicom).

Primjer 7.4. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti, te tocke infleksije sljede¢ih
funkcija:

o (7.1.)) f(z) =e ",
e (7.1.b)) f(x) =2 — /z — 1.

Metoda rjesavanja je (gotovo) ista kao u prosloj lekciji: dvaput deriviramo, trazimo
nultocke. Te nultocke (i tocke u kojima funkcija ili neka derivacija nije definirana)
uvrsStavamo u tablicu na vrhu okomitih crta. Zatim analiziramo tablicu i donosimo
zakljucak.

f(@) = e (~22)
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'(x) = e~ (422 — 2). Eksponencijalna funkcija ne moze biti jednaka nuli. Preostaje

2
kvadratna funkcija koja je jednaka nuli za x = +——. Domena funkcije je R, a isto tako

i njenih prvih dviju derivacija. Zato tablica ima 4 okomite crte.

V2 V2
=

5 +00

ff+ - +
f ] U N U

Kao i u prosloj lekciji, za predznak druge derivacije dovoljno je uvrstiti jednu tocku iz tog
intervala (u f”(z)) i pogledati predznak. Sli¢no kao i prije, ta tablica nam omoguéuje

2
da zaklju¢imo na sljedeéi nacin: buduéi da u tockama i£ druga derivacija mijenja

predznak, zaklju¢ujemo da u tim tockama f prelazi iz konveksnosti u konkavnost (ili
obratno), $to znaci da su obje tocke tocke infleksije.

V2, . V2

Funkcija je konveksna na intervalima (—oo, —7> i (7, +00), a konkavna na intervalu
2.2
27 27

Rijesimo sada i drugi primjer. Domena je cijeli R. Kre¢emo s deriviranjem:
fla)=a—(z -1/

1
@) =1-S@—1)

flx)=0—5—(x—1) Y ey

33
Druga derivacija nema nultocaka. No, treba paziti, ni prva ni druga derivacija nisu
definirane u x = 1, pa tu tocku treba ubaciti u tablicu.

-0 1 o0

f//_+
fl nlu

Tako nismo dobili kandidate za tocku infleksije, vidimo da = = 1 jest tocka infleksije jer
u njoj funkcija prelazi iz konkavne u konveksnu. To nije u suprotnosti s propozicijom iz
ovog poglavlja: tamo je pretpostavka da je funkcija dvaput derivabilna na svojoj domeni
$to u ovom zadatku nije slucaj jer prva derivacija nije definirana u x = 1.

Dakle, tocka infleksije je = 1, funkcija je konveksna na intervalu (1, 4+00), a konkavna
na interalu (—oo, 1).

Zadatak 7.5. (7.1.c)) Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti, te tocke infleksije

1
funkcije f(z) = %
x
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Asimptote

Intuitivno, asimptota je pravac kojem se graf funkcije priblizava (ili podudara) kako se
beskonac¢no udaljavamo od ishodista. Neki od prvih primjera koji nam padaju na pamet
su sljedeci:

1
e f(x) = —: Funkcija ima horizontalnu asimptotu y = 0, jer i kada * — +o0 i kada
x

x — —oo imamo da f(z) — 0. Takoder, ima i vertikalnu asimptotu x = 0 jer kada
x — 0% imamo f(z) — 400 te kada  — 0~ imamo f(z) — —co.

o f(x) = tgx: Svaki pravac oblika x = 5 + km, k € Z je vertikalna asimptitota.

e f(x) = €": Imamo horizontalnu asimptotu y = 0 jer kada x — —oo imamo
f(x) — 0. Odavde vidimo da pravac moze biti horizontalna asimptota ako se
samo na 'jednu stranu" graf funkcije priblizava tom pravcu, kada z — +oo graf
funkcije i pravac y = 0 se udaljavaju, no svejedno je (zbog © — —o0) pravac y =0
asimptota toga grafa.

Prije nego nastavimo, rijeSimo par zabluda u vezi asimptota. Kao prvo, iako nismo
22 + 6z

3r+1"7
kada = — oo funkcija izgleda kao (kosi) pravac. Uskoro ¢emo modi i odrediti koji je to
pravac.

spomenuli u primjerima, postoje i kose asimptote. Npr. za funkciju f(x) =

40 30 20 0| 10 20 30 40

Kao drugo, Cesto se moze cuti "definicija" asimptote kao pravac kojem se graf funkcije

priblizava, ali nikad ga ne sijece. To je krivo, graf funkcije moze sijeéi svoju asimptotu,

i to dapace beskona¢no mnogo puta. Primjer za to je funkcija f(z) = w (faktor 10

je samo da bi se na slici bolje vidio efekt), kada x — +oo, graf se sve viSe priljubljen uz
z-0s, ali ga sijeCe beskonac¢no mnogo puta. Pravac y = 0 jest asimptota ove funkcije.

10|
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Kao trece, kao sto smo spomenuli u uvodu, asimptota i graf smiju se preklapati. Svakom
pravcu y = kx + [ asimptota je upravo taj pravac (kao Sto mu je i tangenta on sam).

Ukupno postoje tri vrste asimptote: vertikalne, horizontalne i kose. Ipak u zadatcima
horizontalne ¢emo smatrati kao posebni sluc¢aj kosih (asimptota y = kz + [ je kosa
asimptota ako k # 0, inace je horizontalna asimptota).

Prije nego ih objasnimo kako ih ra¢unamo, recimo jos da funkcija ne moze imati vise
od jedne asimptote kada z — +oo (dvije kose, dvije horizontalne ili jednu kosu i jednu
horizontalnu) i ne moze imati vise od jedne asimptote kada x — —oo (recimo dvije kose,
dvije horizontalne ili jednu kosu i jednu horizontalnu). U oba sluc¢aja kada = — +o0, ili
nema nijednu asimptotu, ili ima kosu, ili ima horizontalnu.

Vertikalna asimptota: Pravac x = a je vertikalna asimptota za funkciju f(z) ako
funkcija nije definirana u tocki x = a (i ta tocka nalazi se na rubu domene) te vrijedi
barem jedan od cetiri limesa:

lim f(x) = 400, lim f(z)— —oo, lim f(z) = 400, lim f(x) = —oc.

z—at z—a™t T—a~ T—a~
Pretpostavka da se a nalazi na rubu domene znac¢i da nema smisla provjeravati je li
recimo x = —7 vertikalna asimptota za funkciju kojoj je domena (2,+00). Nadalje,
nuzno je da je barem jedan od cCetiri spomenuta limesa istinit, nije dovoljno da funkcija
nije definirana u toj tocki. Kontraprimjer za to je f(x) = Z-. Funkcija nije definirana u
0, ali ima limes u nuli. Zaista, njezin graf izgleda kao funkcija g(z) = =, osim Sto nije
definirana u nuli.

Kosa asimptota: Pravac y = kz + [ je kosa asimptota funkcije f(x) ako vrijede

sljedece formule:

k= lim EER,ZZ lim (f(x)—kz) € R,

r—+oco I r—+00
Gik= tim 2% cR 1= lm (f(z)— ks) R
T——00 I T——00

f(=)

—— (i to je realni
broj), tako definiramo k. Ako postoji limes izraza (f(z) — kx) i realan je broj [, tada je
pravac y = kx + | kosa asimptota.

Ako u gornjim formulama dobijemo k = 0, tada je ta kosa asimptota zapravo hori-
zontalna asimptota.

Na kraju, spomenimo da u definiciji za k ¢esto mozemo primijeniti L’Hospitalovo

x
pravilo, pa ¢emo imati k = lim fz) = lim f'(x).
r—too g r—+o00

Gornje formule ¢itamo na sljedeé¢i nacin: ako postoji limes izraza

Primjer 7.6. Odredite asimptote sljede¢ih funkcija:

1'2 X
. (7.2.0)) f(z) = %_i

o (7.2.0)) f(x) =2z —2V2?+ 2+ 1.
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Zadatci na webu spominju i skiciranje grafova funkcija. Na to ¢emo se fokusirati u
zadnjem dijelu predavanja.

U prvom zadatku, prvo odredimo domenu funkcije, kako bismo vidjeli ima li vertikalnih
asimptota. Vidimo da je domena R\ {2}. Zato ¢emo provjeravati je li z = 2 asimptota.
Zaista, imamo

I 22+ 2z 8 ot

im —— = — 00

r—2+ . —2 0+ ’
242 8

te lim —— = — — —o0.
x—=2— T — 2 0—

Zato x = 2 jest vertikalna asimptota. Dapace znamo i da se graf funkcije priljubljuje uz
x = a slijeva kada y — —oo i zdesna kada y — +o0.

Odredimo sada kose asimptote. Napravit ¢emo samo za x — oo, buduéi da se za
x — —oo dobije isti rezultat. Prvo odredujemo k (ako postoji):

2 2 2
2r 1+ 2=
fim L0 gy T2 z 1,
r—+o0 I z—+oo 12 — 2 x2 r—+o00 ] — %
Kako je kK = 1, mozemo pokusati odrediti I:
2422 — (22 -2 4 : 4
lim f(z)—kz= lim il x): lim rooir_ s =4
z—+00 T—+00 T — 2 zotooxr —2 X 1-2

Dakle, uz vertikalnu imamo i kosu asimptotu y = x 4+ 4. Ona je kosa asimptota u oba
slucaja (kada = — 400 i kada * — —o0; uvjerite se sami raspisujuéi preostale limese).
Primijetite da smo ovdje mogli primijeniti L’Hospitalovo pravilo, no nije bilo potrebno.
Takoder, u ovom i sljede¢em primjeru dobivamo "obje" kose asimptote. Naravno da
funkcije ne moraju imati kose asimptote, samo da je recimo brojnik funkcije u ovom
primjeru imao dodatni pribrojnik z3, ne bi postojao limes za k, pa ne bi bilo kosih
asimptota.

Za drugu funkciju, opet prvo odredujemo domenu. Kako je 2%+ 2+ 1 kvadratna funkcija
s negativnom determinantom, zaklju¢ujemo da je izraz pod korijenom uvijek pozitivan
pa je funkcija definirana na cijeloj domeni R. Zato nemamo vertikalnih asimptota. Za
kose asimptote, imat ¢emo drugadije ponasanje za r — 400 i * — —oo. Rijesimo prvo

T — +00:
. f(z) . r—2V2+x+1 :zx _ 1-— 2m
k= lim —<% = Ilim T~ im _
r—+00 I T—r+00 T < T -Fo0 1

Za drugi limes nam treba racionalizacija:

2?2 — (2> + 2 +1)
L _ _ 2 — i
P= i (@)t a) = ;o -2V be ) = Hm 2 s

—r— . —-1-1
= lim 2 r_1 ‘—x:limZ z

= —1.
T—+00 I+\/m Tz T—4-00 T+ 1+l+i
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Desna kosa asimptota je y = —z — 1. Za lijevu asimptotu i limes  — —oo koristit ¢emo
supstituciju t = —zx.
. f(x) . orx—=2Val+z+1 L —t=2Vi2—t41 it
k= lim — = lim = lim —
T——00 I T——00 €T t——+o00 —t it
12 /t—14+ %
= lim L3
t——00 —1
= lim (f(z)—3z)= lim (—2z—-2Va?2+z+1)= lim (2t —2Vi2—t+1)
T—>—00 T——00 t—-+o00
22— —-t+1 t—1 it 1-1
lim 2 ( +)—1' 2 lim 2 ! =1

= lim = lm 2———F+—— — = lim
t=+oo t4E2+t+1 t=+oo 4+ +t2—t4+1 1t t=too t+ /1_%+ti2

Dakle dobili smo da je lijeva asimptota y = 3z + 1, drugadija od desne asimtptote. To
nam govori da moramo biti oprezni kod analize kosih asimptota, ne moraju se one nuzno
poklapati (ili jedna od njih ne mora uopce postojati). Kada imamo korijene u funkeiji
to je Cest slucaj.

Zadatak 7.7. Odredite asimptote sljede¢ih funkcija:

a) (7.2b)) f(z) = ——

x2 -1’

b) (7.2.e)) f(z) = V4a? + z.

Tok funkcije i crtanje grafa

Kada se prica o toku funkcije, misli se da se odrede sva navedena svojstva koja mozemo
odrediti koristeci derivacije, ali i tehnike koje smo naucili prije derivacija. Za konkretnu
funkciju f nalazit éemo sljedeca svojstva i informacije:

1) Domena funkcije.

2) Nultocke. Parnost, neparnost. Periodi¢nost.

4) Lokalni ekstremi i intervali monotonosti.

)
)

3) Asimptote.
)

5) Tocke infleksije i intervali zakrivljenosti (konveksnost/konkavnost).

6) Graf funkcije (koristeéi sve dobivene podatke).

U zadatcima koji slijede pokazat ¢emo na Sto se to¢no misli i kako se ispituju svi
podatci. Na kolokviju u pravilu ne morate znati sve te korake napamet, umjesto toga
postojat ¢e smjernice po kojima ¢ete odredivati svojstva.
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7
243
Ispitajmo sva gore navedena svojstva redom. Kreéemo od domene. Za ovu funkciju
domena je cijeli R, buduéi da je nazivnik uvijek strogo veéi od nule. Znamo kako inace
trazimo domenu: popisemo sve uvjete koje u domeni imaju elementarne funkcije koje se
pojavljuju u funkciji f (recimo korijen, logaritam, tangens/kotangens), i onda uzmemo
presjek svih uvjeta.

Primgjer 7.8. (7.3.c)) Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije f(z) =

7
Nadimo nultocke funkcije f. Rjesavamo jednadzbu 213 1=0:
x
7
I
x2+3
7T=12"+3
=4
T = 12.

Dobili smo dvije nultocke funkcije. To ¢e nam koristiti kod crtanja grafa funkcije, tamo
¢e graf presijecati z-os.

Provjerimo sada je li funkcija parna ili neparna (ili nista od toga). Za to uvrstimo —z u
definiciju funkcije i pokusavamo dobiti ili izraz f(z) ili —f(z). Ako ne dobijemo nista,
funkcija nije ni parna ni neparna.

7 7

s T 1T/@

fl=z) =
dakle funkcija je parna. To znaci da je graf funkcije simetrican u odnosu na y-os, to ¢e
nam isto pomodéi kod crtanja grafa.
Periodi¢nost je svojstvo koje funkcija najcéesée nema i dovoljno je to samo prokomen-
tirati. Ono se pojavi (gotovo) jedino ako je funkcija na neki specifican nacin ovisi o
nekoj trigonometrijskoj funkciji. Kada bi bila periodi¢na, bilo bi dovoljno odrediti njeno
ponasanje samo na jednom njenom periodu, pa samo preslikati to ponasanje na cijelu
domenu.
Odredimo sada asimptote. To smo radili nedavno, pa znamo koji je algoritam. Verti-
kalnih asimptota nema. Za kosu asimtptotu:

7
[ Ga— 4 — 1‘2
k= lim £~ = lim - =-=0
T—+00 xT rz—+oo 1° + 3z
(limese racionalnih funkcija znamo ra¢unati, bilo direktno bilo L’Hospitalovim pravilom).
Kako je k = 0, ovo ¢e biti horizontalna asimptota.

. 7 . 4 — g2
Dakle, y = —1 je desna horizontalna asimptota. Raspisujuéi x — —oo (pokusajte sami)

dobit ¢emo da je to i lijeva horizontalna asimptota. Dakle, funkcija ima jednu asimptotu,
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to je horizontalna y = —1, kojoj se funkcija priblizava i kada z — 400 i kada x — —o0.

To svojstvo ¢e nam takoder pomodi kod crtanja grafa, ponasanje funkcije na lijevom i

desnom kraju slike poistovjetit ¢emo s tim asimptotama.

Sada odredujemo lokalne ekstreme i intervale monotonlofti. Za to deriviramo funkciju:
— (2 -1 () — 2 —25,  _ 13T

flx)y=7x"4+3)" -1, fl(z) = =T(z"+3) “2z = CEEE

pa je to stacionarna tocka. Derivacija je definirana na cijeloj domeni. Imamo tablicu:

. Jedina nultocka je x = 0,

-0 0 +4o0

AENE
7T~

U tocki x = 0 imamo lokalni maksimum (jer funkcija raste lijevo od te tocke, a pada
desno od nje), dapace to je i globalni maksimum. Funkcija raste na intervalu (—oo, 0),
a pada na intervalu (0, +o0). Iako imate tablicu, molimo da ovakav zaklju¢ak napisete
i na kolokviju, razloge smo objasnili u prosloj lekciji. Takoder, za crtanje grafa korisno

je odrediti vrijednost funkcije u lokalnim ekstremima: kod nas je to f(0) = %.
Za konveksnost, trebamo ponovno derivirati funkeiju: f'(z) = —14(z% 4 3) %z,
_ _ —14 42(2? — 1)
" _ 2 39,.2 2 21 2 2 _

Nultocke druge derivacije su +1. Druga derivacija je definirana u svim tockama domene,
pa samo +1 ubacujemo u tablicu.

-0 —1 1 +Hoo

ff 1+ 1 -1+
fluln]u

Kako u tockama 41 derivacija mijenja predznak, zakljuéujemo da su obje tocke tocke
infleksije. Korisno je izracunati vrijednost u njima: f(—1) = f(1) = %. Funkcija je
konveksna na intervalima (—oo, —1) i (1, 4+00), a konkavna na intervalu (—1,1).

Sada je preostalo samo nacrtati graf. Neéemo ga ovdje nacrtati kako vam ne bismo

spoilali kako bi trebao izgledati. Iskoristimo sve podatke:

e kao prvo, prisjetite se domene funkcije, da ne crtate graf funkcije tamo gdje funkcija
nije niti definirana;

e zatim ucrtamo dobivene tocke kroz koje znamo da funkcija prolazi: lokalne ek-
streme, tocke infleksije, nultocke - zato smo rac¢unali i vrijednost u funkcije f u
tockama lokalnih ekstrema i tockama infleksije;

e ucrtamo (lagano olovkom ili iscrtkano) asimptote - kod kosih i horizontalnih mozete
crtati samo njene lijeve i desne krajeve da vam se ne kosi s ponasanjem funkcije
za, x blizu nuli;
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ako imate neko dodatno svojstvo (poput parnosti/neparnosti/periodi¢nosti), isko-
ristite ga - u ovom primjeru mozemo samo nacrtati funkciju za x desno od y-osi, a
onda sve osnosimetri¢no preslikati (da je funkcija neparna, graf bi bio centralnosi-
metri¢an u odnosu na ishodiste);

ako ¢e vam u pocetku biti lakse, prije sljede¢eg koraka uzmite presjeke svih inter-
vala tablica za lokalne ekstreme i tocke infleksije;

koriste¢i sve dobiveno, prolazite interval po interval iz gornje tocke i "spajajte
tocice" (provlacite funkciju kroz lokalne ekstreme, tocke infleksije, nultocke) i pri-
lijepite funkciju uz asimptote, sve to postujuéi pravila monotonosti i zakrivljenosti
na svakom intervalu.

U nasem primjeru, to izgleda ovako:

Domena je R, pa ne trebamo ni na $to posebno paziti.

Ucrtamo tocke (0, 4) (lokalni maksimum), (£1, 2) (tocke infleksije), (+2,0) (nul-
tocke).

Lagano ili iscrtkano ucrtavamo horizontalnu asimptotu y = —1.

Primije¢ujemo da je funkcija parna - zato ¢emo nacrtati graf na domeni [0, +00) i
preslikati dobiveno osnosimetriéno u odnosu na os y.

Uzimamo presjeke svih intervala monotonosti i zakrivljenosti, pa zaklju¢ujemo
redom:

— na intervalu (—oo, —1) funkcija konveksno raste,

— na intervalu

<_

— na intervalu (—1,0) funkcija konkavno raste,
(—0, 1) funkcija konkavno pada,
(

— na intervalu (1 4+ co) funkcija konveksno pada.

Prve dvije natuknice ovdje nisu toliko bitno zbog parnosti. Ovaj korak ubuduce
mozemo i preskakati, ne moramo sve ovako detaljno popisivati.

Sada polako crtamo, recimo slijeva na desno:

— od (0, %) do (1, %) konveksno padamo (dakle funkcija pada, i kao da se smije);

— od (1, 2) pa skroz udesno (kad 2 — +00), prolazeéi kroz tocku (0, 2), funkcija
konveksno pada (dakle funkcija pada, ali kao da je tuzna), i priljubljuje se
uz pravac y = —1 (s njegove gornje strane), i sve mu je blize za sve veée
vrijednosti x;

— kada smo nacrtali graf za nenegativne x, preslikamo sliku na negativne x.
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Pokusajte sami, a zatim koristeéi neki program za crtanje grafa funkcije (primjerice
wolframalpha.com ili desmos.com/calculator) pogledajte kako izgleda graf funkcije. Ako
nismo pogrijesili u racunu svih koraka do crtanja grafa funkcije, graf funkcije trebao bi
se barem kvalitativno poklapati s pravim grafom.

Rijesit ¢emo zajedno jos poneki primjer, ali i dalje ne¢emo crtati graf funkcije na
kraju zadatka u skripti. Pokusajte sami, vjezbajte procitati dobivene podatke i prbaciti
ih u crtez grafa funkcije, a tek onda pogledajte kako treba izgledati graf koriste¢i neki
online program za crtanje grafa funkcije.

Takoder, na kolokviju ne morate pojasnjavati kako ste dobili graf. Dovoljno je samo
na grafu oznaciti sve podatke koje ste dobili rjesavajuéi zadatak koji su vam pomagali
da odredite graf funkcije, i naravno skicirati taj graf.

Primjer 7.9. (7.5.1)) Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije f(z) = 22es.
Domena funkcije je R\ {0} (zbog dijeljenja s nulom u eksponentu).
Nulto¢aka nema (prvi faktor je nula u nuli, koja nije u domeni zbog drugog faktora).

Funkcija nije periodi¢na, no nece biti ni parna ni neparna:

8
V)

fl=2) = (~a)%e™s =

8=

Q]

Koliko jo$ pokusavali pojednostavniti desnu stranu, ne¢emo mocéi dobiti niti f(z) niti
f(~a).

Odredimo asimptote. Kako 0 nije u domeni, u toj tocki mozemo traziti vertikalnu
asimptotu.

et

1

lim z%e» = [t=1/z] = lim —

e =li=1/=1Im 5
Nakon sto dvaput primijenimo L’Hospitalovo pravilo dobivamo da izraz tezi ka +oo.
Dakle = = 0 jest vertikalna asimptota, kada se x priblizava zdesna pravcu x = 0, graf
odlazi prema gore u +oc0. Pogledajmo sto se dogada slijeva pravca = = O:

—t
e 0
lim z%es = t=-1/z]= lim — =—=0
z—0~ t—foo +00
Dobivamo ¢udnu situaciju: iako je = 0 vertikalna asimptota zbog ponasanja funkcije
kad se x priblizava sdesna nuli, slijeva kada x — 0~ funkcija tezi k nuli. Znamo da x =0
nije u domeni, ali to é¢emo iskoristiti tako da ¢emo graf (za negativne z) crtati tako da
teze ka tocki (0,0).
Potrazimo kose asimptote. Trazimo prvo k za x — 4oc:
lim M: lim me%:+oo-1—>oo.
r—+oco I r—+400

Kako ovaj limes nije realan broj, ne postoji k£ i ne postoji kosa asimptota. Sli¢no ¢emo
dobiti i za x — —oo. Ne trebamo ocajavati, iz ovog ¢itamo da kada r — +oo funkcija
podijeljena s |z| tezi u +o0o, a posebno i f(z) — +oo. Takav podatak ¢emo koristiti u
crtanju grafa.
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Idemo na lokalne ekstreme. f(z) = ez 22, f(z) = ewl-(—x*QxQ + 2x) = ezl-(Qa: - 1).
Jedina nultocka je x = 3 Kako x = 0 nije u domeni, mora biti ucrtana u tablicu.

Kako neposredno lijevo od % funkcija pada, a desno raste, u % funkcija ima lokalni mi-

nimum, i iznosi f(1/2) = ez. Funkcija pada na intervalima (—o0,0) i (0, a raste

: o
na (=, +oo). Primijetite da nismo mogli spojiti prva dva intervala u jedan, ne mozemo
znati da funkcija pada na uniji ta dva intervala kada u nuli nije definirana.
Derivirajmo jo$ jednom za tocke infleksije: f”(z) = e%(2+m_2(2x—1)) = e%w.
Kvadratna funkcija u brojniku nema nultocaka jer joj je determinanta negati\a/:na, pa
druga derivacija nema nultocaka. Moramo napraviti tablicu s tockom x = 0:

-0 0 +4o0

ff 1+ 1+
flulu

Funkcija je konveksna na oba intervala (—oo,0), (0,400). Ponovno ne smijemo spojiti
ta dva intervala u jedan. Tocaka infleksije nema.
Sada prelazimo na crtanje grafa funkcije. Citajuéi sve podatke, vidimo da:

e za r — —o0 imamo f(z) — +o0;

e za negativne x funkcija je konveksna i padajuéa, te graf "pada" prema tocki (0,0)
(kojoj tezi, ali ju ne postize);

e u z = 1/2 funkcija ima lokalni minimum, graf prolazi tockom (1/2,¢e%/4) (e?/4 na
kolokviju aproksimiramo nekom bliskom vrijednosti);

e desno od te vrijednosti, funkcija konveksno raste i tezi u +oo;

e lijevo od (1/2,e%/4) konveksno pada, i to tako da kada 2 — 0T funkcija je priljub-
ljena uz desni gornji dio pravca z = 0 i tezi u +o0

To su sve podatci koje smo dobili rjeSsavanjem zadatka. PokusSajte sada skicirati graf
funkcije, a zatim pogledajte stvaran graf.

Napomena 7.10. Nakon $to nacrtate graf (ili ga pogledate), pogledajte i zasto funkcija
nije padajuéa na intervalu (—oo, %) recimo, funkcija je u x = 0.01 mnogo veéa nego
uy = —0.01, zbog Cega je narusen uvjet f(x) < f(y) za sve x > y, Sto je definircija
padajuce funkcije.
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1-1
Primjer 7.11. (7.5.d)) Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije f(z) = T lnx‘
nx

Domenu funkcije odreduje logaritam i nazivnik. Logaritam uvjetuje x > 0, a nazivnik
Inz # —1, odnosno = # e~'. Zato je domena (0,+00) \ {1}.

Kako domena nije simetri¢na u odnosu na 0, nema smisla pric¢ati o (ne)parnosti, funkcija
nije nista. Ne mozemo uvrstiti f(—z) kada funkcija nije definirana za negativne z.
Takoder, ponovno funkcija nije pediodic¢na.

Funkcija ima nultocku kada joj je brojnik jednak nuli, odnosno Inz =1 = z =-e. To
je i jedina nultocka, i nalazi se u domeni funkcije.

Kandidati za vertikalne asimtptote su z = 0 i 2 = e~!. Kako funkcija nije definirana za
x < 0, oko nule gledamo samo jednostrani limes & — 0.

. 1—Inz +oopm . —1/z
lim = = —
z—0+t 1+Inx  —o0 z—0t 1/x

Kako nismo dobili +00, £ = 0 nije vertikalna asimptota. Imamo situaciju sli¢nu kao u
proslom primjeru: kada x — 0, graf funkcije priblizava se tocki (0, —1).
Za x = e~ ! gledamo dva jednostrana limesa

1—Inzx 2

1' = — =
m_1>H;1+ 1+Inz OF +oo,

. 1—Inzx 2
te lim —— = — = —00.
el 14+Inz 07

Ve¢ samo jedan od rezultata £o0o bio bi nam dovoljan da zaklju¢imo da je pravac z =
vertikalna asimptota. Osim ¢injenice da je asimptota, znamo i ponasanje funkcije f(x)
blizu tocke x = 1/e.

Istrazimo jos kose asimptote. Kako je domena ogranicena slijeva (x > 0), funkcija ne
moze imati kose asimptote kada x — —oo. Zato eventualno postoji samo desna kosa
asimptota.

1
e

. flx) i 1—Inx —00 LH .. —1/x ) -1
k= lim ——= = lim = = lim = lim —m— =
z—to00 z—+oo x(1+1Inz) +oo  zo+o2+Inx  z—+oo (2 + Inx)
1-1 - : -1
l= lim f(z)= lim e T /x:—l.
T——+00 z—+oo 1 +Inzx +00 T—+00 1/1‘
Dakle, za x — 400 imamo horizontalnu asimptotu y = —1.
1-1 2
Odredimo lokalne ekstreme i intervale monotonosti. f(z) = 0T _ -1
5 ) 5 l1+lnz 14+Inz
fl(z) = — = — . Funkcija nema stacionarnih tocaka. Radimo

(1+z)2z z(1l +1Inx)?
tablicu s tockom e~! koja se ne nalazi u domeni.
Funkcija je padajuéa na oba intervala (0,1) i (2, +00), a lokalnih ekstrema nema.
Deriviramo jo$ jednom za tocke infleksije.

() =

1 2
= —=— _ 2B+ ) Nultocka druge
22(1 +1Inx)?

I1+nz)?+22(1+hha)-) = 2.
(( +Inx)” +22(1 + naz)x 21 o)
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f 1+ -1 +
flu| n | u

derivacije je za x takav da je Inx = —3 == x = ¢~3. Tablica ¢e ukljucivati tu tocku i

x = e~ 1. Pazite na njihov uredaj.

Kako funkcija u = e~ prelazi iz konveksnosgi u konkavnost, ta tocka jest tocka

infleksije. Njena vrijednost u toj tocki je % = 4 = —2. Funkcija je konveksna
1+ In(e3) -2

na intervalima (0,e3) i (1, +00), a konkavna na (e~3,e71).

Sada mozemo nacrtati funkciju koriste¢i sve dobiveno:
e Domena funkcije je (0, +o00) \ {1}.

e Funkcija prolazi tockama (e=3,—2) (tocka infleksije) i (e,0) (nultocka). Imamo
vertikalnu asimptotu z = e~! koju ucrtamo (recimo iscrtkano). Takoder imamo i
tocku (0,—1) koja se ne nalazi na grafu funkcije, ali graf tezi prema toj tocki.

e Na intervalu (0,e~3) funkcija konveksno pada od spomenute tocke (0,—1) do
(e73,-2).

e Naintervalu (e~3, e~1) funkcija konkavno pada i priljubljuje se uz vertikalnu asimp-
1

totu z = e !, te tezi u —oo kako & — e~ L.

e Na intervalu (e~!, 400) funkcija koveksno pada. Prvo "dolazi" iz +oo prislonjena
uz desni dio pravca z = e~ !, prode tockom (0,e) te se prilijepi (odozgo) uz hori-
zontalnu asimptotu y = —1.

Slijede zadatci za samostalno rjeSavanje. RjeSavajte ih analogno gore rijeSenim za-
datcima. U zadatcima oblika "bez rac¢unanja (nekih parametara) odredite graf funkcije"
pristupite tako da izracunate sve ostale parametre koji vam trebaju za graf i tako skici-
rate graf funkcije. S jedne strane, takvo crtanje grafa je teze jer imate manje podataka
koji vam pomazu, no s druge strane je lakse jer imate "vece pravo pogrijesiti' - Sto manje
podataka imate, to vam skica grafa smije vise odudarati od pravog grafa funkcije.

Zadatak 7.12. Ispitajte tok i skicirajte graf sljedeé¢ih funkcija:
a) (7.3.d)) f(z) = 2* +2/x.
b) (7.3.¢)) f(z) = (1 — z*)e™ %,
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222 — 8z — 10
¢) (7.5.b)) f(z) = 22 _dr+3
1—22

Q) (7.5.0)) f () = aresin

x?2’
e) (7.5.g)) f(z) = In(cosx).
Zadatak 7.13. (7.4.a)) Bez racunanja tocaka infleksija i intervala zakrivljenosti ispitajte

2
tok i skicirajte graf funkcije f(x) = In (1 + 332—|-$—2>

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijeSite i sve mate-
rijale s weba.

Ovime zavrsavamo sedmi tjedan vjezbi i prvu veliku cjelinu (od dvije). U normalnim
okolnostima nakon ove lekcije dolazi prvi kolokvij. Razmislite imate li jos nekih rupa u
znanju u ovim lekcijama, ponovite (ili zakrpajte te rupe upitima asistentima) i pokusajte
rijesiti neke stare kolokvije. Gradivo koje ¢e slijediti manje ¢e se bazirati na naucenom,
no i dalje je bitno da znate dobro derivirati funkcije.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak d) Sjetite se domene arkus sinusa. Kod asimptota: kamo tezi argument
arkus sinusa? Kamo zato teZi cijela funkcija? Na kraju pazite, Va2 # z, veé je
V2 = |z|. Kod ra¢unanja intervala monotonosti i zakrivljenosti zato izra¢unajte
derivacije posebno za x > 01iza z < 0.

Zadatak e) Jedini primjer s periodicnom funkcijom. Dovoljno ga je rijesiti na
temeljnom periodu. Koji je temeljni period? Koja je domena funkcije? Je li
funkcija mozda parna ili neparna? Dalje znate sami kako.

Zadatak Kao sto smo rekli prije zadataka, izracunajte sve ostale podatke za tok
funkcije.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

RjesSenje zadatka Imamo

, r+1Y
rw=(43)
22 +1—2x(x+1)

(352 + 1)2

-2 -2z +1

T (@24 1)2
() = (=22 —2)(2? + 1)? = 2(z2 + 1) - 22 - (—2% — 22 + 1)
(x2 +1)4

2@+ D[z + 1) (2?4 1) + 22(—2® — 22+ 1)]
o (22 + 1)

—2(x® + 2% + 2+ 1 — 223 — 42% + 27)
- (22 +1)3
2@+ 322 -3z -1)
B (2 +1)3
2@ —1)(a? 4z +1)
B (x2+1)3
_ 20z =@ = (=2+V3))(x — (=2 - V3))

(2 +1)3

Kako je (22 +1)3 > 0 za svaki 2 € R, predznak druge derivacije ovisi samo o predznaku
brojnika. Takoder, iz gornjeg zapisa odmah vidimo da su kandidati za tocke infleksije
x1=—2—+3, 10 = -2+ /3 ix3 =1, ilako vidimo predznak druge derivacije, pa onda
i intervale konveksnosti i konkavnosti.

—00 —-2—-43 —2—4—\/3 1 o

11 - + - +
f1n U N U

Dakle, funkcija je konveksna na skupu ( — 2 — /3, -2 + v/3) U (1, +00), a konkavna
na intervalu { — 00, —2 — v/3) U ( — 2+ +/3,1), dok su tocke infleksije 71 = —2 — /3,
9= —2++/31iz3=1 (jer u tim tockama funkcija prelazi iz konveksnost u konkavnost
i obratno).

Rjesenje zadatka [7.7

a) Odmah je jasno da je domena funkcije R \ {£1}. Rac¢unamo

. . 1 1 1
im —= lim —mMmMmM}M = — . — =
a— -1+ 22 -1 a2 -1+ (x—1)(x+1) -2 0+
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Dakle, pravac x = —1 je vertikalna asimptota. Sli¢no se dobije da je i pravac x =1
takoder vertikalna asimptota, tj limesi:

1
= 400, lim = —00.

lim 5 =
z— 1— x4 — 1

z— —1- g2 — 1

= 4o0, lim
B e |

Odredimo sada jo$ kose (odnosno horizontalne) asimptote. Kako je f parna funk-
cija, dovoljno je provjeravati samo jedan limes u beskonacnost, recimo u +oo.
Odredimo sada jos kose (odnosno horizontalne) asimptote. Imamo

S druge strane,

g (F(@) —ho) = g ooy =
iz Cega zakljuéujemo da je pravac y = 0 horizontalna asimptota (i za * — 400 i
za r — —00).

Odredimo najprije domenu funkcije. Kako je 422 + x = z(4x + 1), rjeSavanjem
nejednadzbe z(4z + 1) > 0 dobivamo da je domena funkcije ( — 00, 0] U [, +00).
Kako je funkcija definirana u tim rubnim tockama, zakljuc¢ujemo da nema verti-
kalnih asimptota.

Odredimo kose asimptote.

. f(z) . VA +uo o VAx? 4z . 1
lim —= = lim ———— = lim ——— = lim /4 + — = 2,
r—0o0 T—00 €T T—00 2 T—00 €T

tj. k1 = 2. Nadalje,
lim (f(z) = kir) = lim Vd2? + o — 22

T—00
Vidx? + o+ 2z
= lim (V42?2 +2—22)  ———m———
z—wo( ) Vax? +x + 2z

T

= lim ———
00 \/4x? + 1 4 2z
1

T4

Dakle, jedna kosa asimptota je pravac y = 2z + %. S druge strane, imamo

. flx) . V4?4 oz VA2 4z i 1
hm _— = hm —_— = llm —_— = hm — 4 + —
T——00 I T——00 €T T——00 /2 T——00 €T

= —2,
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tj., ko = —2. Sada je
lim (f(x)— kox) = lim Vidxz? + x4+ 2z

T—r—00
Viax? +x — 2z
= lim (Vda?+2+21) —e—e———
$—>—00( ) Vidx? +x — 2z

x
= lim ——
=00 \/4x2 + 1 — 2x
1
=—7
odnosno, druga kosa asimptota je y = —2x — i.

Rjesenje zadatka U ovim rjesenjima nece biti samih skica, veéa vam je
korist ako sami probate skicirati na temelju svih podataka, a rjesenja mozete provjeriti
na bilo kojem online alatu za crtanje grafova funkcija, npr. desmos. com/calculator]|ili
https://www.mathsisfun.com/data/function-grapher.php.

a) f(z) =2+ 2.
Ocito je domena funkcije R\ {0}.
Nadalje, f nije ni parna ni neparna, jer je npr. f(—1) = —1, dok je f(1) = 3.
Odredimo nultocke funkcije.
2 2
fz)=0 <= 2°+—-=0/-x
x
= 2 +2=0
= r=-V2

Dakle, 29 = —+/2 je jedina nultocka. Imamo

2
lim 22+ = = +00,

z—0+ T

: 2
lim 2%+ = = —00,
z—0— X

iz ¢ega zakljucujemo da je pravac x = 0 vertikalna asimptota. Uoc¢imo,

2
lim f(zr)= lim 2*+ = = oo,
r—+o00 r—+o00 €T

iz Cega slijedi da funkcija nema horizontalnih, a iz


desmos.com/calculator
https://www.mathsisfun.com/data/function-grapher.php
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slijedi da funkcija nema kosih asimptota. Odredimo derivacije funkcije.

/ 2\’
fia) = (22 +2)
2
1/ 4
/ (33)—2+$

Lako se vidi da je nultocka prve derivacije x1 = 1, a nultocka druge derivacije
x9 = —+/2. Odredimo intervale monotonosti i zakrivljenosti.

—oo 0 1 4o

==+
PSS

Funkcija raste na intervalu (1, +00), a pada na (—o0, 0)U(0, 1), iz ¢ega vidimo i da
je tocka m(1, 3) tocka lokalnog minimuma (jer oko nje funkcija prelazi iz padajuce
u rastucu).

—0 —Vv2 0 400

f 1 =1 + | +
fln| u |u

Vidimo da je funkcija konveksna na intervalu { — v/2,0) U (0, +00), a konkavna
na intervalu { — oo, —v/2), te da je tocka T'(—+/2,0) tocka infleksije (jer oko nje
funkcija prelazi iz konkavne u konveksnu).

fla) = (1 —a%)e
Ocito je domena funkcije R. Nadalje, lako se vidi da f nije parna ni neparna (npr.
f(2) = =3e72 a f(—2) = —3¢2).
Takoder, lako se vidi da su nultocke funkcije f zo = —11i 21 = 1.
Odredimo asimptote. Kako je domena cijeli R, nema vertikalnih asimptota. Na-
dalje,

fl@) o 1—a? _

lim —~ = lim e * = +o0,
T——00 I T——00 €T

(zbog L’Hospitalovog pravila) pa nema lijevih horizontalnih ni kosih asimptota.
Za potrebe samog skiciranja, treba vidjeti da je

. . . 2 -z _ _
ol F(2) = (L = a7)e™ = —oo



7. TOK FUNKCIJE 104

S druge strane,

=00 T—00 T

lim f(z) = lim (1 —2%)e™® =0,

T—r00 T—00

(jer eksponencijalna fja brze ide u 0 nego polinom u beskonac¢nost) pa je desna
horizontalna asimptota pravac y = 0.
Odredimo sada derivacije funkcije

@)= ((1—a)e™)
= 2ze " —(1—2?)e
= (22 -2z —1)e®
f'(z) =2z —2)e® — (2?2 =2z —1)e™®
= (—2®+4r —1)e*
Odavde, koristedi ¢injenicu da je eksponencijalna funkcija svugdje strogo pozitivna,

irjesavajuéi pripadne kvadratne jednadzbe, lako dobivamo da su nultocke derivacije
x34=1% V2, a nulto¢ke druge derivacije T56 =2+ v/3 Odavde vidimo da funkcija

—00 1-+v2 14++v2 +oo

ffl+1 = |+
Fr0 ~ 1 7

raste na intervalu (—oo, 1—v/2)U{1++/2, +0), a pada na intervalu (1—+/2, 14++/2).
Lokalni maksimum postize se u tocki 1 — /2, a lokalni minimum u tocki 1 + /2
(jer u njima funkcija prelazi iz rastuée u padajuée i obratno).

—00 2-V3 243 40

f// _ + _
fl1n U N

Vidimo da je funkcija konkavna na intervalu { — 00,2 — v/3) U (2 + /3, +0), a
konveksna na intervalu (2 — /3,2 + v/3). Tocke infleksije su 2 + /3 (jer u njima
funkcija prelazi iz konveksne u konkavnu i obratno).

222 — 8z — 10

fl@) = 22 —4x +3

Domena funkcije je R\ {1,3}. Nadalje, lako se vidi da f nije parna ni neparna
(npr. f(2) =18, a f(—2) = 2).

Nultocke funkcije f jednake su nultockama polinoma u brojniku, a to su 1 = —1
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i T = 5
Odredimo asimptote. Imamo,

23:2—83:—10_1, 20 +1)(z—=5) 1 2-2-(-4)

li = - . - 7
ool 22 —dr+ 3 aolt (x—=1)(z—-3) 0+ -2 e
. 222 —8x—10 2@+ 1D)(x—-5) 1 2-2-(-4)

lim ————— = lim = — . — 2 =—-
e—=l— 22 —4x+3 anl- (z—1)(xz—-3) 0— -2

222 —-8r—10 . 2x+1)(x-5 1 2-4-(-1)

lim —— = lim = .2 >\ 7
a3+ 22 —4r+3  a-3+ (z—1)(x—3) 0+ 2

2— _— _— . . —_—

o 22278210 2@t (@ —5) 1 2.4-(-1)
a—3— 22 —4x+3  ao3- (z—1)(x—3) 0— 2

Dakle, pravci £ = 11 = 3 su vertikalne asimptote funkcije f.

S druge strane,

2x2—8x—10_

lim f(z)= lim =2

z—=+00 rotoo 12 —Ap +3

iz Cega slijedi da je pravac y = 2 (i lijeva i desna) horizontalna asimptota, dok kosih

asimptota nema (do istog zakljucka bi dosli da smo najprije rac¢unali lim,_, 4~ fz)

T
no ako je lim,_, 1 f(x) konacan, onda je lim, 4 @ = 0 pa odmah dobivamo

horizontalnu asimptotu). Odredimo sada derivacije funkcije

22 — 8x — ,
) (281o>

x2 —4x+3
/
_ (22* -8z +6—-16
N 22 — 4z +3

!
1
_(o__ 16
( x2—4x+3>

16(2z — 4)
(22 — dx + 3)2
o 32(r —2)
(22 — dx + 3)2
() = 32(2? — 4z + 3)2 — 64(z — 2)(2% — 42 + 3)(2z — 4)
(22 —4x + 3)4
(2% — 42+ 3)[32(2? — 4z + 3) — 64(z — 2)(2z — 4)]
N (22 — 4o + 3)*
_ —32(32% — 122 4 13)
o (22— 42+ 3)3

Odavde lako vidimo da je nultocka derivacije z3 = 2, dok druga derivacija nema
nultocaka.
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+ | +
FINCIN A

Vidimo da funkcija pada na intervalima ( — oo, 1) i (1,2), a raste na intervalima
(2,3) 1 (3,400), te da je tocka m(2,18) lokalni minimum (jer funkcija u toj tocki
prelazi iz padajuée u rastuéu).

f//_+_
fl nluln

Vidimo da je funkcija konkavna na intervalima ( — 0o,1) i (3,400), a konveksna
na intervalu (1,3). Nema tocaka infleksije.
2
o l—x
f(z) = arcsin 22
Uocimo,
2

1_
—a?| <1 +|—2? = |1+2% — ‘H”” <1, VzeR,

T2

pa je domena funkcije cijeli R. Nadalje, ocito je funkcija parna, pa je graf simetrican
s obzirom na os y i dovoljno je ograniciti se na skup = > 0

Kako je jedina nultocka fje arcsin u nuli, da bismo odredili nulticku funkcije f,
dovoljno je odrediti nultocke funkcije %’ a nultocke te funkcije su ocito x1 = —1
i To = 1.

Odredimo asimptote. Kako je domena cijeli R, nema vertikalnih asimptota, dok s
druge strane, zbog neprekidnosti, imamo

i _1—a? Ay L n(-1) =~

im arcsin —— = arcsin im = arcsin(—1) = ——.

T—+00 14 2 z—+oo 1 + 22 2

Slijedi da je pravac y = —% desna, a zbog parnosti i lijeva, horizontalna asimptota,

dok kosih asimptota nema.
Odredimo sada derivacije funkcije. Za = > 0 imamo (gledamo x > 0, jer kad je
x = 0, vrijednost funkcije unutar arkus sinusa je 1, sto je na rubu domene arkus
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sinusa, pa tu nema derivacije).
/
1—22
/ .
x) = | arcsin ——
fz) ( 1+ x2>

_ 1 1— 22\
il (1—w2>2 <1 +932>

1422

1 —2z(1 + 2%) — 22(1 — 2?)
Ax2 (1 +.’L’2)2

Vidimo da funkcija pada na cijelom intervalu (0, +oc). Slijedi, zbog parnosti da
funkcija raste na ( — 00, 0). Naime, ako uzmemo z,y < 0, takve da je x < y, slijedi
da je —y < —x i —x,—y > 0, pa zbog pada na skupu pozitivnih brojeva imamo
f(=y) > f(—=z). No, zbog parnosti je sada f(x) = f(—x) < f(—y) = f(y). Alter-
nativno, mogli smo derivirati na skupu negativnih brojeva (svakako to napravite
za vijezbu, pripazite na korjenovanje 422, dobije se H%’ iz ¢ega je odmah jasno
zaSto funkcija nije derivabilna u 0). Takoder, vidimo da je tocka M (0, 5) lokalni,
a u ovom sluéaju i globalni maksimum.

Takoder, vidimo da je funkcija konveksna na (0, +00), pa je zbog parnosti konvek-
sna i na intervalu (—o0,0) (opet, moZemo derivirati na skupu negativnih brojeva,
ali vidi se direktno iz definicija konveksnosti i parnosti, tj. f(=5%) = f(%¥) <
f(:c)42—f(y) f(_x);f(_y)). Ipak, nije konveksna na cijelom intervalu. Npr., provje-
rite kada nacrtate njezin graf: u z = 0 funkcija ima "Spic" okrenut prema gore.

f(x) = In(cos z)

Domena funkcije je skup na kojem je cosx > 0, a to se lako vidi da je skup

D= <—7T+2k7r,7r+2l<;7r>
2 2
kEZ
Uoc¢imo da je funkcija parna (jer je i kosinus paran) i periodicka s periodom 2.

To nam bitno olaksava posao jer je dovoljno promatrati sto se dogada na skupu

[0,5)-
Sto se ti¢e nultocaka, imamo da je f(z) =0 <= coszx =1 <= =z =0u
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nasem glavnom intervalu, odnosno, nultocke su x; = 2kw, k € Z kada primijenimo
periodiénost.

Odredimo asimptote. Imamo, uz supstituciju ¢ = cosz i opasku da ¢t pada u 0
kada kosinus raste prema % (naravno, na nekom dovoljno malom intervalu oko 7,
ali samo nas takvi zanimaju kad gledamo limes).

lim In(cos(x)) = lim In(t) = —o0

T 5 — t—0+

Uoc¢imo da nema smisla promatrati desni limes u § jer funkcija nije definirana

neposredno desno od 7, te da zbog parnosti direktno dobivamo

lim In(cos(x)) = —o0
=5+

Kad jos primijenimo periodi¢nost, zaklju¢ujemo da su vertikalne asimptote svi
pravci oblika

x:igmlm, kel
S druge strane, uoc¢imo da, iako je

In(cos x
lim g =0,
Tr—+00 €T
ne postoji
lim In(cosz)
r—r+00

pa nema horizontalnih ni kosih asimptota. Odredimo sada derivacije funkcije na
skupu (0, 7).

f(x) = (In(cos z))’

1 !
= o (cosx)

—sinx

cosx
=—tgx

Fra) = -

cos2 g
Kako je —tgz < 0 na intervalu (0, 5 ) zakljucujemo da funkcija pada na intervalu
(0,%), pa zbog parnosti, uz isti argument kao u proslom podzadatku, raste na
(- o 0). Nakon $to sve prosirimo po periodi¢nosti, dobivamo da su intervali pada

(- g +2km, 2kn), kEZ

dok su intervali rasta -
<2k‘7r, 7+ 2k7r>, kez,
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Lokalni (a u ovom slu¢aju i globalni) maksimumi su tocke M (2km,0), k € Z.

Sto se tic¢e intervala zakrivljenosti, vidimo da je druga derivacija negativna na
(=%, %), pa zaklju¢ujemo da je funkcija i konkavna na ( — 7%, 7). Po periodi¢nosti

i na svakom intervalu oblika ( — 5 + 2km, § + 2km), k € Z

2+ -2
Odredimo najprije domenu. Rjesavamo jednadzbu

2
Rjesenje zadatka [7.13; f(z) =In (1 + )

2 24 —242
1+:1:2+az—2>0{:> 2 +x—2 >0
2?4+
24+ -2
z(z+1)
(x —1)(z+2)

>0

— >0

Odavde se lako vidi da je domena skup
(—00,—2)U(—=1,0) U(l,400)
Uoéimo, funkcija nije parna ni neparna (npr. f(3) = In(2) dok je f(—3) = In(2); to smo

mogli vidjeti i jer je domena asimetri¢na) i f nema nultocaka.
Odredimo asimptote

lim f(x)= lim In ((:c(x—i—l))) =In <_2_(3_1) : 01_> =400

T——2— T——2— x—1)(x+2
. L x(zx+1) B -1 B
i fle) =l I (Mmz)) =In <<_2> 1 <0+>> =
. o z(z+1) 1 B
lim f(z)= lim In <(> In <(_1) 5 (0—)> = —00

z—0— z—0— €T — 1)(]} + 2)
. o z(x+1) B 1.2 1)
Jm, f(z) = lim In <<x_1><x+2>> = ( 3 0+> = oo

Slijedi da su pravci z = —2, = —1, x = 0, i x = 1 vertikalne asimptote. Kako je
I F =0,

zakljucujemo da je pravac y = 0 horizontalna asimptota i da kosih asimptota nema.
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Izra¢unajmo derivaciju

f’(a:) = [ln (1 + .%.2_’_21'_2)]

= -
1—1—m T4+ x— 2

?+z-2 —202z+1)
2+z (2 +x—2)?
—2(2z + 1)
(@2 + ) (2?2 +2—2)
B —2(22 + 1)
2z - D(z + D(z + 2)

/

Vidimo da je nultocka derivacije zg = —%.

—0 -2 -1 -—

N[

71+ + | - -
e 0NN

Zakljucujemo, funkcija raste na

1

(=o0,-2) i {=1,-3),

pada na
1
(~2.0)i (1 +00),
dok je tocka m(—%7 —In9) lokalni maksimum (jer funkcija prelazi iz rastuée u padajucu
oko nje).
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Neposredno integriranje i metoda
supstitucije

Novu cjelinu zapoc¢injemo novim pojmom: integral. Pojam integrala funkcije motivira
se na dva nacina koja nisu tako ocito ekvivalentna. Jedan nacin je kao rjesenje sljedeceg
problema: za danu funkciju f kao naéi funkciju F' koja derivirana daje f. Drugi nacin
je odrediti povrsinu ispod grafa funkcije f na nekom intervalu [a, b).

Definicija 8.1. Dana je funkcija f : I — R, gdje je I otvoren interval. Funkcija F': I — R
takva da je F'(x) = f(x) naziva se antiderivacija ili primitivna funkcija funkcije f.

Jednostavno vidimo da ako je F(z) primitivna funkcija za f(x) da je i F(z) + C
primitivna funkcija f(x). Pokazuje se da su i sve primitivne funkcije za f takvog oblika.

Teorem 8.2. Neka su Fy, Fy : I — R dvije primitivne funkcije funkcije f : I — R. Tada
postoji realna konstanta C' takva da je C' = Fy(x)— Fa(x) za sve x € I. Drugim rije¢ima,
skup svih primitivnih funkcija za f dan je kao F'(x) + C, za neku funkciju F': =R i za
sve C € R.

Definicija 8.3. Dana je funkcija f : I — R, gdje je I otvoren interval. Neodredeni
integral funkcije f : I — R je skup njoj primitivnih funkcija {F(z) + C : C € R}.
Oznaka:

/f(i)dx:F(x)—FC, C eR.

Napomena 8.4. Obratimo pozornost: (neodredeni) integral nije funkcija, nego skup funk-
cija. Sjetite se to svako malo, jer lako se zaboravi. Pogotovo u gornjem zapisu: izgleda
kao da je neodredeni integral funkcije f(z) funkcija F(z), Sto nije istina - integral je
skup svih funkcija F'(x) + C, gdje C tréi po cijelom skupu realnih brojeva.

Obratimo jos malo paznju na oznaku neodredenog integrala: imamo oznaku za integral
J. Iznad i ispod nje nema oznake kada pricamo o neodredenom integralu (za razliku
od odredenog integrala koji ¢emo definirati uskoro). Nakon funkcije f(x) dolazi oznaka

"dx". O njoj zasada ne trebate znati mnogo. Najbitnije je da "z" u "dx" oznacava da
integriramo po varijabli x. S desne strane jednakosti, kao Sto smo rekli, dolazi skup

111
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funkcija. Iako ne piSemo viticaste zagrade (kako bi zapis bio kraéi), uvijek pamtimo da
se radi o skupu funkcija oblika F(z) + C. Zato je bitno da piSemo "+C" i C € R. Ovo
je, nazalost, vrlo ¢est nacéin gubitka bodova na kolokviju.

Kao sto postoji neodredeni integral, postoji i odredeni integral. Odredeni integral
funkcije f(z) na intervalu [a, b] moZzemo definirati kao povrsinu skupa ispod grafa funkcije
f(x). Preciznije: ako je funkcija f(x) pozitivna, onda je odredeni integral na intervalu
[a,b] povrSina skupa omedenog pravcima z = a, z = b, y = 0 i grafom funkcije f; ako
je negativna, tada rac¢unamo povrsinu ispod osi x s negativnim predznakom; ako je i
negativna i pozitivna, onda zbrojimo povrsine dijelova iznad osi i oduzmemo povrsine
dijelova ispod osi x. Oznaka:

/abf(a:)d:c.

Buduéi da je odredeni integral neke funkcije povrsina, to je (realan) broj. Oznaka, za
razliku od neodredenog integrala, ima brojeve a i b iznad i ispod oznaka za integral.

Veza izmedu odredenog i neodredenog integrala dana je Newton-Leibnizovom formu-
lom.

Teorem 8.5. (Newton-Leibniz) Dana je funkcija f : I — R, gdje je I otvoren interval i
F : I — R neka njena primitivna funkcija. Tada za svaki interval [a, b] C I vrijedi

/ab f(z)dz = F(b) — F(b).

Ova formula nam sugerira da problem trazenja odredenog integrala mozemo svesti na
problem trazenja neodredenog integrala: kada nademo neodredeni integral i bilo koju
primitivnu funkciju iz tog skupa, za odredeni integral treba samo oduzeti vrijednosti
primitivne funkcije u rubovima intervala. Takoder, primijetimo da gornja formula ne
ovisi o izboru primitivne funkcije, buduéi da se svake dvije primitivne funkcije razlikuju
za neku konstantu koja se oduzme u formuli.

Pricajmo malo konkretnije: kako za neku funkciju f odredimo njezin (neodredeni)
integral, odnosno njenu primitivnu funkciju? Kao prvo, kako je po definiciji treba raditi
proces suprotan od derivacije, veé¢inu tablice integrala mozemo dobiti kao zamjenom
stupaca u tablici derivacije.

Pogledom na tablicu, za neke retke prepoznajemo uistinu da smo samo zamijenili
stupce u tablici derivacija. Za preostale retke istinitost mozemo provjeriti sami po defi-
niciji: derivirajte funkcije desnog stupca i uvjerite se da ¢emo dobiti funkcije iz lijevog.

Kao drugo, iz derivacije mozemo izvuéi i neka pravila: za dvije funkcije f,g: I — R
i konstantu k£ € R vrijede formule

/f(x)dx—i—/g(a:)da;: /(f(a:)—l—g(a;))da:, ik:/f(x)da:: /kf(x)da:.

Takoder, gornje formule vrijede i za odredene integrale (na fiksnom intervalu [a, b]). Za
odredene integrale vrijedi i sljedece pravilo za a,b, ¢ brojeve u intervalu I, uz a < b < ¢
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(logi¢no uz definiciju preko povrsine):

[ s+ [ s = [ g

Tablica integrala:

a? + 22
1

a2 — 22
1
2 — a2

1
va? 4+ z2

Rijesimo nekoliko primjera.

[ f@)da
xa—i—l
+C, CeR(a#1)

a+1
Inlz|+C, CeR
e“+C, CeR
x
L+C, CeR(a>0,a#1)
Ina
—cosz+C, CeR
sinz +C, C €R

tgx+C, C R
ctgr+C, C eR
arcsin%—l—C’, CeR (a>0)
2arctg§+C, CeR (a>0)
1

—In
2a

T+ a

+C, CeR (a>0)

r—a

ln‘m+\/l‘2—a2‘+0, CeR (a>0)
ln(x+\/x2—|—a2)—|—0, CeR (a>0)

Primgjer 8.6. Izracunajte neodredene integrale:

. (8.12)) / (1 - ;2) NN

2° 4+ 5°
10¢

. 8.1.4)) / dz;

e (8.1.9)) /th:U dx.

U ovom zadatku sluZzimo se onime Sto znamo.

113

Za prvi primjer koristit ¢emo znanje

integriranja funkcija oblika z® i aditivnost integriranja. Kada zapiSemo sve faktore i
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pribrojnike u tom formatu, imamo

(1= 5) = [ (1-a) b= [ (o -a) o

7/4 —1/4

z 4 7/4 —1/4
4 + R.
7/ 1/ +C 7x + 4z C, Ce

U drugom zadatku koristimo iz tablice integral funkcije a”. Znamo sto raditi sa zbrojem
takvih funkcija, ali ne znamo sto raditi s omjerom. Zato ¢emo razlomak rastaviti na
zbroj dva izraza, a svaki ¢e biti funkcija oblika a®:

5= () o= [1G) +G) e

1 1\* 1 5% 2%
- (5> n(1/5) © <2> w12 "¢ s T me T CER

U zadnjem primjeru nije toliko jasno kao u proslim primjerima buduéi da se funkcija tg
ne pojavljuje u tablici. Ipak, mozemo se malo poigrati s definicijom funkcije tangens:

9 sin?z  sin?x + cos’x — cos? 1

te2 g = - - 1
cos? x cos? z cos? z

Sada smo zapisali funkciju kao zbroj dviju funkcija koje znamo integrirati:

/tg%cdxz/( L —l)dx:tgx—x—i—C’, C eR.

cos? x

Nemojte se brinuti ako imate dojam da se sami ne biste sjetili rjesenja ovih zadataka.
Zadatke integralima shvatite slicno kao zadatke s limesima: zadatke ¢emo pokusati
klasificirati i odrediti koju metodu primijeniti u kojoj situaciji. Iako to neée biti tako
jednostavno kao u slucaju s limesima.

Napomena 8.7. Komentirajmo jedan od integrala iz proslog primjera, recimo drugi po
redu. Koristili smo pravilo da je integral zbroja zbroj integrala. Integral je skup funkcija
oblika F'(x) + C. Znadi li to da se konstante C' za te dva integrala zbrajaju u 2C7 Bi
li se kod razlike integrala te dvije konstante pokratile? Odgovor je ne. Smatrajte tu
konstantu kao tzv. genericku konstantu, za koju vrijede posebna pravila: razlika i zbroj
generickih konstanti "C" je opet ista ta konstanta "C'". Takoder umnozak te konstante s
"uobic¢ajenom" konstantom (npr. 2, —3, ) je opet ista genericka konstanta C.

V5 dx

B2+ 5

Kao prvo, primjetimo da se oznaka dx nalazi u brojniku razlomka. Neka vas to ne za-
¢udi, to je samo stvar oznake: podintegralna funkcija je w%ﬁ

Zadatku pristupamo kao u slu¢aju neodredenog integrala, a zatim primjenjujemo Newton-
Leibnizovu formulu. Odredimo odgovaraju¢i neodredeni integral. Primjeéujemo da se
taj integral nalazi u tablici, za a = /5 imamo

Primgjer 8.8. (8.2.b)) Izracunajte odredeni integral /

dx 1
—_ t C, CeR.
/x2+5 \/garcg\/g-i-
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1 T 1
Za svaki C funkcija —= arctg — 4+ C je primitivna funkcija funkcije ———. To znadci
o~ arctg je p j je 3 p

da u Newton-Leibnizovu formulu smijemo uvrstiti funkciju za bilo koju konstantu C.
Najjednostavnije je to za C' = 0:

/\/5 dz iarctg(i\/g)—iarctg(_\/g) ! (W—_F)—Wl\gg.

a2 +5 NG NV AV

Ubuduce ¢emo ovaj proces izvoditi brze i kraée, pozivajuéi se na Newton-Leibnizovu
formulu bez njenog navodenja. Kraée i jednako to¢no rjesenje zadatka bi izgledalo

ovako:
/ﬁdw_(lm x)’ﬁ _1(7r_—7f>_W5
a5 \BT s s Bs\e T 4 )T 0

U prvoj jednakosti odredujemo neodredeni integral (to moze potrajati i vise koraka,

b

ovisno o tezini problema). Oznaka (F (:c))‘ je pokrata za izraz F'(b) — F'(a). Nakon toga
a

uvrstavamo vrijednosti u odabranu primitivnu funkciju i racunamo izraz.

Napomena 8.9. Sjetimo se: odredeni integral pozitivne funkcije je povrsina ispod grafa
funkcije, Sto je pozitivan broj. Podintegralna funkcija u proslom zadatku je pozitivna i
dobili smo na kraju pozitivan broj. Naravno da to nista ne znaci jesmo li zadatak toc¢no
rijesili. No, da smo na kraju dobili negativan broj, sigurno bismo mogli zakljuciti da
smo pogrijesili u postupku rjesavanja. To mozete i inace koristiti kao neku kontrolu u
zadatcima.

Zadatak 8.10. Izracunajte sljedece odredene i neodredene integrale:

.ZU2 X —
a) (8.1.b)) 4_;51(1:5,
2
b) (8.1.c)) /m2+1dx,

1
c) (8.2.a)) /0 (32% — 2 + 2)dx.

Napomena 8.11. Iako je integriranje obrnuto od deriviranja, postoji jedna velika raz-
lika. Svaka (derivabilna) funkcija sastavljena od zbroja/razlika/umnozaka/kompozicija
elementarnih funkcija da se derivirati, algoritam je jasan, i njena derivacija ponovno je
funkcija sastavljena od elementarnih funkcija. Kod integrala to nije tako. Iako postoji
rezultat iz teorije koji kaze da je svaka neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu
integrabilna (postoji njoj primitivna funkcija), ne mora znaciti da funkcija sastavljena
od elementarnih funkcija ima primitivnu funkciju koja je sastavljena od elementarnih

funkcija. Primjer za to je / e dz. Tako, kao sto smo rekli, postoji neodredeni integral

ove funkcije, nemogucée ga je zapisati elementarnim funkcijama.

To stavlja naglasak na zadatke s integralima da su tezi nego zadatci s derivacijama.
Takoder, ako ste za vjezbu mogli uzeti bilo koju funkciju i "izmisliti zadatak" iz deriva-
cija tako da samo derivirate tu funkciju, kod integrala to ne mozete raditi - mogli biste
izmisliti funkciju kojoj je nemogucée zapisati integral.
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Primijetimo da smo do sada koristili samo pravila da se integral lijepo ponasa u
odnosu na zbrajanje i mnozenje konstantom. Kao i kod derivacija (a integriranje je
proces obrnut od deriviranja), ne o¢ekujemo da ¢e postojati lijepo pravilo kod umnoska
i komponiranja. Na pravilu deriviranja kompozicije temeljimo prvu tehniku integriranja:
metoda supstitucije.

Metoda supstitucije primijenjuje se u situacijama kada imamo kompoziciju funkcija
i opcenito se vrsi na sljedeci nacin:

[ #gta)g ()do = [df T ] [ s

Supstitucija znaci da smo zamijenili varijabli integracije: umjesto integriranja po vari-
jabli z, sada integriramo po varijabli t = g(x), Sto je prirodno zbog funkcije f(g(x)).
Ipak, za to smo morali platiti cijenu. Osim sto smo podintegralnu funkciju zapisali preko
varijable ¢, morali smo azurirati i ¢lan dz tako da smo derivirali funkciju g(z) (kojom
supstituiramo). Na redak dt = ¢'(z)dx gledamo kao da u retku u kojem definiramo
supstituciju (¢t = g(x)) deriviramo lijevo po ¢, a desno po x, te nadopiSemo dt i dx slijeva
i zdesna.

Cijena suptitucije dt = ¢’(x)dx vam se mozda ¢ini nelogi¢na, ali ona je nuzna. Pogle-

dajmo primjer [ 2zdz. Znamo da je njen integral 22 + C, C € R. Ako bismo napravili

supstituciju ¢ = 2x, imali bismo

t=2x 1¢2 5
/2xdm_[dt:2dx1 /t dt = f——i—C (zbog t =2x) =2+ C, C € R.

Kada ne bismo "platili cijenu" dt = 2dx, dobili bismo krivi rezultat u gornjem racunu.

Prije primjera, recimo jo$ dvije stvari. Kao prvo, kao sto smo vidjeli u gornjem
rac¢unu, kod neodredenih integrala kada primijenimo supstituciju dobit ¢emo funkciju
izrazenu preko druge varijable u odnosu na one s kojom smo poceli. Na kraju trebamo
vratiti po¢etnu varijablu x nazad istom supstitucijom. Kao drugo, zbog te "cijene" koje
pla¢amo (dt = 2dx) moramo biti oprezni kako i kada primjenjujemo metodu supstitucije,
tj. moramo biti svjesni da se faktor ¢'(x) veé nalazi u podmtegraanJ funkciji ili ¢e ga
biti lako nadi. PrlmJerlce zato mozemo mtegrlratl funkciju [ e 2z dx (jer je 2x upravo
derivacija od g(x) = 2?), dok ne mozemo [ e® “da.

Pogledajmo na konkretmm primjerima.

Primjer 8.12. Izracunajte neodredene integrale:

e (8.3.a)) /sinSxdm

nz)t
e (8.3.0) / L $) dz.

U prvom primjeru imamo kompoziciju funkcija f(z) = sinz i g(z) = 3z. Uvijek nam
se svida kada je unutarnja funkcija afina jer je tada njena derivacija konstanta s kojom
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mozemo lagano baratati kod metode supstitucije.

. | t=3z | [ 1 1 _ 1
/sm?)xdx— ldt:?)dx] —/smtgdt— gcost+C— §COSSx+C, C eR.

U zadnjoj jednakosti vratili smo se u varijablu x preko t = 3z. lako to nije nuzno za
zadatak, za vjezbu se uvjerite da zaista funkcija dobivena na desnoj strani derivirana
daje podintegralnu funkciju s kojom smo krenuli.

U drugom primjeru imamo kompoziciju funkcije z* i Inz. Metodu supstitucije moéi
¢emo lagano izvesti samo ako imamo derivaciju unutarnje funkcije Inx kao faktor u
podintegralnoj funkciji, a imamo je - to je 1/x. Zato imamo

| 4 = tP | 5

Da nismo imali faktor 1/z, ovaj zadatak bio bi mnogo tezi.

e d
Primger 8.13. (8.6.c)) Izracunajte odredeni integral / S
1

z/1+Inz

U ovom zadatku naucit ¢emo dvije stvari: prva kako rjesavati odredene integrale me-
todom suspstitucije, a druga vidjeti metodu supstitucije na nesto kompliciranijem pri-
mjeru.
U ovom zadatku imamo viSe funkcija koje mozemo supstituirati. Primije¢ujemo da po-
novno imamo In z, koju "¢eka" faktor & u nazivniku, pa je to dobra opcija za supstituciju.
Jos bolja je t = Inx + 1. Tako ¢emo u korijenu imati samo varijablu ¢ zbog cega ¢e nam
kasnije racun biti jednostavniji. Dodati konstantu 1 u prvotno zamisljenu susptituciju
t = Inx je "besplatno", buduéi da se ta kosntanta derivira i neée biti videna u zamjeni
dx u dt.
Buduéi da se ovdje radi o odredenom, a ne o neodredenom integralu, radimo dvije dru-
gacije stvari:

e Kada napravimo supstituciju « preko ¢, treba promijeniti rubove integracije - ako

smo prije integrirali od a do b, sada integriramo od g(a) do g(b) (gdje je t = g(x)).

e Bududi da je odredeni integral broj, a ne funkcija, na kraju ne trebamo vratiti
integral u terminima po x, nego samo naci novi integral po t. Nemamo sto vracati
po t.

Idemo napraviti sve navedeno:

AVt
Kao sto smo najavili, napravili smo supstituciju, te uz varijablu integracije zamijenili

i rubove integracije. Inace ne morate detaljno zapisivati kako ste izracunali novi ¢,
dovoljno je zapisati samo

/e dx _|{t=1+hz z=e=>t=14+lne=2| [?dt
1 2v/I+ne |dt=2dz z=1=t=1+Inl=1

t=14+lnx z=e=>t=2
dt:%dx r=1=t=1|"
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Desno smo dobili odredeni integral po t. To je neki broj, pa ga racunamo i ne treba
brinuti da je integral nekoé¢ bio po x. Tako se radi u slucaju odredenih integrala.

2
e d 2dt 2 1 t1/2

= | = 12 =] =2v2—2.
/195 1+Inx /1 Vit /1 ( L v2

Napomena 8.14. Kao sto je najavljeno, rjesavanje integrala trebalo bi li¢iti na rjesava-
nje limesa. Mozda ¢emo primijenjivati metode koje prvotno neée uspjeti (recimo kriva
supstitucija). No, ne treba panicariti nego probati s nekim drugim metodama dok ne
rijesimo zadatak. Na$ je cilj da pokusamo Sto bolje objasniti koje metode pokusavati u
kojim situacijama, a vas da pokusate vidjeti sto vise primjera i razviti Sto bolju intuiciju.

Takoder, ono sto je bitno kod metode supstitucije je da kao Sto je prije primjene
supstitucije sve bilo izrazeno preko z, tako nakon primjene supstitucije sve mora biti
izrazeno preko nove varijable ¢t. Ne smije vam se pojaviti varijabla x nakon primjene
supstitucije u podintegralnoj funkciji, sve se treba supstiuirati.

Primjer 8.15. Odredite sljedec¢e neodredene integrale:

e2m
A —
(8 e))/1_362xdw,
e (8.4.h)) / sin? zdz.

Imamo kompoziciju funkcija e® i 2z, no bitnije, imamo kompoziciju racionalne funkcije
i e2*. Derivacija eksponencijalne funkcije je ona sama (do na multiplikativni faktor), pa
se mozemo nadati da ¢e to biti dobar izbor za susptituciju.

/ e2r i t=e2 / 1
1 — 32z dt = 2e**dx 1— 3t 2

Svaéta se pokratilo i dobili Smo ljepéu funkciju Ipak tu nije kraj Sada moéemo primi—

.....

problema.
1 Cfy=1-3t] -1 /1
2/1—3tt_[dy:—3dt]_ dy.

6 Jy
Tek smo sad dobili integral koji znamo izrac¢unati. Imamo dvije susptitucije, pa ¢emo
na kraju imati dva koraka vrac¢anja u terminima varijable x.

11 -1
e — — :71
/1—3e2r 2/1—3t 6 /ydy g vl +C

~1 -1
:Fln|1—3t|+C’:Fln|1—3€2x]—|—0, C eR.

Ovime smo naucili da je dozvoljeno imati i viSe od jedne susptitucije, te kako baratati
u toj situaciji. Takoder, primijetite da smo dva koraka mogli zamijeniti samo jednom
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supstitucijom y = 1 —3e?*. Kada postanete iskusniji, moéi éete to raditi tako odjednom,
no nije bitno ako to radite u vise koraka.

U drugom zadatku imamo trigonometrijsku funkciju. Imat ¢emo cijelu lekciju posveéenu
integriranjem trigonometrijskih funkcija. Tada ¢emo nauciti sljedeé¢e nepisano pravilo:

e Ako se neka trigonometrijska funkcija sinz, cosx pojavljuje s neparnom poten-
.. . . . .. 3 7 SiIl3 x
cijom (npr sinz u izrazima sin®xcos’z, — 5
1+ cos“z
kao supstituciju (u ova dva primjera ¢t = cosx), te izrazite sve ostalo koristedi
sin? z + cos® z = 1 preko te supstitucije. Zbog neparnosti potencije, do¢ekat ¢e vas
dobar faktor u prebacivanju iz dz u dt.

i sl.), uzmite "onu drugu"

e Ako se sve pojavljuju s parnom potencijom, primjenjujemo formule dvostrukog
kuta.

Kao sto smo rekli, to ¢emo detaljnije raditi za koji tjedan, ali danas je bitno da nauc¢imo
integrirati funkcije sin?z i cos? 2. Po drugom gore napisanom nepisanom pravilu, pri-
mijenit ¢emo formulu dvostrukog kuta: cos(2z) = cos?z — sin?z = 1 — 2sin® z. Kada

izrazimo preko sin® z, imat éemo

1-— 2
/Sin2 xdx :/ydm.

Funkciju 1/2 znamo integrirati. Za cos 2z primjenjujemo supstituciju ¢ = 2z:

1 — cos2x t=2x
) o _
/sm a:dm—/iQ dzx [dt:2d$]

_/1—cost _t—sint sin 2x

4

dt

T
= = — R.
1 1 +C 5 +C, Ce

Zapamtite ovaj integral, jako se Cesto koristi (na ovom i ostalim kolegijima).
Zadatak 8.16. Odredite sljedeée integrale:

a) (8.3.d)) /:U\/l + x2dx

b) (8.4.c)) Si?/;lfdx

¢) (8.4.d)) / \/"%Zlnzdx

cosS T
—dx
1+ 2sinx

e) (8.4.0)) /C082 xdx

d) (8.4.))
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dx

e L gIn(1 +22) 4+ 1
£) (8.5.) / .

Inb eTr/et —
g) (8.6.¢)) /0 er+31

dx

6 2
h) (8.6.0)) /0 (x — 3)e"* 67 dy

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i sve mate-
rijale s weba.



8. NEPOSREDNO INTEGRIRANJE I METODA SUPSTITUCIJE 121

Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak b) Zapisite podintegralnu funkciju kao 1—g(x), gdje je g(x) neka funkcija
koju znamo integrirati.

Zadatak c¢) Rastavite podintegralnu funkciju na zbroj dvije. Samo na jednoj pri-
mijenite supstituciju.

Zadatak d) Je li bolje za supstituciju uzeti t = sinx ili ¢ = cosz? Mozete li na to
odgovoriti bez da pokuSate raspisati?

Zadatak e) Kao zadatak s sin? z. Takoder, primijetite da mora vrijediti

/sin2xda:+/0052xda::/1dx:x+C, C eR.

Zadatak f) Tako to inaCe ne mora biti dobra ideja, ovdje rastavite podintegralnu
funkciju na zbroj tri.

Zadatak g) Kao supstituciju uzmite t = y/e* — 1. Izrazite i e* preko ¢. Pazite da
vam nakon susptitucije ne ostane nista po x.



8. NEPOSREDNO INTEGRIRANJE I METODA SUPSTITUCIJE 122

Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka

(a) Napisimo sve ¢lanove kao potencije od z, te direktno integrirajmo:

2452 +1 245z +1
/wm:/%m:/<$g+5ﬁ+x-;)d$:

e T2
1'5/2 1’3/2 x1/2 2 10

5 C=2=224+ 203241221 C, CeR.
5/2+ 3/2+1/2+ 5 T +3£L‘ +2x7/°4+C, Cc

(b) Ovo je Cesti "trik", dodamo i oduzmemo 1 u brojniku, dobivamo
/f”z“_ld /(1 ! )d tgz+C, C € R
———dr = — ——— | dx =z —arctgx .
22 +1 22 +1 & ’

(c) Sama integracija je sasvim elementarna, samo treba ne zaboraviti da se radi o
odredenom integralu, pa nakon integriranja treba evaluirati u granicama,

1
1 2 1
/ (32% — 2 +2) dx = - o :(1—+2)—(0—0+0):5
0 2 . 2 2

Rjesenje zadatka

(a) Supstitucija t = 22 ée se lijepo uklopiti, buduéi da je onda dt = 2zdz. Racun ée

biti jos laksi ako supstituiramo ¢t = 1 + 22,
1 1
= [ Vtdt== [t/ =
/ 2\[ 2 /

t=1+a?
2 —
/xm dr = [dt:2:cda:
143/2 1
:§%+c=g<x2+1>3/2+0, CeR.

(b) Cesto treba supstituirati funkciju s kojom je komponirana neka elementarna po-
dintegralna funkcija. Konkretno, u ovom sluc¢aju, to bi bilo ¢t = /x. Tada ¢e biti
dt = %m_z/gdx, $to nam taman odgovara.

sin J/x t=l/3 .
T2 dr = ldt: %x_Q/de :/3smtdt:

= —3cost+ C = —3cos(z) + C, C € R.

(c) Kada u brojniku ne bi bilo Inz, tu bi funkciju bilo jednostavno integrirati. Zato,
integral sume zapisimo kao sumu integrala, dobivamo

/\/aﬂ;hlxda::/fdx—i—/h;xdx:(*).
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Posvetimo se drugom integralu iz gornje sume. Funkciju In z je (zasada, naucit ¢ete
to u iduéem poglavlju parcijalne integracije) nespretno integrirati, pa je mozemo
probati supstituirati. Dobivamo

Inz t=Inz t2 (ha:L')2

Sada mozemo izra¢unati pocetni integral,
1 Inz)?
(%) = /x_1/2 dw+/ﬂdx =222 4 (n;) +C, CeR
x

Ako probamo supstituirati ¢ = cosz, tada je dt = —sinx dx. Problem je Sto se
pod integralom uz dz ne nalazi sin x. Zato, supstituirat ¢emo t = sin x.

cosx t=sinz dt
—_—ar = = —_—
1+ 2sinx dt = cosz dx 1+ 2t

1 1
:§ln\1—|—2t\+C:§ln]1+2sinxl—|—0, CeR.

Kao u sli¢nom rijesenom primjeru, koristit ¢emo formulu za dvostruki kut, kako
bismo "linearizirali" podintegralnu trigonometrijsku funkciju.

/COSQ$d$:/1+C;S2x (/dm—f—/cosQ:c dm):

1 1 1 1
=3 (93—}— 2Sin(2:c)) +C = §$—1— Zsin(Qx) +C, CeR.

Ukoliko niste sigurni "napamet" u integral [ cos(2x) dz, rijeSite ga posebno sups-

titucijom t = 2z.

Kao i u ¢) podzadatku, prikazimo integral kao sumu tri integrala, te odredimo
svaki posebno:

/ 8T 4 g in(2? + 1) + 1
1+x2

earctgx QS‘IHLU +
- [ S [ e [

Za prvi integral, primijetimo da se u brOJmku nalazi kOpOZlClja funkcija e” i arctg z,
pa kao $to smo napomenuli na pocetku (b) podzadatka, mozemo probati supsti-
tuirati t = arctgx. Tada je dt = ﬁdl’, Sto taman "pokupi" nazivnik. Imamo

dr =

dx— ().

erreter l t = arctgx

- — — t _ ot _ parctge
o dt—lszdac] [ea=crc=emnric cer
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Za drugi integral prolazi slican recept, supstituirajmo argument funkcije In:

1lnt_
2t

sln(1+2%) [t=1+a?
/ 14 22 dt = 2z dx

(Int)? Lo (In(1 + 22))?
4 4
Bududéi da je treéi integral tabli¢ni, sada imamo sve potrebno:

(n(1 4 2%))?
4

= {pogledati ¢)} = +C, CeR.

(%) = eMretes 1 +arctgz +C, C € R.

(g) Po uputi, supstituirajmo ¢t = v/e* — 1. Tada je dt = w%d:v, Sto zapravo mozemo
pisati i kao 2t dt = e® dx. Preostaje nazivnik izraziti preko ¢, a to mozemo iz
supstitucije. Naime,

t=ver —1=t2+1=¢"

Buduéi da se radi o odredenom integralu, ova ¢e supstitucija pomaknuti i granice,
0 — 0ilnb — ve®—1 = 2. Dakle, koriste¢i supstituciju i ovaj kratki racun
iznad, slijedi

/ln5 ety /et — 1 2 2t2 2 t2
d J—
0

Isti tip integrala rijesili smo u zadatku 8.10(b), dakle treba dodati i oduzeti 4 u
brojniku, time se integral svede na tabli¢ni. Konac¢no,

(*)_2/2 (1—4)dt— <2t—4arct t) 2
o 12+ 4 N &5

0

= (4 —4arctgl) — (0 —4arctg0) =4 — 7.

(h) Supstituirajmo ¢ = 22 — 6x, buduéi da tada dobivamo zgodno dt = 2(z — 3)dx. Za
granice, imamo 0 — 0,6 — 0. Ovdje nastaje problem,jer dobivamo iste vrijednosti
za lijevi i desni rub integracije. Problem je nastao jer supstitucija koju smo uzeli
na podruc¢ju na kojem integriramo nije injektivna, Sto mora biti. Problem ¢emo
rijesiti tako da jednostavno rastavimo podrucje integracije na dva, na kojima cée
odabrana supstitucija biti injektivna. Odnosno, ra¢unamo

6 2_g 3 2 g 6 2_g

/ (x —3)e™ ~ xd:nz/ (x —3)e" ~ JEdac%—/ (x —3)e” ¥dx
0 0 3

Za prvi integral,

3 2 t=22—-62,0—0
_ T“—6x — ) —
/0 (z = 3)e” Hdz ldt = 2(x — 3)dx, 3 —3
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=1, 3 _ 0 -3
= fedt _6)25(6 —1).
Posve analogno riJes1mo i drugi 1ntegra1, samo pazimo na granice:

6 2 t=22—6z, 3— —3
_ T°—6x — )
/3 (z = 3)e” Hdz [dt = 2(z — 3)dz, 6 — 0

1
= / fetdt 60 —e3) = 5(1 —e ).
Zbrajajué¢i dva dobivena rezultata, shjedi da je pocetni integral jednak O.

Alternativno, mozemo rijesiti odgovarajuéi neodredeni integral, te na kraju samo

uvrstiti granice. Imamo
_ 22—6z 7., _ t =1 —6x _/1t _
/(x 3)e dx_[dtzQ(m—?))dx]_ Scldt =

1,
56 +C = 3 z—ﬁuc C eR.

Sada je
6




9

Metoda parcijalne integracije

Druga metoda kojom mozemo integrirati funkcije zove se metoda parcijalne integracije.
Temelji se na pravilu derivacije umnoska: buduéi da vrijedi

u(x)v'(z) + u(z)v'(z) = (u(@)o(z)),

vrijedi i

t].

Konkretnije: parcijalna integracija primjenjuje se na umnozak funkcija, u kojem se
jedan faktor "lijepo derivira", a drugi "lijepo integrira". Recimo da je takav umnozak
f(z) - g(z), gdje f(z) ima relativno lijepu derivaciju f’(z), a g(z) ima relativno lijepu
antiderivaciju G(x). Tada vrijedi

RETCES sz e d”;fé(?)dﬂ = (F@)6@) - [ F@GE@).

Dakle, integral umnoska f(x)g(x) zamijenili smo integralom umnoska derivacije jedne
funkcije i antiderivacijom druge. Ispred tog integrala ide znak minus, te jos moramo
dodati umnozak funkcija f(z) i G(x), tj. u terminima funkcija u i v, dodajemo umnozak
Objasnimo tablicu u sredini zapisa: u prvom stupcu pisemo rastav podintegralne
funkcije na lijevoj strani na u i dv: funkcija koju ¢emo derivirati postavljamo na u, a onu
koju ¢emo antiderivirati za dv. Primijetite da je zapisano s oznakom dx, na jednak nacin
kao kod metode supstitucije. U drugom stupcu zapisujemo funkcije koje ¢ine faktore
umnoska nove podintegralne funkcije. Prvi redak dobivamo tako da deriviramo prvi
redak prvog stupca (opet u s dz kao kod metode supstitucije). Drugi redak dobivamo
antiderivacijom drugog retka prvog stupca. Nakon dobro napisane tablice imamo:

126



9. METODA PARCIJALNE INTEGRACIJE 127

e umnozak elemenata prvog stupca je podintegralna funkcija s kojom smo krenuli;

e umnozak elemenata drugog stupca je podintegralna funkcija na koju svodimo za-
datak;

e umnozak elemenata na dijagonali je funkcija koju dobijemo na desnoj strani (i koju
ne integriramo).

Ako smo imali srece ili dovoljno iskustva/intuicije, novodobiveni integral trebao bi se
raCcunati lakse nego onaj s kojim smo krenuli. Za to treba paziti koju od funkcija f(z),
g(z) biramo da bude u, a koja dv. Pogledajmo primjer.

Primjer 9.1. (9.1.a)) Izracunajte neodredeni integral /acsin xdz.

Ovaj integral zasada ne znamo rijesiti (direktnom integracijom ili metodom supstitucije).
Buduéi da imamo umnozak dviju funkcija, probajmo metodu parcijalne integracije. Pos-
taje pitanje koji od faktora x, sinz treba biti u, a koji dv. Funkcija x derivirana daje
konstantu, a antiderivirana polinom drugog stupnja. Funkcija sinx i derivirana i anti-
derivirana daje cosz (do na faktor +£1). Kako nas je polinom x i doveo u "nepriliku" i
onemogucio nam direktno integriranje, zaklju¢ujemo da je bolje x derivirati (da je on
u), a sinus antiderivirati (da je on dv). Zato imamo

) U=z du = dx
/xsmxdw = ] = (z(—cosx) /1 —cos )
dv=sinxdr v = —cosz

= —xcosx—l—/cosxdfn: —xcosr +sinz 4+ C, C €R.

Osim s$to smo uspjesno rijesili primjer, napomenimo da i za ubuduée mozemo za-
kljuciti da z "voli" biti deriviran (i opéenito polinomi viseg stupnja), "skoro uvijek', a
funkcijama sinus i kosinus je svejedno da li se deriviraju ili integriraju. Kao sinus i
kosinus je i eksponencijalna funkcija.

Primjer 9.2. Izracunajte neodredene integrale:

e (9.1.1)) /xezxdx,

. (9.1.¢)) /(a:2 + 22 + 3)e*da.

Kao sto smo gore rekli,  voli biti integriran, a eksponencijalnoj funkciji je svejedno.
Zato ¢e nam biti u = x i dv = e**dz. Koja je antiderivacija od e?*? Nadam se da ste
dobili intuiciju s metodom supstitucije, a ako niste, izracunajte sa strane [ e?**dz.

/xezxdat: l U=z du-dm} = (x 2””) /1 2y = 2 QI—iezm—FC, C eR.

dv = e**dr v = %GQI

Za drugi integral vidimo da imamo sli¢nu situaciju, osim sto se sada pojavljuje polinom
drugog stupnja. Kada napravimo parcijalnu integraciju dobit ¢emo umnozak ekspo-
nencijalne i polinoma prvog stupnja. Iz zadatka koji smo maloprije rijesili vidimo da
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treba jos jednom izvesti parcijalnu integraciju. Dakle, pokazujemo primjer s dvostrukom
primjenom parcijalne integracije:

u=2’+2x+3 du=2zx+2dx
dv = e*dx v =¢e"

u=2x+2 du:2da:]

/(m2 + 2z 4 3)e’dr = l

_ 2 T\ _ T —
_((x —1—233—1—3)6) /(21’+2)€ dx do — e b —

= ((x2 + 2z + 3)6””) — ((2z+2)e”) + / 2¢"dx = (> +3)e” + O, C € R.

Napomena 9.3. Kod dvostruke primjene parcijalne integracije treba paziti na dvije stvari.
Kao prvo, pazite na predznake: drugu parcijalnu integraciju vrsimo na integral s nega-
tivnim predznakom. Druga stvar je paziti da se ne "izgubimo" u parcijalnoj integraciji.
Kada drugi put izvodimo parcijalnu integraciju, ako stavimo krivi izbor za u i dv, vratit
¢emo se na integral s kojim smo i krenuli.

Primjer 9.4. Izracunajte odredeni integral " %.
Kao i u prosloj lekciji, u jednom zadatku vidjet ¢emo nesto kompliciraniji primjer metode
parcijalne integracije i razliku izmedu primjene metode na odredenim i neodredenim
integralima.

Kao i u veéini zadataka do sada, jedan od faktora podintegralne funkcije je polinom.
Znamo da on voli biti deriviran, pa se nadamo da druga funkcija voli biti antiderivirana.
Buduéi da joj je tesko napamet vidjeti antiderivaciju, integrajmo ju sa strane. Cilj nam
je nac¢i antiderivaciju, pa zato ra¢unamo neodredeni integral sa strane. Vidimo li kako
¢emo ga rijesiti? Pojavljuje li se neka trigonometrijska funkcija s neparnom potencijom?

Koja supstitucija ¢e biti bolja?

sin z t =coszx —dt 1 1
/mdx_ [dtz—sinmdm] —/Ta—ﬁJrC—erC, CeR

Vratimo se na originalan zadatak: mozemo staviti u = z i dv = 22E dx jer v = 5—5—.
cos® x 2cos? x
Dapace, i v ima tabli¢ni integral, pa smo sve probleme rijesili. Pogledajmo sada kako to

izgleda (uz novost zbog odredenog integrala):

4
/”/4:csinmd B U=z du=dzx | x "/
o cosdx T o = S0z gy g = % - \2cos2z o

cos3x 2 cos?
w/4

w/4 1
Ny A
o 2cos?zx
/4
()
98 "
0

T T 1 T 1
<2cos2x) . (4 ) (2 ) 4 2

Konkretna razlika izmedu ra¢unanja odredenog i neodredenog integrala metodom par-
cijalne integracije je u novodobivenom ¢lanu bez integrala. Da smo ovdje trebali izracu-
nati neodredeni integral, u prvom retku imali bismo ¢lan . U slucaju odredenog

L
2cos? x
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w/4

integrala taj ¢lan se ne uzima kao funkcija, nego imamo (ﬁ) (evaluiramo u

0
granicama integracije).

Takoder, primijetimo da je podintegralna funkcija iz teksta zadatka nenegativna na in-
tervalu [0, 7/4], pa je i njezin neodredeni integral takav.

Rekli smo da se polinomi "skoro uvijek" deriviraju. Jedina funkcija koja moze nad
njima imati prioritet je logaritam.

Primgjer 9.5. Izracunajte sljedeée neodredene integrale:

e (9.1.b)) /mlnxdm,

° /ln zdx.

Kada bismo u prvom zadatku kao inace derivirali x, trebali bismo znati antiderivaciju od
Inz. To ne znamo, jos, izracunat ¢emo u drugom zadatku. S druge strane, kada bismo
antiderivirali z, dobili bismo polinom drugog stupnja, a s njime derivaciju od In z, koja
¢e se s tim polinomom lijepo ponasati. Zbog svoje jednostavne derivacije, Inz "ima
prioritet' nad polinomima, u smislu da samo u tom slu¢aju polinome antideriviramo u
parcijalnoj integraciji.

u=Inz du= %dw z? T x? x?
/xlnul:c— [dv:ajdw v:% 1 = <2lnx>—/2d:v—2lnx—4—l—0, C eR.

Moze se reéi da logaritam toliko voli biti deriviran u parcijalnoj integraciji da mu ne treba
poseban faktor. U drugom zadatku imamo samo jednu funkciju (Inz), pa izmisljamo
faktor 1 koji ¢emo antiderivirati kako bi se In x derivirao u parcijalnoj integraciji:

= -1
/lnxda::/l-lna:dx: u=Inz du=gde :(xlnx)—/gdm
dv =dx v=2 x
:(xlnx)—/ldx:xlnx—x+0, CeR.

Sli¢no se rjesavaju i opc¢enito integrali s logaritmima - u pravilu logaritam treba derivirati.

Pogledajmo jo$ jedan primjer koji treba zapamtiti kako se izvodi (sli¢no kao sin? z u

prosloj lekciji).

Primger 9.6. (9.1.h)) Odredite neodredeni integral /ex cos zdx.

Kao $to smo komentirali ranije, i eksponencijalna funkcija i trigonometrijske funkcije ne
zale se ni na deriviranje ni na antideriviranje u parcijalnoj integraciji. Doista, nije bitno
koji je prvi korak u rjesavanju ovog zadatka (napravit ¢emo na jedan nacin, moze se i
na obratan, mozete pokusati sami).

x X

u=e du = e*dz . .

e’ cosxdxr = . = (e®sinz) — [ e"sinxdx.
dv =cosxzdr v =sinz
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Koliko je prvi korak bio nebitan, drugi je dosta bitan. Iako naoko nismo pojednostavnili
problem, mozemo ponovno izvesti parcijalnu integraciju. Kao Sto smo rekli ranije, kod
visestrukog izvodenja parcijalne integracije bitno je koji ¢lan deriviramo, a koji antide-
riviramo. Buduéi da smo u veé¢ do sada derivirali e*, moramo ga ponovno derivirati,
a trigonometrijsku funkciju antideriviramo (jer smo je antiderivirali i ranije). Da sada
uc¢inimo obratno, samo bi se vratili na originalan problem. Zato dalje imamo

dv=sinxzdx v = —cosz

/excosxda::(exsinx)—/ezsinxdx:[ u=e du=c¢e dq:]
= (e"sinx) — (e*(—cosx)) + /ex(—COS x)dxr = (e*(sinz + cosx)) — /65’3 cos zdz.

Naoko se ¢ini da nismo dobili mnogo, no jesmo. Integral koji trazimo pojavio nam se s
desne strane jednadzbe s negativnim predznakom. Ako ga oznac¢imo s I, imamo

1
I=(e"(sinx +cosz)) — I = /excoszndaz =1= i(ex(sin:n—i-cosx)) +C, CeR.

Ovakav trik u rjesavanju nije Cest, ali ga treba zapamtiti.

Zadatak 9.7. Izracunajte sljedece integrale:

a) (9.1.d)) /xZSinwdm‘

b) (9.2.a)) /lng:):dx

c) (9.2.e)) /mcos%:dx

d) (9.2.d)) /wln (1““) da

— X

e) (9.1.g), izmijenjen) / e* sin(5x)dx
£) (9.1.0) / cos(In )dz

g) (9.3.a)) /eﬁdx

h) (9.3.c)) / €27 sin(e”)dx

) (9.4.0)) /0 e+ 1)de

2lnx

§) (9.4.f))/ DT

1 2?2
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Za kraj pogledajmo jedan drugaciji i tezak primjer zadatka iz integrala.

Primgjer 9.8. (9.5.a)) Odredite rekurzivnu formulu za integral I,, = /sin” xdx, n € Ny.

Opéenito, niz zadan rekurzivnom formulom znaci da mu zadamo nekoliko prvih ¢lanova i
formulu kojom iz tih ¢lanova mozemo izracunati sve ostale. Primjer za to je Fibonaccijev
niz:

Fo=F =1, Fn+1 =F,+F,1.

U gornjoj formuli su zadani nulti i prvi ¢lan niza. Drugi ra¢cunamo po formuli iz nultog
i prvog. Treéi rac¢unamo iz dobivenog drugog i zadanog prvog. Cetvrti mozemo iz
izracunatog treceg i Cetvrtog, i tako dalje.

Isto tako, trebali bismo odrediti formulu i zadati prvih par ¢lanova u nasem zadatku.
Nemamo jos ideje kako ¢ée to izgledati, ali ovo je lekcija o parcijalnoj integraciji, pa ¢emo
tako poceti.

Funkcija sin™ x moze se na razne nacine rastaviti na umnozak dva faktora. Buduéi da
trebamo dobiti rekurzivnu formulu (koja ¢ée ovisiti o nekim prethodnim ¢lanovima I, 1,
...), najbolje je rastaviti na umnozak sin® !z - sinx. Prvoj funkciji ne znamo integral,
pa ju deriviramo, jer drugoj je svejedno.

. n u=sin""'z du=(n—1)sin""2coszdr
sin" xdx = .
dv = sindzx V= —COST

= —sin" 'xcosz + /(n — 1) sin" 2 cos? xda.

S druge strane jednakosti primjeéujemo cos?z koji posljedicom Pitagorinog teorema
mozemo pretvoriti u sin?z. Na taj nacin svi integrali s desne strane jednakosti bit ¢e

izrazeni preko sin” x:

/sin” xdr = —sin" ! zcosz + /(n — 1)sin" " %(1 — sin® z)dx
= —sin" 'z cosz — /(n —1)sin" sin? 2 + /(n —1)sin" "2 d.
Sada sve integrale mozemo zapisati pomoc¢u oznake I, iz teksta zadatka:
I, =—sin" ‘zcosz — (n—1)I, + (n— 1)1, o,

a iz te jednakosti mozemo izraziti I,, preko sve ostalog:

1 n—1

e
I, = ——sin T CcosT + Tln_g.

n
Na ovaj nac¢in dobili smo rekurzivnu formulu: za racunanje proizvoljnog integrala I,
potrebno je znati vrijednost integrala I,,_o.

Odredimo jos nekoliko pocetnih vrijednosti za I,, (kao Sto je u Fibonaccijevom nizu
definirano Fy i F). Kada bismo sa strane direktno izracunali samo Iy, ne bismo mogli
izracunati I iz rekurzivne formule. Ako pak sa strane izrac¢unamo I i I, onda mozemo
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izracunati sve ostale vrijednosti koriste¢i dobivenu rekurzivnu formulu.
Vrijedi Ip = [de =2+ C, C € Ril} = [sinxzdx = —cosz + C, C € R.

Sada je zadatak gotov. Niz I, zadan je s pocetnim vrijednostima In =z +C, C € R
ili =—cosx+ C, C €Rirekurzivnom formulom

1 n—1

.
I, = ——sin T CcosT + TIn,g.

n
Primijetite da gornjom fomulom mozemo izracunati i [ sin? zdz, integral koji inace
moramo znati i drugacije izrac¢unati, ali i proizvoljan integral [ sin™zdz, ako smo do-
voljno strpljivi s primjenom rekurzivne formule.
Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i sve mate-
rijale s weba.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

COS2 x.

Zadatak c) Integrirajte sa strane (ako trebate)
Zadatak d) Znate $to raditi s logaritmom. Zatim nadite pravu supstituciju.

Zadatak e) Primijenite ideju iz Primjera
Zadatak f) Primijenite ideju iz Primjera

Zadatak g),h) Prvo supstitucija, pa parcijalna integracija.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka

a) Ovaj integral se rjeSava na slican nacin kao integral oblika / x sin xdzx, jedino sto

u ovom sluc¢aju 2 puta primijenjujemo formulu za parcijalnu integraciju. Imamo

2 . u = z? du = 2xdx
zsin xdx = .
dv =sinxdr v = —cosx

= —a:QCosx—i-Z/xcosxda:

U=z du = dx
dv =cosxzdr v =sinz

= —z2cosz + 2 (;v sinz — /sina:dx)

= —z?cosx 4 2zxsinz + 2cosz+C, CeR
= (2—a%cosz+2xsinz +C, CER.

b) Ideja u ovom zadatku je zapisati In?z = Inz - Inz, i onda derivirati jedan, a

antiderivirati drugi dio. Iz primjera 9.5) znamo da je / Inzder =axlnz —z + C.

/ln2mdx:/lnx-lnxd:1:

_luzlnx du:df ]

Racunamo

T ldv=lnxdr v=zlhzx—=z

Ing —
:xln2x—xlnx—/wdaz
T

:xanx—xlnx—/lnxda:—i-/dx

=zln’z —zlnz — (zlnz—2)+z+C

=zln?z - 2xlnz+2:+C, CeR.

c) Jasno je da éemo u parcijalnoj integraciji derivirati = i antiderivirati cos®xz. Iz
x sin(2z
zadatka 8.16¢) znamo /cos2 xdr = 5 + EL ) +C (iskoristimo cos? x = H%S(Qw)
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i ovdje stavimo supstituciju ¢ = 2z). Odavde slijedi

/ 2 0 U=z du = dx
x cos” xdxr =
dv = cos? xdzx v—2+w

r?  xsin(27) sm
—2+4_/< )dx

5 :

T +1‘sm(2x)_1/d$ 1/sm2x T

2 4 2 4
| t=2x
dt = 2dx
_ x72+ x sin(2x) _lxj 1 sintdt
2 4 2 2 4 2
x?>  zsin(2r) 2?  cost
=5 t—) 5t +C
r?  xsin(2r)  cos(2z)
= C, CeR
1T s 9 e

d) Jasno, u parcijalnoj integraciji ¢emo derivirati logaritam, stoga najprije ra¢unamo

( 1—|—x>/ 1 <1—|—x>’

In =

1—=2 1*—1 11—z
—X

l—x 1—ax+1+4zx
1+z (1—2x)?

_ 2
1 — a2
_ -2
21
Sada rac¢unamo
a1 _ -2
/$1n1+xda:: u-ln% du—x221dac
1—x dv = xdzx v=%
2 14z x?
=—1 d
2 nl—x+/x2—1x
22 14z a:2—1+1
= —1In +/ dzx
2 1—z
_x2 1—|—x+/d +/
2 x2—1
2 14z 1. |z—1
=1 —1 C
5 n1x+x+2nx+1’+
2 14z 1. 14z
-1 ~ 21 C
R TR S g
1 1
:§(x2_1)1n1fi+x+c, CeR
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Integral u 4. redu c¢itamo iz tablice, a apsolutne vrijednosti se rjesavamo (uz

1
promjenu predznaka) jer je u zadatku, buduéi da je zadan In 1 :c implicitno

X _
navedeno da je 7 e

> 0. Takoder, u sestom redu smo zamijenili brojnik i nazivnik

unutar logaritma (i promijenili predznak) jer je —Ina = Ina™!.

e) Ovdje je svejedno koju funkciju deriviramo u formuli parcijalne integracije, samo
treba paziti na argumente (2x i 5x) da se ne dogodi nepotrebna greska. Takoder,
koristi se isti trik kao u primjeru 9.6

r 20 2z
2 _ u=-e du = 2e**dx
/e sin(5z)dx = dv = sin(5z)dz v =—1 cos(5x)]

1 2
= —562”3 cos(bx) + 5/62”” cos(bz)dx

u = e du = 2e**dx
dv = cos(5z)dz v = %sin(5z)

1
= —562’” cos(bx) + —

2 /1 2
3 (562’” sin(bx) — R /621 sin(5x)dm)

29 2 1
= 3 / e* sin(5x)dr = %62” sin(5z) — 5€2$ cos(bx) + C

1
— /ezx sin(bz) = Eeh (2sin(5z) — 5cos(bz)) +C, C eR.
f) Kako bas ne znamo naéi antiderivaciju kompozicije, jedina ideja je derivirati ovu
funkciju, i uzeti antiderivaciju od 1 (kad deriviramo, iz logaritma ¢emo dobiti ¢lan
%, sto ¢e se pokratiti s antiderivacijom od 1, tj. )

r_ ___ sin(lnx)
/cos(lna:)dac - -u ;UCO:S((E@ du = bt dx]

= zcos(lnx) + /sin(ln x)dz

dv = dx v:ggzv

_ = sin(lnz) du= Cos(lnx)dl,]

=zcos(lnz) + zsin(lnz) — /cos(ln x)dz
= /cos(ln x) = g(sin(ln x)+cos(lnz))+C, CeR
g) Uoc¢imo najprije da ne mozemo odmah primijeniti formulu za parcijalnu integraciju.

(jedini pokusaj koji ima smisla je u = eV* i dv = du, ali to ne daje nista pametno).
Zato je ideja da najprije napravimo supstituciju i probamo dobiti ljepsi oblik.
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Imamo

dxr = 2tdt

= Q/tetdt

:l u=t du:dt]

/eﬁdx:[t:\/i — x:tj

dv=eldt v=et

=2 <tet — /etdt>
2(t — 1)e' + C
=2(yx—1)eV*+C, CeR.

h) Kao u prethodnom zadatku, opet ne dobijemo nista lijepo ako odmah parcijalno
integriramo (ako stavimo u = e?*, ne znamo uopée odrediti v, a ako stavimo

3

u = sin(e”), integral /vdu postaje /e ¥ cos(e”), tj. eksponenti u integralu rastu

sa svakom primjenom formule parcijalne integracije, pa ne mozemo primijeniti trik
iz primjera 9.6). Stoga je ideja ista kao i u prethodnom zadatku, Zelimo najprije
na¢i pametnu supstituciju.

2x s T o t=e"
/e sin(e®)dz = [dt:excm]

= /tsin tdt (e*dx = e® - e¥dx =t - dt)

_ u=t du = dt

" |dv=sintdt v= —cost
:—tcost+/costdt

= —tcost +sint + C

=sin(e”) —e®cos(e®)+C, CeR.

i) Ovdje, iako izgleda banalno, posao dosta olaksava supstitucija ¢ = x + 1 (jer se
derivacija u ovom slucaju lijepo skrati kad primijenjujemo parcijalnu integraciju),
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a u krajnjoj liniji, zadatak postaje gotovo isti kao primjer 9.5)

e—1 t=xz+1 e—1—e€
/0 In(z + 1)dz = ldt:dx 01

= Intdt
1
_|u=Int du:%
dv=dt wv=
= (tlnt)| — [ dt
1 1
=e-lne—1-Inl—(e—1)

=1

j) Ovaj zadatak je prilicno "straightforward", naprosto primijenimo formulu za par-
cijalnu integraciju u kojoj deriviramo In x.

/21nl‘d _|lu=Inz du:df
1 22 TS lv=% v:—i

z2

2
lnzx 2 dx
z | 1 x?

__(m_ml)_12
2 1 T

1



10

Integriranje racionalnih funkcija

p(z)

Racionalne funkcije su oblika @)’ pri ¢emu su p i ¢ proizvoljni polinomi, i naravno
q # 0. Vel smo se susreli s nekim primjerima integrala racionalnih funkcija, npr. znamo

1
/Edazzln|az|+0, CeR,

1 1
/7d:c = — arctg (a?) +C, CeR.
a a

z? + a?
No, zasada nemamo razvijen univerzalni princip koji bi rijesio integral proizvoljne raci-

onalne funkcije. Krenimo od jednostavnog primjera.

Primjer 10.1. Odredite integral
3x
——dx.
/ 2_z—_2"

Nije bas ocito kako bismo krenuli rjesavati ovaj integral. Mozemo mozda probati sup-
stitucijom ¢t = 22 — x — 2, no tada je dt = (2z — 1)dz, pa vidimo da nam u brojniku
podintegralne funkcije fali nekakav slobodni ¢lan. Mozemo ga probati dodati i oduzeti,
no tada bi se problem sveo na racunanje integrala oblika

c
—_d
/x2—$—2 v

za neku konstantu ¢ € R, ali to je (pokazat ¢e se) zapravo problem istog tipa kao
pocetni integral. Princip koji moramo primijeniti je rastav na parcijalne razlomke.
Ako faktoriziramo nazivnik, vidimo da je

3T _ 3T
2-z-2 (z—2)(z+1)

sto dalje mozemo zapisati kao

3z 1 2

(z —2)(z+1) :U—}—l—i_az—27

139
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a pribrojnike zdesna u gornjoj jednakosti znamo integrirati. Konacno,

/2?)xda::/ ! d:c—l—/ 2 gz =Tnje+1|+2I|z—2/+C, CEeR.
e —x =2 z+1 x—2

Metoda rastava na parcijalne razlomke je univerzalni princip kojim se rjesavaju
integrali racionalnih funkcija. Ideja je "kompliciranu" racionalnu funkciju dekompo-
nirati na sumu "jednostavnijih" racionalnih funkcija koje znamo integrirati. Klju¢no u
koristenju te metode je znati pretpostaviti kojeg oblika su te "jednostavnije" racionalne
funkcije na koje ¢emo dekomponirati pocetnu funkciju. Kao sto ¢emo vidjeti, to mozemo
odrediti iz faktorizacije nazivnika pocetne racionalne funkcije. Takoder, treba imati na
umu da se rastav na parcijalne razlomke racionalne moze primijeniti na funkcije oblika
% samo ako je to tzv. prava racionalna funkcija, tj. ako je degp(x) < degq(x). Ako
to nije slucaj, treba prvo podijeliti polinom p polinomom gq.

Primjer 10.2. Odredite integral

2
3 5
/wdﬂ

z+1
Buduéi da je deg (22 + 3z + 5) > deg (z + 1), moramo podijeliti polinome. Dobivamo
22+ 3x+5 3
T 24—
z+1 z+1

Buducdi da je nazivnik stupnja 1, nema faktorizacije i rastava na parcijalne razlomke, veé
direktno integriramo

9 2
+ 3z +5 3 _ + + 1]+ R
/%dﬂfr/(m—kﬁdx"'/ + dv = 5 +2¢ 3njz+1|+C, CeR.

Zadatak 10.3. Odredite integrale

@ [,

T+ 2

T 3
(b) / G

22—z

Dakle, integrali racionalnih funkcija su veoma specificni jer, za razliku od inace,
postoji tocan algoritam koji izvesti prilikom integracije. U sljede¢im lekcijama bit ée
zadataka koji ¢e se i svoditi na racionalne funkcije. Rjesavanje mozda potraje, ali znate
da cete doé¢i do rjesenja. Kljucni dio je svladati rastav na parcijalne razlomke. Tome
¢emo se sada posvetiti, a na kraju éemo vidjeti kako integrirati ¢lanove koji se javljaju
u rastavu.

p(z)

Da bismo racionalnu funkciju @) rastavili na parcijalne razlomke, radimo sljedece:

(1) Provjerimo radi li se o pravoj racionalnoj funkciji, odnosno je li

degp(z) < degq(x).

Ako nije, podijelimo polinome.
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(2) Faktoriziramo nazivnik ¢(z) u produkt linearnih i ireducibilnih kvadratnih faktora.
Ireducibilni kvadratni faktori su oni koji nemaju realnih nulto¢aka, npr. z2+1, 22+
20 +3,.. ..

(3) Dobiveni faktori odreduju oblik dekompozicije na parcijalne razlomke, i to na slje-
deéi nacin:

(a) Ako faktorizacija od ¢(x) sadrzi linearan faktor ax + b, dekompozicija e

- - . A
sadrzavati ¢lan oblika g

(b) Ako faktorizacija od ¢(z) sadrzi linearan faktor na n-tu potenciju (az + b)",
dekompozicija ¢e sadrzavati sumu oblika

4 A A
ar+b  (ax+0b)?2 7 (ax+Db)"

c o faktorizacija od g(z) sadrzi ireducibilni kvadratni faktor ax* 4+ bx + c,
Ako fak d drz ducibilni kvad fak 24b

T v - . Az+B
dekompozicija Ce sadrzavati clan oblika —5%5->— e

(d) Ako faktorizacija od ¢(z) sadrzi ireducibilni kvadratni faktor na n-tu potenciju
(az? + bx + )", dekomporzicija ée sadrzavati sumu oblika

Ayx + By Aox + Bo " Ap,x + B,
ar? +br+c  (ax?+br+c)?2 (ax?+bx+o)"

(4) Odredimo konstante u dobivenom rastavu.

Primijenimo gornji recept na nekoliko primjera kako bismo pronasli rastav na parci-
jalne razlomke za neke racionalne funkcije.

Primjer 10.4. Odredite rastav na parcijalne razlomke sljede¢ih funkcija:
223
Radi se o pravoj racionalnoj funkciji (kao i u iduéa tri primjera pa to ne¢emo vise
naglasavati), pa mozemo odmah faktorizirati nazivnik. Trivijalno se vidi

3+ =x(2® 4+ 1).

U faktorizaciji se nalazi linearan faktor , x, pa ¢emo u rastavu imati ¢lan g; i

ireducibilni kvadratni faktor, z2 + 1, pa ¢emo u rastavu imati ¢lan igif Dakle,

20—3 A  Bz+C

B+ x x2+1°
Iduéi je korak odrediti konstante A, B i C. Pomnozimo cijelu jednakost s nazivni-
cima, dakle s z(z? + 1), pa dobivamo

2z —3 = A(x® + 1) + z(Bx + O).

Ovdje mozemo nastaviti na 2 nacina:
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(i) Uvrstavamo proizvoljne vrijednosti za x, kako bismo dobili vezu izmedu ne-
poznanica. Zgodno je uvrstiti (ako je moguée) nultocke faktora od ¢(x), $to
je u ovom slucaju samo x = 0. Uvrstavanjem dobivamo A = —3. Vratimo to
u jednakost, dobivamo

27 — 3 = —3(2® + 1) + 2(Bx + C) & 32% + 22 = Baz* 4 Cx,

odakle je naravno B = 3,C = 2. Trazeni rastav je

20 -3 -3 3z 42

B+r  x  x2+1

(ii) Druga moguénost je jednakost shvatiti kao jednakost polinoma, te iskoristiti
¢injenicu da su dva polinoma jednaka ako i samo ako imaju iste koeficijente
uz odgovarajuce potencije. Odnosno,

20 —3 =A@’ 4+ 1)+ z(Bxr +C) &2z -3 = (A+ B)z? + Cz + A.

Sada mora vrijediti
A+B=0,C=2 A= -3.
Iz prve jednadzbe onda dobijemo B = 3, te naravno isti rastav kao i pod (i).
(b) 1731—8'
Faktoriziramo 23 — 8 = (x — 2)(2? + 22 +4). Drugi faktor je ireducibilan, tj. nema
realnih nultocaka. Zato je rastav na parcijalne razlomke oblika

1 A n Bx +C
3-8 x—2 x242x+4

MnoZeéi s nazivnikom dobivamo
1= A(z*+22+4)+(x—2)(Bx+C) & 1 = (A+B)x*+(2A—2B+C)x+(4A—20),

odakle je
A+B=0,2A-2B+C=0,4A-2C =1.

RjeSenje ovog sustava je A = %, B= 1—21, C= %1, pa je trazeni rastav

1 1 1
1 il —13% — 3

x3 —8 x—2+x2+2x+4'

3
xT
© @ o | | )
Nazivnik je zapravo veé faktoriziran, imamo samo jedan faktor, ali s potencijom

dva. Rastav na parcijalne razlomke tada ¢e biti oblika

3 _Ax+B+C$+D
(x24+1)2 2241 (22 +1)%
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Mnozeéi s nazivnicima i sredujuéi izraz dobivamo
2® = Az® + Ba® + (A + C)z + (B + D),

a rjesavanjem sustava slijedi A = 1, B = 0,C = —1, D = 0. Rastav na parcijalne
razlomke je

.%'3 xT x

@2 +12 241 (@2+1)%

( d) 2243z+1
(2+2)(x—3)*(22+4)*" e s
U ovome primjeru ¢emo samo odrediti oblik rastava na parcijalne razlomke, ne¢emo

racunati same konstante. Nazivnik je veé¢ faktoriziran, pa zakljucujemo ovako:

— linearni faktori « + 2 pa rastav sadrzi ¢lan %;2.

— linearni faktor « — 3 ali s potencijom 2, pa rastav sadrzi sumu

B n C
x—3 (x—3)%

— ireducibilni kvadratni ¢lan 22 + 4 s potencijom 2, pa rastav sadrzi sumu

Dx+ FE Fx+G
x2 44 (22 +4)2°

Dakle, rastav na parcijalne razlomke je oblika

22+ 3zx+1 A B C Dr+E Fax+G

@+ 322 +42 242 2-3 (@-32 " 244 T @Z1ap

Kada rastavimo racionalnu funkciju na parcijalne razlomke, preostaje ih integrirati.
U dobivenom rastavu pojavljuje se Sest tipova clanova za koje ¢emo pokazati kako ih
integrirati.

Od linearnih faktora "dolaze" ¢lanovi z%rc i ﬁ
najjednostavniji i ve¢ ih znamo integrirati, naime

za neku konstantu ¢ € R. Oni su

d
Y ozt +C CER,
xr+c
dx 1
— Ny = — C, CeR.
/(x—i—c)” /(w+c) x (n—l)(:c—l—c)"‘l+ , Ce
Od ireducibilnih kvadratnih ¢lanova "dolaze" ¢lanovi —4%+B _j __Az+B _  piilikom

az?+bz+c = (ax?+bz+c)™
integracije ovih Clanova prvi je korak uvijek napraviti odgovarajuc¢u supstituciju, kako

bi nazivnik dobio formu z? + d tj. (2? + d)", za neku nenegativnu konstantu d > 0.
Supstituciju nademo nadopunjavanjem do potpunog kvadrata. Da se previse ne gubimo
u konstantama A, B, a, b, ¢, d, ilustrirat ¢emo ideju na primjeru.
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Primjer 10.5. Promotrimo funkciju sli¢nu onoj koja se pojavila u primjeru 10.4(b), npr.

2+ 3
2 +2x+4

Transformirajmo nazivnik na sljedeé¢i nacin,
2420 +4= (2 +224+1)+3=(z+1)>+3.
Zeljena supstitucija je sada t = 2 + 1. Time smo dobili trazeni oblik, jer je

20+3  2@+1)+1  2t+1
2 +2x+4 (z+1)2+3 241

Primijetite da bi manipulacija bila potpuno ista da smo imali posla sa izrazom tipa

2r 4+ 3
(22 + 22+ 4)»°
Koristenjem gore opisane supstitucije zapravo integrale c¢lanova oblika %

Az+B : : M : Az+B Az+B B~ :
(@24 bata) svodimo na integrale ¢lanova oblika 2Z4c | (g2qeyns Dri cemu je ¢ > 0, pa

je dovoljno znati integrirati svaki od njih. Za prvi spomenuti, situacija je opet sasvim
poznata, naprosto imamo

/de—A/ J: dx—l—B/ ! dz.
z2+c z2+c z2+c

i

Za prvi integral vrijedi (ako ne vidite odmah, supstituirajte t = 2)

1
/xQchxziln\az2+c|+C, CeR,

a za drugi

1 1 x
/mda: = \%arctg (\/E) +C, CeR.

Preostaje pokazati kako integriramo ¢lanove oblika A28

(;132+C)" 9
. Prvi je jednostavan, (ponovo, ako

odnosno koristeéi line-

arnost, dovoljno je znati integrirati (IQiC)n i (IQ}FC)”

niste sigurni supstituirajte ¢t = z2)

T 1 1
— _ . R.
/(x2+c)nd"” 3 D@ ot TGCE

Za drugi integral, stvari su nazalost nesto kompliciranije. Sre¢om, on se na fakultetu ne
pojavljuje Cesto u praksi (tj. na kolokvijima). Promotrimo primjer.

Primjer 10.6. Odredite integral

/Mdaz.



10. INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJA 145

Ideja u svim integralima ovog tipa je koriste¢i parcijalnu integraciju smanjivati potenciju
nazivnika dok ne postane 1 (u nasem slucaju potencija je 2 pa éemo imati samo jednu
parcijalnu integraciju). Racun je sljedeéi

/Md /wd‘ﬂ:

1+ 22 / z?
(1+22)2 (14 22)2
fL'Q
= arctgl‘ — / mdﬂj = (*)

Preostaje rijesiti posljednji integral, a tu nastupa parcijalna integracija.

r=u, dxr=du,

e % o, 1 Tt
(1+ 22)%’ 222 +1
Dobivamo

()_arCtngrz 2+1 /23;2—1—1

—arctgx—kli—farctga:%—C—
222 +1 2
1 T

:2<arctgx+x2+1)+C,CeR

Nakon sto smo opisali tehniku rastava na parcijalne razlomke i tehniku integracije
svakoga od njih, rijeSimo nekoliko cjelovitih primjera.

Primgjer 10.7. Odredite integrale sljedeéih racionalnih funkcija:

T —2
(&) / @ = 120z = 1)

Rastavimo na parcijalne razlomke. Zbog oblika faktora u nazivniku znamo da ¢ée
rastav imati sljedec¢i oblik,

r—2 A N B . C
2z —1)2(x—1) z-1 220—-1 (22—1)2

MnoZenjem s nazivnicima dobivamo
x—2=A2r -1+ Bz —-1)2z — 1)+ C(z —1).
Ako uvrstimo x = % dobivamo C' = 3, iz Cega slijedi

—22+4+1=A2x - 1)+ Bz — 1)(2z — 1),
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odakle uvrstavanjem xz = 1 dobivamo A = —1, te na kraju B = 2. Sada mozZemo
integrirati
x—2 -1 2 3
dr= [ ——d d —dr =
/(233—1)2(33—1) . /w—l x+/2x—1 ngr/(29[;—1)2 .
3 1

hﬂ|3:—1|—f—ln|2:t—1|—52

+C, CeR

/2x2+8x+11

dx.
2+ 2x+3
Primijetimo prvo da racionalna funkcija nije prava jer stupanj brojnika nije manji

od stupnja nazivnika. Stoga treba prvo podijeliti polinome. Dobivamo

20% +8x+11 4r 45
22422 +3 22422+ 3

Primijetimo da je kvadratni ¢lan 224243 ireducibilan, tj. nema realnih nulto¢aka
(zaista, diskriminanta je 22 — 4 -3 < 0). Stoga je on zapravo faktoriziran, pa veé
imamo rastav na parcijalne razlomke.

/2a: —|—8a:+11 /2d +/ 4 +5 o +/ 4a;+5 B
x2+2x+3 2 + 2z +3 N

t=x+1 a+1
S lan] e e [ s [

5 t
= 224+2In(t?42)+— arctg ——+C = 2242 In(x?+22+3)+
(t"+2) 75 ete ( )
/x3+4x2—2x+1

7] dx.
Zadana racionalna funkcija je prava, pa mozemo krenuti na faktorizaciju nazivnika,

V2 V2

rtr=x@+1)=a@+1)(2? -z +1).

Faktor 22 — z + 1 nema realnih nulto¢aka, pa znamo oblik rastava na parcijalne

razlomke:
SL’3+4ZL'2—2:L'+1_A B Cx+ D

2+ _aj+$—|—1+x2—x—|—1'

Mnozeéi s nazivnicima slijedi

B 4d4a? — 20 +1=Ax+1)(2? -z + 1)+ Bx(2®> =2+ 1)+ (Cz + D)x(x + 1),
te nakon sredivanja

2 +42? — 20 +1=2°(A+ B+ C)+2*(—B+C+ D)+ (B + D) + A.

) 1
—arctgi—i—C, C eR.
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Izjednacimo koeficijente uz iste potencije, dobivamo sustav jednadzbi

A+B+C=1
-B+C+D=4
B+D=-2
A=1,
Cije je rjesenje A =1, B = —-2,C =2, D = 0. Sada racunamo pocetni integral
34422 — 2241 1 -2 2
/x Ay da::/fda:—k/ dx+/7$d:c:
i+ x z+1 2 —x+1
x
=1 —21 1|14+2 [ ———dx = (x).
nlal ~2Mfa +1)+2 [ o —de = (x)

Izracunajmo i preostali integral. Nazivnik nadopunimo do potpunog kvadrata,

dobivamo
Z_z+1 <2 +1>+3( 1)2+3
¢ - =|z°—x+ -~ —=|lz—- = -
4 4 2 4’

x t=x—1
I 2
/mQ—a:—i—ldx ldt:da:

pa je

4
t 1 1 1 3 1 2t
= 7dt+f/7dt:fl t2—|—‘+ tg—=+C =
/t2+§; 2) ey 3@ T2 T T BN
1 1 2x — 1
= _In(z® —x+1) + —= arct +C, CeR

Konacno,

2 2z -1
(*):ln]ac\—|—21n]w+1]+1n(x2—x+1)+—arctgL+C, CeR.

V3 V3

Zadatak 10.8. Odredite integrale sljede¢ih racionalnih funkcija:

1
® [ gyt

24
(b) / mdﬂ%

xz — X
© [ erne o

(d) /2x3+3x2+$—1
(22 + 2z + 2)?

dz.

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijeSite i sve mate-
rijale s weba.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje
Rjesenje zadatka

(a) Kako je stupanj i u brojniku i u nazivniku jednak 1, ¢ak ne moramo ni provoditi
postupak rastava na parcijalne razlomke, nego lagano dobivamo

/x—de:/x—FQ—de
T+ 2 T+ 2

_/< :c+2>d$

=z—5lnjz+2/+C, CeR

(b) Kako je stupanj brojnika veéi od stupnja nazivnika, najprije dijelimo polinome.
Dobivamo

(z+1P =243 +32+1=(x+4) (2> —2) + Tz + 1.

Nadalje, nakon rastava na parcijalne razlomke, dobivamo

Tx+1 8

2 zx-1

1
x x

Sada imamo

/de /($+4)(x —a) Tl

2 —z 22—z

[y
/(m+4—1+1>dx

*?+4x—81n]x—1]+ln]:r\+0

Rjesenje zadatka

(a) Naravno, najprije rastavljamo na parcijalne razlomke, a da bismo to mogli, uo¢imo
najprije
23—t r=x(?-20+1)=a(xr—1)>2
Slijedi da je rastav oblika
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Odavde lagano dobivamo A =1, B=-1iC = 1.
Dakle, dobivamo

[EESI )
P22 +a r xz—-1 (z-1)?2 v

1
=hjz|-lnjlzr—1 - ——+C

r—1

T 1
— C

x—l‘ +

=1In

r—1

Kako je polinom u brojniku veéeg stupnja od onog u nazivniku, najprije dijelimo
te polinome. Dobivamo

=@ -3)(z+1)>+622+82+3

Kako je polinom u nazivniku veé faktoriziran, slijedi da je rastav ostatka na par-
cijalne razlomke oblika.

622 + 8z + 3 A N B N C
(x+1)3  z+1 (z+1)2 (x+1)3
Odavde se lako dobije A =6, B=—41i C = 1, odnosno, rastav je

622 4+8x+3 6 4 1
(x+1)3  z4+1 (z+1)2  (x4+1)3

Sada dobivamo

/(xic:‘l)?)d‘“:/(xil_(xf1)2+(x+11)3>d“’”

4 1
— C
x+1 2(36—#1)2+

=6ln|z+ 1|+

Vidimo da je funkcija prava racionalna, i da je nazivnik veé faktoriziran, te da je
polinom 2 + 1 ireducibilan. Slijedi da je rastav na parcijalne razlomke oblika

e A +Bx+C
(z+1D)(z2+1) x+1  22+1

Svodenjem na zajednicki nazivnik i izjednacavanjem pripadnih koeficijenata, dobi-
vamo sustav

A+B=1
B+C=-1
A+C=0

Lako se dobiju rjesenja A =1, B=01i C = —1, odnosno rastav oblika

22—z 1 1

(z+1)2+1) z+1 2241
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dx
Odavde slijedi, koristeé¢i poznati integral / - =
T+ a

/(x—i—zf)(_a:;—k 1)d$:/<xi1 - m21+1)d“3

=In|z+ 1| —arctgz + C

1
—arctg (:z:) +C,
a a

Uoc¢imo da je stupanj polinoma u nazivniku jednak 4, dakle racionalna funkcija
u pitanju je prava racionalna funkcija, te da je ireducibilan, odnosno, polinom
22 + 2z + 2 nema realnih nulto¢aka. Slijedi da je rastav na parcijalne razlomke

oblika
2x3+3x2+m—17 Ax + B Cx+D

(22 + 27 + 2)2 _x2+2x+2+(w2+2m+2)2'

Svodenjem na zajednicki nazivnik i izjednacavanjem pripadnih koeficijenata dobi-
vamo sustav

A=2

2A+B =3
2A+2B+C=1
2B+D = -1

Odavde slijedidaje A=2, B=—1,C =—-11D =1, odnosno, da je rastav oblika

20+ 3+ -1 22-1 x-1
(x2 422 +2)2  22+22+2 (22422 +2)2

Slijedi

223 + 322 + 2w — 1 2z — 1 z—1
= dr — | —————=dx
(22 4 22 + 2)? x4+ 2x +2 (22 + 2z + 2)2
Kako je 2 + 2z + 2 = (z + 1)% + 1, koristeéi tehniku kao u primjeru 10.5 uz
supstituciju t = ¢ + 1 dobivamo

20—-1  2(x+1)—-3 23
2 4+22+2 (v+1)24+1 2+1

/ 20— 1 do — t=x+1
2+2x+2 7 | dt=dx
2t —3
[y
t-+1
t 1
=2 5——dt -3 | 5——=dt
/t2+1 /t2+1
=In(t* + 1) — 3arctgt + C
= In(2? + 22 4 2) — 3arctg(z + 1) + C

Slijedi
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S druge strane, imamo

r—1 (1) -2 t—2
(2 +22+2)2  ((@+1)2+1)2 (2 +1)2

/‘ b |u=t+1
(t2+1)27 | du=2tdt

2/7M

C
5 —i—
-1

=——F——+C
2(x2—|—2x+2)+

Vrijedi

Nadalje, vidimo da je integral / i dt zapravo integral iz primjera 10.6,

1
2+1)2

1 1 t
————=dt = tgt + ———
/(t2+1) (arcg +t2+1>+0

2

1 z+1

= (aret N+ ——T- Jtc
Q(Wg(fﬂ+ )+m2—|—21‘+2)+

odnosno

Slijedi

/ z—1 d / t 2/ 1
v dr= _
(22 4 22 + 2)? (t24+1)2 (t241)2
-1 r+1

e e G s g
—2xr —3

= m *arctg(x+ 1) +C

Napokon, imamo
/237 + 322 —i—ar—l / 2x — 1 / z—1 d
= ——————dx

(2% 4 2x + 2)? x2—|—2x+2 (22 4 22 + 2)?

_ 2z + 3
22 44x 44

+ In(2® + 2z + 2) — 2arctg(x +1) + C
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Integriranje trigonometrijskih
funkcija

Integrali trigonometrijskih funkcija najcesée se rjesavaju koristeéi supstitucije i trigono-
metrijske identitete. Dobar pokusaj supstitucije je oc¢igledno t = sinx ili ¢ = cosz. To
je dovoljno, uz poneke manipulacije izraza, za (manji) dio trigonometrijskih integrala.

Primjer 11.1. Odredite integrale
cos® z + cos®
(@ [T

—5 ——du.
Sin®x + s N . .
Primijetimo da je zgodna supstitucija ¢ = sin x, naime:

/cos T + cos® x /cosx cos :1:+cos4x) t=sinx
sin? x + sin? x sin? z + sin? x dt = cosx dz

1—t2+(1—-¢%)? 2 —3t2 +t
-/ i )ﬁ:/+ﬁ
, 2 + ¢4 t2(1 + t2)

¢ime smo integral doveli na dobro poznati teren, integral racionalne funkcije. Do-
vrsite primjer.

1
b / ————dux.
(b) sin? x cos* =
Transformirajmo funkciju koristeéi 1 = (sin? z + cos? z)?, slijedi

1 sin® x 4+ 2sin? x cos? z + cost x
sin? x cost z sin? z cost z
sin? 1 1
costz cos?x  sin?z’

Posljednja 2 pribrojnika iz gornje sume znamo integrirati, pa se pozabavimo pr-
vim. On se zapravo svodi na jednostavan integral neociglednom supstitucijom
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t = tgx. To je supstitucija koju vrijedi zapamtiti, jer moze jako pojednostavniti
integral. Ovdje dobivamo trivijalno

.9 .
/sm4xdx: ld t_—tlgxdlz/tzdt:
cos* x = oo Ao

1 1
:§ﬁ+0:y@x+QCeR

Sada znamo i pocetni integral

1 in” 1 1
/fjr———dx:/“mfﬂx+2/ 2dx+/',2dx:
S1n 1UCOS41‘ COS™ X COs“ X S100 i

1
:gtg?’x—&—thx—ctgx—i—C, C eR.

Zadatak 11.2. Odredite integrale
1
—d
(2) /sin4xcos4:v “

1
(b) /sinx(2c082x— 1)da:.

Dok ponekad, kao u gornjim primjerima, moramo "nabosti" kako transformirati izraz
prije nego se nametne supstitucija, postoje i tipovi trigonometrijskih integrala za koje
postoji sustavni pristup. Pozabavimo se nekima od njih, za pocetak integralima tipa

/ sin™ x cos™ x dzx.
Primjer 11.3. Odredite integral
/ sin? z cos® z dz.

Pokusajmo supstitucijom ¢ = cosz. Tada je dt = —sinz dz. Dakle od sin*z u po-
dintegralnoj funkciji izdvojili bismo jedan sinz da ga "pokupi" dt, no preostalih sin®z
ne bismo uspjeli prikazati preko t. Ako probamo sa supstitucijom ¢ = sin x, tada stvar
izgleda ljepse,

/sin4xc083x dr = /sin4x0082x -cosz dx =

t = si
= /sin4 z(1 —sin® ) - cosx dx = ldt _ czlsnxxdx] =
U 1 sinfx  sin”x

:/#a—ﬁﬁ:———+0:

R.
5 7 5 7 +C, Ce
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Gornji primjer je zapravo ilustracija kako pristupiti svim integralima oblika
/ sin™ x cos™ x dz,

pri éemu su m, n prirodni brojevi (ili nula) od kojih je jedan paran i jedan neparan.
U tom slucaju supstituiramo trigonometrijsku funkciju koja ima paran eksponent. Nije
tesko vidjeti da u slucéaju da su oba eksponenta m i n neparna, mozemo iskoristiti bilo
koju od dvije supstitucije, ali integral je nesto laksi ako supstituiramo trigonometrijsku
funkciju s veéim eksponentom.

Podsjetimo se sada nekih identiteta koji ¢e nam biti od koristi. Pocevsi od osnovnog,
dobro poznatog

2

sin® z 4 cos® x = 1,

preko formula za dvostruki kut

sin(2x) = 2sinzcosz, cos(2z) = cos’ z — sin® z.
Posljednji identitet mozemo malo transformirati koristeéi prvi iznad spomenuti, pa do-
bivamo
1 — cos(2x)
2 )
1+ cos(2z
cos(2z) = 2cos?z — 1 = cos’x = 2()
Dobiveni identiteti su korisni kod integrala jer nam dopustaju da spustamo stupnjeve
podintegralnih trigonometrijskih funkcija. Taj nam je "trik" dovoljan za integriranje
funkcija oblika

cos(2z) = 1 — 2sin® z = sin®z =

/ sin™ z cos™ x dz,
pri ¢emu su oba m,n parni prirodni brojevi (ili 0). Promotrimo primjer.
Primjer 11.4. Odredite integral

/ sin? z cos® x dz.

Transformirajmo podintegralnu funkciju koristeé¢i gornje identitete dok ne dobijemo li-
nearne izraze (po sinx i cosz). Najprije koristimo formule za spustanje potencija

4 9 <1 - (305(293))2 . (1 + cos(2x)>

sin® x cos” x =
2 2

(1 — 2cos(2x) + cos?(2z)) (1 + cos(2z)) =

OO\»i

é(l — cos(2z) — c052(2:z) + COS3(293)) =

os(2x) — = ———= + 1cos?’(2:r:) =

1
8¢ 8 2 8

OO\H
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1 1 1 1
=167 3 cos(2x) — T cos(4x) + 3 cos®(2z).

Dakle slijedi
/sin4xcos2a: dx = / (1 - 1(:03(233) _ 1 cos(4x) + 10083(2$)) dx =
16 8 16 8

1 1 1 1
=1%6% " 16 sin(2x) — ol sin(4x) + 3 /COSS(2J}) dz.

Posljednji smo integral spada u klasu integrala koje je obuhvatio prethodni primjer, dakle

et o amanse= [, 52289 ]

1 o, 1 t3 B
_2/(1—t)dt_2<t 3>+C’—
1

1
=3 sin(2zx) — g sin®(2z) + C, C € R.

Konacno, dobili smo

1 1 1
/sin4 zcos’x dr = 6% " 5 sin(4x) — T sin®(2z) + C, C € R.

Zadnja porcija identiteta koji nam mogu pomodéi pri rjesavanju integrala su formule
pretvorbe produkta u zbroj:

1
sinzsiny = i(cos(ac —y) —cos(z +y)),

1
sinz cosy = §(sin(x +y) +sin(z — y)),

1
COS T COSY = 5(005(% +y) + cos(z — y)),

buduéi da je lakse integrirati zbroj (zbog linearnosti integrala) nego produkt funkcija.
Njih koristimo za klasu integrala oblika

/sin(am) sin(bx) dm,/sin(am) cos(bx) dx,/cos(a:c) cos(bx) dz.
Primjer 11.5. Odredite integral
/sinz:sin(?)a:) dzx.

Koristeéi prvu od gornje 3 jednakosti, vrijedi

/sinxsin(3m) dr = ;/ (cos(z — 3x) — cos(z + 3z))dx =

= %/(005(233) — cos(4x))dz = % <Sin(22x) _ sinE:Ll‘)) .

1 1
=1 sin(2z) — 3 sin(4dx) + C, C € R.
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Zadatak 11.6. Odredite integrale
(a) /cos4:U dz,
(b) /sin3  cos® x di,

(c) /sinmsin(2x) cos(3z) dx.

Kada se nademo u slijepoj ulici, niti jedan pristup nas ne problizi rjesenju, osim

supstitucije koja se pojavila u prvom primjeru,
1
t:tgﬂf, dt:Tdﬂf?
cos? x

ponekad se koristi i takozvana univerzalna supstitucija, ¢ = tg 5. Ona je (u teoriji)
zgodna jer Ce integral trigonometrijskih funkcija "prebaciti" u integral racionalne funkcije,
za koji znamo postupak rjesavanja. Nazalost, problem koji se javlja je Sto su cesto te
racionalne funkcije dosta komplicirane, pa ih je tehnicki, a time i vremenski (npr. na
kolokviju) zahtjevno rijesiti. Uz supstituciju ¢t = tg 3 vrijedi

sinx = 206y _ 2
S l+tg?E o 14t

. Cl—tg?d 142

S I F e Pk
dleftht.

Pokazimo primjenu na jednostavnom primjeru.

Primjer 11.7. Odredite integral

1
dx.
/QSinx—cosx—i—l v

Koristimo univerzalnu supstituciju ¢ = tg §, dobivamo

1 1 2
/ - dx:/ = . dt =
2sinx — cosx + 1 at 1=t 142

1+¢2 14+¢2
1 2 1 1
y e [ [ e
At—1+4t2414¢2 2 2
LT T4 %+ 1 t(t+2)
1//1 1 1
o (2 ) at=—(nlt|—In|t+2 -
5| (5 - 15 dt = 5(nl ~nfe+2)+ 0
_ 5 tﬂ 11t$+4+CC€R
%y T %y ’ '
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Zadatak 11.8. Odredite sljedece integrale

1
d
(@) /sinx(2+cosx—2sinx) v

1
b dx.
(b) /sin2x+26082x v

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i sve mate-
rijale s weba.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje
Rjesenje zadatka
(a) Uoc¢imo najprije,

1 sin? z + cos? x 1 1
2 1

4

4

sint z cost z sin* x cost x sin?zcostz  sin*zcos?x

Sada, kao u primjeru 11.1 b), dobivamo

1 (sin?x + cos?x)?  sin*x + 2sin? x cos® x + cost
sin? z cos* x sin? z cost z sin? z cos* x
sin? 2 1
= oad st o

cos*x  cos?x  sin‘w

i potpuno analogno
1 cos® x 2 1
sinfzcos?z  sint*z  sin?z  cos?x
Odavde slijedi
1 sinfx  cos?x 3 3

4 4 2

sinfzcostz costx  sin*z  cos?x  sin?x

Zadnja 2 integrala imamo u tablici, a prva 2 rjesavamo kao u primjeru 11.1 b)

.9
S t=t

[ o=
costx dt = —

cos?

:§tg3az+C, CeR

2
cos“x t=ctgx
7d =
/sin4:p * [dt: _%”"]

sin“ x

= —/tht

t3
-~ 4cC
5+

1
:—gctg3a:+0, CeR

Napokon, imamo

dx 1 3 3
/m—g(tg x — ctg x)+3(tg:c—ctgx)+C, CeR
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(b) U ovom integralu prva ideja koja se namede je supstitucija ¢ = sin x jer nam "smeta"
ovaj sinus u nazivniku (odnosno njegova prva potencija, izrazi sin® z i cos? z se lako
transformiraju jedan u drugoga pomocu osnovnog trigonometrijskog identiteta), no
ta ideja ne prolazi jer ne mozemo provesti supstituciju (fali nam cos = kojeg pokupi
derivacija kada radimo supstituciju). Medutim, uo¢imo, ako pomnozimo brojnik
i nazivnik sa sin x, prolazi supstitucija ¢ = cosz jer se tada automatski rjesavamo
dobivenog sinusa u brojniku, a dobiveni kvadrat sinusa u nazivniku nije nikakav

problem. Dakle, dobivamo

/ 1 d / sin x d
T = x
sinz(2cos?x — 1) sin? x(2cos?x — 1)
. t =coszx
~|dt = —sinaxdx

B dt
B _/ (1—)(22 - 1)

B dt
B / (2 —1)(2t2 — 1)
= (%)

Iako bismo sada mogli dodatno faktorizirati nazivnik i rastavljati na parcijalne
razlomke, u ovom slucaju bi to bilo dosta mukutrpno. Uocimo, u tablici imamo in-

tegrale oblika / 5, Pa istim postupkom kao za rastav na parcijalne razlomke
a

72 —
trazimo rastav oblika

1 A n B
(B2—-1)(22-1) -1 221

Nakon svodenja na zajednicki nazivnik i izjednacavanja koeficijenata dobivamo

sustav
2A+B=0
—A-B=0
Rjesenja ovog sustava su A =11 B = —2. Rastav sada postaje
1 1 2 1 1
-1 -1 -1 22-1 -1 -1
Napokon, racunamo
dt dt
o[- I
2 -1 21
1
1 o t—1] 1 t—7
=—In - — C
2 ‘H—l‘ ﬂnt *
:lln cos:c—l ﬂcos:c +C CeR
2 cosx—i—l V2cosz + 1
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Rjesenje zadatka

(a) Imamo integral oblika /sinmxcos" xdz, gdje je m = 0in = 4. Kako su oba

eksponenta parna, moramo transformirati izraz. RjeSavamo se jednog kvadrata

1 2
preko formule cos? z = —i—c;s(:c). Dobivamo

2
/cos4xdx:/(1+cgs(2x)) dzx

1 2
_ / + 2 cos(2x) + cos”(2x) dx
4
1 1
_z + 3 /cos(2x)dx + Z/cos2(2x)dx

4
! sin(2z) + i / (HC;S(ZM)> dx

+

_l_
—

1
1 sin(2x) + % t3 / cos(4x)dz

1 1
z+ 7 sin(2x) + 32 sin(dz) +C, CeR

0| Wih|8 &Y

(b) Ovdje opet imamo integral oblika / sin™ x cos™ xdz, pri ¢emu su eksponenti jed-

naki i neparni, pa mozemo supstituirati bilo koju od trigonometrijskih funkcija.

/ sin® z cos® zdr = / sin® z cos® x cos xdx
_ t =sinx
" |dt = cosxzdx
= /t3(1 —tH)dt

= / (£ 1) at

A
=— ——+C
4 6+
1 -6 1 4
:—6sm $+Zsm z+C, CeR

(¢) Ovdje koristeéi formule za pretvorbu produkta u zbroj i kasnije eventualno formulu
s kojom eliminiramo kvadrat (iz (a) dijela) dobivamo

sin x sin(2x) = % (cos(—z) — cos(3x)) = % (cosx — cos(3x))

Slijedi

sin z sin(2x) cos(3x) = (cosxcos(?)x) - 0052(335))

N | —
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Nadalje, imamo jos
cos x cos(3x) = é (cos(4x) + cos(—2z)) = % (cos(4x) + cos(2z)) ,
pa dobivamo
/sinxsin(2x) cos(3z)dzr = %/cosxcos(?):z:)daz — ;/COS2(3$)CZ$

:i/@m@m+amﬁﬁﬂ—;/<Lﬁfm@)m

1 1 1
= _Z + 3 sin(2z) + 16 sin(4z) — 2 sin(6z) + C

Rjesenje zadatka

(a) Koristimo univerzalnu supstituciju ¢ = tg §, sto nam daje

) 2t
SN — ———=
14 ¢2
1—¢2
COSTY = ———=
1412

2

dr = ——=dt

v 141¢2

pa dobivamo

dx 1 2
/sinx(2+cosx—2sinx):/ 94 1=t2 o 2t '1+t2dt
+t2 ( + 1+¢2 1+t2>

dt
:/t(2+2t2+1t24t)

1+¢2

1+¢2
- [
— 4t +3)

14 t2
— [
t(t—1)(t —3)
= (%)
Preostaje izracunati integral ove racionalne funkcije koju najprije rastavljamo na
parcijalne razlomke. Rastav je oblika

1+t A B C
- = 4 —— 4+ ——
tt—1)(t—-3) t t—1 t—3

Svodenjem na zajednicki nazivnik i izjednacavanjem koeficijenata dobivamo

A+B+C=1
—4A-3B-C=0
3A=1
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RjeSenja ovog sustava su A = %, B=-1iC= g, odnosno, rastav je
1+ 11 1 NI
tt—-1)(t-3) 3 t t—1 3 t-3

pa dobivamo

“ﬂzs/dt /t—l /

:fln|t\ Injt—1]+ = ln]t—?)]—i-C
1

=—1In

3

tg—| —In|t

T 5
——1 —In |t
&5 ’+3ng

x—#+c

2’ 2

(b) Podijelimo brojnik i nazivnik s cos? z i koristimo supstituciju t = tg x:

1
/ dx / cosZx dr
sin?x + 2cos? x tg?x + 2

l t= tgx ]
dt = cos%c
_/ dt
)

V2 V2

1 tgx
= — arctg <> +C, CeR
V2 V2
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Integriranje iracionalnih funkcija

Zadnja posebna vrsta funkcija koju ¢emo nauciti integrirati su iracionalne funkcije, ba-
rem neki njihov poseban podskup. "Nepisana" pravila izgledaju ovako:

1.

2.

Ako imamo da se u izrazu pojavljuju korijeni oblika (az + b)™/™ (a i b fiksirani,
eksponenti raznoliki), tada za supstituciju uzmemo az +b = t*, gdje je k najmanji
zajednicki visekratnik od ni,ne,.. ..

Ako imamo pod korijenom neki kvadratni izraz, koristimo odgovarajuée trigono-
metrijske supstitucije:

(a) VK — 2% x = ksint (ili naravno z = kcost). Tada je dz = kcostdt, i
VE2 — 22 = VK2 cos?t = kcost.

(b) Vk2 + 22 z = ktgt. Tada je de = 24 i VE2 4+ 22 = k2+7k251n2tzcolzt.

cos?t? cos?t

(¢) Va2 —k?: z = Cost Tada je dx = k:(ilS’Qtft, iva2—k%=,/ CO’““SQQt — k2 =ktgt.

(d) svaki kompliciraniji slucaj oblika v/a? + bx + ¢ svodimo na jedan od ova tri
(kao nazivnike drugog stupnja u rastavu na parcijalne razlomke).

Pogledajmo nekoliko primjera.

Primjer 12.1. (12.1.b)) Izracunajte / vt

f+fd
z(1 4 V/x)

Pod svim korijenima pojavljuje se izraz x. Da se pojavljuje neki "kompliciraniji' afin
izraz (npr. 7z + 3), postupak bi bio analogan. Eksponenti koji se javljaju su 1 koji ne
gledamo jer nam ne "smeta' te 2/3, 1/6 1 4/3 (izmnozili smo faktor z u nazivniku sa
zagradom i ukomponirali taj eksponent u ovaj rac¢un). Najmanji zajednicki visekratnik
brojeva 3,6,3 je V(3,6) = 6. Zato je supstitucija x = .

/x+{‘/x2+\%d z =15 /t6+t4+t6t5dt 6/t5+t3+1
—_—aAr = = =
z(1+ ¥x) dzx = 6t°dt t6(1 + t2 1+¢2

163
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Dosli smo do racionalne funkcije. Dijelimo brojnik s nazivnikom i nastavljamo rastavom
na parcijalne razlomke. Sre¢om po nas, u ovom zadatku je to trivijalno.

> 4¢3 1
/x+f+f _6/ + 13+ /<6t3+ 6 )dt
(1+ Jx) 14 ¢2 142

3
2t4 + 6arctg(t) + C = 5\/3 22 + 6arctg(v/z) + C, C € R.

Kao $to smo vidjeli, problem integriranja iracionalne funkcije sveli smo na problem
integriranja racionalne funkcije. To nije slucajno, to ¢e se i inace dogadati i zato je bitno
da znate integrirati racionalne funkcije. U slucaju da je pod korijenom kvadratni ¢lan,
koristit ¢emo trigonometrijske supstitucije, pa je zato bitno da ste naucili i integrirati
trigonometrijske funkcije.

Primjer 12.2. (12.3.a)) Izracunajte /\/ 422 — 4z + 3dz.

Slusamo nepisana pravila. Pod korijenom imamo kompliciranu kvadratnu funkciju. Mo-
zemo ju zapisati kao 422 — 4x +3 = (2r — 1)?2 4+ 2, pa nam je zato prva supstitucija
t=2x—1:

/mdx—[ 2@“1] JEGE=T

Sada imamo integral kao u sluc¢aju 2.b. Uzimamo supstituciju t = v/2tgy. Tada ée biti

A /t2

cos y

1 t= t
/\/4x2—4x+3d:1::/5\/t2+2dt: [ \f\[gy]

dt - c0s2 dy

2 cosy 0052 y cosy’

Imamo trigonometrijsku funkciju koja se pojavljuje s neparnom potencijom. Mozemo
uvrstiti supstituciju siny. To zaista daje rjeSenje (pokusajte sami), no ovdje ¢emo po-
kazati malo manje intuitivno, ali krace rjesenje, parcijalnom integracijom.

/ cos3 y _/
siny sin? g siny 1 —cos?y siny dy dy

= oty / 5, W=~ / 5., W= 3.~ / 3, T / :
cos?y cos’ y cos?y cos’ y cos?y cos’ y cosy

Uocavajudi da integral s kojim smo krenuli imamo i na desnoj strani, te koristeéi sups-
tituciju sin ¢y u zadnjem integralu, dobivamo

d 1 si 1
JE I Y

cosy cos?y

u= -1 du = Sy
cosy 0052 v= [dv: sty v=tgy ]

siny + 1
siny — 1

cos3y  2cos?y 4

’+C, C eR.
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Sada imamo jos jedan problem, izraziti ovu funkciju u terminima pocetne varijable z.
Prije toga je problem izraziti preko ¢: imali smo t = v/2tgy, pa Zelimo siny i cosy
izraziti preko t.

1 1
) 2 2
sin + cos =1 = t +1 = = CcosYy = ——.
Y Y gy o2y Y Tty tg2 ”

tgy

Vit+tegly

sin y
coszy — BYY 1+tg?y, te

Sada je lagano: siny = cosy -tgy = Uvrstavanjem, dobivamo

siny+1‘ 1+tg2y
n|\——m
siny — 1 tgy—\/l—l-tg

Konacno:

20 — 1
/\/43)2—4l‘+3dl‘: $4 42 — 42+ 3

1. (22 —1)+VaZ—4

Gl | Qe DF Vi —dz+ 3] oo op
4 12z —1)—V4a? — 42 +3

Primjer 12.3. (12.2.b)) Izrac 't/ In o d

rmmjer 0. L. Zracunajte xZ.
x\/1—4lnx—ln2m

Ovdje vidimo da ¢emo prije obracuna s iracionalnom funkcijom prvo morati iskoristiti
supstituciju y = Inz. Faktor x nas ve¢ "¢eka" u nazivniku.

/ Inz do — y—lnx / y_/
V1 —4lnz —In2z \/1—4y Y2 /b — y+2

Zbog korijena u nazivniku, sljedeéi korak je supstitucija y+2 = v/5sint. Tada ée korijen
biti v/5 — (y + 2)2 = v/5cost. Slucajno, isto toliko ée biti i dy, pa ée se stvari kratiti:

Inx Y y+2=+/bsint
de = | —F——dy =
x\/1—4lnx—ln2x 5— (y+2)2 dy = /5 cost

t—
= [OOSR contat = [(VBsint ~ 2t = —Veost ~21-+C, C ek

V5cost

Opet trebamo vratiti u terminima x, odnosno prije toga y. Za dio 2t nema ljepseg zapisa
od toga da koristimo arcsin:

. . (y+2
+2=+/5sint = t = arcsin ()
Y 75

Za prvi dio ima ljepseg nacina:

Vaeost = VVT i = VA1 - (12Y = iy e
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Uzimajuéi u obzir i y = Inx, konac¢no rjesenje je

Inz Inz+2
dr = — 1—4lnx—ln2x—2arcsin< )+C’,C€R.
/a:\/l—41nx—ln2$ \/ V5

Zadatak 12.4. Izracunajte integrale:

dx
a) (12.1.0) / (22 +1)2/3 — (22 + 1)1/2
b) (12.1.d)) ;\ﬁ !'::j:dx
©) (12:2.0) /\/cos2xji—n4$cosx + 1d$

1 /1 _ 2
d) (12.4.) /ﬂ %da:
vZ X
2

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i sve mate-
rijale s weba.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak d) Pazite na rubne uvjete kod supstitucija.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka

(a) Kao u primjeru 12.1, imamo supstituciju 2z — 1 = % jer nam se pojavljuju drugi i
treéi korijen.

/’ dx _ 20 — 1 =1°
2c+1)5 — 2z +1)5  |2dw = 6t°dt — dz = 3t°dt

3t°
./ﬁ_¢5 3/t—1
ﬂ—1+1
3/ t—1
—3/t+1ﬁ+3/

§F+3r+MnU—u+CY

—5\3/256—1—1—3\6/23:—14—3111

62x—1—w+Cl CeR

(b) Po istom principu kao i u proslom podzadatku, supstitucija nam je z + 1 = t°.

1—\/JI+1 $‘+1:t6 tg 5 ee 7. .
ﬁmdx = de — 6t5dt 1 2 - 6t°dt / (dljehmo pohnome)
—t(1+t3) +t+1
—6/‘ R
142

:6/(—#+f&j?>ﬁ

6 16 4 ¢
= —?t7 + 6/ i ———dt / (opet dijelimo polinome)

t24+1
6 ~1
:—ﬂ+6/<#+¢3—2—t+1+ )ﬁ
7 241
6, 65 34 3 2 / —
= T PP S o3 342 16t + 6 =1
7t Tt ts ok 2+1

Izracunajmo jos ovaj zadnji integral. Imamo
t—1 t dt
[aqdt= [ pgdt= [ 55
t2+1 t2+1 t2+1

o dt = arctgt 4+ C, dok je s druge strane

/ b fu=1t+1
24+1 | du=2tdt

Po tablici je /

2/ du ln]u\ ;ln(t2+1)+C
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Napokon, imamo

/W ;ZCde —tl 4 2t 4 ot — 3t +6t+3ln(t +1)—6arctgt+c
= Sernig g( g(x+1)%_2(a;+1)%—3(:c+1)%+
+6(:U+1)€—|—31n<\3/m—|—1—|—1)—6arctg<\6/x+1)+0, CcR

7
Uocite jos samo, kako je u zadatku zadan parni korijen iz = 4 1, implicitno je
zadano da je x +1 > 0. Pripazite na takve stvari, pogotovo kad imate posla
s funkcijom In (ovdje nemamo problema, sve je pozitivno, pa smo zato ispustili
apsolutnu vrijednost unutar logaritma).

x—i—l)%—i-

=

U ovom zadatku ¢emo imati barem dvije supstitucije (sli¢no kao u primjeru 12.3),
prva s kojom se rjesavamo trigonometrijskih funkcija, pa ¢e nam ostati "obi¢na"
iracionalna funkcija, koju opet moramo nekako supstituirati. Sre¢om, ovdje mo-
zemo odmah primijeniti supstituciju ¢ = cosz bez ikakvih transformacija izraza.
Racunamo

/ sinx do — t =coszx __/7
Vcos2z +4cosx + 1 dt = —sinzdr 24t +1
y=1t+2

/\/t—|—2 [dy—dt

:_/ y — [ y_cgu ]
\/y2—3 dy = V3sipudu
/ \/gsmu

du
cos? u

0052 u

/ \f 3sinu
/3—3cos?u cos? u
T cosZu
/ V3tgu
_ . du
V3tgu cosu

du cos udu
=— =— 5—du
Ccos U cos? u

du

_ v =sinu _ dv
" |dv = cosudu| 1 —02
dv 1 v—1 v+ 1
= [ ——=-1 C——fl C
/02—1 2nv+1‘ —1‘+
1. |sinu+1 1. |(sinu+ 1)
=—-Ihn|l—|+C=—In|———"%|+C
2nsinu—1‘Jr 211 sin?u — 1 +
:—lln Sinu+12—|—C’:—ln sinu+1'+c
2 Ccos U COS U
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Preostaje vratiti supstitucije. Uoc¢imo najprije

sinu + 1
e —tgu+
cos U cos U
Imamo
1 _ vy
cosu /3
Odatle je
. 3 y? — 3
sinu = vV1—cos2u = 1-—= = -
Yy Yy
pa je
1
tgu=—-1/y>—3
g \/3 Y
odnosno

sinu 41 1 5 )
et Ju2 — 3
cos u \/ﬁ(y+ 4

Sada lako vratimo ostale dvije supstitucije i dobivamo

i 1 1
(2 cosa+ ViosZia + dcosa + 1)

Preostaje uociti, nakon sto iskoristimo In(zy) = Inz + In y ova konstanta In (%)

se "stopi" s opéom konstantom C, pa mozemo maknuti faktor % iz argumenta

logaritma. Konac¢no rjesenje je

ST da::—ln‘Q—i—cosx—i-\/0052m+4cosa:+1‘+(}, CeR
Veos2x +4cosx + 1

Kako imamo /1 — 22, koristimo supstituciju # = sint. Treba samo uociti da
mozemo izabrati bilo koji interval takav da sinus ide od ? do 1, pa je najlakse
s

uzeti interval od 7 do 5. Sukladno tome, treba uociti da je kosinus pozitivan na

tom intervalu jer éemo ga dobiti u brojniku nakon supstitucije.
/lflx% r=sint 2 /5¢1sw%
—_—adxr = -
vz oz dx = costdt 1 z sin? ¢

z 2 s 2 ) .92
cos“t cos“t +sin“t — sin“ ¢t
:/27,2dt:/2 + dt
© sin“t ™

Ld sin? ¢
4 4
us

us 1 s
= sin“t T

~(-3)
= (on(3)-ew(5)) 5

cos tdt

™
1
_)ﬂ




13

Povrsina i teziste ravninskog lika,
volumen rotacijskog tijela

U ovoj lekciji napravit ¢emo veéi naglasak na odredeni integral i neke njegove primjene.
Sjetimo se nekih svojstava odredenih integrala:

/abf(x)da: - /:f(g;)dx 4 /be(az)dx

za funkciju f(z) definiranu na [a, b] i neku tocku ¢ izmedu a i b. Takoder, vrijedi i

/abf(w)dx =— /ba f(z)dz.

Nadi éemo jos jedno svojstvo rjesavajuci sljedeéi primjer.

Primjer 13.1. Izracunajte sljedece integrale

5
. (13.1.a))/ xV 22 + cos zdz,
-5

jus

e (13.1.b)) /05 max{sin x, cos z }dz.

U prvom primjeru imamo funkcije korijen, polinom i trigonometrijsku. To ne moze biti
dobra kombinacija i to je ve¢ prvi hint da ovaj zadatak netemo modi rijesiti na uobic¢ajen
nacin.
Nacin na koji ¢emo rijesiti ovaj zadatak je koristeéi sljede¢u ¢injenicu: Integral neparne
funkcije na simetricnoj domeni je jednak nuli.

Zaista, ako opéenito imamo neparnu funkciju f(x), supstitucijom y = —z mozemo
pokazati da vrijedi

[ sz == [ s

Funkcija iz prvog podzadatka jest neparna, domena na kojoj integiramo [—5, 5] jest si-
metriéna pa je integral jednak nuli. Kada bi ovaj zadatak bio zadan analogno s ciljem

171
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da se izracuna odredeni integral na nekoj drugoj (asimetri¢noj domeni) ili neodredeni
integral, ne bismo ga znali izracunati, vrlo vjerojatno antiderivacija podintegralne funk-
cije nije zapisiva pomoc¢u elementarnih funkcija. No, oko toga se ne moramo brinuti, jer
ovaj zadatak jesmo rijesili.

Za drugi dio zadatka, skicirajuci grafove sinx i cos x, primije¢ujemo da je na domeni
[0,7/2]
cosz x € [0,m/4],

max{sinx,cosz} =
sinz  x € [n/4,7/2].

Takoder, uzimajuéi u obzir da su sinus i kosinus u sustini iste funkcije (do na pomak
7/2), tj. koristeéi pravilo sinz = cos(w/2 — x), jednom supstitucijom ¢t = 7/2 — x
dobivamo

™

/2 max{sin x, cosz}dr = /4 cos xdx + /2 sin xdx = /4 cos xdx + /4 cos tdt.
0 0 T 0 0

Dakle, dobili smo za izracunati dva puta jedno te isti integral. Lagano je do¢i do rezultata

V2.

Analogno tvrdnji za neparne funkcije, imamo i jednu tvrdnju za parne funkcije koja
nije toliko efikasna kao za neparne: Integral parne funkcije na simetricnoj domeni [—a, a)
jednak je dvostrukom integralu na polovici intervala [0,a]. Nije toliko efikasna, ali kod
nekih zadatka koji imaju opcenito ruznu, ali parnu podintegralnu funkciju (recimo ko-
risteéi apsolutnu vrijednost), tvrdnja moze biti korisna.

Pogledajmo jos jedan primjer

3 2
Primger 13.2. (13.3.) Ako jey = f(z) neparna, takva daje/ flz)de =7 i/ f(z)dr =
1 -1

3
4, koliko je/ 6f(z)dz?

Primijetimo da faktor 6 u trazenom integralu je nebitan, rezultat za odgovarajuéi inte-
gral od f(z) dobit ¢emo mnozenjem sa 6. Drugo, koristec¢i pravilo o neparnoj funkciji na
simetri¢noj domeni, prebacimo sve uvjete na pozitivni dio domene. Prvi uvjet veé jest.
Za drugi imamo:

4= /21 L)‘"(:L")alaz::/l1 f(x)dx+/12f(:v)d1::/lzf(x)dzv.

Konac¢no, imamo

/;f(x)dxz Agf(x)dx—/lzf(x)dx: - 43

Dakle, odgovor je 18.

Takoder, ne zaboravimo jos jednu stvar: odredeni integral nenegativne funkcije je
nenegativan broj. To ¢e biti jako bitno u nastavku. Racunat ¢emo povrsine i volumene
nekih likova i tijela ¢ije ¢e formule biti dane odredenim integralom. Volumeni i povrsine
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bi trebali biti pozitivni brojevi, pa ¢im dobijete broj koji je nepozitivan, znate da ste
zasigurno negdje pogrijesili.

Za nastavak trebamo fomule sa sljedeceg linka: https://web.math.pnf.unizg.hr/
nastava/dirl/files/slideovi/primjene.pdf. U njima se nalazi 18 formula, no mi
¢emo obraditi zadatke s onima u Kartezijevim koordinatama.

POVRSINE LIKOVA

(a) Kartezijeve koordinate

fg:labl =R, f(z)=g(z); =z€la,b

a b
b
P = [ (f(x) — glx)) dae

DULJINE LUKOVA KRIVULJA

(a) Kartezijeve koordinate

fila b = R

b
= / Vv 14 f'(x)? dx


https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/dir1/files/slideovi/primjene.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/dir1/files/slideovi/primjene.pdf
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VOLUMENI ROTACIJSKIH TLJELA

(a) Kartezijeve koordinate
(1) Rotira oko x-osi

fila,b) =R

'y

b
Ve = :/ flx)? de

POVRSINE ROTACIJSKIH PLOHA
(a) Kartezijeve koordinate
(1) Rotira oko r-osi

fila,b] = [0, +00)

I'y

[} b

b
S, = 2:/ fla)/ 1+ f'(x)? da

Pored tih formula, trebat ¢emo jos jednu: za lik omeden pravcima x = a, x =

(2) Rotira oko y-osi

D<a<b, f:la,b] —[0,+oc)

(2) Rotira oko y-osi

0<a<b f:labl—=R

Iy

[} b
b

Sy =27 / /14 ['(x)? dr

y=f(x)iy=g(z) (f > g) teziste ima koordinate

b

b
| att@ —g@nde [ (7@ - g@)?)de

a

(xr,yr) = Iz

gdje je P povrsina lika. Intuitivno, kada bismo imali lik opisan na gornji nacin izrezan
od jednolikog materijala te ga pridrzali prstom u tocki (z7,yr), on bi nam balansirao

na nasem prstu.
Rijesimo par primjera.

Primger 13.3. (13.5.) Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama y = 4 — 22 i

y = x? — 2.

) 2P )
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Kljuc¢an dio kod ovakvih zadataka je nacrtati tocnu skicu. Kao u lekciji Tok funkcije,
ne¢emo mi crtati te grafove, nego cete ih vi sami crtati. Ponavljamo: na kolokviju
morate nacrtate grafove funkcija kod ovakvih zadataka. Razlog tome je $to ovdje nije
trivijalno primijeniti formulu za povrsinu lika buduéi da ne znamo granice integracije
[a,b]. Za to treba nadi sjecista danih krivulja, i u ovom zadatku primjerice uvjeriti se da
postoje samo dva takva (da sjeciSta ima viSe, treba znati kako odrediti koja tocno dva
sjecista nas zanimaju). Takoder, moramo odrediti koja se krivulja nalazi iznad koje.
Crtajuci grafove funkcija (Sto znamo jos i sa srednjoskolskim znanjem bududi da se radi
o kvadratnim funkcijama), vidimo da se na podruc¢ju omedenom krivuljama funkcija
f(z) = 4—2? nalazi iznad g(v) = 22 —2z. Sa slike vidimo da te krivulje imaju samo dva
sjecista, koja trazimo algebarski rjesavajuéi sustav y = 4 — 22, y = 22 — 2z. Izjednacujuéi
y, dobivamo kvadratnu jednadzbu 222 — 22 — 4 = 0 ¢ija su rjeSenja 21 = —1 i x5 = 2.
Mozemo odrediti i odgovarajuée ordinate sjecista (310), no to je u ovom zadatku nebitno:
saznali smo da su rubovi integracije —1 i 2 (apscise sjecista).

Primijenjujuéi formulu za povrsinu lika izmedu funkcija f i g dobivamo

2

2 222
P:/ (4 — 2?) — (2 — 22)dx = 4x—7+x2 =9.
-1

-1

Primjer 13.4. (13.7.) Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama 2% +y? = 2, y = 22

(unutar parabole).

Opet prvo skiciramo krivulje iz zadatka. Primije¢ujemo da se parabola i kruznica sijeku
u dvije tocke. Odredivanjem njihovih koordinata odredit ¢emo i rubove integracije.
Takoder, buduéi da se nas lik nalazi iznad x-osi, te se kruznica na omedenom liku nalazi
iznad parabole, uzimamo funkcije f(z) = v2 — 22 i g(x) = 2%. Naime, da se lik nalazi
ispod z-osi, uzeli bismo negativan predznak u funkciji f.

Za presjek rjesavamo sustav 2 + y? = 2, y = 22. Primijeéujemo da mozemo izraziti 22
iz obje jednadzbe. Time dobivamo kvadratnu jednadzbu po y kojoj su rjesenja y = 1 i
y = —2. No, uvrstavajuéi u jednadzbu parabole, samo prva vrijednost daje rjesenja za
x. Tocke presjeka su (—1,1) i (1,1). Rubovi integracije su [—1, 1].

Povrsina je sada dana integralom P = f_ll V2 — 22 — 2%dz. U prvom dijelu imamo
korijen koji rjesavamo trigonometrijskom supstitucijom, a u drugom dijelu polinom kojeg
se trivijalno rijesimo. Obradimo prvo iracionalni dio:

! =+2sint r=-1 = t=-7/4
2~ g2dw=| "
L

dr =+2costdt =1 = t=1/4

w/4 1
2 .
= / 2 cos” tdt = (t + 3 sm(2t))

w/4

w/4

s
= -+ 1
5 +
—m/4

1
Kako je / 22dr = 2/3, konacna povrsina je P = § + %
-1

Primjer 13.5. (13.18.) Izracunajte koordinate tezista dijela ravnine omedenog pravcima
y=x,y=2zizx=2
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Ovdje koristimo formule kojih nema na webu kolegija. Skicirajuéi primije¢ujemo da je
lik kojem treba naci teziste trokut. Teziste trokuta znamo racunati i na drugaciji nacin
(koordinate tezista su aritmeticka sredina koordinata vrhova), no da pokazemo kako se
koristi formula iz ovog materijala, zadatak ¢emo rijesiti drugacije. Naravno, u slucaju
trokuta smijete koristiti koju god zelite formulu.

Kako se prva dva pravca sijeku u ishodistu, a treéi pravac je x = 2, rubovi integracije
su 0 i 2. Gornja funkcija je f(z) = 2z, a donja g(x) = z. Sada smo spremni primijeniti
formulu. Primijetite da se osim S$to trebamo izracunati integrale u dva brojnika, moramo
izrac¢unati i povrsinu lika za koju je formula ponovno dana integralom. Ponavljamo,
buduéi da je ovo trokut, povrsinu mozemo nadi i direktno (i dapace, to bi bilo bolje jer
bi bilo manje posla), ali ovo je trenutak u kojem vjezbamo primjenu odredenog integrala.

2
P = / )dac—/ xdx = 2.
0

/ 2(f(z) — g(o ))dx:/02x2dx:§.

/f —g(x dm—/3x2dx—8

Zato je (xr,yr) = (4/3,2) (pazite, u formuli za ordinatu tezista je faktor 2).

Primgjer 13.6. (13.25.) Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog
krivuljama y = 22, y = 23, £ = 0, 2 = 1 oko y-osi.

Kod zadataka s volumenima rotacijskih tijela prvo treba biti oprezan u ¢itanju zadatka -
pise li rotacijom oko z ili y 0si? Ovdje se lik rotira oko y-osi, zato koristimo odgovarajuéu
formulu iz desnog stupca. Takoder, primijetite da je uvjet u formuli da je funkcija
definirana za nenegativne x i ima samo nenegativne vrijednosti. Nadalje, ovaj zadatak
je zanimljiv sam po sebi za pokazati znanje elementarnih funkcija. Kada sami skiciramo
sliku, jasno je da obje funkcije 22 i 2% prolaze ishodistem i tockom (1,1) i lik koji se
rotira nalikuje na "bananu' izmedu tih tocaka. Jasno je da obje funkcije konveksno rastu
izmedu (0,0) i (1,1), no pitanje je: koja se funkcija nalazi iznad koje?

Zadnje, kada nacrtamo sliku, uvjerimo se da nemamo situaciju istu kao na slici za
formulu volumena rotacijskog tijela - podrucje koje se rotira se nalazi izmedu dviju
krivulja, a ne izmedu funkcije i osi x.

Za zadnje koristimo trik: oduzet ¢emo dva odgovaraju¢a volumena. Naime, volumen
trazenog tijela moze se dobiti kao razlika volumena V; i V5, gdje je Vi volumen tijela
nastalog rotacijom lika omedenog s y = fi1(z) = 2%, z = 1 iy = 0, a V5 volumen tijela
nastalog rotacijom lika omedenog s y = fao(x) = 2%, 2 = 11y = 0. U oba slu¢aja, rubovi
integracije su 0 i 1, pa raéunamo:

1 1 .
Vi= 27r/ zfi(z)de = 27r/ ==,
0 0 2

1 1
V2:27r/ xfg(:n)dx:27r/ zt=—,
0 0 )

i konac¢no, V =V; — Vp = 110.
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Primjer 13.7. (13.21.) Izracunajte volumen kugle radijusa r > 0.

Za ovaj zadatak imamo poprilicno slobodne ruke. Najvjerojatnije ¢emo prvo srediste
kugle postaviti u srediste. Ako ¢emo volumen racunati koriste¢i formule iz ovog materi-
jala, trebamo kuglu radijusa r shvatiti kao neko rotacijsko tijelo. Ako gledamo rotaciju
u odnosu na z-os, uzet ¢emo polukrug u prva dva kvadranta ravnine. Ako gledamo
rotaciju u odnosu na y-os, trebali bismo uzeti polukrug u prvom i ¢etvrtom kvadrantu
ravnine, ali problem je zbog uvjeta u formuli za volumen rotacijskog tijela u odnosu na
y-os (nenegativnost podintegralne funkcije). Zato, zbog prakti¢nosti, biramo rotaciju
oko zx-osi.

Polukrug radijusa r treba prikazati kao graf funkcije f. To radimo koriste¢i formulu
22 +9? = r?, koristedi da je y pozitivan. Dobivamo f(x) = V72 — 22. Rubovi integracije
su tocke u kojima polukrug sijece x-0s, a to su —r i r. Sada, koriste¢i formulu iz prvog
stupca za volumen rotacijskog tijela, dobivamo

T
T

V=mr _T f(a:)Qda;:ﬂ/ (r2—a;2)da::7r(r2a:—x3/3)

T

4
= 57'377,

T
sto je dobro nam poznata formula.

Primjer 13.8. (13.20., izmijenjen) Izra¢unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika
omedenog krivuljama y = cos§ + 1, y =1, 2 =0, 2 = m oko z-osi.

Zadnji primjer koji ¢emo rijesiti je dosta bitan. Sada nam je rotacija oko x zadana,
nismo je sami izabrali. Skiciranjem lika koji se rotira primije¢ujemo da ponovno nemamo
bas istu situaciju kao na slici gdje nam je dana formula - lik nije priljubljen na z-os.
Zato ponovno moramo koristiti trik kao kada u Primjeru 13.6. - oduzet ¢emo dva
volumena. Neka je Vi volumen tijela dobiven rotacijom lika omoedenog krivuljama
y = fi(z) = cosg +1, z = 0, x = 7, a V1 volumen tijela dobiven rotacijom lika
omoedenog krivuljama y = fa(z) = 1, 2 = 0, x = m. TrazZeni volumen je tada V) — V5.
Granice integracije su oc¢ito 0 i 7, pa racunamo

T 2 T
V1=7r/ (cosx—Fl) dwzw/ <C082$+2COS$+1>dJC
0 2 0 2 2

3z 1 . .z
=..=T ——i—fsma:—&—élsmi

g

2 2 2
0

™
V2:7T/ 12dx = 72,
0

dakle V =V; — Vo = 47 + 72 /2.

Ono §to je bitno u zadnjem primjeru je da smo zapravo izveli formulu za volumen
izmedu rotacijskog tijela omedenog s dvije krivulje:

Ver [ h@?- b .
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s
Cesta greska je da se umjesto toga zadatak pokusa rijesiti (krivom) formulom 7 / (f1(z)—
0

fa(z))?dz. Pokusajmo intuitivno objasniti zasto je to krivo. Zamislite da je zadatak
odrediti volumen valjka radijusa 1 i recimo visine 1, te volumen "cilindra" kojem je baza
kruzni vijenac unutarnjeg radijusa 10 i vanjskog radijusa 11 (te ponovno visine 1). Oba
tijela dobijemo rotacijom kvadrata 1 x 1 - za cilindar taj je kvadrat priljubljen uz x-os,
dok je za drugi volumen taj kvadrat udaljen za 10 od z-osi. Ako bi druga "formula" bila
to¢na, ta dva tijela imala bi jednak volumen, no dosta je jasno da je drugo tijelo puno
vec¢eg volumena od valjka.

Zadatak 13.9. Rijesite zadatke:

a) (13 2.) Ako je y = f(x) neparna funkcija takva da je fEQf(x)dx = 3, koliko je
I 25 f(x)dz?

(13.8. )
Yy =

Izrac¢unajte povrsinu lika omedenog parabolom y = 2z — 2% i pravcem

b)

c) (13.17.) Izracunajte koordinate tezista dijela ravnine omedenog krivuljom y = 2

i pravcem y = 4.

d) (13.22.) Izrac¢unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivu-
ljama y = 22, £ =0, y = 1 oko z-osi.

e) (13.24.) Izrac¢unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivu-
ljamay=xz+ 1, y =0, x = 0 oko y-osi.

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i odgovara-
juée zadatke s weba.
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Upute za neke zadatke za samostalno rjesavanje

Zadatak ¢) Mozete iskoristiti simetri¢nost u odnosu na y-os, odnosno neparnost
odgovarajuce podintegralne funkcije.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka [13.9:
a
(a) Kako je funkcija f neparna, za svaki a > 0 vrijedi f(x)dx = 0, pa je zbog
—a

aditivnosti po podrucju integracije

/_12 f(z)dx = /__21 f(z)dz + /_11 f(z)dz = /__21 F(z)da

Slijedi
—9 -1 1
/ 5f(z)dr = 75/ f(z)dz = 75/ f(z)dzr = —15
-1 -2 -2
(b) Neka je f(z) = 2z — 2% i g(x) = —z. Izjednacavanjem f(z) = g(z) dobivamo
jednadzbu 2z — 22 = —x ¢ija su rjeSenja x1 = 0 i x9 = 3, odakle uvrstavanjem lako

dobijemo da su sjecista tocke (0,0) i (3, —3). Nadalje, lako se vidi da je f(z) > g(z)
za sve x € [0,3]. Sada ra¢unamo povrsinu

0
o
2 3
_9
2

(c) Nakon rjeSavanja jednadzbe x? = 4 i uvrstavanja dobivamo da su sjecista (—2,4)
i (2,4). Izra¢unajmo povrsinu. Uz f(z) = 4 i g(x) = 22 i ¢injenicu da je funkcija
x — 4 — 22 parna, imamo

2 2 2\
/2(4—m2)dm:2/0 (4—$2)dm:2<4x—3> 0

Preostaje primijeniti formule za koordinate tezista uz a = —2, b = 2, f(x) = 4 i
g(z) = 22. Tmamo, zbog neparnosti od 4z — x3 i parnosti od 16 — x*

xT:]lj/abx(f(:c)—g(x))dm:;/i (4:U—x3> dr =0
yT_le/ab (f(x)z—g(x)Q) dm—;/i (16—374) dx
2 5

2
:% i (16—954)dm:i 16x—x>
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12
T(0,—).
5)

(d) Uocimo iz skice, na intervalu [0, 1], parabola y = 2 nalazi se ispod pravea y = 1,
pa ne rac¢unamo direktno po formuli, nego od volumena valjka dobivenog rotaci-
jom kvadrata omedenog s (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) oduzimamo volumen rotacijskog
tijela nastalo rotacijom dijela ravnine omedenog s z-osi, y = 2%(= f(z)), * = 0
(odnosno tockom (0,0)) i z = 1. Lako dovivamo volumen valjka jer znamo mu vi-
sinu i polumjer baze (obje vrijednosti su 1, valjak ¢e biti polegnut ako ga zamislite
u R3, nadalje, mozete ga izrac¢unati pomoéu formula za rotacijska tijela uz funkciju
f(x) = 1, svakako preporuc¢amo za vjezbu) pa slijedi da je taj volumen jednak 7.
S druge strane, racunamo

Dakle, koordinate tezista su

b 1
V= 77/ f(x)Qd:c = 7r/ ztdx
a 0

Konac¢no, volumen trazenog tijela jednak je razlici volumena valjka i dobivenog
volumena V': o
!
V=r-V = 5
(e) Uoc¢imo da su sjecista krivulje y = x + 1 i koordinatnih osi (—1,0) i (0,1), pa
zapravo rotiramo trokut omeden tim tockama i ishodistem. Medutim, vrijednosti
nisu pozitivne, pa ne mozemo direktno iskoristiti formulu. Stoga rotiramo trokut
koji je simetri¢an s obzirom na os ¥, jer on daje isto rotacijsko tijelo. Opéenito, to
je najlakse napraviti tako da uzmemo fi(x) = f(—=x) i da sredimo granice. Dakle,
rotiramo trokut kojem su vrhovi ishodiste, tocka (0,1) i tocka (1,0), odnosno
imamoa=0,b=11 f(z)=—-2z+1

V—27r/bxf(x)dx—27r/01 (—xQ—i-x) dx

133 I2 !
o -2+

1 1
P
”( 3+2>
m
3

0
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Nizovi i nepravi integral

Uvedimo pojam nepravog integrala i rijeSimo nekoliko zadataka.

Definicija 14.1. Dana je funkcija f : [a,b) — R (gdje b posebno moze biti i +00) inte-
grabilna na svakom intervalu [a, B], B < b. Ako limes

B
L:= 1 d
ay- J, f@d

postoji, tada tu vrijednost nazivamo nepravim integralom i oznacavamo s

/abf(a?)dx.

Posebno kazemo da nepravi integral konvergira. Ako limes ne postoji, kazemo da integral
divergira.

Analogno definiramo u slu¢aju limesa funkcije f : (a,b] — R. U sluéaju f : (a,b) —
R, nepravi integral se definira kao

b c B
| f@e = fim [ j@da+ im [ @)
za proizvoljnu tocku c izmedu a i b.

Dakle, nepravi integrali kombiniraju znanje odredenih integrala i limesa funkcija.
Najcesce su limesi koji se pojavljuju u ovakvim zadatcima lagani. Kao i kod "obi¢nih"
limesa, divergencija moze ukljucivati da nepravi integral ide u —oo, +oo, ili "samo"
divergira, tj. da mu se vrijednost ne priblizava nijednoj konkretnoj vrijednosti ili besko-
nacnosti, najc¢esée implicirajué¢i da "titra" na neki nacin.

Takoder, pazite na definiciju "dvostranog" nepravog integrala. Recimo, za f : R —
R, netko bi mogao pomisliti da nepravi integral na cijeloj domeni funkcije f mozemo
racunati kao lim 4,1 o ff‘A f(x)dx. No, on se tako ne definira i pogresno je ra¢unati na
taj nac¢in. Recimo krivom definicijom dobili bismo da funkcija f(z) = x ima nepravi
integral po cijeloj domeni jednak nula, no pravom definicijom vidimo da njen nepravi
integral divergira.

182
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Tehnika rjesavanja zadataka s nepravim integralima ovisi samo o prirodi podinte-
gralne funkcije i ne razlikuje se mnogo od racunanja pravih integrala. Zato se za ovu
lekciju podrazumijeva poznavanje ostalih tehnika integriranja iz prethodnih lekcija.

Primjer 14.2. Ukoliko konvergiraju, izracunajte neprave integrale:

—+0c0 9

o (14.7.b))/ xe ¥ dz,
0
0 1

o (14.7.0)) / i
—00 — X

1 1
o (14.7.)) /0 e it

Buduéi da je jedna od granica +oo, jasno je da se radi o nepravom integralu. U drugom
rubu integracije funkcija je dobro definirana, pa ¢emo ovaj nepravi integral na¢i preko
limesa samo za gornji rub integracije. Kao i u svakom zadatku ovakvog tipa, prvo ¢emo
se pozabaviti integralom oblika / ze ™ dx (dakle, problemati¢an rub zamijenili smo

0
konstantom B) i rjeSavamo ovaj integral u ovisnosti o tom parametru B.

/B e t = —a? =0 = t=0
0 e T ldt=—22dr r=B = t=—DB2

0
-B? 1 1 /0 1
= — 7t = — t = — t
— /0 2€dt 2[B2€dt 2(6) .

1— e*B2
2

Sada za nepravi integral iz zadatka treba izracunati limes dobivenog izraza kada B —
+00. ObrazloZenje ée Cesto i¢i bas kao i u ovom zadatku: kada B — +oo, tada —B? —

2 _e—B? .. oL .
—o0, pae B =0, pal 5— — % Dakle, nepravi integral konvergira i iznosi
+oo 2 B 2 1
/ re ¥ dr= lim e ¥dr = -.
0 B—+00 Jo 2

Rijesimo na isti na¢in drugi integral. Ponovno je jedan od rubova jasan (400), dok je u
nuli podintegralna funkcija definirana. Zato ra¢unamo integral s rubovima A i 0:
/0 1 dr — t=3—-=x r=0 = t=3
A V3—=x Tldt=—dr zr=A = t=3-A
3-A

:_/3 L g— 3_Aidt:(2\/i) — 23— A—2V3.

dt =
3-A 3 W/t

3

Ponovno je analiza oko limesa lagana: kada A — —o00, 3 — A — +00, V3 — A — 400,
ali to znaci da i cijeli nepravi integral divergira u +4o0.
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Za zadnji primjer, prvo uocavamo da ni u jednom rubu integracije funkcija nije defini-
rana. Zato ¢emo prvo trebati izracunati integrale s granicama A i ¢, a zatim c i B, gdje
je A blizu 0, a B blizu 1. Toc¢ka ¢ mora biti iz intervala (0, 1), ali je proizvoljna, pa ¢emo
recimo uzeti ¢ = 1/2. Takoder, kada racunamo jedan od ova dva integrala, obracajmo
paznju kako izracunati drugi. Idemo redom:

1/2 1 1/2 1
/A o™ iAmeoiar™

t=2-1/2 z=A = t=A-1/2 _/0 (I
| dt=dx r=1/2 = t=0 ~Jacie 14— 12
| t=3siny t=A-1/2 = y=arcsin(24 1)

"~ |dt = Jcosy t=0 = y=0
0

= 1dt = —arcsin(24 — 1).
arcsin(2A—1)

Za integral izmedu granica 1/2 i B trebali bismo ponoviti slican postupak ili nekako
drugacije elegantno naéi rjesenje. Jedan nacin je tako da iskoristimo supstituciju oblika
u =1 — x i svedemo integral na upravo veé izra¢unati:

B 1
/ ————dx = arcsin(2B — 1).
12 Vao(l —x)

Da bismo izracunali originalan nepravi integral, po definiciji prvo trebamo odrediti pri-
rodu (i vrijednost) dva neprava integrala

1/2 1
! dz i / ¥dx ().
1

0 Vz(l—1x) /2 V(1 — )

Ako oba neprava integrala postoje, postoji i cijeli nepravi integral iz zadatka i vrijednost
mu je zbroj dva gornja integrala. Za prvi imamo da je

1/2 1 . 1/2 1 : .
lim lim —arcsin(24 — 1)

———dz = ——dr =
0 Vz(l—ux) T A0 A a(l—ux) T A0

Kada A — 0%, tada 24 — 1 — —1F, dakle arcsin(24 — 1) — SF. Dakle, prvi nepravi
integral iz () postoji (konvergira) i iznosi 5. Analogno i drugi nepravi integral iz (*)
postoji i iznosi takoder 7, pa konvergira i cijeli nepravi integral iz zadatka i iznosi 7.
Zadatak 14.3. Ukoliko konvergiraju, izracunajte neprave integrale:

1

xln®z

a) (14.7.a)) / " d,

+o0 1

xz,

b) (14.7.¢)) /

—d
—00 $2+4IL‘+9
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c) (14.7.1)) /5 ctg zVsin zdz,

0
2 T —
d) (14.7.6)) /1 \/:%dx.

Nakon sto rijesite sve zadatke iz ovog materijala, savjetujemo da rijesite i ostale
primjere iz zadatka 14.7. s weba.
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Rjesenja zadataka za samostalno rjeSavanje

Rjesenje zadatka

(a) Vidimo da je interval [e, +00) sadrzan u domeni funkcije, pa imamo nepravi integral
u samo jednom smjeru. Za proizvoljni A > e ra¢unamo

/A 1 dr — t=Inx e—1
e zldz o |dt=% A-hA

_/lnAdt_ ot
L B 2 ¢

1 1
--H{atz )
2 \In“ A

1

Odavde slijedi

S A 1/ 1 1
L de = i = lim —=(—— 1) ==
/e pd T e de =l 2(ln2A ) 2

(b) Kako je nazivnik svugdje strogo veéi od 0, funkcija je definirana na cijelom R.
Nadalje, moramo racunati obostrani nepravi integral, pa ga treba razdvojiti u
proizvoljnoj tocki, a nekako je najprirodnije uzeti ¢ = 0. Dakle, gledamo integrale
na [A,0] i [0, B] za proizvoljne A < 01 B > 0. Izracunajmo neodredeni integral,
pa ¢emo nakon toga lako uvrstiti granice (da ne provodimo dva puta nacelno isti
racun).

JE R —
22 +4x+9 7 ) (x+2)2+5

. t=x+2 _ 1

_ldt:dx _/t2+5dt
1 t

= —arctg(— ) +C
\/Barcg<\/5>

T+ 2

zjgarctg< NG >+C'

Sada imamo

/Oldx—1<arct <2>—arct (A+2)>
a2t dr 9™ T B\TTEE S\ V5

))

Sl

/B 1da:—1<arct <B+2>—arct (
o 2rdr+ 9T B\ T A &
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Kako je li tgr =~ i tgr = ——, i
ako je lim arctgz = o1 lim arctge = -, imamo

li
T—r—00

T
2

/0 ! d li /O ! d
o2+ Az + 9" A—>—OOA(LU+2)2+5$

= lim i (arctg (2> — arctg <A+2))
A —c0 /b V5 NG
1 2 m
= 75 (e (55) + )
/Oo ;dx = lim 7 ;dx
0o x2+4+4x+9 B—ooJo (x+2)245

g s (257) o (3)
1 /n 2
3 Gme(2)

Napokon, kad zbrojimo ova dva integrala, dobivamo

/00 1 p /0 1 P +/<>° 1 P T
—————axr = ——————ax S aAr = ——
o 2?2+ 449 o 2+ 449 0 r2+4x+9 V5

(c) Domena funkcije ctg (odnosno glavne grane koju promatramo), pa onda i cijele

podintegralne funkcije je interval (0,7), pa gledamo integral / ’ ctg xV/sinzdxr za
A

proizvoljni 0 < A < §. Racunamo

B = si 71 Lo
/2 ctg xVsinzdr = l t=sinz 27 ] :/ — . tdt
A S

dt = cos zdx A —sinA in A
1

=3 (l — sinA)

Sada lako dobivamo

/E ctg Vsinzdr = lim /5 ctg Vsinzdr = lim 3 (1 — V/sin A) =3
0 A—0+JA A—0+
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2 x—2

(d) Funkcija je definirana na intervalu (1,00), pa racunamo / 1d:c za, pro-
A T —

izvoljni 1 < A < 2. Imamo

2a-2  ft=c-1 251 | _ oty
AT T dt=de  A—A-1|" i Vi
Lot L | oy 1 1
= —dt—/ —dt:/ ﬁdt—/ tadt
A-1 V1 A-1 /1t A-1 A-1
2 3 ; 2
_ 245 _ 945 — _ —_1)3 ) — _ _
= 512 2t3 _3<1 (A 1)) 2(1-vA=1)
A-1 A—1

= 7% - g,/(Af 13 +2V/A-1

Sada lako dobivamo

2 p-2 2 r-2 4 2 4
- = 1i [ = | — — 4/ —1)3 VA — P
1 \/mdx Ali{{lJr/A T — 1dx A1i>H11+ ( 3 3 (A-1*+2v4 1) 3
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