
1a 1b

jmbag ime i prezime

Diferencijalni i integralni ra£un 2

prvi kolokvij, 29.11.2022.

Napomene: Odmah potpi²ite sva £etiri lista koja ste dobili. Zadatke rje²avajte na tim papirima

i dodatnim praznim papirima koje tako�er trebate potpisati. Nije dozvoljeno kori²tenje kalkulatora

niti ikakvih formula osim onih koje ¢e vam biti podijeljene na po£etku pisanja.

1. (ukupno 16 bodova)

(a) (8 bodova) Odredite Taylorov red oko nule za funkciju f(x) = x · ln(2 + x).
(b) (8 bodova) Izra£unajte s gre²kom manjom od 10−4

∫ 1/3

0

ln(1− x2)

x
dx.

Napomena: Taylorov polinom n-tog stupnja i ostatak za funkciju ln(1 + x) iznose

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
+ . . .+ (−1)n−1x

n

n
+Rn(x),

uz |Rn(x)| ≤
xn+1

n+ 1
(kad je x ∈ ⟨0, 1⟩) i |Rn(x)| ≤

|x|n+1

(n+ 1)(1 + x)
(kad je x ∈ ⟨−1, 0⟩).
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jmbag ime i prezime

Diferencijalni i integralni ra£un 2

prvi kolokvij, 29.11.2022.

2. (ukupno 18 bodova)

(a) (12 bodova) Ispitajte konvergiraju li redovi

∞∑
n=1

nn+1(n2 + 2n+ 3)

(2n+ 1)n
,

∞∑
n=1

1 + 2n lnn

n2 + n+ 1
.

(b) (6 bodova) Odredite radijus konvergencije reda potencija

∞∑
n=0

n2 +
√
n+ 1

3n + 1
xn.
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jmbag ime i prezime

Diferencijalni i integralni ra£un 2

prvi kolokvij, 29.11.2022.

3. (ukupno 16 bodova)

(a) (10 bodova) Pokaºite da se graf funkcije f(x, y) = ex
2−y2 − 2xy − 3 i pravac p £ija

je jednadºba
x− 4

3
=

y − 2

3
=

z − 1

1

sijeku u to£ki T = (1,−1, 0). Odredite jednadºbu tangencijalne ravnine na graf
funkcije f u to£ki T . Odredite kut izme�u te tangencijalne ravnine i pravca p.

(b) (6 bodova) Napi²ite parametarsku jednadºbu tangente na krivulju c : R → R3

zadanu s c(t) = (2t2, t2+t, 2t+1) u to£ki njenog presjeka s ravninom x−2y+2z = 6.
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jmbag ime i prezime profesor

Diferencijalni i integralni ra£un 2

prvi kolokvij, 29.11.2022.

4. (10 bodova) Neka su an ≥ 0. Pokaºite ili opovrgnite sljede¢u tvrdnju: Red
∞∑
n=1

an je

konvergentan ako i samo ako mu je pripadni niz parcijalnih suma sn =
n∑

k=1

ak ome�en.

5. (10 bodova) Odredite i opi²ite onu nivo-krivulju funkcije

f(x, y) = 16x2 + 4y2

koja prolazi to£kom T (1
2
,
√
3), ako takva postoji.

6. (10 bodova) Postoji li limes

lim
(x,y)→(0,0)

xy

sin2 x+ sin2 y
?

Obrazloºite!

7. (10 bodova) Zadane su funkcije

f(x, y) = e1−x2−y2 , g(x, y) =
1

x2 + y2
.

Pokaºite da se njihove vrijednosti podudaraju za sve to£ke T (x, y) kruºnice radijusa 1
sa sredi²tem u ishodi²tu te da su im u tim to£kama normale na grafove jednake, tj.
vektori normala su im kolinearni.

8. (10 bodova) Odredite Taylorov red funkcije f(x) = sinx cosx oko to£ke x = π
2
.



RJE�ENJA

4. (10 bodova) Neka su an ≥ 0. Pokaºite ili opovrgnite sljede¢u tvrdnju: Red
∞∑
n=1

an je

konvergentan ako i samo ako mu je pripadni niz parcijalnih suma sn =
n∑

k=1

ak ome�en.

Rje²enje. Tvrdnja vrijedi.
=⇒ Ako je red konvergentan, onda je (po de�niciji) konvergentan njegov niz parci-
jalnih suma (sn), a svaki konvergentni niz je ome�en (Dir1).
⇐= Obzirom da je an ≥ 0, imamo sn = sn−1 + an ≥ sn−1 pa je niz (sn) rastu¢i.
Uz pretpostavku da je i ome�en znamo (iz Dir1) da on mora biti konvergentan, no to
upravo zna£i da dani red konvergira.

5. (10 bodova) Odredite i opi²ite onu nivo-krivulju funkcije

f(x, y) = 16x2 + 4y2

koja prolazi to£kom T (1
2
,
√
3), ako takva postoji.

Rje²enje.

f
(1
2
,
√
3
)
= 16

(1
2

)2

+ 4
(√

3
)2

= 4 + 12 = 16

Zato jednadºba te krivulje glasi

16x2 + 4y2 = 16,

tj.

x2 +
y2

22
= 1.

Vidimo da je rije£ o (standardnoj) elipsi sa sredi²tem u ishodi²tu i poluosima duljina
a = 1 i b = 2.

6. (10 bodova) Postoji li limes

lim
(x,y)→(0,0)

xy

sin2 x+ sin2 y
?

Obrazloºite!

Rje²enje. Navedeni limes ne postoji.
Ako limes funkcije f(x, y) = xy

sin2 x+sin2 y
u to£ki (0, 0) ra£unamo duº pravca y = 0, dobit

¢emo

lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

0

sin2 x
= lim

x→0
0 = 0.

Ako pak limes ra£unamo duº pravca y = x, dobit ¢emo

lim
x→0

f(x, x) = lim
x→0

x2

2 sin2 x
=

1

2
lim
x→0

( x

sinx

)2

=
1

2
.

Kako su te dvije dobivene vrijednosti razli£ite, slijedi da ne postoji lim(x,y)→(0,0) f(x, y).

7. (10 bodova) Zadane su funkcije

f(x, y) = e1−x2−y2 , g(x, y) =
1

x2 + y2
.



Pokaºite da se njihove vrijednosti podudaraju za sve to£ke T (x, y) kruºnice radijusa
1 sa sredi²tem u ishodi²tu te da su im u tim to£kama normale na grafove jednake, tj.
vektori normala su im kolinearni.

Rje²enje. Jednadºba jedini£ne kruºnice sa sredi²tem u ishodi²tu je x2 + y2 = 1. Za
svaku to£ku T (x, y) £ije koordinate zadovoljavaju tu jednadºbu imamo

f(T ) = e1−(x2+y2) = e1−1 = e0 = 1,

g(T ) =
1

x2 + y2
=

1

1
= 1,

²to je jednako. Kako je

∂f

∂x
= −2xe1−x2−y2 ,

∂f

∂y
= −2ye1−x2−y2 ,

∂g

∂x
=

−2x

(x2 + y2)2
,

∂g

∂y
=

−2y

(x2 + y2)2
,

vektori normala na grafove od f i g u to£ki T su redom

nf (T ) =
(
− ∂f

∂x
(T ),−∂f

∂y
(T ), 1

)
=

(
− 2xe1−(x2+y2),−2ye1−(x2+y2), 1

)
= (−2xe1−1,−2ye1−1, 1) = (−2x,−2y, 1),

ng(T ) =
(
− ∂g

∂x
(T ),−∂g

∂y
(T ), 1

)
=

( −2x

(x2 + y2)2
,

−2y

(x2 + y2)2
, 1
)

=
(−2x

12
,
−2y

12
, 1
)
= (−2x,−2y, 1).

Kako je ispalo nf (T ) = ng(T ), zaklju£ujemo da se pripadne normale podudaraju.

8. (10 bodova) Odredite Taylorov red funkcije f(x) = sinx cosx oko to£ke x = π
2
.

Rje²enje. Najprije koristimo formulu za sinus dvostrukog kuta, potom supstituiramo
y = x− π

2
, tj. x = y + π

2
:

f(x) =
1

2
sin 2x =

1

2
sin 2

(
y +

π

2

)
=

1

2
sin

(
2y + π

)
= −1

2
sin 2y,

a na kraju koristimo poznati (tabli£ni) Taylorov razvoj funkcije sinus:

sin t =
∞∑
n=0

(−1)n
t2n+1

(2n+ 1)!
.

Dobivamo

f(x) = −1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(2y)2n+1

(2n+ 1)!
=

∞∑
n=0

(−1)n+1 22n

(2n+ 1)!
y2n+1

=
∞∑
n=0

(−1)n+1 22n

(2n+ 1)!

(
x− π

2

)2n+1

.



1a 1b

jmbag ime i prezime

Diferencijalni i integralni ra£un 2

prvi kolokvij, 29.11.2022.

Napomene: Odmah potpi²ite sva £etiri lista koja ste dobili. Zadatke rje²avajte na tim papirima

i dodatnim praznim papirima koje tako�er trebate potpisati. Nije dozvoljeno kori²tenje kalkulatora

niti ikakvih formula osim onih koje ¢e vam biti podijeljene na po£etku pisanja.

1. (ukupno 16 bodova)

(a) (8 bodova) Odredite Taylorov red oko nule za funkciju f(x) = x · ln(3 + x).
(b) (8 bodova) Izra£unajte s gre²kom manjom od 10−4

∫ 1/2

0

ln(1− x4)

x
dx.

Napomena: Taylorov polinom n-tog stupnja i ostatak za funkciju ln(1 + x) iznose

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
+ . . .+ (−1)n−1x

n

n
+Rn(x),

uz |Rn(x)| ≤
xn+1

n+ 1
(kad je x ∈ ⟨0, 1⟩) i |Rn(x)| ≤

|x|n+1

(n+ 1)(1 + x)
(kad je x ∈ ⟨−1, 0⟩).
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2. (ukupno 18 bodova)

(a) (12 bodova) Ispitajte konvergiraju li redovi

∞∑
n=1

nn+2(n2 + n+ 4)

(3n+ 1)n
,

∞∑
n=1

1 + 3n lnn

n2 + 2n+ 2
.

(b) (6 bodova) Odredite radijus konvergencije reda potencija

∞∑
n=0

n2 +
√
n+ 2

4n + 1
xn.
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3. (ukupno 16 bodova)

(a) (10 bodova) Pokaºite da se graf funkcije f(x, y) = e−x2+y2 − 2xy− 3 i pravac p £ija
je jednadºba

x− 2

3
=

y − 4

3
=

z − 1

1

sijeku u to£ki T = (−1, 1, 0). Odredite jednadºbu tangencijalne ravnine na graf
funkcije f u to£ki T . Odredite kut izme�u te tangencijalne ravnine i pravca p.

(b) (6 bodova) Napi²ite parametarsku jednadºbu tangente na krivulju c : R → R3 za-
danu s c(t) = (t2+t, 2t2, 2t+1) u to£ki njenog presjeka s ravninom−2x+ y + 2z = 8.
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4. (10 bodova) Neka su an ≥ 0. Pokaºite ili opovrgnite sljede¢u tvrdnju: Red
∞∑
n=1

an je

konvergentan ako i samo ako mu je pripadni niz parcijalnih suma sn =
n∑

k=1

ak ome�en.

5. (10 bodova) Odredite i opi²ite onu nivo-krivulju funkcije

f(x, y) = 16x2 + 4y2

koja prolazi to£kom T (1
2
,
√
3), ako takva postoji.

6. (10 bodova) Postoji li limes

lim
(x,y)→(0,0)

xy

sin2 x+ sin2 y
?

Obrazloºite!

7. (10 bodova) Zadane su funkcije

f(x, y) = e1−x2−y2 , g(x, y) =
1

x2 + y2
.

Pokaºite da se njihove vrijednosti podudaraju za sve to£ke T (x, y) kruºnice radijusa 1
sa sredi²tem u ishodi²tu te da su im u tim to£kama normale na grafove jednake, tj.
vektori normala su im kolinearni.

8. (10 bodova) Odredite Taylorov red funkcije f(x) = sinx cosx oko to£ke x = π
2
.


