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JMBAG IME I PREZIME

Diferencijalni i integralni racun 2
drugi kolokvij, 7.2.2023.

Napomene: Odmah potpisite sva Cetiri lista koja ste dobili. Zadatke rjesavajte na tim papirima
i dodatnim praznim papirima koje takoder trebate potpisati. Nije dozvoljeno koristenje kalkulatora
niti ikakvih formula osim onih koje ¢e vam biti podijeljene na pocetku pisanja.

1. (ukupno 20 bodova)

(a) (10 bodova) Odredite tip lokalnih ekstrema funkcije f: R® — R zadane s
f(z,y,2) = 2arctgr — y* — 2° — v — yz.
(b) (10 bodova) Odredite globalne ekstreme funkcije g: R* — R zadane s

g(z,y) = e"(x —y)

na skupu Q C R? koji je trokut s vrhovima (0, 0), (2,0), (2, 1).
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Diferencijalni i integralni racun 2
drugi kolokvij, 7.2.2023.

2. (ukupno 20 bodova)

(a) (10 bodova) Skup S je podruéje ravnine omedeno krivuljama
r=vy, 2>-3x=uy.

Odredite povrsinu tog skupa.
(b) (10 bodova) Izracunajte trostruki integral

LY
J[] 2t deava
D

pri cemu je D = {(z,y,2) e R*: 0 < 2z <z, 2% +y* < 4}.
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3. (ukupno 10 bodova) Izra¢unajte vrijednost krivuljnog integrala
/ —23y dr + z* dy,
c

pri ¢emu je krivulja C' pozitivno orijentirani rub podrucja

D={(r,y) eR*: 2* +y* <9, z < 0}.
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Diferencijalni i integralni racun 2
drugi kolokvij, 7.2.2023.

. (10 bodova) Neka su A, B,C, D, E, F realni brojevi takvi da je AC > B? Koliko
lokalnih ekstrema ima funkcija f: R? — R dana formulom

f(x,y) = Az* + 2Bxy + Cy* — 2Dz — 2By + F?

Ne trebate odrediti te ekstreme, ve¢ samo rigorozno obrazloziti svoj odgovor.

Rjesenje. Kako je

g =2Ax + 2By — 2D,
Ox
g = 2Bz 4+ 2Cy — 2F,
dy

vidimo da su stacionarne tocke (z,y) rjeSenja sustava linearnih jednadzbi

Ax+ By =D,
Bx+Cy=FE.
Determinanta tog sustava je
A B| 9 .
‘B C‘—AC’—B > 0;

dakle nije jednaka 0 pa sustav ima jedinstveno rjesenje. Nadalje,

92 f
@ —_— 2147
0*f
=2B
Oxdy ’
o2 f

Dakle, u jedinstvenoj stacionarnoj toc¢ki Hesseova matrica (tj. matrica drugih deriva-
cija) glasi
2B 2C

Njezina determinanta je 4(AC — B?). Prisjetimo se da je AC > B? > 0 te je posebno
AC > 0, odakle vidimo A # 0.

oF]

e Ako je A > 0, tada iz 24 > 0, 4(AC — B?) > 0 zakljucujemo da je stacionarna
tocka zapravo tocka lokalnog minimuma.



e Ako je A < 0, tada iz 24 < 0, 4(AC — B?) > 0 zakljucujemo da je stacionarna
tocka zapravo tocka lokalnog maksimuma.

U oba slucaja funkcija f ima to¢no jedan lokalni ekstrem.

. (10 bodova) Integral u Kartezijevim koordinatama

V2 VIma? pyfa—a?oy?
/ / / f(z,y,2)dzdy dx
0 T 0

zapisSite kao integral u sfernim koordinatama. Potom izracunajte volumen tijela po
kojem se integrira, tj. volumen od

D:{(x,y,z)€R3 : ngg\/i x<y<Vi-—2? OSZS\/4—SL’2—y2}.

Rjesenje. Domena integracije D zadana je uvjetima

nggx/i, r<y<Vid—22 0<z2<\4—22—19>2

Primijetite da je 0 < 2 < y, z > 0 i da zadnji uvjet daje 22 + y? + 22 < 4. Uvjet
y < v/4 — 22 sada postaje nepotreban, jer slijedi iz 2% + y? < 22 + y? + 2? < 4. Isto
tako i uviet < v/2 postaje nepotreban, jer slijedi iz 0 < = < V4 — a2, tj. 222 < 4.
Dakle,

D={(z,y,2) eR*: 0<ax <y, 220, 2° +y* 4+ 2° < 4}.

U sfernim koordinatama
x = psinpcosf, y=psinpsinfh, z = pcosp
je to tijelo odredeno sa
0 < cosf <sinf, cosp >0, p2 <4,
tj.
m/4<0<7/2, 0<p<7/2 p<2

Integral postaje

w/2 /2 P2
/ / / f(psinpcosf, psin psin b, pcos ) p? sin o dp dep db.
w/4 JO 0

Volumen samog tijela D se tada dobije uzimanjem f = 1 i po Fubinijevom teoremu

1znosi 2 " )
T T T 8 27
d@)(/ singodgo)(/ p2dp>:—~1-—:—.
(/ﬂ/4 0 0 4 3 3

. (10 bodova) Izra¢unajte duljinu krivulje s jednadzbom y = ch x koja se nalazi izmedu
pravaca x =01ix = 1.

Rjesenjge. Rijec je o krivulji, tj. Jordanovom luku
I'={(x,chz): 0 <z <1}
pa je paramatrizacija (o¢igledno)
7(t) = (t,cht), 0<t<1.
Kako je
7(t) = (1,sht), |F'(t) = V1 +sh%t = cht,

duljina od I' je

6—671

2

1
T = / cht dt = shl — sh0 = shl =
0



. (10 bodova) Neka su tocke P,@Q € R? redom udaljene za 2 i za 3 od ishodista. Izra-
¢unajte krivuljni integral (druge vrste) vektorskog polja v: R? — R?, ¥(z,y) = (z,y)
duz bilo koje orijentirane krivulje I' s po¢etkom P i krajem ().

Rjesenje. Primijetimo da je v = V£, gdje je f: R? = R, f(z,y) = (22 +y?)/2. Naime,

or o
or 8y_y

Sada formula s predavanja daje

[ #-ar = 1@ - #(p)

r

Ako imamo koordinate tocaka P = (zp,yp), @ = (zg,yq), onda uvjet zadatka daje
ahtyp=22=4, aZ+yp=3"=9

pa je

o Yetye Thtyp 9
= 2 2 2

)
r 2

DO |~

. (10 bodova) Neka je I pozitivno orijentirana krivulja koja obilazi rub pravokutnika
P =0,2] x [0,1]. Izracunajte

ﬁ (™ +2)yda + (e + 3)z dy.
f

Rjesenje. Primjenjujemo Greenovu formulu uz
P(z,y) = ey +2y, Qz,y)=e"r+ 3z

te je

0 0P
—Q =eary+e¥+3, —=eYay+eY+2
ox dy

pa onda imamo

9Q OP

/ﬂde—i—Qdy:/ (a——a—)dxdy:/1dxdy:povréinaodP:2.
r p NOT Y P
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Napomene: Odmah potpisite sva Cetiri lista koja ste dobili. Zadatke rjesavajte na tim papirima
i dodatnim praznim papirima koje takoder trebate potpisati. Nije dozvoljeno koristenje kalkulatora
niti ikakvih formula osim onih koje ¢e vam biti podijeljene na pocetku pisanja.

1. (ukupno 20 bodova)

(a) (10 bodova) Ispitajte tip lokalnih ekstrema funkcije f: R® — R zadane s
f(z,y,2) = 2® + w2+ 2> +y — 2arctgy.
(b) (10 bodova) Odredite globalni maksimum funkcije g: R* — R zadane s

g(z,y) = e’(y — )

na skupu Q C R? koji je trokut s vrhovima (0, 0), (0,2), (1,2).
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Diferencijalni i integralni racun 2
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2. (ukupno 20 bodova)
(a) (10 bodova) Skup S je podruéje ravnine omedeno krivuljama
2

rr—4dr =y, T=y.

Odredite povrsinu tog skupa.
(b) (10 bodova) Izrac¢unajte trostruki integral

LY
J[] 2t deava
D

pri cemu je D = {(z,y,2) e R*: 0 < z <y, 2* +y? < 9}.
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3. (ukupno 10 bodova) Izra¢unajte vrijednost krivuljnog integrala
/ —23y dr + z* dy,
c

pri ¢emu je krivulja C' pozitivno orijentirani rub podrucja

D ={(r,y) eR*: 2® +y* <4, z < 0}.



