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JMBAG IME I PREZIME

Diferencijalni i integralni racun 2
prvi kolokvij, 26.11.2020.

Napomene: Odmah potpisite sva Cetiri lista koja ste dobili. Zadatke rjesavajte na tim papirima i
dodatnim praznim papirima koje takoder trebate potpisati. Nije dozvoljeno koristenje kalkulatora.

1. (ukupno 16 bodova):
(a) (8 bodova) Odredite Taylorov polinom oko 0 stupnja 8 funkcije

f(z) = 2°sin(2z).

(b) (8 bodova) Izracunajte s greskom manjom od 1072

1
cos T
dx.
|
Napomena: ocjena ostatka Taylorovog polinoma oko nule stupnja 2m za cosx je

2m+2
[Rom(@)] < 20 2 e R,

Rjesenje.
(a) Na vjezbama smo pokazali da ako je funkcija jednaka redu potencija na nekoj okolini 0,

tada je taj red bas Taylorov red, a njegov pocetni komad je Taylorov polinom. Prema
tome, zbog

00 _1)n
sin g = Z ( ( ) ZL‘QTH_I

|
— (2n+1)!

slijedi da je

3 i (_1)n 2n+1 i n 22n+1 2n+4
= .
2 2n+ 1) 2 2n T Cnrl)!

Kako je 2n +4 < 8 za n < 2, slijedi

2
n 22n+1 4 6 4 8
2n +1)! 3 15

n=

Alternativno, moze se rac¢unati i prvih 8 derivacija funkcije f.



(b) Iz ocjene u zadatku vrijedi

1 1
/ ‘R2m(x>|dx S 1 / $2m+%d$ _ - 1 ’
o VT (2m+2)! Jy (2m + 3)(2m + 2)!
a desni izraz je manji od 1072 ve¢ za m = 1 pa vrijedi
! cos(z)
o VT

Kako je To(r) = 1 — Z°, vrijedi:

! cos(z) /ll—ﬁ
dr ~ Zdr=18.
/0 Ve o VT

B LTy ()

dz —
o VI

dx‘ <1072
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Diferencijalni i integralni racun 2
prvi kolokvij, 26.11.2020.

2. (ukupno 18 bodova)
(a) (12 bodova) Ispitajte konvergenciju redova

o0

Z cos(2n) ; f: (=1)"
) “~ (Inn)* —10Inn + 20

— n—i—lglnn

(b) (6 bodova) Odredite radijus konvergencije reda potencija
> 5o
2"+ 3

n=0

Rjesenje.
cos(2n)

< 1 a
3
(n+1)2 Inn

3

(n+1)2
= ° - konvergira po integralnom kriteriju.
Zn,4 3 gira p g ]
n?2

(a) Za n > 3 vrijedi Inn > 1 pa kako je i |cos(2n)| < 1, vrijedi:

1L
(n+1)3
Prema tome, po usporednom kriteriju konvergira i prvi red.

Znamo da konvergencija reda ne ovisi o prvih proizvoljno ¢lanova reda. Medutim, kako
je funkcija z — 3: — 10z + 20 rastuca za x > 5, to je funkcija n — (Inn)? — 101Inn + 20
rastuca za n > €. Lagano se pokaze i da ¢lanovi reda teZe k nuli. Prema tome, red

znamo s predavanja dared ) - .

ot
“~ (Inn)* —10Inn + 20

konvergira po Leibnizovom kriteriju pa i pocetni red konvergira.
(b) S vjezbi znamo da je radijus konvergencije jednak

r= ! = lim \"/3"+2":3lim"1+<§> =3.

. 1 n—00 n—o00
limsup,,_, o {/ z773m

Alternativno, mogli smo koristiti formulu (koja vrijedi samo kada navedeni limes doista
postoji)

1 n n n 2\
T:limﬂ:lim—2+1+3+1:3—:lim—2.(§) +3:3.
n—00 W n—oo 2" 4 37 3n s o0 (g) +1



3a 3b

JMBAG IME I PREZIME
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3. (ukupno 16 bodova)
(a) (8 bodova) Odredite 0,h5(0,1), ako je h = f o g, te

(u/v?)

vy +3

(b) (8 bodova) Odredite sve toc¢ke u kojima cilindri¢na spirala c(t) = (cost,sint, 3t)
sijete paraboloid z = m(2? + 3?), te za svaku tocku presjeka T odredite kut pod
kojim tangenta na ¢ u 7T sije¢e tangencijalnu ravninu na paroboloid u 7.

fu,v) = (ee ,ut + 6uv? — 31}) : g(x,y) = (In(x—i—y), vty ) :

Rjesenje.

(a) Kako bismo odredili 01h2(0,1), iz formule Dh(0,1) = D(f o g)(0,1) = Df(g(0,1)) -
Dg(0,1) vidimo da je potrebno izracunati samo element u matrici na presjeku drugog
retka i prvog stupca, a za to je potrebno izracunati samo parcijalnu derivaciju od druge
komponente funkcije f i parcijalnu derivaciju od g po x.

1
[0ufolwv) O folu,v)] = [4u” + 60 1200 —3], {ii } [“’”Ty]

9<0’1>=(0é), [0uf2(9(0,1)) 0,f2(9(0,1))] = [3 —3], {gg 0,1 }

Do o

81h2(07 1) - [aqu(g(()? 1)) 8Uf2(g(07 1))} ' [gﬁiigg: i§:| % [1] B B ; =0

(b) Odredimo prvo sjecista. Trazimo tocke koje se istodobno nalaze i na spirali ¢(t) =
(cost,sint, 3t) i paraboloidu z = m(z? + y?). Dakle, trazimo rjeSenje sustava

Ty = costy, Yo = sinty, 2o = 3to, 20 = T(TZ +v3).

Iz 3ty = 2 = m(af + yf) = m(cos® to + sin’ty) = 7, vidimo da je to = I, a onda i da je

3?025, Yo =

S
o
I
3

| %

Dakle, postoji to¢no jedna tocka presjeka: T(%7 \/75, 7). Tocka se nalazi na krivulji i na
paraboloidu kao rjesenje sustava.

Vektor smjera tangenta na krivulju ¢ u tocki T' dana je s ¢/(tg) = (—sintg,costy,3) =
(=31 3y,

2 02



Paraboloid je dan kao nivo skup F(z,y, z) = 0, za funkciju F(z,y, z) = n(z* + y?) — 2.
Vektor smjera normale na tangencijalnu ravninu je V F(xq, yo, 20) = (27xo, 27yo, —1) =
(m, V3, —1).

Kut izmedu ta dva vektora dan je s

<(—\/7§,%,3),(7T,7T 3,—1)) 3

\/%+%+9\/7r2+(7r\/§)2+1 V10V4r? 41

Kut izmedu tangente i tangencijalne ravnine jednak je komplementarnom kutu prethod-
nom nadenom. Dakle, odgovor je

cos ¢ =

T 3
— —aIccos | ——m— | .
2 (\/10\/47r2 + 1)



JMBAG IME I PREZIME

Diferencijalni i integralni racun 2
orvi kolokvij, 26.11.2020.

4. (5 bodova) Za koje sve brojeve a € R konvergirared > 2°"7 Za sve takve a izracunajte
n=0
sumu navedenog reda.

RjeSenje. Ako red zapisemo ) (2“)", vidimo da je rije¢ o geometrijskom redu. On konver-
n=0

gira ako i samo ako mu je kvocijent po apsolutnoj vrijednosti manji od 1, tj. ako i samo ako
je 2% < 1, sto (logaritmiranjem) naprosto postaje a < 0. Dakle, odgovor je: za a € (—o0, 0).

Za svaki a kao gore, formula za sumu geometrijskog reda daje

P CI—

n=0

5. (5 bodova) Razvijte funkciju f(z) = L u Taylorov red oko broja 2.

RjesSenje. Koristit ¢éemo poznati razvoj s predavanja

1 o
if:jg :3;é;t za]t|<:1,

koji je naprosto formula za sumu geometrijskog reda.

Najprije supstituiramo ¢t = x — 2 <= = = ¢ + 2 te piSemo:
1 1 11 1S 0 = (DM s (-1
x t+2 21—(—t/2) 2;( 2) Z on+1 Z ontl (CE )

n=0 n=0

Gornji razvoj je trazeni rezultat i usput mozemo primijetiti da on vrijedi za | — t/2| < 1, tj.
za v — 2| <2 <=2z €(0,4).

Alternativno, do istog smo rezultata mogli doé¢i rac¢unajuéi visih derivacija funkcije f. Imamo

—1-n

f(@) = (=1)(=2) - (=n)z~ ",
odakle je

pa je zeljeni Taylorov red

> T = > ey

Nedostatak ovog pristupa je $to ne vidimo da Taylorov red doista konvergira prema funkeiji
f (ali ¢e se i ovakvo rjesenje zadatka priznavati kao “legitimno”).



6. (10 bodova) Ima li funkcija f zadana formulom

xy—v—y+1

limes u tocki (1,1)?

RjesSenje. Ako nam je tako lakSe, mozemo supstitucijom s =x—1,t =y—1 <=z = s+1,
y =t + 1 zadani limes svesti na limes u tocki (0,0):

I st
1m —_.
(s,£)—(0,0) 82 + t2

Posljednji limes ne postoji, jer racunajuéi ga duz pravca t = 0 dobivamo

Alternativno, mogli smo limes iz zadatka odmah racunati duz pravca y = 1:
, r—z
lim ——— =
a—1 a2 —2x+ 1
i duz pravca y = x:
o2t -2 +1 11
lim ————— =lim - = —.
a—=1212 —4r +2 =12 2

Opet, naravno, slijedi da zadana funkcija nema limes u tocki (1, 1).

7. (5 bodova) Odredite i precizno skicirajte prirodnu domenu funkcije zadane formulom

2
f(xay): 1_%

Potom odredite nivo-krivulju te funkcije koja prolazi to¢kom (5,4). OpiSite ju rije¢ima
1 precizno skicirajte.

RjeSenje. Da bi f(z,y) bilo dobro definirano jedino je vazno = # 01 1 — g—z > 0. Druga
nejednadzba za x # 0 postaje z2 > y2, tj. |z| > |yl, §to je pak ekvivalentno s —|z| < y < ||,
odnosno

r<y< -z zax€ (—0,0),

—rz<y<z zazx € (0,+00).

Dakle, prirodna domena od f je
{(x,y) SRS <—O0,0>, Ty < —.’L‘}U{(l’,y) SRS <O,—|—OO>, —r<y< 1‘}

Rije¢ je o skupu koji je vertikalno omeden pravcima y = x i y = —ux, ukljuc¢ujuéi rubne
pravce, ali iskljucujucéi ishodiste.

Obzirom da je



trazena nivo-krivulja je naprosto

y» 3
1L -2
2 5
£,
2
L 79
x?2 25
£,
y> 16
2 25’
tj.
Wi _ 1
x| 5
£,
4
{(a:,y) cx#£0, y= j:g:v}
Rijet je o uniji pravaca y = 2z i y = —2x bez ishodista (0, 0).

8. (10 bodova) Odredite sve moguée vrijednosti parametra a € R za koje postoji nepre-
kidna funkcija f: R? — R koja ima neprekidne parcijalne derivacije drugog reda i za
koju vrijedi

af of 2

—(z,y) =axy +vy, —I(x,y)=2"+x

5p DY) = axy +y 6y( 0)

za sve (r,y) € R?. Za svaku takvu vrijednost od a nadite barem jednu funkciju f s

navedenim svojstvima.

Rjesenje. Prema (Schwartzovom) teoremu o jednakosti mjeSovitih parcijalnih derivacija
mora biti

*f _ f
oydxr  0xOy
pa ovdje imamo
0 J, ,
8—y(a$y +y) = —x(iﬂ + ),

tj.
ar +1=2x+ 1.

Posljednja jednakost treba vrijediti za sve z € R pa izjednacavanjem koeficijenata polinoma
s obiju strana dobivamo a = 2.

Dakle, a = 2 je jedini kandidat za rezultat i jos moramo naéi pripadnu funkciju f, ¢ime ¢emo
se ujedno uvjeriti da a = 2 doista jest jedna moguca vrijednost. Na osnovu prve jednakosti
iz zadatka za a = 2 mozemo pokusSati uzeti

f(z,y) =2y +ay

i deriviranjem (izraCunajte parcijalne derivacije prvog i drugog reda) lako vidimo da je ta
funkcija zadovoljavajuca.

9. (5 bodova) Odredite jedini¢ni vektor v € R? u ¢ijem smjeru funkcija zadana formulom
flz,y) = % ima najveci rast u tocki (1,1). Za taj v izracunajte 0, f(1,1), tj. derivaciju
od f u smjeru vektora v u tocki (1, 1).



RjeSenje. S predavanja znamo da takav v ima smjer gradijenta V f(1, 1) ukoliko taj gradi-
jent nije nul-vektor.
of o 1 -
o= (L))
Oz’ dy Yy y?
Dakle,

pa je trazeni jedini¢ni vektor

W) VI Ve
v= e (o)

Nadalje znamo
8vf(171):Vf(1,1)'U:1'\/7§+(—1>' <—£> = 2.

10. (10 bodova) Pokazite da se jednadzba
P 4r+y?—2=0

moZe jednozna¢no rijesiti po varijabli 2 u okolini svake tocke (g, yo) koja ju zadovo-
ljava. Moze li se ona jednoznacno rijesiti po varijabli y u okolini tocke (1,0)?

Rjesenje. Definiramo li

flz,y) =2 +x+y* -2
jednadzba postaje f(z,y) = 0. Funkcija f ocigledno (kao polinom dviju varijabli) ima
neprekidne parcijalne derivacije. Da bismo jednadzbu mogli jednoznaéno rijesiti po varijabli
x u okolini to¢ke (zg,yo) s predavanja znamo da je dovoljno imati %(a:o, yo) # 0.

0
—f:3x2+120+1>0.
ox

Dakle, za svaku tocku (xg,yo) je %(xo, yo) > 0 pa smo pokazali $to je trebalo.

Da se jednadzba ne moze rijesiti po varijabli y u okolini tocke (1,0) mozemo naslutiti veé iz:

of of -
5y =2y = ay(1,0)_0.

Ipak, to jos nije dovoljan argument. Primijetimo da su
y=VvV2—ad—x, y=-V2—a3—=x

dvije “grane” krivulje iz zadatka. Za x € (1,+o0) vrijedi 2 — 2* — < 0 pa uopc¢e nemamo
odgovarajudi y takav da bi bilo f(z,y) = 0. Stovide, za x € (—o0,1) vrijedi 2 — 23 — z > 0
pa imamo ¢ak dva broja y takva da vrijedi f(x,y) = 0. Dakle, jednadZbu nije moguce
jednoznacno rijesiti po varijabli ¥ u okolini tocke (1,0).



