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JMBAG IME I PREZIME

Diferencijalni i integralni racun 2
drugi kolokvij, 11.02.2021.

Napomene: Odmah potpisite sva Cetiri lista koja ste dobili. Zadatke rjesavajte na tim papirima i
dodatnim praznim papirima koje takoder trebate potpisati. Nije dozvoljeno koristenje kalkulatora.

1. (ukupno 20 bodova):
(a) (10 bodova) Ispitajte tip lokalnih ekstrema funkcije g : R* — R zadane s

g(x,y) = Y + 2° + 3wy + 2¢°.

(b) (10 bodova) Odredite globalne ekstreme funkcije f(z,y) = y* — 3y — $sin’z na

domeni A = {(z,y) e R* : 0<2<Z,0<y<cosz}.

Rjesenje.

(a)

Dg(z,y) = [e*™V + 22 + 3y eV + 3z +4y] .

Izjednacujuci obje koordinate s nulama i oduzimajuéi, dobivamo x4y = 0. UvrStavajuci
u prvu jednadzbu, dobivamo e + y = 0, odakle y = —1, pa i x = 1. Dakle, jedina
stacionarna tocka je (1,—1).

ety 42 "tV 43 3 4
Hg(x,y): €x+y+3 ex+y+4 ) Hg(17_1): |:4 5:|

Prva minora iznosi 3, a determinanta cijele matrice iznosi 3-5—42 = —1. Zaklju¢ujemo da
je matrica indefinitna, stoga je (1, —1) sedlasta toc¢ka. Funkcija nema lokalnih ekstrema.
(b)

Df(z,y) = [-3sinzcosz 3(y* —1)].

Izjednacavajuéi s nulom i uzimajuéi u obzir domenu, dobivamo da je prva koordinata

nula ako i samo ako je x = 0 ili * = 7, a druga koordinata je nula ako i samo ako je
= 1. Jedine kombinacije koordinata koje se nalaze u domeni A su (0, 1).

Na rubu x = 0 funkciju parametriziramo s y: fo(y) = v> — 3y, y € [~1,1]. Kao gore

izracunamo derivaciju, i nademo jednu toc¢ku kao kandidat za tocku lokalnog ekstrema:

(0,1).
Na rubu y = 0 funkciju parametriziramo s z: fi(z) = —%sin2 z, v € [0,5]. Imamo:
fi(z) = —% sinx cosx, pa vidimo da su stacionarne tocke samo u z = 0 iz = 7, 8to

znaci da su kandidati za ekstreme (0,0) i (3,0).
Na rubu y = cosx, funkciju mozemo parametrizirati pomoc¢u varijable x. Dakle, na

domeni z € [0, Z] treba nadi ekstreme funkcije fo(z) = cos® z — cosz — 2 sin® .
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f3(x) = 3sinz(2cos® x + 3 cosz — 2) = 0. UvrStavamo supstituciju ¢ = cosz i rjesavamo
kvadratnu jednadzbu u drugoj zagradi. Rjesenjasut =1/2it = —2. Drugo odbacujemo
zbog slike funkcije cos. Dakle, kandidati za tocke globalnih ekstrema za fy su x = 0 (zbog
faktora sinx u derivaciji) i z = §. Odgovarajuci kandidati za tocke globalnih ekstrema
za fsu (0,1)1 (%, 3).

Usporedujemo vrijednosti za sve dobivene kandidate za tocke globalnih ekstrema:

£(0,1) = —2

f£(0,0)=0
f(%,()) = _4%
f(%aé) = _411_2

Zakljuc¢ujemo da je globalni maksimum funkcije f jednak 0 i postize se u (0, 0), a globalni

.. .. . 49 - o T 1
minimum funkcije f jednak —3¢ i postize se u (3, 3).
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Diferencijalni i integralni racun 2
drugi kolokvij, 11.02.2021.

2. (ukupno 20 bodova)

(a) (10 bodova) Izracunajte:

/ " dxdy
Q

gdje je € trokut s vrhovima: (0,0), (1,1), (1, —1).
(b) (10 bodova) Izrac¢unajte volumen tijela

Q={(z,y,2) ER*: 1 <2? +y* + 22 <4, 2* +y* <327}

Rjesenje.

(a) Navedeni trokut omeden je pravcima y = —z, y = x i x = 1. Prema tome, vrijedi:

2 ! * 2 ! 2 2 1
/ e” drdy = / / e dydr = / 2re” dr=¢e""| =e—1.
Q 0 J-=z 0 0

(b) Navedeni prostor sastoji se od presjeka dvostranog stosca i kuglinog vijenca. U sferi¢nim

koordinatama:
x =rsinfcos o

y =rsinfsin¢

2z =rcosf
prvi uvjet postaje: 1 < r? <4, odnosno 1 < r < 2, dok drugi uvjet postaje:

2
r?sin®§ < 3r® cos® 0 = 0 € |0, g] U [g,w].

Jacobijan navedene supstitucije je: J = r?sin 6. Zbog toga vrijedi:

2 % 21 2 T 2
V() :/ / / 7 sin0d¢d9dr+/ / / r? sin OdgdOdr
1 Jo Jo 1 J2ZxJo
2 % 2 s
= 27?/ / r? sin@d&dr—i—Qﬂ/ / r? sin OdOdr
1 Jo 1 J2r
2
=27 / r2dr
1

_147T
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Diferencijalni i integralni racun 2
drugi kolokvij, 11.02.2021.

3. (ukupno 10 bodova)

Neka je © podrucje omedeno krivuljama y = 2% i o +y = 2, te C njegov pozitivno
orijentirani rub. Koriste¢i Greenov teorem, izracunajte vrijednost integrala

3 2
Y zy® —x
de + =2 " dy.
/cy2+1 :H(y“rl)? Y

Rjesenje.

et A NP G
am(<y2+1>2) ay<y2+1)
e (0P = D= G+ D = 2-07)
e et et O

-1
(y2 +1)2

Po Greenovom teoremu je

3 2
Y Ty — T
I := dx + d:/—ldd.
/cym‘” 12T

Sjeciste krivulja koje omeduju Q: y =2?> =2—1 = 2’+1-2=0 = (z+2)(z—1) = 0.
Tocke presjeka su (—2,4) i (1,1).

12—z 1
I:/—ldxdy:—/ / 1dyd17:—/ 2 —x — 2%dx
Q -2 Jx2 -2
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4. (10 bodova) Prilikom integriranja po nutrini, vanjstini ili dijelu elipse z—j + %

b
korisno je uvesti elipticke koordinate (r, ), 7 > 0, ¢ € [0, 27) gdje je

T =ar cosy,
y=">0brsiny.

Koristedi elipticke koordinate izracunajte

//:E2 dx dy
£

gdje je

Zamjena varijabli
T(r, ) = (ar cos p, brsin ¢)

ima diferencijal
acosy —arsin go}

DT(r, ) = {b sing  brcosy

te joj je Jacobijan
Jr(r, @) = ‘a cos pbr cos ¢ — (—arsin p)bsin <p‘ = abr,
tj. u nasem sluc¢aju a = 2, b = 4 imamo
Jr(r, @) = 8r.

Skup £ je u eliptickim koordinatama dan jednadzbom

41?2 cos® p 1612 sin? @ -

1 ti. r<l.
4 16 boors

Zato je trazeni integral jednak

21 1 2m 1
/ / (2r cos ) 8rdr dp = / 32 cos® ¢ ( / 3 dr) dy
o Jo 0 0

27 27
:/ 8cos? pdp = / 4(1 + cos2¢) dp = 8.
0 0

=1




5. (10 bodova) Neka je K = [1,2]* kvadrat a I njegov rub orijentiran u smjeru suprotnom
od kretanja kazaljke na satu. Izracunajte

/ 2y dr + 32y dy .
r

Prema Greenovom teoremu trazeni integral je jednak

:/12(/12(6:cy—x2)dy)dx:/12(9x_x2)dx:277_52%7_

6. (10 bodova) Trostruki integral

1 1 ply

/ / / f(z,y, z)dz dydx
o JyzJo

/. /./.f(x,y,z)dydxdz .

Vidimo da integriramo po trodimenzionalnom skupu

S={(z,y,2) € 0,1 : Vo <y, y+2z <1}

Za dane z € [0,1] i = € [0, 1] granice integracije po varijabli y odredene su sa

napiSite u obliku

Ve<y<1l-z.
Skup takvih y je neprazan samo kada je

Vi<l—z <= z<(1-2)>%

1 p(1—-2)2 pl—z
// f(x,y,z)dxdydz:/ / f(z,y,2)dydxdz.
S 0o Jo Nz

7. (10 bodova) Nadite (najkrac¢u) udaljenost od tocke T'(1,2,0) do konusa

Dakle,

F=r+y .

Rjesenje pomocu uvjetnih ekstrema. Minimiziramo kvadrat udaljenosti od proizvoljne tocke
(x,y, z) na konusu do tocke T

flay,2)=(@ -1+ (y—2)°"+7
uz uvjet (koji je naprosto jednadzba konusa):
g(z,y,2) =2 +y* — 22 =0.
Iz geometrijskih razloga je jasno da postoji globalni minimum. Rac¢unamo

Vg(l’, Y, Z) - (21;7 2y7 _22)



i usput primijetimo da je Vg(x,y, z) # (0,0,0) u svakoj tocki konusa, osim bas u ishodistu
(0,0,0), no iz geometrijskih razloga je jasno da ishodiste ionako nije tocka na konusu najbliza
tocki T'. Kako je

Vf(l',y,z) = (2('17 - 1)’2(3/ - 2)’22)7

prema teoremu s predavanja za tocku lokalnog ekstrema (x,y, z) postoji Lagrangeov multi-
plikator A takav da je

(2(z — 1),2(y — 2),22) = A2z, 2y, —22),

tj.

r—1l=Xx, y—2=X\y, z=-M\z
Iz trec¢e jednadzbe slijedi z = 0 ili A = —1. Primijetimo da bi z = 0 zajedno s jednadzbom
konusa dalo x = y = 0, a ve¢ smo bili rekli kako ishodiste nije rjesenje. Dakle, A = —1, Sto

uvrsteno u prve dvije jednadzbe daje = 1/2, y = 1. UvrStavanjem u jednadzbu konusa
dobivamo z = £/(1/2)2 4+ 12 = £+/5/2. Dakle, tocke minimuma su

= (112%)

i trazena udaljenost je

\/<1—1>2+(1—2)2+<i\/—3)2=\/1_0.

2 9 5
Alternativno, mogli smo definirati Lagrangeovu funkciju
L(:E,y,z,)\) = (aj - 1)2 + (y - 2)2 + 2’2 — )\(372 + y2 - 22).

Ostatak rjeSenja bi, naravno, bio isti.

Rjesenje bez uvjetnih ekstrema. Opet minimiziramo kvadrat udaljenosti od proizvoljne tocke
(x,y, z) na konusu do tocke T

d=(@—1)"+(y -2+,
ali ovaj put iz jednadzbe konusa izrazimo 2% pomoc¢u z,y i uvrstimo u gornju formulu:
= (r—174+ (y—2)? + 2 +9* =22> +2y* — 22 — 4y + 5.
Sada minimiziramo funkciju
flz,y) = 22> +2y* — 2v — 4y +5

po cijelom R? (bez uvjeta). Rac¢unamo

of of
Ox T oy 4
U tocki ekstrema mora vrijediti % =0, g—g = 0, Sto nam daje sustav od dvije jednadzbe:

e —2=0, 4y—4=0,

¢ije rjeSenje je x = 1/2, y = 1. To je tocka traZenog minimuma, jer je jedini kandidat, a iz
geometrijskih razloga znamo da se postize globalni minimum. TraZena udaljenost je

2

G-

277~



8. (10 bodova) Neka je jednadzbom z = f(z,y) , (z,y) € O C R? dana ploha I te neka
f ima neprekidne parcijalne derivacije prvog reda na otvorenom skupu Q. Pokazite
da, ako je T'(xg, %0, 20) € I' ona tocka s I' koja je najbliza tocki S(a,b,c) & I', onda je
duzina T'S okomita na plohu I' u tocki 7.

Tocku (zg, Yo, z0) mozemo interpretirati kao tocku minimuma funkcije
F(l‘7y,2) = (ZIZ—CL)2—|— (y_b)2+ (Z_C)2

uz uvjet

G(x,y,z) =z — f(z,y) = 0.
Vidimo
VF(z,y,2) = (2(x — a),2(y — b),2(z — ¢))

_ of of
VG(z,y,2) = (— B2 _0_y’ 1>.
Primijetimo da je

VF(x(),Z/O’ ZO) = 2($07y07 ZO) - 2(@, b? C) = 25’?'
te da je
of of

VG(xo, Yo, 20) = <— %(xo,yoﬁ —a—y(ﬂﬁo,yOL 1) = 11(z0, Yo, 20)

vektor normale na plohu I' u tocki (xg, 3o, 2z0). S druge strane, iz nuznog uvjeta za uvjetne
lokalne ekstreme znamo da su vektori V F(xg, yo, 20) 1 VG(xg, Yo, 20) kolinearni, §to znaci da

je ﬁ kolinearan s vektorom normale 7i(xo, 3o, 20), tj. da je okomit na plohu I'.



