Diskretna matematika

Zadaci za vjezbe po tjednima

Preliminarni i glavni zadaci, bez rjesenja

Zadaci su preuzeti iz skripte Diskretna matematika — vjezbe (uredili A. Beker,
N. Kamcev, 1. Novak; doprinos: M. Bagi¢, M. Bozi¢, M. Berljafa, B. Brséi¢,
M. Erceg, I. Gavran, M. Hanzer, N. Kamcev, 1. Krijan, M. Marohnié¢, T. Pejkovi¢,
I. Puljiz, P. Sruk i dr.), 28. rujna 2025. Numeracija zadataka odgovara skripti.
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 1: Uvod

1. Uvod

Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljucéne rijeci: princip sume, princip produkta, princip komplementa, bijekcija, princip kvocijenta, n!.

Broj elemenata nekog kona¢nog skupa A oznacavat ¢emo s |A|. Partitivni skup P(A) je skup koji
sadrzi sve podskupove skupa A. Koji se principi koriste u sljede¢im primjerima?

Primjer 1.1. Iz grada A u grad B mozemo doé¢i brodom, autom ili avionom. Postoje dva morska,
dva cestovna i tri zra¢na puta. Na koliko nac¢ina mozemo doéi iz grada A u grad B?

Primjer 1.2. Da bismo iz grada A dosli u grad D, moramo proéi kroz gradove B i C. Iz grada A
u grad B mozemo dodi na 2 nacina, iz B u C' na 5, a iz grada C u grad D na 3 nacina. Na koliko
nacina mozemo dodi iz grada A u grad D?

Zadatak 1.3. Odredite broj prirodnih djelitelja broja 600.

Zadatak 1.4. Odredite broj uredenih parova nenegativnih cijelih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju
nejednadzbu 22 + 3% < 5.

Zadatak 1.5. Na koliko nac¢ina mozemo 6 vrsta voca kojeg imamo u neograni¢enim koli¢inama
podijeliti izmedu 10 djece tako da svako dijete dobije po jednu vocku?

Primjer 1.6. Koliko ima prirodnih brojeva manjih (strogo) od 10™ koji sadrze znamenku 47

Primjer 1.7. Koliko ima brojeva sastavljenih od znamenaka broja 11133333444556787
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1. Uvod

Glavni zadaci

Primjer 1.8. Neka su definirani skupovi X = {1,2,...,100} te
S =A{(a,b,c) :a,b,ce X, a<b, a<c}.
Koliko je |S|?

Zadatak 1.9. Koliko ima permutacija (poredaka) skupa {1,2,...,7} takvih da nikoja dva od
1,2, 3 nisu susjedni?

Primjer 1.10. (Prvi kolokvij 2016/2017, 1. zadatak)
(a) Koliko ima brojeva sastavljenih od znamenaka broja 11133333444556787
(b) Koliko ima brojeva sastavljenih od znamenaka broja 1113333344455678 ako su znamenke 6 i

8 s razli¢itih strana znamenke 77

Primjer 1.11. Koliko ima parnih brojeva izmedu 20000 i 70000 takvih da su znamenke svakog
broja medusobno razli¢ite?

Zadatak 1.12.
(a) S koliko nula zavrsava broj 100!?

(b) S kojim eksponentom prost broj p ulazi u rastav broja n! na proste faktore?

Primjer 1.13. Na svako polje ploce n x n upisan je broj koji je jednak broju pravokutnika koji
sadrze to polje i koji su sastavljeni od polja ploce. Odredite sumu svih upisanih brojeva.
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2. Permutacije i kombinacije

Preliminarni zadaci

Kljucéne rijeci: permutacija, k-permutacija, kombinacija, n!, (Z)

Zadatak 2.1. Dokazite indukcijom da za konacan skup S i |S| = n vrijedi |P(S5)| = 2".
Primjer 2.2. Neka je A = {a,b,c,d}. Napisite sve 2-permutacije skupa A.
Primjer 2.3. Odredite sve 2-kombinacije skupa {a, b, ¢, d}.

Zadatak 2.4. (Bez koristenja formule!) Imamo neogranicenu zalihu voéa n razli¢itih vrsta. Na
koliko nac¢ina mozemo odabrati k vocki

(a) zan=2ilin =23,
(b) za k=2ili k=37
Primjer 2.5. Koliko se nizova slova duljine 5 moze sastaviti iz hrvatske abecede, tako da su na

prvom i petom mjestu razli¢iti samoglasnici, a na ostala tri mjesta medusobno razlic¢iti suglasnici?
(Hrvatska abeceda ima 30 slova, od kojih su 5 samoglasnici, a ostalo suglasnici.)

Primjer 2.6. Na zabavi je 7 mladi¢a i 3 djevojke. Na koliko nacina ljude mozemo posloziti u red
tako da

(a) se djevojke nalaze na prva tri mjesta;

(b) tri djevojke ¢ine jedan blok;

(¢) se mladiéi nalaze na prvoj i posljednjoj poziciji i nema susjednih djevojaka?

Primjer 2.7. Na koliko nacina mozemo odabrati grupu od 5 osoba iz grupe od 4 profesora i 7
studenata

(a) ako nema restrikcija,

(b) tako da u grupi budu toéno 2 profesora,

(c) tako da u grupi budu barem 3 profesora,

(d) tako da odredeni profesor i student ne budu u grupi?

Primjer 2.8. Na koliko nac¢ina mozemo podijeliti 240 studenata u 3 jednakobrojne skupine tako
da

(a) prva skupina ide na vjezbe iz Vjerojatnosti, druga na vjezbe iz Diskretne matematike, a treéa
na Engleski,

(b) sve tri skupine idu na vjezbe iz Diskretne matematike?
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2. Permutacije i kombinacije

Glavni zadaci

Primjer 2.9. (Vjerojatnosti u pokeru) U pokeru, igrac¢i dobivaju skup od 5 karata iz standardnog
spila od 52 karte. Svaka karta ima jednu od 4 boje i jedan od 13 brojeva. Radi jednostavnosti,
recimo da su brojevi {1,2,3,...,13}. Dobiveni skup od 5 karata naziva se rukom.

(a) Koliko razlicitih poker ruku se moze podijeliti iz standardnog Spila od 52 karte?

(b) Koliko poker ruku je boja (flush)? (Boja je ruka u kojoj su sve karte iste boje, ali nisu nuzno
u nizu.)

(¢) Koliko poker ruku su dva para? (Dva para je ruka u kojoj imamo 2 karte jednog broja, 2
karte drugog broja i 1 kartu treéeg broja.)

(d) Koliko poker ruku su tris? (Tris je ruka u kojoj imamo 3 karte jednog broja i 2 karte razlic¢itih
ostalih brojeva.)

(e) Koja je otprilike vjerojatnost za dva para, a koja za tris?

Primjer 2.10. Koliko ima najkraéih puteva u cjelobrojnoj mrezi od (0,0) do (m,n) € N2?

(a) Bez dodatnih uvjeta.

(b) Koji prolaze tockom (p,q), gdjejep e N, p<miqgeN, g <n.

(c¢) Koji ne prolaze segmentom [(p,q),(p+ 1,q9)], gdjejepe N, p<m—1igeN, ¢ <n.
Primjer 2.11. Na koliko nacina mozemo rasporediti n bracnih parova oko okruglog stola? Dva
rasporeda smatramo jednakima ako se jedan iz drugoga moze dobiti rotacijom.

(a) Bez dodatnih uvjeta.

(b) Tako da Ana i Ivan sjede jedno do drugoga (n > 2).

(¢) Tako da muskarci i Zene alterniraju.

(d) Tako da svaka zena sjedi do svog muza (n > 2).

Primjer 2.12. Za prirodan broj n, neka je dan skup A s 2n elemenata. Sparivanje je particija
skupa A na dvoclane podskupove. Odredite koliko ima razli¢itih sparivanja skupa A.

Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.13. Na koliko se nacina moze razmjestiti 8 kula na sahovsku ploc¢u tako da se nikoje
dvije kule ne napadaju?

(a) Bez dodatnih uvjeta.

(b) Tako da se kule razlikuju.

(Kula napada sva polja u istom retku i stupcu u kojem se nalazi.)

Zadatak 2.14. Neka je S skup prirodnih brojeva ¢ije su znamenke iz skupa {1,3,5,7} takvih da
se nijedna znamenka ne ponavlja.

(a) Odredite |S|.
(b) Odredite Z n.

nes

Zadatak 2.15. n kandidata za neki posao predstavlja se pred troclanom komisijom. Svaki od
¢lanova komisije rangira kandidate prema svom kriteriju. Pravilo je da ¢e neki kandidat biti
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prihvacen ako ga je barem dvoje ¢lanova komisije stavilo na prvo mjesto. Izracunajte u koliko ¢e
se posto slucajeva izabrati barem jedan kandidat.

Zadatak 2.16. 10 majki vodi po jedno svoje dijete na kazalisnu predstavu. Pred ulazom u kazaliste
stvorio se red. Na koliko je nac¢ina mogucée posloziti red ako:

(a) svaka majka mora biti tocno iza svog djeteta,
(b) svaka majka mora biti iza svog djeteta, ali ne moraju biti susjedni?
Zadatak 2.17. Koliko poker ruku su skale u boji, full house, par? (Skala u boji je ruka u kojoj

je svih 5 karata iste boje i u nizu. Full house je ruka u kojoj imamo 3 karte istog broja i 2 karte
drugog broja.)
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3. Kombinacije i permutacije s ponavljanjem

Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljucne rijeci: multiskup, permutacija multiskupa.

Primjer 3.1. Ispisite sve 2-kombinacije s ponavljanjem skupa S = {a, b, c}.

Primjer 3.2. (Metoda kuglica i Stapica) Na koliko na¢ina mozemo k € N jednakih kuglica
rasporediti u n € N razli¢itih kutija?

Primjer 3.3. U Bologni se prodaju tri vrste sendvica: sa Sunkom, tunom i vegetarijanski. Na
koliko nacina student moze naruditi 6 sendvica (nije bitan redoslijed narucivanja)?

Primjer 3.4. Neka je M = {a,a,b,b,c,c,c} = {a® b? c3}. Koliko ima permutacija multiskupa
M?

Zadatak 3.5. Odredite broj ternarnih nizova (nizova nula, jedinica i dvojki) koji imaju 2 nule, 3
jedinice i 5 dvojki.

Primjer 3.6. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva kojima su znamenke elementi multiskupa
{74,224 6'}7
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3. Kombinacije i permutacije s ponavljanjem

Glavni zadaci

Primjer 3.7. Koliko ima uredenih cetvorki (z1, z2,x3,24) € N* takvih da je x1xoxsxy = 90007
Primjer 3.8. Koliko ima k-podskupova skupa {1,2,...,n} koji ne sadrze dva uzastopna broja?
Primjer 3.9. Koliko ima cjelobrojnih rjesenja jednadzbe
x1+ 22+ 23+ x4+ 25 =50
uz uvjete: xy, 24,25 > 0; 2 <23 < 7; 29 > 27
Primjer 3.10. Pokazite da je broj (4n)! djeljiv s 23" i s 3".
Zadatak 3.11. Neka je dan skup A = {1,2,...,n}.
(a) Odredite koliko ima bijekcija f: A — A.

(b) Odredite koliko ima bijekcija f: A — A koje su same sebi inverz i nemaju fiksnih tocaka.
(c) Odredite koliko ima rastuéih funkcija f: A — A.
Zadatak 3.12. Pauk ima po jednu cipelu i jednu ¢arapu za svaku od svojih 8 nogu. Na koliko

se nacina pauk moze obuti ako na svaku nogu najprije mora obuéi carapu, a onda cipelu?
Prebrojavamo procese obla¢enja, a ne konac¢an rezultat!



Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 4: Permutacije i kombinacije: dokazivanje identiteta

4. Permutacije i kombinacije: dokazivanje identiteta

Ponavljanje i preliminarni zadaci

s predavanja.

Broj k-permutacija n-elementnog skupa oznacavamo s P(n, k).

Zadatak 4.1. Dokazite tvrdnje koristeéi kombinatorne argumente, tj. metodom dvostrukog
prebrojavanja.

(a) P(n,k)=nP(n—1,k—1)
(b) P(n+1,k) = P(n,k)+kP(n,k—1)

@ () () =)o)
0 -(")

10
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4. Permutacije i kombinacije: dokazivanje identiteta

Glavni zadaci

Zadatak 4.2. Dokazite da za n > 4 vrijedi

(%) =5(3) +5(3)

Zadatak 4.3. Za nenegativne cijele brojeve m i n pronadite zatvorenu formulu za sumu

= (1) (o)

i dokazite tu formulu pomoc¢u kombinatornih argumenata.

Zadatak 4.4. Dokazite kombinatornim argumentom da za n,r € N takve da je r < n vrijedi

()0 =)

Zadatak 4.5. Dokazite da za 0 < m < n vrijedi

5 () () = ()2

Zadatak 4.6. (Prvi kolokvij 2014/2015, 7. zadatak) Dokazite da vrijedi
n 2
_ n\"  o(2n-2
k=0

Daljnji zadaci

Zadatak 4.7. Dokazite kombinatornim argumentom
i:Qk(n> (n—k) B <2n+1>
_k = .
e %37 "

Zadatak 4.8. Dokazite kombinatornim argumentom da za n € N vrijedi

> (Z) k2 2kt = 37=2p(2n 4 1),

k=0
Zadatak 4.9. Neka je B, broj particija skupa {1,...,n}. Dokazite da je broj particija skupa

{1,2,3,...,n} koje imaju svojstvo da se susjedni brojevi nikada ne javljaju u istom ¢lanu particije
jednak Bj_1.

Zadatak 4.10. Neka je s(n,m) broj permutacija n-¢lanog skupa koje se sastoje od m ciklusa.
Kombinatornim argumentom dokazite

|
Z s(k:,m)E =s(n+1,m+1),
gdje jen >m > 0.

11
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5. Sinteza I i uvod u rekurzije

Preliminarni zadaci

Preporucamo studentima da detaljno prorade zadatke iz prethodnih poglavlja i postave vezana pitanja.

Zadatak 5.1. Postavite rekurzivnu relaciju za a,, broj podskupova n-¢lanog skupa. Radi li se o
linearnoj rekurziji?

Zadatak 5.2. U nekoj populaciji se siri virus. Nultog dana broj zarazenih je by = 1. Svakog dana
svaka zarazena osoba zarazi 2 nove osobe. Koliki je broj zarazenih u n-tom danu (oznacen s by,)?

12
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5. Sinteza I i uvod u rekurzije

Glavni zadaci

Zadatak 5.3. (Prvi kolokvij 2013/2014, 4. zadatak) 10 zatvorenika odlazi na kino projekciju u
pratnji 20 policajaca. Za svakog zatvorenika zaduzZena su to¢no dva odredena policajca. Pred
ulazom u kino napravio se red (jedan po jedan). Neposredno iza svakog zatvorenika mora doéi
jedan od za njega zaduzenih policajaca, dok drugi mora biti negdje iza njih (ali ne nuzno neposredno
iza). Na koliko nacina se zatvorenike i policajce moze posloziti u red?

Zadatak 5.4. Neka je X skup s n elemenata.
(a) Koliko ima surjekcija f: X — X takvih da je f(f(z)) = f(z) za svaki x € X?
(b) Dokazite da je broj funkcija f: X — X takvih da je f(f(z)) = f(z) za svaki = € X jednak

k=1

Zadatak 5.5. (Prvi kolokvij 2015/2016, 6. zadatak) Neka je S(n, m) broj particija n-¢lanog skupa
na m nepraznih dijelova (Stirlingov broj druge vrste). Za m > n kombinatorno dokazite

m" = kzn:IS(n, k) <’Z) k.

Uvod u rekurzivno rjesavanje zadataka

Zadatak 5.6. Na koliko maksimalno podrucja n pravaca dijeli ravninu?

Zadatak 5.7. Neka je r, broj dijelova na koje dijagonale konveksnog n-terokuta dijele njegovu
unutrasnjost. Pretpostavimo da se nikoje 3 dijagonale ne sijeku u istoj tocki. Nadite rekurziju i
zatvorenu formulu za r,.

U sljedecem zadatku ne morate naci zatvorenu formulu, veé samo relevantnu rekurzivnu relaciju s pocetnim
uvjetima.

Primjer 5.8.

(a) Odredite rekurzivnu relaciju za a, = broj podskupova skupa {1,2,...,n} koji nemaju
susjednih elemenata. Odredite prvih pet ¢lanova niza (ay,).

(b) Odredite rekurzivnu relaciju za broj binarnih nizova duljine n koji nemaju susjednih jedinica.

Zadatak 5.9. (Prvi kolokvij 2012/2013, 4. zadatak) Neka su k i n prirodni brojevi i neka je k < n.
Neka je B, ploca koja ima n redaka i u ¢-tom retku ima i polja. Npr. By je

Dokazite da je Stirlingov broj druge vrste S(n, k) jednak broju nacina da stavimo n — k topova
koji se ne napadaju na plocéu B, _1.

13
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6. Rekurzivne relacije

Ponavljanje i preliminarni zadaci

U svim zadacima koji slijede vrijedi ispisati prvih nekoliko ¢lanova niza, $to pomaZe u pogadanju i/ili provjeri

rjesenja.

Zadatak 6.1. Odredite sume formalnog reda f(z) = > 7 j ana™ (dakle, bez brige o konvergenciji),
za

(a) an =1,

(b) an =n,

(¢) ap =3n+5,
(d) an =27,

(e) ap = 0, n paran,
" 1, n neparan,

1
n+2

(f) an =

Zadatak 6.2. Nadite zatvorenu formulu za sljedeée nizove.
(a) ant+1 = dan, ag = 2,
() b1 = by +2%, by = 1,
(C) Cnt1 = Cp +n-3", co =0,
(d) dy, = 3dp—1 — dp—3, s uvjetima d; = 3, do =9, d3 = 26.
Primjer 6.3. Rijesite rekurziju:
ap — Tap—1 +15a,—2 —9a,-3=0; ag=1, a1 =2, as = 3.

Napomena 6.3. Fibonaccijev niz definiran je s F} = F» = 1 te F,, = F,_1 + F,_2, Yn > 3.
Zatvorena formula za Fibonaccijeve brojeve dana je s

1+v5\ [(1=v5\"
() (5] e

Zadatak 6.4. Dokazite prethodnu formulu indukcijom (dakle, algebarski).

1
F,=—
SRV

14
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6. Rekurzivne relacije

Glavni zadaci

Homogene linearne rekurzije s konstantnim koeficijentima

Zadatak 6.5. Nadite zatvorenu formulu za niz zadan s a, = 3an_1 — 2a,_2, ag = 5, a1 = 12.

Zadatak 6.6. Odredite rekurzivnu relaciju za broj ternarnih nizova duljine n, a,, koji ne sadrze
podniz 012.

Zadatak 6.7. Rijesite rekurziju
ap 4+ an—2=0; ag=1, a; = 1.
Zadatak 6.8. Neka je a,, broj nacina na koji mozemo plocu 2 x n poploc¢ati plo¢icama dimenzija

1 x 111 x 2 (rotiranje plocica je dozvoljeno). Odredite linearnu rekurzivnu relaciju za niz (a,) i
pocetne uvjete.

Nehomogene linearne rekurzije s konstantnim koeficijentima
Primjer 6.9. Rijesite rekurziju a,, = 3a,_1 — 2a,_2 +10-3""2, a9 = 3, a; = 10.
Primjer 6.10. Rijesite rekurziju

On+1 — DGy = 4n? +2n4+6; a; =1.

Primjer 6.11. Rijesite rekurziju

an =6ap_1 —9ap_o2+n-3" a9=2, ag = 3.

Primjer 6.12. Rijesite sustav rekurzija

anp = —2ap-1 + 4bn—1;

al = 4, b1 =1.
b, = =dan—1 + Tby—1;

Daljnji zadaci

Zadatak 6.13. Kao na predavanjima, neka je J, broj poploc¢avanja ploce 1 xn plo¢icama dimenzija
1 x11i1x 2. Dokazite tvrdnje koriste¢i kombinatorne argumente, tj. metodom dvostrukog
prebrojavanja.

1. Jm+n = JmJn + Jm—lJn—l
2. 3Jn = Jn+2 + Jn—2

P
3. Z (f) In—i = Jnigp
=0

4. J2 = Jon—1 + J2,
Zadatak 6.14. Rijesite rekurziju

an —3an_1+2an_9=2" ayg=3, a1 = 8.

15
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7. Sinteza 11

Preliminarni zadaci

Za ovaj sat vjezbi preporuca se studentima da donesu zadatke s prijasnjih ispita i dosadasnjih
vjezbi/predavanja s kojima su imali poteskoca. U protivnom se rjesavaju odabrani zadaci s prethodnih
kolokuvija.

Zadatak 7.1. Nadite zatvorenu formulu za niz d,, = 3d,,—1 — dp—2, s uvjetima d; = 3, ds = 9.

Zadatak 7.2. Prirodoslovno-matematicki fakultet ima 7 odsjeka s po n > 5 studenata u svakom
odsjeku.

(a) Tim nazivamo inkluzivnim ako sadrzi ¢lanove s barem dvaju odsjeka. Odredite broj
cetveroclanih inkluzivnih timova.

(b) Tim nazivamo superinkluzivnim ako sadrzi ¢lanove s barem triju odsjeka. Odredite broj
peteroclanih superinkluzivnih timova.

16
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7. Sinteza 11

Glavni zadaci

Motivacija za funkcije izvodnice

Primjer 7.3. Na koliko nac¢ina mozemo ,,usitniti“ novéanicu od 20 kn ako na raspolaganju imamo
kovanice od 1, 21 5 kn?

17



Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 8: Funkcije izvodnice

8. Funkcije izvodnice

Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljuéne rijeci: funkcija izvodnica, eksponencijalna funkcija izvodnica, formalni red, suma, produkt,
derivacija i integral formalnih redova, geometrijski red, eksponencijalna funkcija.

Zadatak 8.1. Odredite funkciju izvodnicu za f, = broj k-kombinacija multiskupa {a2,b,c?, d}.
Odredite koliko ima 4-kombinacija (f1).
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 8: Funkcije izvodnice

8. Funkcije izvodnice

Glavni zadaci

Zadatak 8.2. Odredite funkciju izvodnicu za broj kombinacija multiskupa {a'°, b7, c'2} te odredite
koliko ima 15-kombinacija.

Zadatak 8.3. Na koliko se nacina 24 jednaka bombona moze raspodijeliti medu 4 djece tako da
svako dijete dobije barem 3, ali ne vise od 8 bombona?

Zadatak 8.4. Broj particija p;(n) broja n u razli¢ite sumande jednak je broju particija p2(n)
broja n u neparne sumande. Dokazite!

Primjer 8.5. Neka je S = {aj',a?,...,a;*} multiskup. Odredite eksponencijalnu funkciju
izvodnicu za permutacije multiskupa.

Primjer 8.6. Koliko ima rijeci duljine 4 sastavljenih od slova B, A, N, A, N1 A?

Zadatak 8.7. Koliko ima ternarnih nizova duljine n takvih da imamo paran broj nula, neparan
broj jedinica i proizvoljno dvojki?

Zadatak 8.8. DeranzZman je permutacija bez fiksnih toc¢aka. Odredite eksponencijalnu funkciju
izvodnicu za deranzmane!

Daljnji zadaci

Zadatak 8.9. Petero djecaka dijeli n jednakih slatkisa na nacin da drugi djecak uzme najvise 5
slatkisa, cetvrti djecak uzme koliko prvi, drugi i treé¢i zajedno, a peti djeéak uzme jedan vise od
drugog. Napisite funkciju izvodnicu za (ay,), gdje je a, broj nacina na koji djecaci mogu rasporediti
slatkise. Nadalje, koriste¢i dobivenu funkciju izvodnicu, izrac¢unajte aoq i aos.
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 9: Formula uklju¢ivanja i iskljucivanja

9. Formula ukljucivanja i iskljucivanja

Ponavljanje i preliminarni zadaci

Zadatak 9.1. Neka je S = {1,2,...,10%}. Koliko je brojeva iz S koji nisu djeljivi ni s dva, ni s
tri, niti s Cetiri?

Zadatak 9.2. Odredite broj deranzmana n-¢lanog skupa.
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 9: Formula uklju¢ivanja i iskljucivanja

9. Formula ukljucivanja i iskljucivanja

Glavni zadaci

Zadatak 9.3. Koliko brojeva dijeli barem jedan od brojeva 100, 2059, 30407

Zadatak 9.4. Pustinjom putuje karavana od devet deva. Nakon odmora u oazi potrebno je
promijeniti redoslijed deva tako da nijedna deva ne hoda iza one deve iza koje je hodala prije
dolaska u oazu. Na koliko je nacina to moguce napraviti?

Zadatak 9.5. Na pocetku nove sezone RK Zagreb potpisuje ugovore s pojacanjima. Na
potpisivanje je doslo n rukometasa, svaki u pratnji agenta i lijecnika. Na koliko nac¢ina mozemo tu
grupu od 3n ljudi rasporediti u troclane grupe sastavljene od jednog rukometasa, jednog agenta i
jednog lije¢nika, ali tako da nijedan rukometas nije u grupi s oba svoja pratitelja?

Definicija 9.3. Eulerova funkcija broja n, ¢(n), broj je prirodnih brojeva manjih ili jednakih n
koji s brojem n nemaju zajednickih djelitelja (veéih od 1).

Zadatak 9.6. Pronadite izraz za Eulerovu funkciju.

Zadatak 9.7. Koliko je najkraé¢ih puteva u cjelobrojnoj resetki od ishodista do tocke (7,5) koji ne
prolaze segmentima [(2,2), (3,2)] 1 [(4,2), (4,3)]?

Zadatak 9.8. Koriste¢i formulu ukljucivanja i iskljucivanja odredite koliko ima cjelobrojnih
rjesenja jednadzbe
1+ 22+ a3+ 24+ 25 =50

uz uvjete: x1,x4,x05 > 0;2 < x3 <7; 2 < a9 <8.
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 10: Osnove teorije grafova i stabla

10. Osnove teorije grafova i stabla

Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljucne rijeci: graf, izomorfizam grafova, stupanj vrha, Setnja, put, stablo, povezanost, komponenta
povezanosti, razapinjuéi podgraf, razapinjuée stablo, bipartitan graf.

Zadatak 10.1. Je li moguée da u grupi od sedam osoba svaka osoba ima to¢no tri poznanika?
Zadatak 10.2. Ispisite sve klase izomorfizama grafova koji imaju 4 vrha.

Zadatak 10.3. Odredite broj oznacenih multigrafova koji imaju n vrhova i m bridova.
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 10: Osnove teorije grafova i stabla

10. Osnove teorije grafova i stabla

Glavni zadaci

Zadatak 10.4. Jesu li sljedeéi grafovi izomorfni?

Zadatak 10.6. Koliko ima medusobno neizomorfnih grafova s 5 vrhova ¢iji su nizovi stupnjeva
(a) (1,1,1,2,2); (b) (1,1,2,2,2)? Koliko ima takvih povezanih grafova?

Zadatak 10.7. Dokazite da svaki graf s barem dva vrha sadrzi dva vrha jednakog stupnja.
Zadatak 10.8. Dokazite da je jednostavan graf s n vrhova i strogo vise od (";1) bridova povezan.

Graf G = (V, E) nazivamo bipartitnim ako se skup V moze particionirati u dva skupa A, B tako
da svaki brid iz E spaja vrh iz A s vrthom iz B. (Drugim rije¢ima, ako vrhove moZzemo obojiti u
dvije boje tako da nijedan brid nije jednobojan.)

Zadatak 10.9. Dokazite da je graf bipartitan ako i samo ako nema neparan ciklus.

Zadatak 10.10. Dokazite da stablo koje ima vrh stupnja d ima barem d listova.

Daljnji zadaci

Zadatak 10.11. Za graf G = (V, E) i vth v € V| s G — v oznacavamo podgraf grafa G induciran
skupom vrhova V' \ {v}. Ako je G povezan graf s barem dva vrha, dokazite da postoje razliciti
vrhovi x i y iz V takvi da su grafovi G — x i G — y povezani.

Zadatak 10.12. (Ispit 2023.) Koliko ima jednostavnih grafova sa skupom vrhova {1,2,...,n}
koji nemaju izoliranih vrhova? Koliko najmanje bridova moze imati takav graf?
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 11: Stabla

11. Stabla

Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljucéne rijeci: stablo, Suma, list, Priiferov kod, tezinski graf, minimalno razapinjuée stablo.

Zadatak 11.1.

(a) Odredite Priiferov kod za sljedeée oznaceno stablo T'.

AN

(b) Koliko ima oznacenih stabala izomorfnih stablu 7?7 (Ne morate izra¢unati konacan broj.)

(¢) Koje oznaceno stablo ima Priiferov kod (5,1,1,7,7,5)7

Zadatak 11.2. Odredite broj razapinjucih stabala grafa K ,,.
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 11: Stabla

11. Stabla

Glavni zadaci

Zadatak 11.3. Nadite minimalno razapinjuce stablo za tezinski graf sa slike.

Zadatak 11.4. Rijesite Zadatak 11.3 Primovim algoritmom polazeéi od vrha A.

Zadatak 11.5. Neka su n > 2 te di,...,d, cijeli brojevi. Dokazite da postoji stablo s nizom
stupnjeva (di,...,d,) ako i samo ako je d; > 1 zasvaki 1 <i<nted ;.  di=2n—2.

Zadatak 11.6. Neka je T stablo te neka suT1, ..., T podstabla od T'. Pretpostavimo da svaka dva
podstabla T;, T; imaju zajednicki vrh. Dokazite da postoji vrh koji je zajednicki svim podstablima
T, ..., Tk.

Napomena. Podstablo je podgraf koji je sam po sebi stablo.

Zadatak 11.7. (2. kolokvij 2022.) Zadan je graf G = (V, F) sa skupom vrhova V' = {1,2,3,4,5,6}.
Za svake a,b € V, a # b, vrhovi a i b spojeni su bridom tezine

w({a,b}) = ((ab+4) (mod 6)) + 1,

gdje je s r (mod 6) oznacen ostatak pri dijeljenju broja r sa 6. Kruskalovim algoritmom odredite
te skicirajte jedno razapinjuée stablo od GG minimalne tezine. Koliko ima takvih stabala? Ako
postoji minimalno razapinjuée stablo u kojem je vrh 1 stupnja 3, odredite Priiferov kod tog stabla.
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 12: Planarni grafovi

12. Planarni grafovi

Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljucne rijeci: ulaganje, planarnost, Eulerova formula, subdivizija.

Zadatak 12.1. Dokazite da jednostavan, povezan, planaran graf s n vrhova ima najvise 3n — 6
bridova.

Zadatak 12.2. Dokazite da jednostavan, povezan, planaran i bipartitan graf s n vrhova ima
najvise 2n — 4 bridova.

Primjer 12.3. Nadite subdiviziju od K33 u Petersenovom grafu.

26



Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 12: Planarni grafovi

12. Planarni grafovi

Glavni zadaci

Zadatak 12.4. Odredite je li graf na slici planaran.

Zadatak 12.6. (2. kolokvij 2015.) Neka je G graf dobiven iz potpunog grafa Kg brisanjem dva
brida. Dokazite da G nije planaran. Nadalje, Sto mozete reé¢i u slucaju da smo obrisali tri brida;
je li takav graf uvijek planaran, uvijek neplanaran ili nijedno od toga?

Definicija 12.3. Tijelo nazivamo Arhimedovim ako je svaki vrh istog stupnja i istog tipa (tj.
tijelo je jednako iz perspektive svih vrhova) te ako su strane tijela dvije vrste pravilnih mnogokuta
(stupanj vrha je broj bridova koji iz njega izlaze).

Zadatak 12.7. Odredite sva Arhimedova tijela ¢ije su strane pravilni peterokuti i Sesterokuti.
Daljnji zadaci

Zadatak 12.8. (2. kolokvij 2017.) Dokazite da svaki planaran graf ima barem jedan vrh kojemu
je stupanj najvise 5.

Zadatak 12.9. (2. kolokvij 2018.) Koliko najvise bridova mozemo dodati stablu s n vrhova tako
da novi graf i dalje ostane jednostavan planaran graf?
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 13: Eulerovi i Hamiltonovi grafovi

13. Eulerovi i Hamiltonovi grafovi

Ponavljanje i preliminarni zadaci

Kljucne rijeci: Eulerova Setnja, Eulerova tura, Hamiltonov ciklus.

U sljedeéim zadacima provjerite postoje li: (1) Eulerova tura, (2) Eulerova Setnja, (3) Hamiltonov
ciklus.

Zadatak 13.1. Zadatak 13.2. Zadatak 13.3.
o—0
.—\. \/
Zadatak 13.4. Zadatak 13.5. Zadatak 13.6.
[ ]

4

Zadatak 13.7.
;ZE
lag)
\/
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Diskretna matematika — vjezbe Tjedan 13: Eulerovi i Hamiltonovi grafovi

13. Eulerovi i Hamiltonovi grafovi

Glavni zadaci

Zadatak 13.8. Dokazite da je graf s n vrhova i barem (”;1) + 2 brida Hamiltonov.

Zadatak 13.9. Mis gricka put kroz 3 x 3 x 3 kocku sira grickajudéi svih 27 kockica 1 x 1 x 1. Ako
mis pocne grickati u kutu i uvijek se pomice za po jednu susjednu kockicu, moze li na kraju doéi
u sredinu? (Susjedne su kockice one koje dijele jednu stranu.)

Zadatak 13.10. Na teniskom turniru sudjeluje n igraca. Svaka dva igraca medusobno igraju
tocno jedan me¢, u kojemu jedan od njih pobjeduje (u tenisu nema nerijesenih ishoda). Dokazite
da je moguce poredati svih n igraca u niz tako da je svaki igra¢ osim zadnjeg pobijedio onoga koji
se nalazi neposredno nakon njega u nizu.

Zadatak 13.11. U jednom gradu postoji nekoliko trgova i ulica, pri ¢emu svaka ulica izravno
povezuje neka dva trga. Dosad se svakom ulicom promet odvijao u oba smjera, no gradonacelnik
je odlucio tome stati na kraj tako sto ¢e svaku ulicu proglasiti jednosmjernom (time ¢e se promet
njome modéi odvijati samo u jednom od dva moguéa smjera). Dokazite da on to moze napraviti
tako da se, za svaki trg, broj ulica kojima je moguce uéi na taj trg i broj onih kojima je moguce
izaéi s njega razlikuju za najvise 1.

Zadatak 13.12. Dokazite da se za svaki neparan n > 3 bridovi potpunog grafa K, mogu prekriti
S ”T_l Hamiltonovih ciklusa bez zajednickih bridova.

Zadatak 13.13. (2. kolokvij 2021.)

(a) Neka je G povezan graf s n vrhova. Koji je najmanji k € N takav da dodavanjem k bridova
u G uvijek mozemo dobiti Eulerov graf (koji moze biti i multigraf)? Nadite primjer grafa G
kojemu je potrebno dodati to¢no k£ bridova.

(b) Graf G = (V,E) je Hamiltonov graf i |[V| > 4. Uklonimo li brid e € E, dobivamo graf
G — e. Dokazite da dodavanjem najvise dvaju novih bridova f,h ¢ E grafu G — e mozemo
dobiti Hamiltonov graf (mozemo dodati 0, 1 ili 2 nova brida). Navedite primjer Hamiltonova
grafa GG kojemu je nuzno potrebno dodati barem dva nova brida grafu G — e da bismo dobili
Hamiltonov graf.

Daljnji zadaci

Zadatak 13.14. (2. kolokvij 2017.) Koliko najmanje bridova mora imati jednostavan graf sa 7
vrhova tako da sigurno mozemo zakljuciti da je Hamiltonov?
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