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Uvod

Originalna motivacija za ovaj rad bila je moja zelja da piSem o nedostizivim kardinalima,
no kako je to podrucje isuvise napredno u odnosu na preddiplomski kolegij Teorija skupova
na PMF-Matematickom odjelu trebalo bi, kao uvod u temu, izloziti ¢itav sadrzaj ovog
rada. Stoga je ovaj diplomski rad koncipiran kao izlaganje osnovnih rezultata kardinalne
aritmetike uz navodenje nekih slozenijih rezultata bez dokaza i kao takav moze posluziti
kao uvod u moderne teorije koje se bave kardinalnom aritmetikom.

U poglavlju 1 dat ¢emo pregled oznaka, definicija i teorema koje ¢emo koristiti kroz rad,
ali kako se veéina koristenih pojmova i rezultata pojavljuje u preddiplomskom kolegiju iz
teorije skupova ne¢emo razvijati kompletnu teoriju nego samo navesti kljucne rezultate.
Od citatelja se ocekuje poznavanje Zermelo-Fraenkelove aksiomatike (ZF), aksioma izbora,
i njegovih ekvivalenata, te osnovnih ¢injenica o ordinalnim i kardinalnim brojevima.

U 2. poglavlju ¢emo definirati beskonacne sume i produkte kardinalnih brojeva, te ¢emo
uz pomo¢ pojma kofinalnosti dati vezu kardinalnog eksponenciranja i beskona¢nih suma i
produkata. U poglavlju 3 éemo prezentirati dva vrlo znacajna teorema — Jechov i Bukovky-
Hechlerov teorem, te ¢emo se pozabaviti pitanjem kakve rezultate mozemo dobiti ako
aksiomima ZFC pridodamo jos neke pretpostavke poput generalizirane hipoteze kontinu-
uma.

Na kraju ovog uvoda zelio bih se zahvaliti mentoru, prof. Mladenu Vukovi¢u na velikoj
pomodi pri odabiru teme i na strpljenju za vrijeme izrade ovog rada.
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Uvodne oznake 1 teoremi

Ovdje ¢emo napraviti kratki sazetak u kojem ¢emo se podsjetiti na neke rezultate i uvesti
oznake koje ¢emo koristiti u daljnjem izlaganju. Ne¢emo do u detalje navoditi sve definicije
i teoreme, nego samo one u kojima uvodimo neke nestandardne ili rijede koristene oznake,
te one na koje ¢emo se direktno pozivati u kasnijim poglavljima. Ukoliko je citatelj
zainteresiran za dokaz neke od tvrdnji iz ovog poglavlja moze ga nadi u [2] ili [3].

Napomenimo da je aksiomatski sustav u kojem radimo ZFC, buduéi da veliki broj rezultata
u kardinalnoj aritmetici ovisi o aksiomu izbora. Radi jednostavnosti izlaganja promatrati
¢emo neke objekte koji naizgled ne spadaju u ZFC (kao $to su funkcije na pravim klasama),
te ¢emo kvantificirati po klasama ordinalnih i kardinalnih brojeva. Da je sve to izvedivo
u ZFC citatelj se moze uvjeriti u literaturi [2].

1.1 Relacije i funkcije

U ovom odjeljku ¢emo navesti dafiniciju funkcije kao specijalne vrste relacije, te ¢emo
uvesti neke (barem u ostalim podrué¢jima matematike) rijede koristene oznake.

Definicija 1.1. Neka je R C A x B binarna relacija. Definiramo:

)} (domena relacije),

domR={x|z € AN (Jy € B)(zRy)}
)} (slika relacije).

Ry
ranR={y|y € BA(3z € A)(zRy
Definicija 1.2. Relaciju f C A x B za koju vrijedi

(dom f = A) A (Vo € A)(Vy € B)(Vy' € B)((z,y) € fA(2,y) €f =y =1)

kazemo da je funkcija sa A u B. Pisemo f: A — B.

Neka je x € A. Tada y € B takav da je (z,y) € f, oznacavamo f(x). Skup svih funkcija
sa A u B oznacavamo sa P A.

Napomena 1.3. Tako je uobicajeno da se slika funkcije f oznacava Im f, ovdje to ne¢emo
¢initi, nego ¢emo za oznacavanje slike funkcije f takoder koristiti ran f. Razlog tome je
sto se slika funkcije f definira kao slika relacije f, pa nema potrebe da se uvodi nova
oznaka.



Definicija 1.4. Neka je f: A — B, te neka je a C A. Slika skupa a po funkciji f je

flaf ={y | Bz € a)(y = f(x)}.
Za oznacavanje slike skupa koristimo uglate zagrade kako bi smo izbjegli konfuziju oko
toga mislimo li na vrijednost funkcije ili sliku skupa.

Definicija 1.5. Neka su (A, <) i (B, <) parcijalno uredeni skupovi. Kazemo da funkcija
f: A — B ¢éuva uredaj ako je, za sve x y € A, f(x) < f(y) ako i samo ako je x < y.
Bijekciju koja ¢uva uredaj nazivamo slicnost ili uredajni izomorfizam. Ako izmedu A i B
postoji uredajni izomorfizam, onda kazemo da su A i B slicni ili uredajno izomorfni, sto
oznacavamo sa A ~ B.

1.2 Ordinalni brojevi

Sada ¢emo se prisjetiti definicije ordinalnih brojeva, ordinalne aritmetike, principa tran-
sfinitne indukcije i transfinitne rekurzije. Takoder ¢emo navesti definicije operacija nad
ordinalima, te ¢emo vidjeti kako izgleda Cantorova normalna forma preko koje se definira
tzv. prirodno zbrajanje.

Definicija 1.6. Za skup A kazemo da je tranzitivan ako vrijedi
VaVyly ez Nz € A —y e A).

Definicija 1.7. Skup a nazivamo ordinalni broj ili ordinal ako je tranzitivan i linearno
ureden s obzirom na relaciju €. Klasu ordinalnih brojeva ozna¢avamo sa On. Ordinalne
brojeve ozna¢avamo malim slovima grékog alfabeta (o, 3, 7, ...).

Definicija 1.8. Neka je « ordinal. Ordinal a + 1 := o U {a} nazivamo sljedbenik od «.
Ako postoji ordinal ¢iji je « sljedbenik, onda za « kazemo da je ordinal sljedbenik. Ako
ordinal a # 0 nije sljedbenik, onda ga zovemo granicni ordinal. Klasu grani¢nih ordinala
oznacavamo sa Lim.

Definicija 1.9. Kazemo da je ordinal o manji od ordinala § (o < (), ako je a € [.
(Relacija € je totalni uredaj) na klasi On.)

Za ordinalne brojeve i 3, a < (3 definiramo interval ordinalnih bojeva

(o, B)on ={7|7€O0OnANa<vy<pg}.
Analogno definiramo («, Blon, [@, 5)on 1 [@, 5on-

Teorem 1.10 (Princip transfinitne indukcije za On). Neka je ¢ formula u ZF. Tada

ZF = (Va(((V5 € a)p(B)) — w(a))) — Vo ¢(a).

Teorem 1.11 (Princip transfinitne rekurzije za On).

(a) Neka je G: V — V. Tada postoji funkcija F: On — V takva da vrijedi



(b) Neka je a klasa, Hi: V — V i Hy: V. — V. Tada postoji funkcija F': On — V
takva da vrijedi

F(0)=aAVo(F(oc+1)=H(o) A (VYo € Lim)(F(c) = Hy(F [ 0)) .
Napomena 1.12. U prethodnom teoremu V oznacava kumulativnu hijerarhiju.

Teorem 1.13 (Teorem enumeracije). Neka je (A, <) dobro ureden skup. Tada postoji
jedinstven ordinalni broj « i jedinstveni uredajni izomorfizam f: a — A.

Definicija 1.14. Neka je A ordinal ili klasa On. Funkciju F': A — V nazivamo niz.
Pojmove kao $to su gornja meda, infimum i supremum niza definiramo kao gornju medu,
infimum i supremum slike niza.

Kazemo da je F' neprekidna funkcija (niz) ako za svaki graniéni ordinal v € A vrijedi

F(y)=|J{F(o) | o <7}

Ako funkcija (niz) za kodomenu ima ordinal ili klasu On, te je neprekidna i strogo rastuéa,
tada kazemo da je normalna.

Definicija 1.15 (Operacije na ordinalima). Neka je a ordinal. Transfinitnom rekur-
zijom po 3 definiramo:

(a) (ordinalna suma)

a+0=a«a
a+(B+1)=(a+p)+1
a+ f=sup{a+~v|v<pB}, zal € Lim

(b) (ordinalni produkt)

a-0=0
a-(f+1)=(a-f)+a
a-f=sup{a-vy|v<p}, za € Lim

(¢) (ordinalno eksponenciranje)

=1

ot =af .«
o’ =sup{a” | v < B}, za 3 € Lim

Napomena 1.16. Transfinitnom indukcijom se lako pokazuje da vrijedi
(a) Funkcija 3 — o« + [ je neprekidna za svaki ordinal a.

(b) Funkcija 5 +— «a - 3 je neprekidna za svaki ordinal « # 0.

(c) Funkcija 3 — of je neprekidna za svaki ordinal o > 1.



Teorem 1.17 (Cantorova normalna forma za bazu ). Neka su a > 0 i 3 > 1
ordinali. Tada postoje jedinstveni ordinali og,01,...,0, @ To, T1, ..., Ty takvi da vrijedi

a=0° -194+---+0"1,, 00>01>...>0, 11 <7< zasvei<n.

Specijalno (za = w) postoje jedinstveni ordinali og, v, . .., o, za koje je

Qn

A=W+ wmiayg = = =

Prikaz ordinala a > 0 iz teorema 1.17 nazivamo Cantorova normalna forma od o za bazu
3. Za Cantorovu normalnu formu od 0 uzimamo 3° - 0.

Zbrajanje ordinala prosiruje standardno zbrajanje na w, ali ne zadovoljava njegova os-
novna svojstva kada se promatra na beskonacnim ordinalima. Koriste¢i prethodni teoram
mozemo definirati operaciju koja ¢e prosirivati standardno zbrajanje i o¢uvati osnovne za-
konitosti aritmetike (komutativnost i asocijativnost) na kona¢nim ordinalima.

Neka su « i § prikazani u Cantorovoj normalnoj formi za bazu w. Ako potencije w®
koje se pojavljuju u samo jednoj reprezentaciji pridodamo drugoj kao sumand w® - 0,
tada bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi o = >, , w” -n; i B =
ZKk w? -m;, gdje su o9 > o1 > ... > 0, 1 n;, m; € w. Definiramo prirodnu sumu
ordinala « i 3 kao

a#[ = Zw‘” - (mi +ny) .

1<k

Da se prirodna suma razlikuje od standardnog zbrajanja ordinala vidimo npr. za o = w i
B=w?+w. Tadaje a+ 3 =w? +w, dok je a#f = w? +w - 2.

Za ordinal 3 kazemo da je glavni broj za zbrajanje ako je > 01 za svaki a < (3 vrijedi
a+ [ = 3. Kazemo da za ordinal v postoji aditivni rastav ako postoje ordinali o < 7 i
b <~ takvi da je a + 5 = 7.

Napomena 1.18. Za svaki ordinal v jednadzba a#3 = 7 ima kona¢no mnogo rjesenja

(@, 9).

Lema 1.19.

(a) Ordinal 5 > 0 je glavni broj za zbrajanje ako i samo ako za [3 ne postoji aditivni
rastav.

(b) B je glavni broj za zbrajanje ako i samo ako je = w® za neki o € On.

(¢) Funkcija o — w® je jedinstveni uredajni izomorfizam s klase On na klasu glavnih
brojeva za zbrajange.



1.3 Kardinalni brojevi

Navedimo sada definicije objekata koji su od temeljnog interesa u ovom radu — kardinalnih
brojeva i operacija nad njima.

Definicija 1.20. Ordinalni broj s za koji vrijedi (Vo € k)(« % k) nazivamo kardinalni
broj ili kardinal. Klasu kardinalnih brojeva oznacavamo sa Cn. Klasu beskonac¢nih kardi-
nalnih brojeva oznacavamo ICn. Za kardinalne brojeve x i u, k < u definiramo interval
kardinalnih bojeva (k,V)cn := (K, ¥)on N Cn.

Napomena 1.21. Neka je x skup. Po Zermelovom teoremu dobrog uredaja x se moze dobro
urediti, pa preko teorema enumeracije dobivamo da postoji ordinal « koji je ekvipotentan
s . To znaci da je skup S = {a | @ ~ x} neprazan. Posto je svaki skup ordinala dobro
ureden, tada skup S sadrzi najmanji element \. Ocito je A kardinalni broj i oznacavamo
ga sa card x.

Definicija 1.22. Neka je x kardinal. Sa s oznacavamo najmanji kardinal veéi od s
i nazivamo ga kardinalni sljedbenik ili samo sljedbenik od k. Svaki beskonacni kardinal
oblika k* nazivamo kardinal sljedbenik. Ako je kardinal neprebrojiv i nije sljedbenik, onda
ga nazivamo granicni kardinal.

Definicija 1.23. Definiramo alef funkciju X: On — ICn sa
NO = w

Na—i—l = Na+

N, =sup{Rs | B <7}, zay € Lim.

Propozicija 1.24.

(a) Neka je k beskonacan kardinal. Tada postoji ordinal o takav da je k = W,
(b) Neka je o < 8. Tada je R, < Ng.
(c) Alef funkcija je normalna.

Definicija 1.25 (Operacije na kardinalnim brojevima). Neka su x i A kardinalni
brojevi. Definiramo:

K+ A:=card(k x {0} UX x {1}) (kardinalno zbrajanje),

K- A:=card(k X \) (kardinalno mnozZenje),

k* = card(*k) (kardinalno eksponencirange).

Napomena 1.26. Ako zelimo istaknuti da neki beskonaé¢ni kardinal promatramo kao or-
dinal, onda ¢emo umjesto N, pisati w,. Tako ¢e nam npr. R, + N oznacavati zbrajanje
kardinala, dok ¢e nam w, + wg oznacavati ordinalno zbrajanje.

Propozicija 1.27. Neka su k i A kardinalni brojevi razliciti od 0, od kojih je barem jedan
beskonacan. Tada je
K+ A=k-X=max{r,\}.



Definicija 1.28. Neka je a skup i A kadrinal. Sa
[a]* := {x Ca|cardz = \}
oznacavamo skup svih podskupova od a kardinaliteta A.

Ocito u sluéaju A > card a vrijedi [a]* = (. Takoder je trivijalan i sluc¢aj card a < N.

Pogledajmo sada sto se dogada u slucaju kada je kK = carda > Ny i A < k. O¢cito je
[a]? ]*. Neka je x C & za koji je cardz = . Sa T oznacimo skup svih bijekcija sa
A na x. Neka je X neki izborni skup familije {Z | * C ki cardz = A\}. Sa f, oznacimo
bijekciju sa A na x koja se nalazi u X. Uo¢imo da je sa x +— f, definirana injekcija sa [x]*

u *k, pa imamo card[x] < K.

NI:I{/

S druge strane, za svaki f € *k vrijedi f € A x ki card f = )\, iz ¢ega vidimo da je
k" < card[\ x ]} Kako je k > X\ imamo card(\ X k) = &, pa vidimo da je [\ x k] ~ [r]*.
Ovim smo dokazali da vrijedi i k* < card[s]*.

Prema tome, ako je a beskonacan skup i A < card a, onda vrijedi card[a]* = (card a)*.

1.4 Hipoteza kontinuuma

Prije nego sto krenemo na ozbiljno proucavanje kardinalne aritmetike osvrnimo se jos na
¢uvenu hipotezu kontinuuma i njenu generalizciju o kojoj ¢e biti govora u 3. poglavlju.

Cantor je postavio hipotezu da ne postoji beskonacan skup S C R koji nije ekvipotentan
sa N niti sa R. Ova tvrdnja je poznata kao hipoteza kontinuuma, a u terminima alef
funkcije moze se izraziti sa

(CH) 2% = N .
Generalizacija ove tvrdnje, poznata kao generalizirana hipoteza kontinuuma glasi
(GCH) 2Na - Na+1 .

Godel je dokazao da ako je ZF konzistentna, onda u ZFC ne mozemo dokazati negaciju
generalizirane hipoteze kontinuuma tj. ZFC t/ =(GCH). Cohen je 1963. dokazao da ni
generalizirana hipoteza kontinuuma nije dokaziva u ZFC, odnosno ZFC I/ (GCH). Dakle,
(GCH) je nezavisna s aksiomima ZFC.
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Kofinalnost 1 eksponenciranje
kardinala

U ovom poglavlju bavit ¢emo se prvenstveno beskonacnim sumama i produktima, te
eksponenciranjem kardinala. Dati ¢emo pregled svojstava koja se mogu dokazati koristeci
sistem aksioma ZFC, a da bi to mogli ué¢initi na zadovoljavajuci nac¢in bit ¢e nam potreban
pojam kofinalnosti, kojem posve¢ujemo prvi odjeljak. Obzirom na njihovu kofinalnost
razlikovati ¢emo singularne i regularne kardinale. Takoder ¢emo, u onoj mjeri u kojoj
nam to dopusta ZFC, opisati ponasanje funkcije kontinuuma u regularnim kardinalima.

Ogranicenja na vrijednosti funkcije kontinuuma u regularnim kardinalima koja é¢emo ovdje
dokazati ujedno su jedina dokaziva u ZFC, no tu tvrdnju ne¢emo dokazivati jer bi nas to
odvelo daleko izvan opsega ovog rada.

2.1 Kofinalnost

Pojam kofinalnosti igra vaznu ulogu u opisivanju svojstava kardinalnog eksponenciranja.
U ovom odjeljku ¢emo definirati kofinalnost, te dokazati osnovna svojstva.

Definicija 2.1. Neka je R binarna relacija na A i dom(R) = A. Za B C A kazemo da je
neogranicen ili kofinalan u A s obzirom na R ako za svaki a € A postoji b € B takav da
vrijedi aRb. Definiramo kofinalnost od (A, R) sa:

cf(A, R) ;== min{cardC' | C C A i C kofinalan u A s obzirom na R} .

Primger 2.2.

- Na praznom skupu postoji samo jedna relacija i vrijedi cf((, @) = 0.

- Kofinalnost svakog nepraznog skupa s obzirom na totalnu relaciju je ocito jednaka
jedan, odnosno ako ja A neprazan vrijedi cf(A4, A x A) = 1.

Neka je idy = {(a,a) | a € A}. Tada je cf(A,ida) = card A.

- Cf(R, g) = No.



Definirali smo cf(A, R) kao najmanji kardinalni broj podskupa od A koji je kofinalan u A
s obzirom na R. Kako je dom(R) = A, tada je skup A kofinalan u A, $to znaci da je skup
¢iji minimum se u definiciji trazi neprazan. Takoder, kako se radi o skupu kardinalnih
brojeva zakljucujemo da taj skup ima minimum. Dakle, trazeni minimum uvijek postoji,
odnosno pojam kofinalnosti je dobro definiran.

Definicija 2.3. Neka je « ordinal. Kofinalnost od «, u oznaci cf(a), definiramo kao
najmanji ordinal p sa svojstvom da postoji funkcija f: p — « takva da je ran(f) kofinalno
u « s obzirom na relaciju < na ordinalima.

Ocito je cf(a) < a. Nadalje, cf(a) < cf(a, <), jer za kofinalni podskup C od «, za koji je
cf(a, <) = card C, postoji bijekcija sa C' na card C'. Slika te bijekcije je ocito kofinalna u
A. (Iz lema 2.6 i 2.7 slijedit ¢e cf(a) = cf (e, X)).

Propozicija 2.4. Za svaki ordinal o, cf(«) je kardinal.

Dokaz. Pretpostavimo da cf(a) nije kardinal. Tada je cardcf(a) < cf(a). Neka je
f: cf(a) — « takva da je ran(f) kofinalno u a, te neka je g: cardcf(a) — cf(a) bi-
jekcija. Ocito je ran(f o g) = ran(f), pa je i slika funkcije fog: cardcf(a) — « kofinalna
u «. Time je smo dobili funkciju s ordinala manjeg od cf(«) ¢ija je slika kofinalna u «,
Sto je u suprotnosti s definicijom kofinalnosti. O

Definicija 2.5. Kazemo da je grani¢ni ordinal « regularan ako vrijedi cf(a) = a. U
suprotnom kazemo da je a singularan.

Primjeri ¢e biti dani kada u lemi 2.7 dokazemo neka jednostavna svojstva.

Kako znamo da je cf(a) kardinal, vidimo da je svaki regularni ordinal kardinal. Za klasu
regularnih kardinalnih brojeva uvodimo oznaku Reg, te interval regularnih kardinala, tj.
(K, t)on N Reg, oznacavamo sa (K, /1) Reg-

Lema 2.6. Neka je o ordinal. Tada vrijedi:
(a) cf(0) =0 icf(a+1)=1.

(b) Ako je « granicni, onda postoji normalna funkcija h: cf(a) — « ¢ija slika je kofi-
nalna u o.
Posljednji uvjet je ekvivalentan sa sup(ran(h)) = « i s (Jran(h) = a.
Dokaz. Slika prazne funkcije je kofinalna u 0, a slika funkcije {(0, &)} je kofinalna u o+ 1.
Ovim je (a) dokazano.
Sada dokazujemo tvrdnju (b). Neka je « € Lim, v € Oni f: v — a funkcija. 1z definicije

granic¢nog ordinala imamo:

ran(f) kofinalno u @ <= sup(ran(f)) = a <= Uran(f) = .

Ako je f: cf(a) — « funkcija za koju je sup(ran(f)) = «, tada transfinitnom rekurzijom
definiramo funkciju g: cf(a) — a sa

9(0) = £(0)
9(B) = max {f(B),sup{g(c) +1|o < B}}, za3>0.

8



Uocimo da je ordinal sup{g(c)+1 | o < 5}} manji od « za svaki § < cf(«). U suprotnom
bi za neki § < cf(«) slika funkcije o +— g(o) + 1 bila kofinalna u «, sto je u kontradikciji s
definicijom od cf(«). Funkcija g je strogo rastuca, a nama treba jos i neprekidnost, stoga
(transfinitnom rekurzijim) definiramo funkciju h: o — cf(«) sa

h(0) = 9(0)
h(vy) =sup{h(B) | B <~}, za granitniy < «
h(B+1) =g(6+1)

Ovako definirana funkcija h ocito je neprekidna.

Transfinitnom indukcijom dokazimo da vrijedi h((3) < g(3) za sve 8 < cf(«). Iz definicije
funkcije h, oéito je h(3) = g(8) za B = 0ili § = v+ 1. Pretpostavimo sada da je § € Lim
i da za sve v < [ vrijedi h(7y) < g(v). Tada imamao

h(B) =sup{h(o) | o < B} < (pretp. ind.)
<supfg(o) [0 <} <
< max{f(B), sup{g(o) + 1[0 < B}} = 9(0) .

Iz upravo dokazane relacije slijedi

h(B+1)=g(B+1)>g(B) = h(B),
iz cega je vidljivo da je h strogo rastuca. O]
Lema 2.7.
(a) Neka je o granicni ordinal. Tada je cf(cf(a)) = cf(a), odnosno cf(a) je regularan
kardinal. Stovise, vrijedi cf(a, €) = cf(a).

b

(b) RNg je reqularan. Svaki beskonacni kardinal sljedbenik k™ je reqularan.
(¢) Ako je o granicéni ordinal, onda je cf(a) = cf(R,,).

(d) R, je nagmangi singularan kardinal.
(e)

e) Klasa singularnih kardinala je prava klasa.

Dokaz.

(a) Promotrimo strogo rastuce funkcije f: cf(cf(a)) — cf(a) i g: cf(a) — a takve da
vrijedi sup(ran(g)) = « i sup(ran(f)) = cf(a). Takve funkcije postoje po lemi 2.6
(b). Tada je i g o f strogo rastuca. Za dokaz neogranicenosti slike u a promotrimo
proizvoljan 3 < a. Postoji v < cf(«) takav da je 8 < ¢(v), nadalje postoji o <
cf(cf(a)) takav da je v < f(o). Iz ovoga slijedi da je sup(ran(g o f)) = «a, te
zakljucujemo da je cf(a) < cf(cf(a)).

Posto iz definicije kofinalnosti ordinalnog broja znamo da za sve § € On vrijedi
cf(5) < S, te je cf(a) ordinalni broj, tada je ocito cf(cf(a)) < cf ().
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(b) Ny je ocito regularan, jer nijedan kona¢an podskup od w ne moze biti kofinalan u w.
Za dokaz druge tvrdnje uocimo da za svaku funkciju f: cf(k*) — &T vrijedi

card(sup(ran(f))) = cardUran(f) =
= card [ {£(8) | 8 < cf (")} <

< card(cf(k)) -

jer je card f(B) < kT za svaki § < cf(k™T), odnosno card f(8) < k. Prema tome,
ako je cf (k™) < k imamo card(sup(ran(f))) < &, pa mora biti sup(ran(f)) < k™,
sto je u kontradikeiji s definicijom kofinalnosti. Dakle, mora biti cf (k) = k™.

(¢) Uocimo da za a € Lim vrijedi R, = sup{®s | # < a}. Neka je h: cf(a) — «
takva da je sup(ran(h)) = a. Tada funkcija h': cf(a) — X, dana sa h'(3) = Ry
zadovoljava sup(ran(h')) = N, odakle je cf(R,) < cf ().

Obratno, neka je g: cf(X,) — W, takva da je ran(g) kofinalno u X,. Neka je
g cf(R,) — « definirana sa ¢'(v) = min{o < a | g(y) < R, }. Neka je 7 < «, tada
postoje v < cf(R,) takav da je X, < g(v). Dakle, 7 < ¢'(7), pa je ran(g’) kofinalno
u «, te imamo cf () < cf(R,).

(d) Kako je w € Lim zaklju¢ujemo da vrijedi cf(R,) © cf(w) = w = Ny < X, odakle
vidimo da je X, singularan. Po (b) kardinalni brojevi ®,, (n € w) su regularni, pa
slijedi da je N, najmanji singularan kardinal.

(e) Sjetimo se da je zbrajanje ordinala neprekidno u drugom argumentu (napomena
1.16). Prema tome svaki kardinal oblika N,,, je singularan, jer je supremum
prebrojivog skupa {N,., | n € w}, gdje + oznacava sumu ordinala, te vrijedi
a < N, < Nyi. Iz ovoga slijedi da je klasa singularnih kardinala neomedena u
On, odnosno to je prava klasa.

2.2 Beskonac¢ne sume i produkti

U ovom odjeljku ¢emo poop¢iti definiciju sume i produkta kardinalnih brojeva na sumu i
produkt familije kardinalnih brojeva, te ¢emo opisati vezu kardinalnog eksponenciranja i
beskonacnih suma i produkata.

Intuitivno, ono sto zelimo uraditi je definirati sumu, odnosno produkt, proizvoljno velike
kolekcije skupova unutar koje se pojedini skup moze ,,ponavljati” vise puta. Za to ¢e nam
trebati pojam familije skupova.

Definicija 2.8. Neka je I skup, te neka je za svaki ¢ € I, a; takoder skup. Familija

skupova (a; : i € I) je funkcija i — a;.

Kada govorimo o familiji skupova intuitivno mislimo na skup vrijednosti funkcije iz de-
finicije, s tim Sto ,,dozvoljavamo ponavljanja” elemenata. Za familiju ¢emo rec¢i da je
injektivna, kada ,nema ponavljanja”, tj. kada je funkcija injektivna.
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Definicija 2.9. Neka je (k; : ¢ € I) familija kardinalnih brojeva. Definiramo sumu i
produkt familije na slijede¢i nacin:

Z(/{i:iel) ::Z/@- := card (U{,‘i, x {i} |1 6]}) ,

el

[[tki:i€1):=]] s = card ({f [ fiT— | Jim i € Ty A (Vi € I)(f(i) € m)}) .

el

Produkt familije (k; : i € I) kardinalnih brojeva je definiran kao kardinalni broj Kar-
tezijevog produkta familije skupova (k; : i € I). To dovodi do moguénosti zabune oko
znacenja simbola [],.; #i, jer se moze odnositi na Kartezijev produkt i na produkt kardi-
nalnih brojeva. U vecini sluc¢ajeva biti ¢e jasno o ¢emu se radi, a kada postoji moguénost
zabune naglasiti ¢emo Sto nam simbol oznacava.

Slijedeée dvije leme (2.10 i 2.11) lagano se dokazuju (potrebno je samo naci odgovarajuce
injekcije i bijekcije), stoga ¢emo dokaze ilustrirati na jednoj tvrdnji leme 2.11.

Lema 2.10. Neka su (k;: 1 € I) i (N : i € I) familije kardinalnih brojeva.

(a) Ako je za svakii € I x; skup kardinaliteta r;, onda je

Z/@'i = card (U{$Z x {i}|i€ I}) i H/—ci :cardei.

el el el

E Ki = Ko + K1 Hﬁli:/io'ﬁl

ie{0,1} i€{0,1}
Z ki =20 H K; =1
i€0 €0

(c) Ako je k; < \; za sve i € I, onda je

el el i€l el

(d)
Zm:m-cardl ) Hm:mcardl

el i€l

Lema 2.11. Neka je (k; : i € I) familija kardinalnih brojeva i neka je \ kardinalni broj,
te neka je (X; :i € J) particija skupa I. Tada vrijedi slijedece:

(a) Opéi zakoni komutativnosti i asocijativnosti

Se=Y 3w ¢ [Is=T1TT#

el Jel ieX; el Jel i€ X;
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(b) Zakon distributivnosti

I3 -5 (o< I1%)

jeJieX; jeJ jeJ

)\ZI‘QZ:Z)\HZ

icl icl
(d)
\lier i — H A
icl

1) 11+

i€l el

Dokaz. Za ilustraciju dokazimo dio tvrdnje (a) tj. > ;c; ki = X257 Diex, Ki- Treba nadi

bijekciju izmedu (J{r; x {i} | i € I} i U{K; x {j} | j € J}, gdje je K; = U{ri x {i} |
i € X;}. Kako su skupovi X, j € J u parovima disjunktni ocito je jedna takva bijekcija
dana sa ((a,1),7) — (a,1). O

Slijededi rezultati daju dodatni uvid u to kako izgledaju suma i produkt familije kardi-
nalnih brojeva.
Lema 2.12. Neka je (k; : i € I) familija kardinalnih brojeva. Tada je
sup{k; | i € I} < Zﬂi.
iel
Dokaz. 1z definicije 2.9 vidimo da za svaki j € I vrijedi x; < ) ;o ki, iz Cega odmah

slijedi trazena relacija. O]

Lema 2.13. Neka je (k; : i € I) familija kardinalnih brojeva takva da je I # 0, k; > 0 za
sve i € I, te neka je barem jedan od kardinala card I i k; (i € 1) beskonacan. Tada je

Z/@i = max{card I,sup{r; | i € [}} = card [ - sup{r; | i € I}.
il
Specijalno, ako je familija (k; : i € I) injektivna, onda vrijedi
Z/@ =sup{r; |i € I}.
el

Dokaz. Ocito vrijedi max{card I,sup{x; | ¢ € I}} = card [ - sup{k; | i € I}, jer se radi o
produktu dva kardinalna broja od kojih je barem jedan beskonacan. Kako je k; > 0 za
svaki i € I imamo (po 2.10 i 2.11) card/ = >, ., 1 < >, ;K. Ovo uz lemu 2.12 daje
Y ier ki = card [ - sup{k; | i € I}
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Neka je k; # kj zai # j (i,5 € I). Kako je K :={k; | i € I} dobro ureden skup (svaki
skup ordinala je dobro ureden), tada postoji (jedinstven) ordinal a takav da K ~ «.
Neka je f: a — K (jedinstven) uredajni izomorfizam izmedu o i K. Tada je card [ < v i
f(7) = v za svaki v < a. Ako je a € Lim, onda vrijedi sup{x; | i € I} = sup(ran(f)) >
a>cardl. Akojea=0+1ia<w,ondajesup{x; |i €} = f(8) >w>a=card].
Nejednakost f() > w dobivamo iz uvjeta da bar jedan od kardinala card I i k; (i € I)
mora biti beskonacan. U slucaju a = f+ 1, @ > w imamo sup(ran(f)) = f(8) = 5 >
card o > card I. O

Direktno iz leme 2.13 dobivamo jednakosti istaknute u slijede¢em korolaru.

Korolar 2.14. Neka su « © 5 ordinali.

a) Ako je f € Lim, (o¢ : £ < [3) strogo rastuc¢i niz ordinala © o = sup{oe : £ < [},
3 3

onda je
D R =R,
§<B

(b)
> Re=NR,.

E<a+1

Definicija 2.15. Neka su s i A kardinalni brojevi. Ozna¢imo
k<Y i=sup{k” |[v€CnAvEN}.
Neka je a skup i A kardinalni broj. Sa
[a]** :={x Ca|cardz < \}

ozna¢imo skup svih podskupova od a kardinaliteta manjeg od A. Analogno se definiraju
@], [a]< 1 [a]

Slijedeéa propozicija daje nam vezu izmedu k<* i [a]<*.

Propozicija 2.16.

(a) Neka su k i X kardinalni brojevi takvi da je k > 2 i A > w. Tada je <A >\,

(b) Neka je a skup, carda = kK > w, X kardinal takav da je 2 < A\ < k. Tada za svaki
kardinal vy < \ wvrijeds

k< = card[a]* = Z K = Z kY.

rveANCn ro<reANCn
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Dokaz.

(a) U slucaju da je A kardinal sljedbenik, tj. A = p*, imamo
KA =sup{r’ |v€CnAve N} =sup{r’ |vECnAV < u} =r'>2">p,

odakle slijedi K<* > ut = .

Neka je sada A granic¢ni kardinal. Za proizvoljan v € A N Cn vrijedi k¥ > 2V > v.
Iz ovoga zakljucujemo

k< =sup{k’ | v € ANCn} = sup{v | v € ANCn} = \.

(b) Sjetimo se da je card[a]” = k" za v < k i card[a]” = 0 za v > k. Iz ovoga slijedi

card[a]<* = Z kY.

rveEXNCn

Za svaki kardinal vy < A (zbog 2 < A < k) iz leme 2.13 slijedi

Z k' =sup{r” |y < v e ANCn}.

veANCn

Specijalno za vy = 0 imamo
k< = sup{s” | ¥ € AN Cn} = card[a]~*.

]

Korolar 2.17. Neka je a beskonacan skup i A kardinal takav da je N < carda. Tada
vrigedi:

(a) card[a]* = (carda)?*,
(b) card[a]<* = (card a)<*. Specijalno je card[w]<¥ = N,

(¢) card[a]$* = (card a)?,

Dokaz. Dokazimo svojstvo (b). Skup a je beskonacan, pa je zbog toga card a > w. Ako je
A > 2, onda po propoziciji 2.16 vrijedi (card a)<* = card [a]<*. Preostalo nam je provjeriti
jos dva slucaja.

1° A= 1. Tada je:

card[a]<* = card{zx C a | cardx < 1} = card{x C a | cardx = 0} = card{(}} = 1

(card a)~! = sup{(carda)” | v < 1} = (carda)’ = 1.
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2° A= 0. Tada je:

card[a]<® = card{z C a | cardx < 0} = card () = 0

(card a)<° = sup{(carda)” | v < 0} =sup() = 0.
Po definiciji je 0 = (.

Svojstvo (c) se dokazuje na slican nacin. Da svojstvo (a) vrijedi znamo jo$ od ranije (iz
uvodnog poglavlja na str. 6). O]

Teorem 2.18. Neka su (k; 1 € I) i (A =i € I) familije kardinalnih brojeva.

(a) Akoje \i 22 i Kk; < )\ za svei € I, onda je
> I
icl icl
(b) (Konigova lema) Ako je k; < \; za sve i € I, onda je
il iel
Dokaz.
(a) Neka je Io = {i € I | \y 2 w}ilp, ={i €| N <w} Kakojed .  k =

card | J{k; x {i} | ¢ € I}, svakom paru (a,j), gdje je j € I i € k;, pridruzimo
funkciju fo; € [[;c;(Ai +1) danu sa

. Ki Za/l.#j
fa,j(Z)Z{ T
o, zai=j.

Pridruzivanje (v, j) — fa,; je ocito injektivno, pa dobivamo

Z/{iécard<H()\i+1)> = H)\i.

1€l 1€l 1€l

U slucaju da je Iy, beskonacan imamo

Z ki < No - card Iy;, = card Iy, < gcardlyin " card H A = H Ai -
’iEIf,'n ie[fin 7:EIfin

Kartezijev produkt
produkt familije
kard. br.

Ako je If;, konacan, onda iz \; > 2 za sve i € I, slijedi da je Zielﬁn ki < Hielﬁn A
(Dokaz npr. indukcijom.)

Sada imamo
Z/{i:Z/{i—l— Z Ki < H/\H— H /\z‘éH/\i-

iel i€loo i€lfin i€loo i€ltin iel
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(b) Sli¢no kao i pod (a) vidimo da vrijedi ), ; x; < [[;c; Ai- Pretpostavimo da postoji
bijekcija h: (J{x; x {i} | i € I} — [[,c; M- Tada je Kartezijev produkt [],.; A;
unija u parovima disjunktnih skupova A; := h[k; x {i}] (i € I). Neka je B; :=
N N{fG@) | f e A} Kako je card B; < card A; = k; < \; slijedi da je B; pravi
podskup od A; za svaki i € I. Stoga po aksiomu izbora postoji funkcija g € [,c; s
takva da je g(i) € \; \ B; za svaki ¢ € I. Dobili smo g ¢ (J{A4; | i € I}, dok je po
pretpostavci g € [[,.; A = U{Ai | i € I}, $to je kontradikcija. Dakle, mora biti

ZI@<H)\,~.

el el
]

Korolar 2.19. Neka je 3 beskonacan ordinal i (ke : §& < ) niz kardinalnih brojeva
razlicitih od 0.

(a) Ako (ke - € < 3) strogo raste i 3 € Lim, onda je
card B
ZH§<H/{§ 1 ZI{§<<ZH,§> .
&< £<pB £<p £<pB

(b) Ako je ke > 2 za svaki & < [3, onda je

card 3 card 3
£<p £<p

(a) Prva nejednakost slijedi iz Konigove leme (teorem 2.18) kada je primijenimo na
familije (ke : € < ) 1 (Kepr @ € < B) 1 uzmemo u obzir da faktor ky > 0 nece
umanjiti produkt [], .z ke

Dokaz.

Kako je kg < D g e zasvaki £ < @ imamo [[,_gzre < (D g ke) 4P, Sada druga
nejednakost slijedi iz upravo dokazane prve nejednakosti.

(b) Po teoremu 2.18 (a) vidimo da vrijedi } ., ke < [[c_4 fie, te analogno kao pod (a)
card 3
vrijedi <Z§<B /{5) . Iz te dvije nejednakosti slijedi

card (8 card B card B-card B
() <) <(Ze)

&< §<B §<p

a kako je card (- card § = card 3 tvrdnja je dokazana.
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Teorem 2.20. Neka je k kardinal © o ordinal.

(a) Ako je k =2 onda je R, < cf(k ).

(b) Ako je k beskonacan, onda je r < k).
Dokaz.

(a) Neka je f: N, — k™« proizvoljna. Tada imamo

card(sup(ran(f))) < Z card f(5) 2 H Ko = (/{N")Na = gRae — (Ra

B<Ry B<Ny

Iz ovoga vidimo da ne postoji funkcija sa X, u &% ¢ija bi slika bila kofinalna u £«

dakle cf(kR=) > N,,.

(b) Neka je f: cf(k) — k funkcija ¢ija slika je kofinalna u k. Tada vrijedi

k< Z card f () e H K= k0

B<ct(K) Bt (k)

Korolar 2.21.

(a) Za svaki o € On wrijedi cf(28) > R,,. Specijalno 2¢'®) £ R,

(b) Ako je a € Lim i N3 > cf(a), onda je X, # N:B za sve v € On. Specijalno vrijedi
R, < Ro’.

Dokaz.
(a) Po teoremu 2.20 (a) vrijedi cf(2%) > N,.
(b) Po lemi 2.7 je cf(R,) = cf(«), pa koriste¢i teorem 2.20 dobivamo
R, < R — Ref(@) < 32

Pretpostavimo da za neki ordinal  vrijedi R, = R5?. Tada je Na® = X377 = R}?

N,, Sto je u kontradikciji s ve¢ dokazanim X, < Nﬁﬁ )
m

Iz ovog korolara vidimo da je u ZFC dokazivo Ry < cf(2%0). Dakle, funkcija kontinuuma
(k +— 27) zadovoljava slijede¢a dva svojstva:

1) Ako k < p, onda 2% < 2 (monotonost) i

2) k< cf(2).

17



Moze se dokazati da ako je F': Reg — ICn rastuca funkcija koja zadovoljava k < cf(k)
za sve k € Reg, onda je recenica (Vi € Reg)(2" = F(k)) konzistentna sa ZFC. To znaci
da su gornja dva uvjeta jedini uvjeti koje aksiomi teorije ZFC postavljaju na ponaSanje
funkcije kontinuuma na regularnim kardinalima.

Slijede¢om lemom ¢emo karakterizirati svojstvo regularnosti za beskonacne kardinale.

Lema 2.22. Neka je k beskonacan kardinalni broj. Tada su slijedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) K je regularan,

(71) Za svaki niz skupova (S, : oo < ), takav da je v < k i card S, < Kk za svaki a < 7,
vrijedi card | J{Sa | o < K} < kK,

(#1) Za svaki niz kardinalnih brojeva (ko @ o < ), takav da je v < k i ko < K za svaki

o <7, vrijedi Y, Ko < K-

Dokaz. |(ii)=(i) | Pretpostavimo da je k singularan, te neka je f: cf(k) —  funkcija sa

svojstvom (Jran(f) = k. Ocito je (f(a) : o < cf(k)) niz skupova koji zadovoljava uvjete
iz (ii) i u uniji daje &, sto je kontradikcija.

(i)=(iii) | Neka je v < k1 (Kq @ @ < 7) niz kardinala manjih od . Po lemi 2.10 i lemi

2.13 imamo Y ko < cardy - sup{ra | @ < 7}. Zbog regularnosti od i pretpostavke

v < 5 vrijedi sup{rq | @ <7} < &, pa vidimo da vrijedi ), _ Ko < K.
(ili)=(ii) | Iz definicije 2.9 slijedi card(U{Sa | @ < ~}) < X, card Sy, iz ¢ega odmah
slijedi trazena implikacija. O]

Ova lema nam govori da je kardinal x regularan ako i samo ako ga ne mozemo prikazati
kao kardinalni broj unije manje od s skupova kardinaliteta manjeg od x, odnosno ako i
samo ako x nije moguce prikazati kao sumu manje od x kardinala koji su svi manji od k.

Lema 2.23. Neka je k € ICn. Tada je k suma od cf(k) kardinala mangih od k. Ako je
K granicni kardinal, onda postoji strogo rastuci niz (A\e @ € < cf(k)) kardinalnih brojeva
manjih od k takav da vrijeds

K= Z Ae = sup{A¢ | £ < cf(k)}.

&<cf(r)

Ako je k singularan, onda moZemo postiéi cf(k) < A < Kk za sve & < cf(k). Ako vrijedi i
cf(k) > Ny, onda postoji normalan niz singularnih kardinala s gornjim svojstvima.

Dokaz. Ako je k regularan kardinal, onda vrijedi

1= 1=k-1=x.

E<ct(k) E<k

Neka je k grani¢ni kardinal. Po lemi 2.6 postoji normalna funkcija f: cf(k) — & takva
da je sup(ran(f)) = k.

Tvrdnja: Skup c:= {card f(5) | B < cf(x)} je kofinalan u k.
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Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi. Tada je (sup(c))™ < k, pa postoji o € cf(k) takav
da je (sup(c))™ < f(0), pa vrijedi i (sup(c))™ < card(f(o)) € ¢, sto je kontradikcija s
definicijom supremuma. Ovim je tvrdnja dokazana.

Iz definicije kofinalnosti i upravo dokazane tvrdnje slijedi da je cardc = cf(k). Neka je
(Ae : € < cf(k)) niz (svih) elemenata od ¢ u rastué¢em poretku. Sada je oc¢ito

Z Ae =sup{A¢ | { < cf(k)} =supc=~k.
E<ct(k)

Neka je x singularan. Tada nam vrijedi analogan argument kao i gore uzmemo li
c:={card f(B) | B < cf(k) i card f(B) > cf(k)}.
Ako jos vrijedi i cf(k) > Ny, onda mozemo izabrati singularne ¢ na slijedeéi nacin:
- neka je Ay supremum nekog strogo rastuceg niza u ¢ duljine w,

- neka je A¢yq supremum nekog strogo rastuceg niza u ¢ duljine w s pocetnim ¢lanom

max{ ¢, card f(§)},
- Za granicni ordinal v < cf(k), neka je A\, = sup{A¢ | £ <~}

Zbog cf(k) > Wy kardinali A\g i A\eyq su singularni, dok za grani¢éni kardinal v < cf(k)
imamo cf(\,) < v < cf(k) < A\g < Ay, odakle vidimo da je i A, singularan. Iz konstrukcije
slijedi da je niz (A¢ : £ < cf(k)) normalan i da je sup{¢ | £ < cf(k)} = k. O

Sada smo spremni iskazati teoreme koji ¢e nam dati neke osnovne relacije (formule) kar-
dinalne aritmetike.

Teorem 2.24. Neka su «, 3 @y ordinali. Tada vrijeds

(a) ako je a < 3, onda je NN = PACH

(b) Hausdorffova formula: N:il =Ngyq - N
(¢) Tarskijeva formula: Ako je cardy < Ng, tada je Naiv Niﬁiw X’

Dokaz.  (a) 2% <R < (2Na)Nﬁ — QRaRg _ 9Rs

(b) Neka je 8 < a, tada je Ng < R,. Po lemi 2.7 X, je regularan, pa je svaka
funkcija s Ng u R,1; ujedno i funkcija s Rg uneki v < N,44, jer bi u suprotnom bilo
cf(Rat1) < Ng < R,4. Sada imamo

N§i1 = card ("R,41) = card (U {M 17 < Na+1}> <

< Z (card v)®s Z Ny =

Y<Na41 Y<Na41

= Na+l : Na g Na—i—l ' N +1 — Na—l—l = Noe—&—l

Ako je f > «, onda je Nyp1 < Ng, pa po (a) imamo Na+1 = = Nzﬁ, a kako je
2% > N5 > R, vrijedi i 2B = N1 - 2%, ¢ime smo dobili Na+1 = Npi1 - W
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(¢) Dokazujemo transfinitnom indukcijom po .

N card y N Ng __ N cardy-Ng __ NQNB.
Neka je v > 0 takav da za svaki § < 7 vrijedi tvrdnja.

Ng (b) (\Ng (pr.ind.) \\Rg \ycard§
Na+5+1 - Na+6 ' NOZ+5+1 — NCM : Na+6 . Na+6+1 =
g card(6+1) () (N5 card(d+1)
— RNV RO R R Redern,

NOH-’Y = Sup{Na-i-(S | 6 < '7} < Z Na+5 < H Na+5 .

o<y 6<y

Sada imamo:

a+'y (H Na—i—&) H Na+5 (pr. md) H ( NB Ngai(gé) <

o<y o<y o<y
card'y Ncard5 NB'CaYdV . Ncard'y cardy -
a+6 < a+y -
o<y
Ng card ~y Ng cardy _ \wNg
- N Na+'y < Na-ﬁ-’y Na—i—'y - Noz-i-'y

Korolar 2.25. Neka jen € w i neka su o @ 3 ordinali. Tada vrijedi

(a) Generalizirana Hausdorffova formula: X5, = Reardf . R
(b) Bernsteinova formula: Xy* = 2% . R,
(¢) Ako je a < Ng, onda je Ry’ = 28 . Rearder
Dokaz.  (a) Slijedi iz Tarskijeve formule, jer je N7, = N, za svakin € w.

(b) Po generaliziranoj Hausdorffovoj formuli imamo N = Ngﬁ -N,,, a po teoremu 2.24
(a) vrijedi Ngﬁ = 2%,

(¢) Po Tarskijevoj formuli je NN = NSB - Rearda te ponovno iskoristimo N?ﬂ = 2Ms,

Primjer 2.26. Navedimo sada, kao primjer, neke rezultate o potencijama kardinala.

1) Iz Bernsteinove formule slijedi N?fo = 2% . Ny, a kako je 2% > N;, vidimo da vrijedi
RO = 2%,

2) Po korolaru 2.25 (c) imamo XXt = 2% . R0,
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3) Ako je 2" = N, onda iz prethodnog primjera slijedi R = R Po teoremu 2.20
vrijedi X; < cf(R™1)) a kako je R, grani¢ni kardinal, te 8, kardinal sljedbenik vrijedi
i cf(R,,) = cf(Ry) = Ry, iz tega smo dobili cf(R,,) < cf(R™). Dakle mora biti i
N® =£ R . Ovo specijalno vrijedi ako pretpostavimo (GCH).

4) Ako je w < a < wy, onda je NN = 2N . NRo,
Za 3 > 1 tvrdnju dobivamo iz korolara 2.25 (b), dok za 8 = 0 iz 2% < R glijedi
20 . N0 — NNo,

5) Za svaki beskona¢ni kardinal s vrijedi (k)" = 2%.
Za svaki beskonacni kardinal x postoji ordinal « takav da je k = N,. Sada imamo

(k7)" =Ry, = (Hausdorffova formula)
= Nopp - NV = (tm. 2.24 (a))

= Nyyq - 2R =N =98
Lema 2.27 (Cetiri zlatna pravila kardinalne aritmetike).

(a) (Tarski) Ako je kardinal v > Ny i (ke : & < v) rastuéi niz beskonacnih kardinala,
onda je

[ re=(sup{re € <v})”.

E<v

(b) Ako su X i k kardinalni brojevi za koje vrijedi k > Ry i A > cf(k), onda je

= (sup{v* | v € kN Cn})Cf(H) :

(c¢) (Tarski) Ako su A i k kardinalni brojevi za koje vrijedi k > Ry i 0 < X\ < cf(k), onda

K =rk-sup{r’ | v € kNCn} =k - Z .

vexrNCn

(d) Ako je k beskonacan kardinal, tada vrijedi

or — (H<I€)Cf(“) .

Dokaz.

(a) v mozemo prikazati kao uniju u parovima disjunktnih skupova B,, a < v kardina-
liteta card B, = v. (Jer je card(v x v) = v.) Dakle, v = (J{B, | @ < v}. Kako je
card B, = v ne postoji kardinalni broj v < v takav da je B, C 7, pa zakljucujemo
da vrijedi

p=sup{ke | € < v} =sup{ke | € € By} zasvakia <v.

Iz leme 2.12 imamo p < ngBa ke, za svaki o < p. Sada koristeci opci zakon
distributivnosti i asocijativnosti (lema 2.11) dobivamo

w = TLw < TLTT e = TTwe < TTn < o

a<v a<v £EBq E<v E<v
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(b) Po lemi 2.23 postoji niz kardinala (k¢ : £ < cf(k)) takav da je 2 < ke < Kk za sve
£ <cf(r) 1k =3 ¢ p() e Oznacimo p:= sup{v* | ¥ € kN Cn}. Po korolaru 2.19
vrijedi 3 e p() Ke = H5<Cf (r) Ke- Sada imamo

= T #e H“g I = p® < ()" =

E<ct(k) E<ct(k E<cef(k)

Posljednja jednakost vrijedi zbog uvjeta cf(k) < A.

(c) Neka je f €* k. Kako je A < cf(k) postoji ordinal o <  takav da je f €* a. Uocimo
da za svaki v € kN Cn i za svaki a € [v, v )on vrijedi (card a)* = v*. Sada imamo

)‘gcard<U{’\a|a<m}><anrda Z vt <k Z v

a<k vexNCn vexNCn
< k-sup{r’ | v € kN Cn} < &
(d) Ako je k =T, onda po lemi 2.7 vrijedi cf(k) = k, $to nam daje
(2<H)Cf(’i) — VK — 9K

Ako je r grani¢ni kardinal, onda po lemi 2.23 postoji strogo rastuéi niz (ke : £ <
cf(k)) takav da je ke < K za sve § < cf(k) i vrijedi K =} . 4, Ke. Sada imamo

oF — (25)cf(n) > (2<H>Cf(fi) _ H o<k > H oRe — 22§<cf(fc) Re _ OF
E<ct(k) E<ct(k)
O
Korolar 2.28. Neka je k beskonacan kardinal i (ke : £ < cf(k)) niz kardinalnih brojeva
takvih da je 2 < ke < K za sve § < cf(k) i vrijedi Kk = Z&Cf(m) ke. Tada vrijeds
( ) H§<cf (k) ke = ’%Cf(ﬁ)

(b) ako je A > cf(k) kardinal, onda je J[¢_ ., HJE\ = K.
Dokaz.

(a) Ako je k regularan, onda
gf0) — o Tomaz27(2) H ke < K" = ko)
E<k
Ako je k singularan, onda (zbog cf(k) < k) imamo
Z ke = cf(k) - sup{re | € < cf(k)} =sup{re | £ < cf(k)}.
E<ct(k)

Dakle, u (ke : £ < cf(k)) postoji (strogo) rastuéi podniz (\¢ : £ < cf(k)) za koji
vrijedi sup{A¢ | £ < cf(k)} = k. Sada iz prvog zlatnog pravila slijedi

chf(fi) _ H )\5 < H e < /{Cf(lﬁ) ]

£<cf(k) E<ct(k)
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(b) /‘62 = H ke | = (me(“))/\ = k. Posljednja jednakost vrijedi radi uvjeta

]

Lema 2.29. Neka je 3 glavni broj za zbrajanje i (ke : £ < [3) niz beskonacnih ordinala.
Tada vrijedi

card B
(H Iig) = H Reg .
§<p £<pB

Dokaz. Iz lema 2.10 i 2.11 i znamo da vrijedi

(1) (i)

€< E<B \n<p

Po lemi 1.19 za 3 ne postoji aditivni rastav, iz ¢ega slijedi da je é#n < S zasve £ < (i
sve 1 < (. Takoder vrijedi & < £#n i n < E#n, pa imamo

{§1&<B={S 1 <P)A)(EH#n =)}

Prema tome je

(1) - T 11 ~)-

Kako za odredeni ( jednadzba {#n = ¢ ima kona¢no mnogo rjesenja (v. nap. 1.18), medu
kojima je i (#0 = (, te iz cinjenice da su svi k¢ beskonacni slijedi

H Re = K¢ .
§#n=¢

Povezemo li sve dobivene jednakosti dokazali smo

i ) L

£<6 ¢<B
[

Teorem 2.30. Neka je 5 glavni broj za zbrajange i (e - € < 3) strogo rastuci niz ordinala
sa supremumom «. Tada je
[T R = R57.

£<p

Dokaz. Kako je (3 grani¢ni po korolaru 2.14 je

D R =R,

§<B
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Po korolaru 2.19 je

dok iz leme 2.29 imamo

Iz ove tri jednakosti slijedi tvrdnja teorema. O
Teorem 2.31. Za svaki ordinal 3 > 0 vrijeds

_ycard g
HN5_N6 :
£<B

_ wecard
[T~
£<B

Ako je § € Lim, onda vrijedi i

Dokaz. Pretpostavimo da postoji grani¢ni ordinal « takav da je [[,_5Na. # N;ardﬂ, te
neka je § najmanji takav. Iz teorema 2.30 slijedi da [ nije glavni broj za zbrajanje.
Promotrimo Cantorovu normalnu formu za 3 u bazi w,

ﬁ:Zwﬁi, gdiejencwify=p=...2 0.
<n

Uoc¢imo da mora biti n > 1, jer bi u suprotnom bilo 3 = w® §to je po lemi 1.19 glavni
broj za zbrajanje, a pretpostavili smo da ( nije glavni broj za zbrajanje. Nadalje, kako
je [ grani¢ni ordinal vrijedi i 5,1 > 0, jer bi inac¢e ( bio kardinal sljedbenik. Dakle,
dokazali smo da je 3 oblika # = o + v, gdje je ¥ = w?-1. Iz normalne forme vidimo da,
je v < o < f3, paje card B = card(o + ) = card(o), jer se radi o sumi dva beskonac¢na
ordinala.

Sada po izboru ordinala # (minimalnost) dobivamo

H N§ _ Nzardcr _ Ng&rdﬂ7

(<o

a kako je po lemi 1.19 v = w%-1 glavni broj za zbrajanje, iz teorema 2.30 slijedi

H NU+£ = N;ard‘y.

E<y
Dakle,
[I®e=T1%e- ][ %ove =
§<pB §<o E<y
= neardf N%ardv = neardf Nﬁ:” = (Tarskijeva formula)

- N = N,

Sto je kontradikcija s odabirom ordinala 3, pa zaklju¢ujemo da za svaki grani¢ni ordinal
B vrijedi [T, 5 Re = NG™7.
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Preostalu jednakost dokazujemo transfinitnom indukcijom po 5. Za § = 1 tvrdnja trivi-
jalno vrijedi. Neka je § > 1 takav da za sve v < (3 vrijedi H€<7 Ne = NcardV
Ako je # € Lim, onda, koriste¢i prethodno dokazanu jednakost, imamo

H N& Nﬂ H N& Ncard,@ Ncardﬁ
<8 £<B
Ako je f =+ 1, onda
H Ne =N 4y - H N = (pretp. ind.)

<+l €<y
= RN, = (Hausdorffova formula)

cardy __ yycard(y+1)
- N’Y-H - N’Y-H :

]

Tarski je postavio hipotezu da teorem 2.30 vrijedi ne samo za glavne brojeve za zbrajanje,
nego i za sve granicne ordinale. Iz slijede¢e propozicije, koriste¢i Godelov rezultat da je
ZFC 4+ (GCH) konzistentna ako je ZF konzistentna, slijedi da je Tarskijeva hipoteza
konzistentna sa ZFC (ako je ZF konzistentna).

Propozicija 2.32. Neka je 5 granicni ordinal i (ag : & < [3) strogo rastuéi niz ordinala
sa supremumom «. Ako vrijedi generalizirana hipoteza kontinuuma, onda je

a+1 H Na5 - Ncardﬂ
§<p

Dokaz. Uocimo da vrijedi
kor. 2.14 kor. 2.19
Ny =Y R, < Noe < [ Rae
£<p E<p £<card 8
pa koriste¢i prvo zlatno pravilo zaklju¢ujemo da je
[T <,
£<B

Kako je niz (ag : £ < [3) strogo rastudi, vrijedi ¢ > € za sve £ < 3, pa je i o = sup{ag |
¢ < B} = 3, odakle imamo

GCH
N(;ardﬁ < N(;ardoc < N(?ia tm.:2.24 2Na ( e ) Na-{-l .
Dakle,
o < [ ] Rae <RI <R,
§<pB
¢ime je tvrdnja dokazana. O]

Ipak, uz pretpostavku konzistentnosti na ZF, moze se dokazati da postoji model za ZFC
u kojem Tarskijeva pretpostavka ne vrijedi. Naravno, u tom modelu ne vrijedi ni (GCH).

Za kraj dokazimo jos Tarskijevu formulu rekurzije, koja nam daje jos jednu vezu poten-
ciranja i beskonacnih suma, uz odredene uvjete na kofinalnost eksponenta.
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Lema 2.33 (Tarskijeva formula rekurzije). Neka je 5 granicéni ordinal, o supremum
strogo rastuceg niza ordinala (ag : £ < 3) i neka je X, < cf(B). Tada je

N’Y
R =D R = sup{R}) | £ < 5}
<

Dokaz. Niz (e : £ < [3) je rastudi i kofinalan u «, pa je oc¢ito da sadrzi podniz duljine
cf(/3) koji je takoder kofinalan u . Stoga je cf(ar) < cf(8). S druge strane niz (5¢ : ¢ < ),
gdje je
S ako je ¢ € {a, [0 < f}i(=ag,
< sup{fs | d < ¢} inace,

je rastudi i kofinalan u 5 (jer je (ag : £ < () strogo rastuéi), pa je i cf(8) < cf(a).
Dakle, cf(8) = cf(«), a kako je o grani¢ni ordinal, iz pretpostavke teorema dobivamo
N, < cf(B) = cf(a) = cf(R,). Prema tome za svaki f € ™R, postoji £ < a za koji je
f € ™R, pa vrijedi

NVNa = U{Nng |{<a} = U{NwN% | £ < B}.

Sada je jasno da vrijedi

R <Y NN = card 8- sup{R)7 [ £ < B8}
£<B

Uocimo da je card § < sup{Ngg | £ < B}, jer je £ < ag <N, < Niﬁg, pa je i 8 = sup{¢ |
¢ < B} <sup{Ra! | € < §}. Dakle, vrijedi

card 3 - sup{Ry7 | € < G} = sup{Ry7 | € < 7} <R,

¢ime je teorem dokazan. O]
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3

Jaki granic¢ni kardinali i hipoteza
singularnih kardinala

U ovom poglavlju ¢emo preciznije navesti koje su sve vrijednosti moguce kao rezultati
potenciranja dvaju beskonaé¢nih kardinala. U prvom odjeljku nec¢emo izlaziti iz okvira
teorije ZFC, dok ¢emo u drugom odjeljku uz aksiome ZFC kod nekih rezultata za pretpos-
tavku uzimati generaliziranu hipotezu kontinuuma ili tzv. hipotezu singularnih kardinala
¢iju ¢emo formulaciju uvesti na pocetku drugog odjeljka.

3.1 Jechov teorem

U ovom odjeljku poblize ¢emo opisati vrijednosti potenciranja beskona¢nih kardinala
preko vrijednosti potencija za manje baze ili eksponente, za Sto ¢e nam trebati jos neki
pojmovi koje uvodimo u slijedecoj definiciji.

Definicija 3.1. Neka je xk beskonacan kardinal i A neprebrojiv kardinal. Kazemo da je A
k-jak ako za svaki kardinal p < A vrijedi p® < A. Za X kazemo da je jaki granicni kardinal
ako je A\ v-jak za svaki kardinal v < .

Kazemo da je k (jako) nedostiziv kardinal ako je k regularan neprebrojiv jaki granicni
kardinal. Za x kazemo da je slabo nedostiziv kardinal ako je regularn neprebrojiv grani¢ni
kardinal.

Uoc¢imo da ako je A k-jak, onda ocito vrijedi k < . Takoder jaki grani¢ni kardinali mogu
se karakterizirati naoko slabijim svojstvom.

Propozicija 3.2. \ je jaki granicni kardinal ako i samo ako za svaki kardinal v < A
vrijedi 2V < \.

Dokaz. Pretpostavimo da je 2¥ < A za sve kardinale v < A i da A nije jaki grani¢ni
kardinal. A je ocito granic¢ni kardinal, jer je 2 > k™ za svaki kardinal x. Po pretpostavci
postoje p i kK manji od A takvi da je p® > A. Ako je p < K, onda po teoremu 2.24 vrijedi
A < pf = 2% pamora biti p > k. No, sada je A < p* < p” = 2°. Ovo je ocito kontradikcija
s pretpostavkom da je 2¥ < A za sve v < A.

Obrat trivijalno vrijedi. O]
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Dokazimo jos neka svojstva jakih grani¢nih kardinala.

Propozicija 3.3. Jaki granic¢ni kardinali ¢ine pravu klasu.

Dokaz. Neka je p beskonacni kardinalni broj. Definiramo strogo rastu¢i niz kardinala
(kn:n <w)sa
Ko = M,

/{n-l—l = 2Hn s
te oznacimo k := sup{k, | n < w}. Ako su p,v € kN Cn, onda postoji n € w takava da
je max{p, v} < Kk,, pa imamo

Pl < ki =2 =g < K,

odakle vidimo da je « jaki granic¢ni kardinal, dok je iz konstrukcije oc¢ito k > pu. [

Uoc¢imo da je kardinal x konstruiran u prethodnom dokazu singularan.

Lema 3.4. Supremum skupa jakih granicnih kardinala je jaki granicni kardinal.

Dokaz. Neka je {r; | i € I} skup jakih grani¢nih kardinala i x := sup{x; | ¢ € I'}. Ako
je k € {k; | i € I} nema se Sto dokazivati. U suprotnom, neka su p,v € kN Cn. Zbog
k& {K;| i€ I} postojii € I takav da su p,v € k;, pa je p” < k; < K. O

Slicno se dokazuje da je za svaki beskona¢ni kardinal A klasa A-jakih kardinala prava klasa,
te da je supremum skupa A-jakih kardinala takoder A-jak kardinal.

Napomena 3.5 (o nedostizivim kardinalima). Veé od ranije znamo da su svi singularni
kardinali grani¢ni. Jedini regularni granicni kardinal s kojim smo se susreli je Ny, stoga se
prirodno namece pitanje postoji li neprebrojiv regularan grani¢ni (drugim rije¢ima slabo
nedostizivi) kardinal.

Neka je N, slabo nedostiziv kardinal. Kako je N, grani¢ni imamo cf(X,) = «, a zbog
regularnosti od 8, je cf(X,) = N,. Dakle za slabo nedostiziv kardinal X, mora vrijediti
N, = a. lako se na prvi pogled ¢ini da je ovo vrlo jako svojstvo, pokazuje se da singularnih
kardinala s tim svojstvom ima prava klasa. Neka je A kardinal. Tada je supremum niza

(Kn : m € w) danog sa
Ro — A
Rp+1 = Nnn

singularni kardinal Ng > A sa svojstvom Ng = f3.

Moguce je dokazati da je postojanje slabih i jakih nedostizivih kardinala nezavisno sa ZFC,
no ono sto je jos zanimljivije je, da za jake nedostizive kardinale vrijedi puno jace svojstvo
— postojanje jako nedostozivih kardinala implicira konzistentnost teorije ZFC. Preciznije,

ako je k jako nedostiziv kardinal, onda je k-ti nivo kumulativne hijerarhije V, model za
ZFC.
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Nakon ove digresije, vratimo se na promatranje potenciranja kardinala.

Lema 3.6. Neka je r jaki granicni kardinal. Tada vrijedi 2<% = k 4 2% = g0,

Dokaz. Uocimo:
prop.2.16

kK < 2% =sup{2’|rernCn}<k.

Posljednja nejednakost vrijedi radi toga Sto je x jaki grani¢ni kardinal. Ovim smo dokazali
prvu jednakost. Drugu jednakost dobivamo iz 4. zlatnog pravila:

2% = (25%)1) = el
O

U teoremu 2.24 dokazali smo da za R, < Ng vrijedi Ny = 2%, Pogledajmo sto mozemo
re¢i u slucaju R, > Ng.

Lema 3.7. Neka su «, 3 iy ordinali za koje vrijedi 3 < av i X, < Nsﬂ. Tada je NN = Nsﬂ.

Dokaz.

Lema 3.8. Neka su a i 3 ordinali i neka je § < a. Ako je X, Ng-jak, onda je

X {Na ako je cf(N,) > Ng,

R, = £(R
Rf®a) i e

Dokaz. Ako je o = + 1, onda je cf(R,) = X, > Ns. Iz Hausdorffove formule slijedi

R Ng Ng
~—

<Ra
Neka je sada « graniéni kardinal. Tada je R, = sup{X, | v < a} < Sup{Niﬁ | v < a},
dok zbog uvjeta da je R, Ng-jak vrijedi sup{N:[3 | v < a} < X,. Dobili smo
(%) R, = sup{R}’ | v < a}.
Ako je cf(X,) > Rg, onda je po 3. zlatnom pravilu
No? = R, - sup{t™ | v € R, N Cn} =

= No-sup{as” | v < a} = (x)

=N, N, =RN,.
Ako je cf(R,) < Ng, onda iz pretpostavke Nz < N, slijedi da je R, singularan, pa je prema
tome i grani¢ni. Sada mozemo primjeniti 2. zlatno pravilo:

cf(Ra) (4
N = (sup{R7 |y <a}) T DR,
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Lema 3.9. Neka su « i 3 ordinali takvi da je 3 < « @ Nzﬁ > 2% te neka N, nije Ng-jak.
Neka je v nagmangi ordinal za koji vrijeds Nﬁﬁ 2 N,. Tada je X, Ng-jak singularan kardinal
za koji vrijeds

Ra” = RI®D 7 of(R)) <Ry < R,

Dokaz. Neka je v najmanji ordinal za koji je Nsﬁ > N,. Uoc¢imo da je v < a, jer X, nije
Ns-jak. Po lemi 3.7 imamo N§6 = Ngﬁ.

Dokazimo sada da je N, Ng-jak. Za pocetak uoc¢imo da je § < . U suprotnom bi (po
teoremu 2.24) bilo Ngﬁ = sﬁ = 2% §to je kontradikcija s pretpostavkom leme. Nadalje,
pretpostavimo da za neki o < 7 vrijedi Ro? > N,. Tada iz leme 3.7 slijedi Ny = Niﬂ , dok
po izboru ordinala  (minimalnost) imamo Ny < N, < Nﬁ" , §to je kontradikcija. Ovim
smo dokazali da je N, Ng-jak.

Ako je cf(X,) > Rz, onda iz leme 3.8 slijedi Ny = R = N, < N,, 8to je kontradikcija.
Dakle, mora biti c¢f(X,) < Ng < X, odakle vidimo da je X, singularan, te po lemi 3.8

dobivamo
N R c

O
Sumiramo li dosadasnje rezultate o potenciranju kardinala, dobiti ¢emo Jechov teorem:
Teorem 3.10 (Jech). Neka su a i 3 ordinali. Ako Ny ¢ {2% R, }, onda postoji ordinal

v < a takav da je R, Rg-jak, te vrijedi cf(R,) < Ng <N, ¢ Nzﬁ _ N;f(m).

Dokaz. Neka je N # 2%. Tada je po teoremu 2.24 N5 < X,. Ako je R, Ng-jak, onda po
lemi 3.8 u slucaju cf(X,) < Ng imamo Ny = RI®) g0k v suprotnom vrijedi XA = N,.
Preostali sluc¢aj pokriven je lemom 3.9 O

Drugim rije¢ima za potenciranje beskonac¢nih kardinala vrijedi:

PR ili
X =R, ili
Nf,fm”) za neki v < o takav da je cf(R,) < Ng <N,

3.2 Hipoteza singularnih kardinala

Sada ¢emo vidjeti Sto mozemo reé¢i o potenciranju beskona¢nih kardinala kada aksiome
ZFC pojacamo s jos nekim pretpostavkama, odnosno generaliziranom hipotezom kontinu-
uma ili nesto slabijim zahtjevom — hipotezom singularnih kardinala koja glasi

(SCH) (Vi € ICn) (29" < k — £ = k)|
Za motivaciju, prisjetimo se propozicije 2.32, te pogledajmo slijedeéi korolar.
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Korolar 3.11. Neka vrijedi (GCH). Tada za kardinale k > 2 i A > Rq vrijedi

Kk ako A < cf(k),
Y=kt ako cf(k) <A<k,
AT ako k < ).

Dokaz. Ako je k < ), onda je po teoremu 2.24 £ = 2 (@ AT,

Ako je cf(k) > A po 3. zlatnom pravilu imamo
k<K =r-sup{v* | v € kN Cn}.

Neka je v kardinal manji od k. Tada za v < X vrijedi v* = 2* = AT, azav > A je
v < ¥ =2 = vt. Dakle

sup{* | v € kN Cn} < max{r", A"} <&,
pa je
k-sup{v* |v € kN Cn} =&,
odakle slijedi k* = k.

Preostao nam je jos slucaj cf(k) < A < k. Tada je po teoremu 2.20
k< kITW < pr <P =27 = kT

O

Za nastavak razmatranja bit ¢e nam potrebni jos neki pojmovi koje uvodimo u slijedecoj
definiciji.

Definicija 3.12. Funkciju (k) : x € ICn) nazivamo gimel funkcija, te umjesto £
pisemo i I(k). Za k € ICn U {2} funkciju (k" : v € ICn) nazivamo funkcija kontinuuma
za k. (Kao $to je i uobicajeno funkciju kontinuuma za 2 i dalje éemo kratko zvati fukcija
kontinuuma.) Kazemo da funkcija kontinuuma za x postaje konstantna ispod A, ako postoji
kardinal p < A takav da za svaki p’ € [p, \)cn vrijedi K7 = k”. Ako je kardinal p, < X
takav da za svaki p € [pg, A\)cn vrijedi K = £, onda kazemo da funkcija kontinuuma za
k postaje konstantna ispod \ nakon py.

Ve¢ smo spomenuli da je hipoteza singularnih kardinala slabija od generalizirane hipoteze
kontinuuma. Uvjerimo se da to uistinu vrijedi.

Propozicija 3.13. Ako vrijedi generalizirana hipoteza kontinuuma, onda vrijedi i hipoteza
singularnih kardinala tj. ZFC F (GCH) — (SCH), odnosno ZFC 4+ (GCH) F (SCH).

Dokaz. Neka je k € ICn. Tada je
(GCH)

k< kW) L pr =08 =

Dakle, za sve beskonaéne kardinale vrijedi (") = x*, pa specijalno vrijedi i (SCH). O
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Napomena 3.14 (o hipotezi singularnih kardinala). 1z propozicije 3.13 slijedi da je (SCH)
konzistentna sa ZFC, jer je posljedica generalizirane hipoteze kontinuuma koja je konzis-
tentna sa ZFC. Moze se dokazati da je negacija hipoteze singularnih kardinala takoder
konzistentna sa ZFC, odnosno da je (SCH) nezavisna s aksiomima ZFC.

Ekvivalentna formulacija hipoteze singularnih kardinala glasi:

Ako je k singularan jaki granicni kardinal, onda je 2% = k™.

Iz ovog oblika je jasan naziv , hipoteza singularnih kardinala”. Jos jedna zanimljivost je da
ako (SCH) vrijedi za sve singularne kardinale kofinalnosti Xy, onda vrijedi za sve singularne
kardinale. Drugim rije¢ima, ako u nekom modelu za ZFC ne vrijedi (SCH), onda u tom
modelu postoji singularni kardinal x kontraprimjer za (SCH) za koji je cf(k) = Ro.

Lema 3.15. Neka su k € ICnU {2} i A > X kardinali. Tada nastupa jedan od slijedeéa
dva slucaja:

(1) Funkcija kontinuuma za k postaje konstantna ispod X\ i cf(k=*) = X, te za neki
kardinal p < \ vrijedi k< = K.

(2) Postogi strogo rastuéi niz (\e : € < cf(N)) kofinalan u X takav da je miz (k¢ : £ <
cf(X)) strogo rastuéi i kofinalan u k<*. Tada vrijedi i cf(k<*) = cf(N).

Dokaz. Ako je A\ = p*, onda je ocito da funkcija kontinuuma za x postaje konstantna
ispod A nakon p. Neka funkcija kontinuuma postaje konstantna ispod A nakon p. Onda
je k<% = KP. Ako je A = Ny, onda je k = Ry (jer je fukkcija w > n +— 2" strogo rastucéa),
pa imamo k<* = &, te je cf(kN = cf(k) = Ny = A\. Ako je A > X;, onda neka je
po takav da funkcija kontinuuma za x postaje konstantna ispod pg. Po teoremu 2.20
dobivamo cf (k<*) = cf (k) > py za svaki beskonaéni kardinal p € [po, \)cn. Prema tome
je cf(k<*) = \.

Ako funkcija kontinuuma za x ne postaje konstantna ispod A, onda je A grani¢ni kardinal
i za svaki kardinal p < A postoji kardinal v € (p, \)cn takav da je k” < k. Neka je
(Ag : & < cf()A)) niz kofinalan u A. Definiramo niz (A¢ : § < cf(A)) na slijede¢i nacin:

Ao = Ap s
Aerr = min{\, | € < ¢ < cf(N) i rde < KM},
Ay =min{ A, | sup{A¢ | £ <n} < ¢ <cf(A) i sup{r* [ £ <n} <#*} za A€ Lim.

Transfinitnom indukcijom lagano je dokazati da su nizovi (A¢ : & < cf(N)) i (kY : € <
cf(N)) strogo rastuéi. Iz konstrukcije je takoder vidljivo da je (A¢ : & < cf()\)) kofinalan
u Aidaje (k' : € < cf()\)) kofinalan u k<*, odakle slijedi cf(k<*) < cf()\). Kada bi
bilo cf (k<) < cf()), onda bi postojao podniz duljine manje od cf()\) strogo rastuceg niza
(kY : € < cf(N)), no tada bi mogli konstruirati i podniz jednake duljine od (A¢ : & < cf(\))
kji bi bio kofinalan u A, sto je u suprotnosti s definicijom kofinalnosti. n
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Lema 3.16. Neka su k> 2, A > Xg 1 v > 0 kardinalni brojevi. Tada je

k<N ako 0 < v < cf(N),
(k)" =<K ako of(\) v <A,
KY ako N < v.

Dokaz. Promatrat ¢emo dva slucaja.

1° Funkcija kontinuuma za k postaje konstantna ispod A nakon py (za neki py < \).

Ako je 0 < v < cf(X), onda neka je p; = max{py,v}. Tada je

(k) = (k) = K = k.

Ako je A < v imamo (k)" = (k)" = K".

Preostali slucaj je nesto slozeniji. Kao prvo primijetimo da je A singularan. Po lemi
2.23 postoji rastudi niz kardinala (¢ : £ < cf(\)) za koji vrijedi A\g > max{po, cf(\)}
PA =3 et Ae- Sada je k7 = k¢ za svaki € < cf()). Uoimo jos da za cf(\) < po
vrijedi k7 = (/{pO)Cf , dok je u suprotnom (cf(A\) > po) k7 = k%W pa je takoder
kP = (kP)f N Sada imamo

<A

k<A = PO = (RPO)Cf()\) — H kPO — H ke — Kzg«f@) Ae _ lﬁ)‘,
E<ct(N) E<cf(N)

odakle je
()" = () =

2° Funkcija kontinuuma za k ne postaje konstantna ispod .
Po lemi 3.15 postoji strogo rastuéi niz (A¢ : € < cf(\)) takav da je niz (k¢ : € <
cf()\)) strogo rastuéi i kofinalan u x<*. Uo¢imo da je cf(k<*) < k< = sup{r’¢ |
£ < cf(N)}, a kako je niz (k¢ : & < cf())) injektivan iz leme 2.13 slijedi £<* =
D e<ct(V) R
Ako je v < cf()\) = cf (k<) bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti v < .
Tada po 3. zlatnom pravilu imamo

(k)" = k=" -sup{p” | p € K* N Cn}.

Kako za svaki kardinal u € x<* postoji ordinal & < cf()\) takav da je u < k¢, pa je
i p” < (k)Y = k¢, odakle imamo

sup{p” | p € KN Cn} = sup{/ﬁAf | pe KN Cn} = g <A

Dakle, (k<*)” < k<%, pa mora biti (k<})” = k<.
U oba preostala slucaja je v > cf(\), a prema tome imamo

v v

(H<)\)y _ Z fi)‘5 kor§.19 H Ii)\f H Ii _ KZ§<Cf(>\) Aev )

E<ct(N) E<cf(N) E<cef(N)
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Pogledajmo sada koje su moguée vrijednosti za Z£<Cf()\) Ae-v. Akoje cf(N) < v < A,
onda zbog singularnosti kardinala X i leme 2.23 bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je Ao > v, pa je Z&wa PYREZE Z&Cf(/\) A=A Akoje A< v,

onda je > ooy Ae V=D e gy ¥V =cf(A) v =v.

[
Lema 3.17. Neka su k =2 i A > Xy kardinali. Ako vrijedi (GCH), onda je
Kk ako A < cf(k),
k= kt ako cf(k) < A< KT,
A ako kT <AL
Dokaz. Ako je k konacan, onda je k < A (i kT < \), pa po teoremu 2.24 imamo
k<Y =sup{s’ | p€ AN Cn} =
=sup{2”’ | p € AN Cn} = (GCH)
=sup{p" | p€ANCn} =
=\
Neka je k > Ny. Sada mozemo iskoristiti korolar 3.11. Ako A < cf(k), onda
K< =sup{s’ | p € A\NCn} = sup{x} =& .
Ako je cf(k) < A < kT, onda
kA =sup{s’ | p€ ANCn} =sup{sT} = xT.
Ako je kT < A, onda
k<N =sup{s’ | p€ AN Cn} =
= Sup{ﬁp ‘ pE ['LiJra A)Cn} =
=sup{p" [ p € [x", N)en} =
=\
[

Teorem 3.18 (Bukovsky, Hechler). Neka je A singularan kardinal. Ako funkcija kon-
tinuuma za Kk postaje konstantna ispod \ nakon py, onda vrijedi kKN = k<N = K.

Dokaz. Neka je p; = max{cf()\), po}. Tada je k<* = k#° = k', dok po lemi 3.16 imamo

N — (K/</\)Cf(>\) _ (,{m)cf()\) — RPU— PO

]

Bukovsky - Hechlerov teorem nam govori da, za razliku od regularnih, funkcija kontinuuma
u singularnim argumentima moze ovisiti o vrijednostima u manjim argumentima.

Slijede¢a dva teorema govore nam kako izgleda potenciranje kardinala u aksiomatskom
sustavu ZFC + (SCH).
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Teorem 3.19. Neka je k singularan kardinal i neka vrijedi (SCH). Tada je

or _ {2<’$ ako funkcija kontinuuma postaje konstantna ispod k,

(2<% inace.

Dokaz. Ako funkcija kontinuuma postaje konstantna ispod x, onda po Bukovsky - Hec-
hlerovom teoremu vrijedi 2% = 2<%,

Neka funkcija kontinuuma ne postaje konstantna ispod . Po lemi 3.15 cf(2<") = cf(k) <
k, pa po pretpostavci da funkcija kontinuumane postaje konstantna ispod x imamo
2cf(2%") = 9cf(v) < 2<r_ Koristedi 4. zlatno pravilo dobivamo

2 — (25T BLY gyt

Teorem 3.20. Neka su k it A beskonacéni kardinali. Ako vrijedi (SCH), onda je

Kk ako2* <k i\ <cf(k),
Y= kT ako 20 < ki A >cf(k),
20 ako k < 2M.

Dokaz. Sluéaj k < 2* je jednostavan jer (kako je A beskonacan) vrijedi
2 << (2 <2

U nastavku dokaza neka je 2* < k. Tada jei A < &, jer bi u suprotnom bilo k* = 2* < k.
Ostatak dokaza provodimo transfinitnom indukcijom po & (uz fiksni \).

N = N, (jer je A konacan), te vrijedi A < Rg = cf(Rg) = N.

Neka je k > Ny takav da za sve v € [Ng, k)cn za koje vrijedi 2* < v vrijedi i

A v ako A <cf(v),
Vv =
vt ako A = cf(v).

Tada je 2* < v. Ako je 2* < v, onda je po pretpostavci indukcije v* € {v, v},
Ako je 2* = v onda je v* = (2*)* = 2* = k. Dakle, u svakom slucaju vrijedi * < xk = v*.
Iskoristimo Hausdorffovu formulu i imamo

HA:(V+)>\:V)‘~V+:V+:/€.

Sjetimo se da za kardinal sljedbenik vrijedi cf (k) = &, stoga je relacija K = k upravo ono

Sto smo trebali dokazati.
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Za v < K po pretpostavci indukcije imamo v* € {v, v, 2"}, posebno v* < k,
odnosno k je A\-jak. Po lemi 3.8 imamo slijedeca dva slucaja:

- ako je cf(k) > A, onda je k* = k,

- ako je cf(k) < A, onda je k* = &%) a kako je 2¢f®) < 2} < K uz pomoé (SCH)
dobivamo k") = g+,

]

Dakle, ako vrijedi (SCH), onda funkcija kontinuuma u argumentu  ovisi (na relativno
jednostavan nacin) o vrijednostima funkcije kontinuuma u argumentima manjim od k.
Takoder ako su nam poznate vrijednosti funkcije kontinuuma, onda znamo i vrijednosti
funkcije kontinuuma za k.

U slijedecoj propoziciji kojom zavrsavamo izlaganje pogledat ¢emo §to mozemo reéi o vezi
funkcije kontinuuma i gimel funkcije osim trivijalne ocjene

I(k) = kW) L RF =28
Propozicija 3.21. Neka je k beskonacan kardinal. Tada vrijedi:
(a) Ako je k reqularan, onda je 2% = (k).

(b) Ako je k singularan i funkcija kontinuuma postaje konstantna ispod k, onda je 25 =
25",

(¢) Ako je K singularan i funkcija kontinuuma ne postaje konstantna ispod k, onda je
2/ = J(2<K).

Dokaz.  (a) cf(k) =k, pa je 28 = 2¢108) L gefv) L g = 25,
(b) Slijedi iz Bukovsky - Hechlerovog teorema.

(c) Polemi 3.15 cf(k) = cf(2<%), pa iz 4. zlatnog pravila dobivamo

1(2<F) = (2<H)Cf(2<“) _ (2<H)Cf(f€) — oK
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Zakljucak

Nakon zavrsetka izlaganja u ovom radu postavlja se pitanje — dokle smo u stvari dosli?
Pokazali smo koliko vaznu ulogu kofinalnost ima prilikom odredivanja vrijednosti poten-
ciranja kardinala, te smo dokazali Jechov teorem koji nam opisuje moguce vrijednosti
prilikom potenciranja kardinala. Naveli smo koja to¢no ogranicenja ZFC postavlja na
funkciju kontinuuma u regularnim argumentima, te smo dokazali Bukovky-Hechlerov te-
orem iz kojeg vidimo da na funkciju kontinuuma u singularnim kardinalima ipak postoje
jos neka ogranicenja. Takoder smo pokazali vaznost hipoteze singularnih kardinala uz
koju se mogu dobiti prilicno jaki rezultati bez potrebe da se pretpostavlja jaca tvrdnja —
generalizirana hipoteza kontinuuma.

Nadam se da ovaj rad moze posluziti kao dobar uvod u kardinalnu aritmetiku i motivacija
za dalje promatranje modernijih podruéja kao $to su Shelahova pcf-teorijal ili teorija
velikih kardinala.

Cilj pcf-teorije je opisivanje potencija singularnih kardinala. Jedan od najpoznatijih re-
zultata pcf-teorije je Cinjenica da je broj prebrojivih podskupova od XN, potrebnih da se
prekriju svi prebrojivi podskupovi od R, ogranicen s XN,,. U samoj izgradnji pcf-teorije
znacajnu ulogu imaju i ultraprodukti pomoc¢u kojih se definiraju skupovi moguéih kofi-
nalnosti.

Predmet proucavanja teorije velikih kardinala su u prvom redu nedostizivi kardinali. Je-
dan od problema koji se postavlja je pitanje postoji li kardinal na kojem se moze definirati
netrivijalna mjera. Pokazuje se da ako takav kardinal postoji on mora biti nedostiziv.

Vise o pcf-teoriji moze se naéi u [3], dok se dodatna literatura i informacije vezane za
teoriju velikih kardinala mogu naéi u [4].

Lpcf je skracenica za possible cofinalities tj. moguée kofinalnosti.
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