ELEMENTARNA MATEMATIKA 2
Drugi kolokvij— 19. lipnja 2025.

Svaki zadatak rjesavajte na odvojenom papiru. Vrijeme rjeSavanja je 120 minuta.
Nije dozvoljeno koristiti nista osim pribora za pisanje i geometrijskog pribora.

Zadatak 1 Za realan parametar A zadani su pravci

Odredite za koje vrijednosti parametra A se pravci py i ¢, sijeku, za koje su paralelni, a za koje
su mimoilazni. Za vrijednost parametra A za koju su pravci paralelni odredite ravninu koja ih
sadrzi.  Rjesenje.



Zadatak 2 Zadani su pravac i ravnina

T x+2y+2z=0.

a) Odredite ortogonalnu projekciju tocke A = (1,1,0) na ravninu 7.
b) Odredite ortogonalnu projekciju pravca p na ravninu 7.

c¢) Odredite kut izmedu pravca p i ravnine 7.

Rjesenge.



Zadatak 3 Neka su F' i G fokusi hiperbole H te neka su P i ) dvije tocke na istoj grani
hiperbole H ali na razli¢itim stranama opticke (realne) osi FFG. Ako je cetverokut FQGP
konveksan dokazite da je i tangencijalan.

Rjesenge.

Bududi da P i @ leze na istoj grani hiperbole mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti
daje |PF| > |PG|i|QF| > |QG]| te po geometrijskoj definiciji hiperbole zadovoljavaju sljedeéu
jednakost:

|PF| = |PG| = 2a = |QF| - |QG]|.

Iz prethodne jednakosti dobivamo
[PE|+|QG] = [QF| + |PG],

Sto nam po obratu teorema o tangencijalnom cetverokutu daje tangencijalnost konveksnog
Cetverokuta FQGP.

Napomena: Po optickom svojstvu hiperbole znamo da su tangente na hiperbolu H u tockama
P i Q) redom simetrale kuteva ZF PG i1 ZGQF, stoga je srediSte upisane kruznice S tangenci-
jalnog cetverokuta F'QQGP upravo presjek tangenti na hiperbolu u tockama P i ().



Zadatak 4 Neka je elipsa £ dana sa jednadzbom
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te neka je C kruznica sa sredistem u desnom fokusu F' koja dira elipsu iznutra u tocki 7' = (2, 0).
Neka je tocka X = (2,v/3) na zajednickoj tangenti elipse i kruznice u tocki 7. Druga tangenta
iz tocke X na elipsu £ dira elipsu u tocki A a druga tangenta iz X na kruznicu C dira kruznicu

u toc¢ki B. Dokazite da su tocke A, B i F kolinearne.

Rjesenge.

Iz zapisa elipse £ mozemo is¢itati da je a = 21 b = /3. Kako je linearni ekscentricitet dan
sa e = va? — b% to je e = 1, odakle zaklju¢ujemo da su koordinate desnog fokusa F' = (1,0).
Nadalje kako kruznica C dira elipsu £ u tocki T' = (2,0) to je radijus kruznice C upravo r = 1.

Dakle jednadzba kruznice je
C...(w—172+4y*=1.

Uoc¢imo da je tangenta na elipsu u tocki (0, \/§) upravo pravac ¥ = v/3 na kojoj lezi i tocka
X = (2,/3), odakle zaklju¢ujemo da je A = (0,/3).
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Odredimo sada koordinate tocke B. Neka je y = kx + [ jednadzba druge tangente (nije pravac
{x = 2}) koja prolazi kroz tocku X, tada vrijedi

V3=2k+1 = | =3-2k (1)
Iz uvjeta dodira pravca i kruznice dobivamo jednakost
B +1=(k+1)7 (2)

pritom smo iskoristili formulu uvjeta dodira zar = 1,p = 1i ¢ = 0. uvrstavanjem. RjeSavanjem
sustava danog s jednadzbama (1) i (2) dobivamo k = [ = \/ig Neka je B = (zo, o) diraliste

pravca y = \%x + \/Lg sa kruznicom C. Tada koordinate tocke B zadovoljavalju jednadzbu
kruznice i pravca, rjeSavanjem tog sustava dobivamo da je B = (%, ‘/73) .

Konac¢no, uo¢imo da je B = %(A + F) odakle slijedi da je B poloviste duzine AF, a posebno
imamo da su A, B i F kolinearne.



Alternativno rjesenje:

Kao i u prethodnom rjegenju zaklju¢ujemo da je A = (0,/3), ako sa O oznacimo ishodiste tada
primjenom pitagorinog teorema na pravokutne trokute AAOF i AFTX dobivamo sljedec¢u
jednakost

|AF| = /(12 + (V3)2 =2 = |FX]|.
Bududéi da je i |[AX| = 2 imamo da je trokut AAFX jednakostranican.

Neka je B’ noziste okomice iz tocke X na stranicu AF. Kako je AAFX jednakostranic¢an to je
B’ ujedno i poloviste stranice |[AF|, odakle slijedi

1
IB'F| = ~|AF| = 1.
2

Dakle B’ lezi na kruznici C, radijusa 1, sa sredi$tem u fokusu F.

Budu¢i da je pravac X B’, po definiciji tocke B’, okomit na radijus F'B’ imamo da je pravac
X B’ i tangenta na kruznicu C to jest da je B = B'.



Zadatak 5
a) Odredite neku racionalnu parametrizaciju konike
C:a*+x=y*+2.

b) Odredite sve parove prirodnih brojeva (a,b) za koje postoji polinom f(x,y) € Rlz,y]
stupnja 2 takav da je

{(z,y) €R*| f(z,y) = 0} = {(t",#") [t € R}.



