ELEMENTARNA MATEMATIKA 2
Prvi ispit— 19. lipnja 2025.

Svaki zadatak rjesavajte na odvojenom papiru. Vrijeme rjeSavanja je 120 minuta.
Nije dozvoljeno koristiti nista osim pribora za pisanje i geometrijskog pribora.

Zadatak 1 Neka je D presjek simetrale kuta Z/BCA i stranice AB trokuta ABC. Opisana
kruznica trokuta ADC sije¢e stranicu BC u to¢ki ). Neka je R tocka na AQ), razli¢ita od A,
takva da je |AB| = |BR|, dokazi da srediste opisane kruznice trokuta ABR lezi na opisanoj
kruznici trokuta ABC. Rjesenje. Kako je C'D simetrala kuta ZACB to je

|/DCB| = |£ZACD| =~/2,
gdje je v mjera kuta pri vrhu C'. Bududi da je ¢etverokut ADQC tetivan imamo da je
|/DAQ| = |£DCQ| = |£DCB| = ~v/2.

Nadalje iz jednakosti stranica |AB| = |BR| u jednakokra¢nom trokutu ABR dobivamo jed-
nakost kuteva

|/ARB| = |/BAR| = |/DAQ| = ~/2.

Po teoremu o sredisnjem i obodnom kutu imamo da je

|LASB| =2-|ZARB| =2-v/2 =~.

Dokazali smo da je |[ZASB| = |£ZACB|, odakle zaklju¢ujemo da je Getverokut ABSC' tetivan,
to jest da tocka S lezi na kruznici opisanoj trokutu ABC.

Zadatak 2 Neka je ABCD paralelogram i F sjeciSte dijagonala paralelograma, a tocka F
poloviste duzine AFE. Definirajmo tocku K kao presjek pravaca DF i BC, a tocku L kao
presjek pravaca FK i C'D.



a) Izrazite vektore F( i ﬁ pomocu vektora B i E
b) Odredite omjer |DL| : |LC].

Rjesenje. Oznacimo u = 1@ iU = ﬁ Tada je @ = U + U, pa vrijedi ﬁ =

(@+7) i
AP = (@ + 7).

N |—=

K

—
Buduci da je K € BC, postoji a € R takav da je AK = u + av. S druge strane, K € DF', pa

za neki § € R vrijedi
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Usporedbom koeficijenata u jednakosti @ 4+ av = gﬁ + (1 — %) v dobivamo f =41 a = —2.
Dakle,

AR — i — 20,

Sada racunamo ﬁ Budud¢i da je L € C'D, postoji A € R takav da je ﬁ = U + A\u. Takoder
je L € FK, pa za neki u € R vrijedi

ﬁ:ﬁﬁ-uﬁ.

—
Kako je KE = AE — AK = (i + U) — (4 — 20) = —3u + 20, dobivamo

1. 5 5
amﬁzg—ww(—im—a) - (1—g)a+ (—2+7“> 7.

Usporedbom koeficijenata slijedi 1 = —2 + 57“, paje u = g. Zatoje A=1—-5=1— g = %
Prema tome,

ﬁzgmv

i zato je DL = 20 = %ﬁ Slijedi [DL| = 2|DC| i |LC| = 2|DC|, pa je

|DL|: |LC| =2: 3|




Zadatak 3 Zadani su pravac i ravnina

r—1 y—1 =z
: = = — : 2 2z = 6.
p 1 1 0’ T rx+2y+22=6

a) Odredite ortogonalnu projekciju tocke A = (1, 1,0) na ravninu .
b) Odredite ortogonalnu projekciju pravca p na ravninu 7.
c¢) Odredite kut izmedu pravca p i ravnine 7.
Zadatak 4 Neka su F' i G fokusi hiperbole H te neka su P i () dvije tocke na istoj grani

hiperbole H ali na razli¢itim stranama opticke (realne) osi F'G takve da je ¢etverokut FQGP
konveksan.

a) Dokazite da je Cetverokut FQGP tangencijalan;

b) Odredite srediste upisane kruznice tangencijalnog ¢etverokuta FQGP u slucaju da je ‘H
hiperbola dana sa jednadzbom
2 — y2 =2,

Rjesenge.

a) Buduci da P i @ leZe na istoj grani hiperbole moZemo bez smanjenja opcéenitosti pret-
postaviti da je |PF| > |PG| i |QF| > |QG| te po geometrijskoj definiciji hiperbole
zadovoljavaju sljede¢u jednakost:

|PF| = [PG] = 2a = [QF| - |QG|.
Iz prethodne jednakosti dobivamo
[PF[+]QG| = [QF| + | PG,

Sto nam po obratu teorema o tangencijalnom ¢etverokutu uvjet daje tangencijalnost kon-
veksnog cetverokuta FQGP.




b) Uo¢imo da su, po optickom svojstvu hiperbole, tangente na hiperbolu H u toc¢kama
P i @ redom simetrale kuteva Z/FPG i ZGQF, stoga je srediSte upisane kruznice S
tangencijalnog cetverokuta F'QQGP upravo presjek tangenti na hiperbolu u tockama P i

Q.
Hiperbola H je dana sa jednadzbom 2% — y? = 2 te je stoga jednadzba tangente tp na
hiperbolu H u tocki P = (2,1/2) dana sa

2r — \/§y =2,
sasvim analogno je jednadZba tangente tg na hiperbolu H u tocki P = (%, —%) dana sa

3 1
— —y = 2.
2x+2y

Kako je {S} = tp Nty rjesavanjem sustava jednadzbi danim s jednadzbama tangenti
tp ity dobivamo da su koordinate srediSta upisane kruznice tangencijalnog cetverokuta

FQGP
g (Y24 2
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Zadatak 5
a) Odredite neku racionalnu parametrizaciju konike
C:2>+zx=y*+2y.

b) Odredite sve parove prirodnih brojeva (a,b) za koje postoji polinom f(z,y) € R[z,y]
stupnja 2 takav da je

{(z,y) €R*| f(z,y) = 0} = {(t",#") [ t € R}.

Rjesenje. (a) Koristimo standardnu metodu s vjezbi, gdje prvo izaberemo neku tocku, i onda
povlacenjem pravaca kroz nju dolazimo do parametrizacije.

Tocka F, | Pravac kroz F, | Racionalna parametrizacija (z(t), y(t))
2t —1 20 — ¢
P1(070) y=tx lez_t2v y:12—t2
t° 42t 2t + ¢
2( ) ) ) (x—‘f_ ) z 1 — 27 Y 1 — ¢2
-2t -1 —t—2
3( ) ) y+ T x 12_ 12 ) Yy 1 — 2
- —2t t—2
4( ) ) Y+ (x—i_ ) x 1 —¢2’ Yy 1 —¢2

Table 1: Racionalne parametrizacije konike 2 + x = 3? + 2y kroz cjelobrojne tocke

(b) Pretpostavimo da je par (a, b) rjesenje. Iz uvjeta zadatka slijedi

f*t") =0zat€R.



Ako je
flz,y) = ax? + By + vy* + 0z + ey + 1,

onda dobivamo
at™ + Bt 4yt 5t +et’ +n=0zat €R,

pa je taj polinom f (¢, *) u jednoj varijabli nulpolinom (jer ima beskonac¢no nultocaka). Kako je
f stupnja dva, neki od «, 3, nije nula. Stupnjevi pojedina¢nih monoma su 2a, a+ b, 2b, a, b, 0.
Ako nikoja dva od njih nisu isti, onda je stupanj od f(#2,#°) jednak maksimumu od tih brojeva
i ne dobivamo nulpolinom. Zakljuc¢ujemo da neki od tih ¢lanova trebaju biti jednaki, pa je
a=0>b,a=2bili b = 2a.

Ako je a = 2b, tada je f(t?*,t*) = 0 za svaki t, pa polinom f(t?,t) takoder ima beskona¢no
nultocaka, pa je i f(t?,t) = 0. Medutim, za paran b je {(t**,t%) | t € R} # {(?,t) | t € R}, pa
takvi parovi nisu rjeSenja. Analogno zakljuc¢ujemo za parove za koje je b = 2a i a paran, te za
parove (a,a) gdje je a paran.

Preostaju parovi (a, 2a), (a,a) i (2a, a) za neparan a. Polinomi f(x,y) = 2> —vy, f(z,y) = z—y*
i f(x,y) = (z — y)? redom imaju traZene skupove nultocaka za te parove.



