ELEMENTARNA MATEMATIKA 2

RjesSenja prvog ispita - 20. lipnja 2025.

Zadatak 1. U trokutu ABC, neka je D tocka na stranici BC takva da je AD simetrala kuta
/ BAC'. Pravac kroz vrh C koji je paralelan sa AD sijece pravac AB u tocki E.

(a) Dokazite da je AACE jednakokracan trokut.
(b) Koriste¢i AD || C'E i prikladne sli¢ne trokute, dokazite Teorem o simetrali kuta koji tvrdi:
|BD|  |AB]

IDC| — |CA|’

(c) Neka je I srediste upisane kruznice u AABC'. Dokazite

|AI|  |CA|+ |AB|
|ID| |BC)|

Rjesenje. (a) Po definiciji pravci AD i C'E su paralelni. Iskoristimo prvo da je AFE njihova
presjecnica, pa dobijemo LZCEA = ZDAB = «a/2.

B D C

Slicno AC' je takoder presjecnica i imamo ZACE = ZCAD = «/2, gdje je o := LCAB.
To znadi da u AACFE imamo LACE = ZCFEA, dakle trokut je jednakokracan i vrijedi
|AE| = |AC/|.



(b) Uoc¢imo da su ABDA ~ ABCE, to vidimo npr. iz KK poucka o sli¢nosti (zbog AB||CE
vrijedi /ZBDA = /BCE,/DAB = ZCEB). Tada je

|BC| |BE| |BD| +|DC| |BA|+ |AE|
- I =

|BD|  |BA] |BD| |BA
\DC| |C A
:>1+\BD\_1+]BA\ (2)
|BD|  |AB|
D~ |CAl (3)

U (2) smo koristili |[AF| = |C'A| $to nam je poznato iz (a) dijela.

(c) Uocimo da je u ABDA, tocka I sjeciste simetrale kuta Z ABD i stranice DA. To znadi
da mozemo primijeniti Teorem o simetrali kuta u trokutu ABDA §to nam daje

|AIl  |AB]

ID| |BD| (4)

Znamo da vrijedi |BD|/|DC| = |AB|/|C A|, ideja je iskoristiti taj omjer da izrazimo |BD|
preko duljina stranica od AABC'. Imamo

|BD|  |AB| |IDC|  |CA| |DC| |CA

— — Ll SN R bl R |
DC| ~ |CA| _ |BD| _|4B| __ |BD| "~ |aB| "
IBC| |CA| + |AB| |BC||AB|
_ BD| = 21221 5
|BD) AB] |BD| (CA| + |AB| (5)
Kad taj izraz za |BD| uvrstimo u (4), dobijemo
| AT B |AB| B |AB| _ |CA| + |AB|
\ID| |BD|  1BCIABL — \BC|
[CA[+]AB]

a to je upravo ono sto je trebalo dokazati.



Zadatak 2. Dan je pravilni Sesterokut ABCDFEF. Neka je A’ tocka centralnosimetri¢na tocki
A u odnosu na vrh C, a M poloviste duzine C'A’. Ako je K sjeciSte pravaca FM i BD, odredite

omjer |BK| : |KD|.

Prvo rjesenje.
Omjer odredujemo koristeci radijvektore sa sredistem u vrhu A. Oznacimo sljedece bazne vek-

tore: .
= ,TC, i y:=AF.

Pored toga Sto su vektori Z i ¢/ linearno nezavisni, oni su i medusobmno okomiti.

S

E

B

Izrazimo sve radijvektore preko baznih:

— Ty — 37 — L — T 3y
AB=—--= AM = — AD = AE = — + —=.
2 2 2 Ty 22
Posebno nas zanimaju BDiFM :
— L T vy z 3y - 3T
BD = ==z )==+= FM = — —

Kako je K sjeciste pravaca BD i F'M to postoje realni brojevi A, u € R, takvi da je

BK =)-BD, i FK=pu-FM.

Iz jednakosti AB + BE = AK = AF + FK dobivamo sljede¢u jednadzbu:
Ty T 3y . 3
o (242 = B el
2 27" <2+2) Tu (2 y)

1 A . 1 3\ B 3 . S
4+ 2. 4+ ) .= . 1—u)- 7.
<2+2) x+(2+2)y <2> T+ (1—p) gy

Izjednacavanjem koeficijenata uz bazne vektore ¥ i  dobivamo sustav:

A+1 = 3y,
3IN—-1 =-2u+2.

7 A 7
Rjesavanjem sustava dobivamo da je A = L odakle je |BK|: |KD| = =1



Drugo rjesenje.

Ideja iza drugog rjesenja je nizom sli¢nosti do¢i do trazenog omjera. Prvu sli¢nost dobivamo
uocavanjem da je glavna dijagonala BE paralelna sa stranicom C'D. Ako definiramo tocke P i
L kao presjeke pravca FM sa BE i CD redom tada imamo prvu sli¢nost trokuta:

|BK| |BP|

ABKP ~ ADKL _ . 6
~— |KD| ~ [LD| (6)

Kako bismo odredili trazeni omjer potrebno je odrediti |BP| i |LD|.

FE
F D
P
0)
KL\
A C ' M ! A
B

Oznacimo sa O srediSte Sesterokuta i sa a duljinu stranice Sesterokuta.
Kako su FFA i LC' paralelni imamo

|[FAl |LC|
|AM| — |CM|

|CM]

ANFAM ~ ANLCM
C — \AM’

|FA] = (7)

= |LC| =

Dakle |[LD| = |CD|—|LC| = ? odredimo sada | PB|. Uo¢imo da O kao srediste lezi na glavnoj

dijagonali BE. Lako vidimo da se P nalazi izmedu O i E. Stoga je |BP| = |BO| + |OP|. Sada
koristeci paralelnost OP sa LC' imamo sli¢nost:

|OP| |LC| |FO|
AFOP ~ AFCL —_—— = = OP| = -|LC| = 8
7
No tada je |BP| = |BO| + |OP| = a + % = Ea‘ Kona¢no uvrstavajuéi u jednadzbu (6)
dobivamo omjer koji smo trazili:
Ta
|BK| B |BP| 6 7
KD| D] 2 1
3



Zadatak 3. Odredite sve realne brojeve X\ takve da je pravac

r—1 y—2\ z+ A

paralelan s ravninom m...5z — 2y + (A — 4)z = 7. Potom odredite jednadzbu ravnine koja
sadrzi pravac p i paralelna je s 7.

Rjesenje. Uocimo da je 7, = [5,—2, A — 4] jedna normala na ravninu 7, a 5, = [2,3, ] je
vektor smjera za pravac p. Tada imamo dajep || 7 < 3§, L i, < 5, 1y = 0. Vrijedi
Sy e =10—6+AA—4) = N2 —4X+4. Iz \* =4\ +4 = 0, odnosno (A —2)? = 0, zakljucujemo
A=2

Sada iz jednadzbe pravca uo¢imo da je T := (1,2\, —\) = (1,4, —2) tocka na p. Kada je
A = 2, normala ravnine 7 je 1, = [5,—2,—2]. II je tada ravnina kojoj je 7, normala i koja
sadrzi tocku T', pa joj je jednadzba

5(x—1)—2(y—4)—2(z—(-2)) =0
— br—2y—2z=1.



Zadatak 4. Neka je F' fokus parabole, T' tjeme parabole i P proizvoljna toc¢ka na paraboli,
ako se tangente na parabolu u T i P sijeku u tocki () dokazite da je ZPQF = 90°.

Prvo rjesenje.

Afinom transformacijom koja je kompozicija translacije i rotacije parabolu mozemo svesti
u oblik y? = 2px za neki p € R.

Neka je P = (z0,%0), kako P lezi na paraboli tada koordinate toc¢ke P zadovoljavaju jed-
nadzbu

ye Y5
Yo = 2pry = To=5 = P = (—7?;0).
D 2p

Jednadzba tangente u tocki P je dana s

yyo =p - (v + x0). (9)

Kako je tjeme parabole y* = 2px zapravo ishodiste 7" = (0,0) to je tangenta u tjemenu
zapravo y-os, to jest jednadzba tangente u tjemenu je upravo x = 0. Dakle tocka () ima
koordinatne (0, yg). Kako je tocka ) presjek tangente u tjemenu i tangente u P ona zadovoljava
jednadzbu (9), to jest

Y3
pPro P 3 Yo Yo
Yo Yo 2

Koordinate fokusa parabole y* = 2px su dane s F = (§,0).
Kut ZFQP ¢e biti pravi kut ako i samo ako je skalarni produkt vektora Q—P) i Q—]f nula.

/FQP =90° < QF -QP =0.



Stoga racunamo:

2 2
QP: y_oayo_@ = @7% ;
2p 2 2p 2
2

Dakle pravci QF i QP su zaista okomiti, to jest ZFQP = 90°.

Napomena: Alternativni nac¢in za dovrsiti zadatak racunski je pokazat da vrijedi
|PF[* = |PQJ* + |QF,

te koristec¢i obrat Pitagorinog teorema dokazati da je ZFQP = 90°.



Drugo rjesenje.
Neka je N noziste okomice iz P na direktrisu, po geometrijskoj karakterizaciji parabole vrijedi

|PN| = |PF)|. (10)

Neka je t tangenta na parabolu u tjemenu 7' i neka je p tangenta na parabolu u tocki P.
Tada je po optickom svojstvu parabole, p simetrala kuta ZFPN. Kako je po (10) trokut
AFPN jednakokracan to je p i simetrala osnovice F'N.

Tocka () nam je definirana kao presjek tangenti p i ¢, kada bismo dokazali da () lezi na
praveu FN vrijedilo bi da je @ poloviste duzine FN. Odakle iz &njenice da je p simetrala
duzine FN slijedi da je ZFQP = 90°.

Biramo jednostavniju varijantu problema za dokazati. Definiramo tocku @)’ kao presjek
pravca T'N i tangente ¢, te dokazujemo da () lezi na p, to jest da je Q = Q’.

Oznacimo sa D tocku na direktrisi koja lezi na optickoj osi ( na praveu FT' ). Kako je tjeme
T na paraboli imamo jednakost |TF| = |T'D|, a buduéi da je tjeme T na optickoj osi ono je i
poloviste segmenta F'D.

Tangenta t u tjemenu je paralelna sa direktrisom to jest

TQ' || DN.
Kako je T poloviste to je T'Q)" srednjica trokuta AF DN, odakle vidimo da je Q' poloviste
segmenta F'N. Ovime smo dokazali da je ' = @ jer se (' nalazi na tangenti p koju smo
karakterizirali kao simetralu stranice F'N. O]



Zadatak 5. Dana je krivulja
C:2*+2°+xy—x—y=6.
(a) Je li C elipsa, hiperbola ili parabola? Obrazlozite.
(b) Odredite neku racionalnu parametrizaciju od C.

Rjesenje. (a) Svest ¢emo jednadzbu na kanonski oblik koristeéi afine transformacije. Prvo
¢emo se rijesiti mjeSovitog ¢lana xy upotpunjavanjem do kvadrata.

P +ry+2° —x—y=6

2 2
- <x+g> —y——|—2y2—x—y:6

2 4
Q)Q TP gy
:><x+2 +4y z—y=26

Y1

Uvodimo prvu supstituciju z; = x + §, y1 = y. Tada je z = 2, — 4.

jednadzbu dobivamo:

Uvrstavanjem u

7 1
— it =6

Sada upotpunjujemo na potpune kvadrate po varijablama x; i y;:

1 7(, 2
ZJFZ(ZA—;ZA)—G
T ] 4
W\ 7) T

Uvodenjem novih koordinata xo = 1 — % 1Yo =1y — %, dobivamo kanonski oblik:

, T, 44

4 7

Kako su koeficijenti uz x3 i y5 oba pozitivna, zaklju¢ujemo da je krivulja C elipsa.

(b) Da bismo nasli racionalnu parametrizaciju, prvo moramo pronaéi jednu racionalnu toc¢ku
na krivulji. Uo¢imo da se P = (0, 2) nalazi na krivulji (opéenito je ideja uvrStavati male
brojeve dok ne nademo tocku koja zadovoljava jednadzbu).

Sada povla¢imo pravce kroz tocku P s racionalnim koeficijentom smjera ¢. Jednadzba
takvog pravca je y = tx + 2. Uvrstimo to u jednadzbu krivulje C":

2>+ 20tz +2)* + 2tz +2) —x — (tr + 2) = 6.
Sredivanjem izraza dobivamo:
22+ 2P At +4) +tr + 20— —tr —2—-6=0
— (2P +t+1)2* + (Tt + 1)z =0.

Jedno rjesenje kvadratne jednadzbe u x je z; = 0, Sto odgovara nasoj pocetnoj tocki
P = (0,2). Drugo rjesenje je
Tt+1

Tg = ————.
2 U2+t + 1

9



Pripadna y-koordinata je

Yo =txg + 2 =

Dakle, trazena racionalna parametrizacija krivulje C' je dana s

o - (

Tt+1  —3t24+t+2
2 4+t+1" 22 +t+1 )
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