2. domaca zadaca iz Financijskog modeliranja

Zadatak 16. Neka je (B);>o Brownovo gibanje i II = {0 =ty < t; < ... < t, = T}
proizvoljna subdivizija intervala [0, 7).

(a) Pokazite da vrijedi
n 1 "
2 B 5 , 2
; Btjfl(Btj - Btj71) - §BT - § Z(Btj - Btjfl) - ; Btjfl(Btj — Btj,l) .

(b) Koristenjem (a) dijela i Propozicije 2.15 odredite Itov integral

T
Iy = / B2dB,.
0

Dodatno, provjerite da integrand u integralu I zadovoljava uvjete Propozicije 2.15.

(c) Oznacimo s t; = % sredinu intervala [t;,t;4+1], te definiramo
n—1
Qn = Z(Bt; — By,)%.
=0
Odredite E[Qn], Var(Qn) i (P) lim Qn.

(110

(d) Stratonovicev integral Brownovog gibanja B obzirom na samog sebe definira se kao

= lim ZBt* Bt 1 j)‘

IIHIHO

Koristenjem (c) dijela i izraza za Itov integral fo BidB; odredite Sir.

Zadatak 17. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje. Odredite varijancu slu¢ajne
varijable X ako je

(a) X = fo (sin(B¢) + cos(B))dB;

(b) X = ['sh(B,)dB,

Zadatak 18. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i X = (X, : ¢t > 0) sluc¢ajan proces
definiran s X; = (1 + $B;)®. Primjenom Itove formule dokaZzite da proces X zadovoljava
stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dX, = 1x° + X%dB,, X =1.

Zadatak 19. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje. Primjenom Itove formule dokazite
da je slucajan proces X = (X; : t > 0), definiran s X; = ez cos By, martingal obzirom na
Brownovsku filtraciju.

Zadatak 20. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje. Dokazite da je X = (X; : t > 0)
takoder Brownovo gibanje ako je



(a) X; = fot sgn(Bs)dB;
(b) X, = [, H.dB,,

pri ¢emu je H = (H; : t > 0) adaptiran proces t.d. je Lebesgueova mjera skupa {t > 0 :
|H,;| # 1} jednaka 0 P-gotovo sigurno.

Zadatak 21. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje, 7' > 01 F = (F; : t > 0) filtracija
generirana Brownovim gibanjem B. Ako je Y Frp-izmjeriva slu¢ajna varijabla s kona¢nim
oc¢ekivanjem, pokazite da postoji adaptirani proces § = (0; : t € [0,7T]) t.d. je

T
Y =EY + / 0:dB;.
0

Zadatak 22. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje i proces B* = (B} : t > 0) dan s
B} = B; +sin(t).
Odredite mjeru P* obzirom na koju je B* Brownovo gibanje.

Zadatak 23. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P). Promotrimo Bachelierov model financijskog trzista, gdje je cijena dionice modeli-
rana s

dS; = adt + odBy, t > 0,

za o € R, 0 > 0, gdje je Sy > 0 pocetna cijena dionice i kamatna stopu je r = 0.
) Odredite razdiobu slu¢ajne varijable S; (obzirom na PP).
) Pokazite da je model trzista potpun.
c¢) Izra¢unajte cijenu call opcije s cijenom izvrSenja K > 0 i dospije¢em 17" > 0.
) Odredite deltu call opcije iz (¢) u trenutku 0.!
) Je li portfelj ¢ = ((¢?,61) : t > 0)

(el) ¢ = ((—=S? — 0?t,2S;) : t > 0)

(e2) ¢ = <<— fot Sydu, t2> it > 0)

samofinancirajuéi?
Zadatak 24. Promatramo BSM model financijskog trzista s konstantnim koeficijentima

a = 0.1, 0 = 0.4, r = 0.05 i inicijalnom cijenom dionice Sy = 100. Neka je L gubitak
(odnosno, dobitak) od ulaganja u dionicu kupljenu u trenutku 0 i prodanU u trenutku 7" = 1

INeka je cijena opcije u trenutku t dana s Cy = c(t, Sy), gdje je ¢ : (0,00) x (0,00) — (0, 00) glatka funkcija.
Delta opcije u trenutku ¢ jednaka je A; = %c(t, St).



(razlika izmedu diskontiranih vrijednosti dionice u trenutcima ¢ = 1 i ¢ = 0). Odredite
Value-at-Risk na razini znacajnosti a = 0.05, definiran s

VaR(a) = inf{z : P(L < x) > a}.

Zadatak 25. Promatramo BSM model financijskog trzista s konstantnim koeficijentima
a, 0,7 > 0. Odredite cijenu u trenutku ¢t = 0 down-and-out binarne opcije s cijenom izvrsenja
K >0 i barijerom b < Sy, C = Klg,>p-
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