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1 Uvod

Suvremena razina znanosti i inzinjerstva omogucuje razvoj vrlo sloZenih sustava. Jed-
nako vaznu ulogu kao razvoj tih sustava igra i njihova analiza. Ona omogucéuje - ve¢
na razini modela - donosenje zakljuc¢aka o ponasanju bududcih sustava, ispravljanje
potencijalnih nedostataka i upotrebu optimalne tehnologije.

Pojam hibridni sustavi oznaava sustave koji u sebi sadrze diskretnu (na primjer di-
gitalnu) i kontinuiranu (na primjer fizikalnu) komponentu. Takvi su sustavi ¢esti u
automobilskoj industriji, zra¢nom i Zeljeznickom prometu, automatizaciji, medicin-
skim uredajima... U ovom diplomskom radu bit ¢e rijeci o logickoj analizi hibridnih
sustava.

1.1 Analiza hibridnih sustava

Hibridni sustavi su oni dinamicki sustavi kod kojih se stanje sustava mijenja u vre-
menu u ovisnosti o preklapaju¢em utjecaju kontinuiranih i diskretnih faktora. Ideja
je obuhvatiti meduodnos kontrolne jedinice koja upravlja kontinuiranim fizikalnim
procesom (npr. gibanjem) i samog procesa. Radi velikih moguénosti koje hibridni
sustavi pruzaju, oni se koriste sve vise u razli¢itim poljima industrije. Unato¢ tome,
tehnike za analizu hibridnih sustava tek su u zacetku i gotovo neupotrebljive. Uzrok
je tome to §to se otprije poznate tehnike ne mogu primijeniti. Naime, osamdesetih
godina proslog stoljec¢a doslo je do velikog napretka u analizi konac¢nih sustava: tada
su Clarke i Emerson predstavili tehniku model checking. Osnovna je ideja efikasno
pretraziti sva moguca stanja u kojima se sustav moze nacii detektirati ona nepozeljna.
Ta je tehnika kasnije prosirena i na konac¢ne apstrakcije beskonacnih sustava. Zbog
svog principa rada, model checking je prikladan za pronalazenje konkretnih protupri-
mjera. Drugi princip ¢esto koristen u analizi je tzv. deduktivna verifikacija. Ideja je
pritom pomoc¢u automatskih dokazivaca dokazati pozeljna svojstva sustava. Oba ova
principa su se pokazala neodgovaraju¢ima za analizu hibridnih sustava; prvi zbog pre-
velike sloZzenosti (eksplozija broja stanja, $to je i inace problem pri model-checkingu,
u hibridnim se sustavima ne moze nikako kontrolirati), a drugi zbog premalene izra-
zajnosti temporalnih logika.

U ovom se diplomskom radu oslanjamo na doktorsku disertaciju americkog matemati-
¢ara Andréa Platzera. U njoj se Platzer bavi problemom uéinkovite analize hibridnih
sustava. Analizu provodi kompozicijskim ra¢unom - naime, dokaz pozeljnog svojstva
razlaze na manje slozene dokaze. Za potrebe analize uvodi i tri razlic¢ite logike. U
ovom radu mi se bavimo samo najjednostavnijom od njih - diferencijalnom dina-
mickom logikom. Za tu logiku koristimo oznaku dC. Na temelju logike dC Platzer
je razvio i alat za automatsku verifikaciju KeYmaera. KeYmaera je testirana na
nekoliko pokaznih primjera. Jedan od njih je ETCS - europski sustav mreze Zeljez-
nica, koji se postupno implementira, i to ¢e biti glavni motivacijski primjer u ovom
diplomskom radu.



1.2 Pregled rada

Rad se sastoji od sedam poglavlja. Nakon Uvoda, u Poglavlju 2 predstavljamo pri-
mjere hibridnih sustava. Na tim ¢emo primjerima demonstrirati definicije i tehnike
koje ¢e biti uvedene u nastavku rada. Logiku dZ uvodimo u Poglavlju 3 u kojem
zadajemo sintaksu logike - terme, formule, ali i hibridne programe kao dio logike d..
U Poglavlju 4 definiramo semantiku logike dZ, a u Poglavlju 6 predstavljamo najav-
ljeni kompozicijski racun za analizu hibridnih sustava i dajemo ilustraciju koristenja
na jednostavnom primjeru u kontekstu sustava ETCS (taj je sustav detaljnije opisan
u Poglavlju 5). Poglavlje 7 opravdava uvedeni ra¢un: u njemu dokazujemo da je on
adekvatan i relativno potpun.



2 Pokazni primjeri

U ovom poglavlju uvodimo nekoliko radnih, pokaznih primjera hibridnih sustava. Tim
¢emo se pojednostavljenim primjerima uvijek iznova vrac¢ati u narednim poglavljima
kako bismo uz njihovu pomo¢ ilustrirali novouvedene definicije ili tehnike. Takoder,
da bi svrha razvoja dC bila jasnija, odmah uz primjere ¢emo neformalno predstaviti
pojmove koji ¢e biti definirani tek kasnije i uz tako dobivenu Siru sliku postaviti
pitanja na koja u ostatku rada Zelimo dati odgovore.

Primjer 2.1. Promotrimo jedan (primitivan) moguéi sustav za upravljanje vlakom.
Na Slici 1 nalazi se hibridni automat koji ga opisuje. Cvorovi predstavljaju dva razli-
Cita stanja sustava (ubrzavanje i kocenje). Diferencijalne jednadzbe u njima opisuju
gibanje vlaka. Bridovi prikazuju upravljanje sustavom od strane logicke jedinice.
Diferencijalna jednadzba u oba ¢vora je ista (naime, 2/ = v,v’ = a) i opisuje da je
(vremenska) derivacija polozaja z brzina v, a derivacija brzine akceleracija a. Osim
ovih jednadzbi, u ¢voru kocenje nalazi se i ogranicenje v > 0. Ono opisuje dokle se
gibanje u skladu s jednadzbama smije odvijati (to odgovara i predodzbi o kretanju
vlaka: samo kocenjem se smjer kretanja ne moZe mijenjati). Sustav nikako ne smije
ostati u ¢voru (stanju) u kojem ogranicenje nije ispostovano, ve¢ mora preéi u drugo.
Svejedno, to ne znaci da u ¢voru ostaje sve dok ogranicenje vrijedi: moze ga napustiti
¢im je zadovoljen uvjet na nekom od izlaznih bridova. (Da naglasimo jo§ jednom - to
je samo nuzan uvjet. Kad je uvjet na bridu zadovoljen, tada sustav smije promijeniti
¢vor, ali i ne mora. Kada ¢e se ¢vor zaista promijeniti, nije precizirano, radi se o
nedeterministickom sustavu.) Na Slici 1 uvjet za prelazak iz ¢vora kocenje u ¢vor
ubrzavanje je da brzina padne ispod 1. To vidimo iznad brida. Ispod brida nalazi
se pridruzivanje a := a + 5. Za vrijeme promjene ¢vora akceleracija a mijenja svoju
vrijednost i gibanje u ¢voru ubrzavanje se nastavlja uz tako definiranu akceleraciju.
Takve diskretne transformacije nazivat ¢emo skokovima. Za prelazak iz ubrzavanja u
kocenje zahtijevamo da polozaj prede neku unaprijed zadanu veli¢inu i tada se dogada
skok akceleracije koja postaje —b. (Primijetimo da nikakvo ogranic¢enje unutar ¢vora
ubrzavanje ne postoji tako da sustav u tom ¢voru moze ostati po volji dugo.) Pocetni
¢vor sustava je ubrzavanje (Sto je naznaceno rijecju start). Kako bismo u potpunosti
opisali automat, moramo zadati pocetne vrijednosti varijabli z i v, pocetnu vrijednost
akceleracije a, kao i konstante s i b.

kocenje
2 =w

ubrzavanje
start —| 2’ =wv

, v =a
vV =a

v>0

Slika 1: Hibridni automat za (pojednostavljeni) sustav upravljanja vlakom



U ovako definiranom automatu lako je pronac¢i manjkavosti: ako je konstanta b

dovoljno velika (b > 5), u ¢voru ubrzavanje akceleracija ¢e biti negativna (i nikakvog
ubrzanja nece biti). étoviée, padne li brzina ispod nule, ¢ak i ako je uvjet za prela-
zak u ¢vor kocenje ispunjen, sustav ¢e biti blokiran u ¢voru ubrzavanje i nikada vise
ne¢e moci iz njega izi¢i (zbog ogranic¢enja v > 0 unutar ¢vora kocenje koje mora biti
zadovoljeno i na ulasku u ¢vor).
Zbog jednostavnosti modela, lako smo uocili greske i lako bismo odabrali dobre para-
metre. Ipak, zanima nas kako u opcenitom, slozenijem, slu¢aju biti siguran da sustav
nece ostati blokiran u nekom ¢voru. Takoder, kako znati koji su parametri odgova-
rajuéi, a koji nisu? Koja je maksimalna brzina koju ¢e sustav razviti i do koje tocke
¢e najdalje do¢i? Odgovore na ta pitanja pruzit ¢e nam analiza hibridnih sustava
pomocu logike dL..

Primjer 2.2. U ovom primjeru pomocu hibridnih automata modeliramo jednu od
cestih atrakcija u lunaparku, tzv. slobodan pad. Kako ime govori, zamisao je da se
posjetitelje podigne na odredenu visinu pri¢vrséene za klupu, zatim klupu pusti da
pada da bi je se neposredno pred udarac u tlo zaustavilo, opet podiglo (vige ili nize)
i tako nekoliko puta.

Ni ovaj put nas model nije potpuno realisti¢an, nego sluzi da ilustriramo neke od
problema koji mogu iskrsnuti. Kako je prikazano na Slici 2, sustav zapocinje u ¢voru
dizanje. Uzimamo da se uz danu pocetnu brzinu vy penje protiv gravitacije prema
gore. U ¢voru pad pusta se da bez ikakvih vanjskih utjecaja padne (gibajuéi se po
jednadzbi " = —g). Tako smije padati, kaze ogranifenje unutar ¢vora, sve dok se
nalazi na visini ve¢oj od 1 (nakon toga mora preéi u é¢vor usporavanje). Primijetimo da
to moze uciniti samo onda kad se nalazi na visini to¢no 1 (zbog uvjeta na bridu. Moglo
je stajati i h < 1 s istim rezultatom.). Na bridu koji povezuje ¢vorove usporavanje
i dizanje nalazi se uvjet true. On oznacCava da sustav moze preci iz ¢vora u ¢vor u
bilo kojem trenutnku, bez dodatnih uvjeta. (Oznaka true je zapravo izligna - ako
ne napisemo nista, podrazumijevamo da je uvjet jednak true.) Kao i u prethodnom
primjeru, za potpunu definiciju potrebno je zadati i pocetne vrijednosti varijabli h, v
kao i vrijednosti a i H (g oznacava akceleraciju prilikom slobodnog pada na Zemlji,
tj. g ~9.81m/s?).



usporavanje
h =wv
vV=ap—g

Slika 2: Hibridni automat za slobodni pad, atrakciju u lunaparku

U sljede¢em primjeru neformalno uvodimo pojam hibridnog programa.

Primjer 2.3. Zamislimo loptu koja je ispuStena s odredene visine H (na primjer
kosarkaska lopta kad se provjerava je li dobro napumpana). Taj vrlo jednostavan
primjer nije pravi hibridni sustav, ali se moze promatrati kao takav (u njemu je
logicka komponenta zemlja koja odbija loptu i mijenja joj smjer). Na Slici 3 je
hibridni automat za tu loptu. Dakle, lopta se ispusta iz zraka i giba se pod utjecajem
gravitacije ( b = —¢g ). Zadano je ogranifenje na h > 0 (slicno kao u Primjeru 2.2,
i ovdje smo kombinacijom spomenutog ograni¢enja i uvjeta na bridu osigurali da se
promjena stanja dogada to¢no onda kad je h = 0. Dok se stanje mijenja, brzina
mijenja smjer, uz 0 < ¢ < 1, faktor prigusenja. Isti ovaj sustav, osim hibridnim
automatom, mogli bismo opisati hibridnim programom.

Hibridni program 1
(W =v,0=—-g&h >0
if (h = 0) then

vi= —cv
endif
)*



Prva linija programa opisuje kontinuirano gibanje lopte. Ogranicenje tog gibanja dano
je nakon znaka &. Tocka-zarez odvaja taj dio od dijela u kojem je test za prijelaz
(if ... then). Ako je uvjet zadovoljen, dogada se diskretna promjena vrijednosti
varijable v. Na kraju programa nalazi se i regularni operator *, znak da se program
moze ponoviti po volji mnogo puta. Na ovom primjeru moze se pratiti veza izmedu
automata i programa, a definicija hibridnog programa doé¢i ¢e u poglavljima koja
slijede.

start —

Slika 3: Hibridni automat za loptu koja se odbija od zemlje

Primjer 2.4. Automat prikazan na Slici 4 prikazuje sustav za odrZavanje tempe-
rature u prostoriji. Sustav se sastoji od jednostavnog uredaja koji moze biti ili na
maksimalnoj temperaturi (zagrijavanje), ili se samo iskljuciti i prirodno se hladiti
(sporo hladenje) ili se na neki na¢in iznutra hladiti (brzo hladenje). Simbol T" odnosi
se na temperaturu prostorije (u Kelvinima, na primjer), a 7, temperaturu uredaja.
Ogranicenja za T, odnose se na maksimalnu i minimalnu temperaturu koju uredaj
moze postici.



brzo hladenje
, r

:t+e

zagrijavanje
r
/

:t+e
T <303

T, < 315

start —

sporo hladenje

yp—
t+e

Slika 4: Hibridni automat za grijalicu koja zagrijava sobu

Novo u ovom automatu je da se iz ¢vora zagrijavanje moze preéii u brzo hladenje
i u sporo hladenje i tu se ocCituje nova mogucnost nedeterminizma u oblikovanju

hibridnih automata.



3 Sintaksa

U ovom poglavlju zadajemo i opisujemo sintaksu logike dC. Kao kod zadavanja sin-
takse bilo koje logike, polazimo od skupa logic¢kih varijabli i signature, zatim gradimo
terme i na kraju formule logike. Za razliku od drugih logika, u logici dC definiramo
i hibridne programe koji su ravnopravan sintakticki element i koji grade formule ove
logike.

3.1 Termi

Na pocetku definiramo pojam Skolemovog terma. Radi se o elementu sintakse koji
se koristi u procesu skolemizacije - eliminacije svih egzistencijalnih kvantifikatora iz
formule i uvr§tavanjem umjesto njih varijabli svjedoka. 1 Skolemovi termi bit ¢e dio
sintakse logike d..

Definicija 3.1. Neka je A(xzq,29,...,2,,y) formula logike prvog reda te neka je
M = (M, n) o-struktura. Term f(zq,2s,...,2,) takav da vrijedi

ME FyA(xy, 29, .. 20, y) = M E Az, 29, .., 20, f(T1, 22, ..., 2,))

nazivamo Skolemovim termom. Funkciju f*: M™ — M nazivamo Skolemovom
funkcijom (iako ponekad taj naziv neprecizno koristimo i za Skolemov funkcijski
simbol f).

U definiciji alfabeta logike dC koja slijedi pobrojat ¢emo sve simbole koji se mogu
pojaviti kao dio sintakse.

Definicija 3.2. Alfabet logike dC je unija skupova Vi, V5, ..., Vs pri ¢emu su ti
skupovi definirani kako slijedi:

o Vi ={z;:keN}
Elemente skupa Vi nazivamo individualnim varijablama.

o Vb ={R*:keN}
Elemente skupa V5 nazivamo relacijskim simbolima. Svakom od simbola R;*
pridruzen je broj ny € Ny koji nazivamo mjesnoséu relacijskog simbola. Skup
V5 sadrzi dvomjesne relacijske simbole koje oznacavamo s <, >, <, >, =.

o Va={f":keR}
Elemente skupa V3 nazivamo funkcijskim simbolima. Svakom od simbola
f™ pridruzen je broj m; koji nazivamo mjesnoséu funkcijskog simbola. Skup
V3 sadrzi dva 0-mjesna funkcijska simbola, 01 1, te dvomjesne funkcijske simbole
+, -, —, /. Takoder, sadrzi i prebrojivo mnogo Skolemovih funkcijskih simbola
?{,z € N. V5’ je istaknuti podskup skupa V3 koji sadrzi neprebrojivo mnogo
funkcijskih simbola mjesnosti nula i ¢ije elemente nazivamo varijablama sta-

nja'.

tocnije, broj elemenata skupa V3 jednak je broju elemenata skupa R. Motivacija za to je 7elja
da za svaki trenutak (za svaki ¢ € RJ) imamo varijablu stanja. Primijetimo i da kardinalitet skupa
V3’ ne moze biti veci od kardinaliteta skupa R jer je V5 podskup skupa V3.



o -‘/4 = {/\7\/7—>7H7_‘7v73}
Elemente skupa V; nazivamo logi¢kim simbolima.

L -‘/5 = {::7/7&7?7U7;7*}
Elemente skupa V5 nazivamo simbolima hibridnih programa.

o Vs =1{(,),,} (lijeva i desna zagrada te zarez)
Elemente skupa Vg nazivamo pomoénim simbolima.

Signatura X se definira kao unija skupova V5 i V3. Dva istaknuta podskupa parti-
cioniraju skup X: skup Xp.omjenjivo koji sadrzi sve varijable stanja i Xyepromjenjivo =
Y\ E promgenjivo- Skup varijabli V; éemo ubuduée oznacavati samo s V.

Napomena 3.1. Vec¢ kod zadavanja alfabeta logike dC imamo na umu njenu seman-
tiku. Namjera nam je za nosa¢ o-strukture kojom ¢emo interpretirati ove simbole
uzeti skup R. Spomenuli smo da ¥ sadrzi relacijske i funkcijske simbole 0, 1, +, -, -,
/, =, >, <, <, >... Onisu u alfabetu s namjerom da se interpretiraju standardno
za skup realnih brojeva. Mjesnost funkcijskih simbola 01 1 je nula (ne primaju argu-
mente), a njima ¢emo oznacavati neutralne elemente za zbrajanje odnosno mnozenje
realnih brojeva. Funkcijski simboli +, -, - i / su dvomjesni. Umjesto funkcijske no-
tacije (-(x,y) ili +(x,y)), koristit ¢emo zapis uobifajen u aritmetici (z - y odnosno
x 4+ y). Sli¢no je i s relacijskim simbolima >, <, <, >. Razlika izmedu funkcijskih i
relacijskih simbola jedino je u tome Sto ¢e funkcijski simboli oznac¢avati funkcije koje
primaju vrijednosti argumenata i vra¢aju realan broj. S druge strane, relacijski ¢e
simboli oznacavati relacije; one primaju vrijednosti argumenata i vracaju jednu od
bulovskih vrijednosti - istina ili laZ.

Primjeri varijabli stanja, kao podskupa skupa funkcijskih simbola, su akceleracija a
ili brzina v iz Primjera 2.1.

Sada definiramo terme - argumente za relacijske i funkcijske simbole.
Definicija 3.3. Skup svih terma logike dC, Trm(3, V), je najmanji skup takav da
ezcV = xze Trm(X,V)

e ako je f € 3 funkcijski simbol mjesnostin > 01 6; € Trm(3,V), V1 <1 < n,
tada je i f(01,02,...,0,) € Trm(X,V)

U sljedeéem primjeru dajemo pregled tipi¢nih terma logike d.C.
Primjer 3.1. Termi logike dC su:
e individualne varijable X € V

e varijable stanja x € ¥ (kako smo ve¢ komentirali, varijabla stanja je funkecijski
simbol mjesnosti 0)

e polinomni aritmeticki izrazi, na primjer 2z + 4y — 3zw. Konstante su nepro-
mjenjivi funkcijski simboli mjesnosti 0.



e izrazi u kojima se pojavljuju simboli za Skolemove funkcije, na primjer z —
3s(X1, Xo) - 2t(X3). Ovdje je x varijabla stanja, X7, Xs, X3 individualne vari-
jable, a s it (Skolemovi) funkecijski simboli mjesnosti 2 odnosno 1.

e aritmeticki izrazi s cjelobrojnim potencijama, na primjer 2% — 2y2. To se o¢ito
moze lako preformuliratiu x -z -2 —2-y-y.

Sada bismo Zeljeli definirati formule logike dC. To ¢e biti proSirenje formula
teorije prvog reda nad signaturom X i skupom varijabli V' hibridnim programima.
Prije no sto u sljede¢oj toc¢ki uvedemo hibridne programe, prisjetimo se definicije
formula u teorijama prvog reda. (One ¢e se koristiti i u definiciji hibridnih programa.)
U definiciji koristimo oznaku Trmpo(X,V) za skup svih terma teorije prvog reda
nad signaturom X i skupom varijabli V' (taj pojam ne definiramo jer nema osobitog
znacenja za logiku dC).

Definicija 3.4. Skup formula teorije prvog reda nad signaturom > i skupom
varijabli V', Fmlpo(2, V), (oznaka Fmlpo(3, V) motivirana je engleskim First-Order
Formulas) je najmanji skup takav da:

e ako je R € ¥ n-mjesni relacijski simbol, 6; € Trmpo(X,V), V1 < i < n, onda
je R(Qh 02, ce ,Qn) c leFo(E7 V)

o ako su ¢, € Fmlpo(S,V), onda su i =g, (¢ Av), (6 V1), (¢ — ), (6 4 ¢) €
leFO(E,V)

e ako je ¢ € Fmlpo(X,V) iz €V, ondasu (Vxo), (Fx) € Fmlpo(X,V)
Primjer 3.2. Dajemo nekoliko primjera formula prvog reda

e v? < 2b(m— z) Pretpostavljamo da su v, b, m, z elementi X ili V. Ne €ini razliku
odluc¢imo li da su oni individualne varijable ili promjenjive varijable stanja ili
pak nepromjenjivi funkcijski simboli. To postaje vazno tek kad ¢emo neku od
varijabli htjeti ogranic¢iti i u¢initi nepromjenjivom.

o VoIy(z? <1 — 1 <y < z) U ovom slu¢aju mora biti z,y € V jer po njima
kvantificiramo (treca tocka u Definiciji 3.4).

o 7%+ /2 = 2 §to stoji za formulu Ir(r* =2z Ar >0A 2%+ 1 =2).

3.2 Hibridni programi

U ovoj tocki opisujemo hibridne programe. Radi se o modelima za hibridne sustave
koji objedinjuju kontinuiranu komponentu (izrazenu kroz diferencijalne jednadzbe,
dio hibridnih programa) i logi¢ku, upravljacku komponentu (koja se ostvaruje kom-
biniranjem hibridnih programa operacijama U.,* i ;, testiranjem vrijednosti i pro-
mjenom vrijednosti varijabli). Dajemo na poc¢etku definiciju hibridnih programa, a
zatim objagnjavamo pojedine dijelove i (neformalno) njihovu namjenu na semantickoj
razini.
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Definicija 3.5. Skup hibridnih programa, HP(X, V), je najmanji skup takav da

(1) ako su xy, 9, ..., x, € X medusobno razli¢ite varijable stanja, a 6; € Trm(X, V)
term za 1 < i < n onda je (x; := 01,29 :==0s,...,2, :=0,) € HP(X,V). lzraz
(x1 := 01,29 := 0y,..., 2, := 0,) nazivamo diskretnim skokom.

(2) neka je x; € X varijabla stanja, a 6; € Trm(X,V) za 1 < ¢ < n. Ako je
X € Fmlpo(X,V) , onda je (2} = 61,2, = 0,,...,2), = 0,&x) € HP(X,V).
Izvaz (2 = 01,25 = 0,, ..., 2, = 0, & x) nazivamo neprekidnom evolucijom.

(3) ako je x € Fmlpo(X,V), onda je (?x) € HP(X,V). Izraz (7x) zove se test

(4) ako su o, € HP(X,V), onda je (U ) € HP(X,V). Izraz (o U ) nazivamo
nedeterministic¢kim izborom.

(5) ako su «, 5 € HP(X,V), onda je (a;5) € HP(X,V). lzraz (o; ) nazivamo
nizanjem.

(6) ako je « € HP(X,V), onda je (a*) € HP(X,V). Izraz (o) nazivamo nedeter-
ministickim ponavljanjem.

U napomeni koja slijedi govorit ¢emo viSe o namijenjenoj semantickoj ulozi svakog
od pobrojanih Sest izraza iz Definicije 3.5 (nazivat ¢emo ih operacijama). Za to e
nam biti potreban pojam toka diferencijalne jednadzbe.

Definicija 3.6. Neka je zadana diferencijalna jednadzba f’(t) = h(t). Funkcija
g: R* = R je tok diferencijalne jednadzbe f'(t) = h(t) ako vrijedi g(¢t, f(0)) =
f(t). Tako definirana funkcija g je jedinstvena.

Napomena 3.2. U ovoj napomeni detaljnije opisujemo intuitivno znacenje svake
od Sest operacija koje ¢ine hibridne programe. Prva operacija o kojoj govorimo je
diskretan skok - (x;:=0y,29:=0,,...,2,:=0,)
Zeljeni efekt diskretnog skoka je istovremeno mijenjanje interpretacije varijabli x; u
odgovarajuce 6;. (Naglasak na rije¢i istovremeno odnosi se na to da se svi 6;, koje
mogu ovisiti o nekom x;, izvrijedne na pocetku, prije promjene bilo kojeg z;.)
Slijedi operacija koja opisuje kontinuirano mijenjanje hibridnog sustava, neprekidna
evolucija - (2} =61,2,=105,...,2, =0,&X)

di;t(t) = 6;(t). Nepre-

kidna evolucija oznac¢ava promjenu vrijednosti varijabli xq, xo, ..., x, za razli¢ite vri-
jednosti t u skladu sa zadanim diferencijalnim jednadzbama, a pocetne vrijednosti su
vrijednosti varijabli x4, ..., z, neposredno prije pocetka neprekidne evolucije. Evolu-
cija se moze zaustaviti u bilo kojoj tocki unutar x - tj. za bilo koju vrijednost ¢ za koju
X vrijedi, ali ne smije napustiti y. (Tu se o¢ituje nedeterminiranost ove operacije.)
Ako evoluciju ne Zelimo ogranic¢iti na odredenu domenu, tada umjesto x’ = 6 & true
pisemo samo 2’ = . Zahtijevamo (radi pravila ra¢una logike dC koja ¢e biti opisana
u Poglavlju 4) da se tok (ili njegova aproksimacija) svake diferencijalne jednadzbe

Ovdje x; = 0; oznacava vremensku derivaciju varijable x;, tj.
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moze definirati formulom prvog reda.

Operacija test omogué¢uje nam grananje programa. Semantika namijenjena opera-
ciji test oblika (7y) je nepromijenjeno izvr8avanje hibridnog programa ako formula
x vrijedi u danom stanju. U suprotnom, program je blokiran i ne moze nastaviti
izvrsavanje.

Namijenjena semantika operacije nedeterministicki izbor oblika (a U () jest da se
nedeterministicki odabire hoé¢e li hibridni sustav slijediti program « ili 3.

Za operaciju nizanje oblika «; 8 Zelimo da bude potpuno deterministicka; program
[ zapocinje s izvrsavanjem tek nakon $to je o zavrsio.

Posljednja operacija koju opisujemo je nedeterministicko ponavljanje. Oznaka
za nju motivirana je slicnom operacijom iz regularnih izraza - a*. Namijenjena joj je
semantika da se hibridni program « izvrsava n puta, gdje je n € Ny nedeterministicki
odabran broj.

Od 8est operacija o kojima smo govorili, tri su nedeterministicke (neprekidna evo-
lucija, nedeterministicki izbor i nedeterministicko ponavljanje). To nam omogucuje
modeliranje mnogih realnih situacija hibridnim programima (na primjer, vlak zah-
tijeva komunikaciju s kontrolnim tornjem. Ovisno o snazi signala, veza moze biti
uspostavljena, ali i ne mora).

Takoder, zbog spomenutih nedeterministickih operacija, vrijednost varijabli nakon
izvrSavanja hibridnog programa nije jednozna¢no odredena. Stoga mozemo govoriti
o svim zvrsavanjima hibridnog programa ili o nekom izvrsavanju hibridnog programa.
Sto je tocno izvrsavanje hibridnog programa trenutno predstavljamo samo na intu-
itivnoj razini, a bit ¢e definirano u Poglavlju 4.

Primjer 3.3. Promotrimo vrlo jednostavan hibridni program koji opisuje gibanje
vlaka po jednadzbi 2’ = v, v = a.

Hibridni program 2
((a:==b)U (v <8a:=A));z =v,v =a)

Na pocetku sustav nedeterministicki odabire (Sto je odredeno simbolom U) hoce li
postaviti akceleraciju na —b, akceleraciju kocenja, (a := —b) ili ¢e, samo ako je br-
zina manja od 8, postaviti akceleraciju na pozitivnu vrijednost A ((7v < 8;a := A)).
Nakon toga se sustav ravna prema pocetnoj diferencijalnoj jednadzbi po volji dugo.
Operacija nedeterministickog ponavljanja na kraju (simbol *) oznacava da se cijeli
postupak moze ponoviti po volji mnogo puta.

Primijetimo jos da smo dio programa koji opisuje gibanje prema diferencijalnoj jed-
nadzbi ostavili izvan zagrada. Takvu ¢emo sintakticku nepreciznost i dalje upotreb-
ljavati, kada je smisao jasan, radi jednostavnosti.

Primjer 3.4. Prisjetimo se hibridnog automata iz Primjera 2.4 koji modelira rad
upravljacke jedinice sobne grijalice. Hibridni program za njega izgleda ovako

Hibridni program 3
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(T = t:; &T <203AT, <215); (?T > 1997 = ry) U

e
U(PT > 1955 = rg; 1" = )5 (T = 7 & T, > 160); 7T > 199; 7 := 1y)*

Ako se prisjetimo Hibridnog programa 1 iz Primjera 2.3 koji je opisivao odska-
kivanje kosarkaske lopte ispuStene s visine, u oc¢i upada to da smo tamo koristili if
naredbu za kontrolu toka o kojoj nema spomena u definiciji hibridnih programa. Radi
se zapravo o pokrati - sve se klasi¢ne naredbe za kontrolu toka programa daju izraziti
pomocu hibridnih programa.

Primjer 3.5. U ovom primjeru ilustriramo kako se neke od klasi¢nih naredbi za kon-
trolu toka programa izrazavaju pomocu hibridnih programa. Redom dajemo hibridne
programe za operacije if-then-else, if-then, while-do, repeat-until (koje su standardne
u svim programskim jezicima i ¢ije je znacenje jasno) te abort. Operacija abort (po-
javljuje se npr. u programskom jeziku Java) prekida izvrSavanje programa.

e provjera if x then « else ( izrazava se hibridnim programom (7x; o) U (?—x; )
Iako se ovdje prividno radi o nedeterministickom izboru, nije tako: to¢no jedan
od uvjeta y ili =y moze vrijediti pa je sustav prisiljen odabrati njega.

e provjera if x then « izrazava se hibridnim programom (7y;«) U (7—y);
Primijetimo da je bilo bitno dodati i dio nakon znaka U, (?=x). U suprotnom
bi sustav, kad y ne vrijedi, samo stao i program se ne bi mogao izvrsiti

e petlja while x do « izrazava se hibridnim programom (7y; «)*; 7—x
e petlja repeat « until y izrazava se hibridnim programom a(?—x; a)*; 7y
e operacija abort moze se izraziti hibridnim programom ?false

Zaista, mozemo re¢i i viSe - da se hibridnim programima moze simulirati rad
Turingovog stroja. Dokaz te tvrdnje dan je u Poglavlju 4.

3.3 Formule logike d_

Formule logike dC definirane su sli¢no kao u Definiciji 3.4, uz dodatak hibridnih pro-
grama kao elemenata formula. Ponovno ¢emo nakon definicije dati nekoliko primjera
koji ilustriraju definiciju formula i pojasnjavaju njihovu upotrebu u logici dC.

Definicija 3.7. Skup formula logike dC, F'mi(X,V), je najmanji skup takav da:

1. ako je R € 3 neki n-mjesni relacijski simbol, 0; € Trm (X, V), V1 <i < n, onda
je R(Ql, 92, c 79n> S le(Z, V)

2. ako su ¢, € Fml(X,V), onda sui —¢, (¢ AY), (¢ V1Y), (¢ — ), (¢ < ¢) €
Fml(S,V)

3. akoje ¢ € Fml(X,V) iz € V,onda su (Vz¢), (3xp) € Fmi(Z,V)
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4. akoje p € Fml(3,V)ia € HP(X,V), tada su i [a]p, (a)yp € Fml(X,V)

Napomena 3.3. Kao i kod hibridnih programa, dajemo pregled operatora koristenih
u izgradnji formula i njihovo (neformalno) znacenje. I dok je namijenjena semantika
operatora koji se pojavljuju i u formulama teorija prvog reda standardna, zanim-
ljivo ¢e biti objasnjenje za operatore box ([]) i diamond ({)). Ovdje oznaka -™ stoji
za semanticku interpretaciju danih sintaktickih elemenata. O kakvoj se toc¢no inter-
pretaciji radi, bit ¢e izlozeno u Poglavlju 4. Redom navodimo operatore i njihova
intuitivna znacenja.

oM) € RM.

r'n

a) atomarna formula, R(0y,0,,...,0,), je istinita ako je (6,01, . ..
b) negacija, —¢, je istinita ako je ¢ neistinita

c) konjunkcija, ¢ A v, je istinita ako su i ¢ i ¢ istinite

[oW

@

kondicional, ¢ — 1, je istinit ako je ¢ neistinita ili ¢ istinita

f

)
)
)
) disjunkcija, ¢ V 1, je istinita ako je ¢ ili ¢ istinita
)
) bikondicional, ¢ <> 9, je istinit ako su ¢ i v istovremeno istinite ili neistinite
)

univerzalni kvantifikator, Va¢, je istinit ako je ¢ istinita za sve (realne) vrijed-
nosti varijable x

g

h) egzistencijalni kvantifikator, Jz¢, je istinit ako postoji vrijednost varijable x
za koju je ¢ istinita

i) [] (box) modalnost, [, je istinita ako je ¢ istinita za sva izvrSavanja hibridnog
programa « s pocetkom u trenutnom stanju

[] (diamond) modalnost, («), je istinita ako je ¢ istinita barem za jedno izvr-
Savanje hibridnog programa « s pocetkom u trenutnom stanju

Kao kod ranijih sintaktickih elemenata, i ovdje ¢emo Cesto izostavljati zagrade radi
preglednosti i pouzdati se u prioritete: najvisi prioritet imaju negacija (—), kvantifi-
katori (3,V) i modalnosti ([-], (-)). Zatim slijede konjunkcija (A) i disjunkeija (V), a
na kraju su kondicional (—) i bikondicional ().
Nakon §to smo definirali formule i objasnili namijenjenu im semantiku, mozemo jezi-
kom logike dC formulirati neka od pitanja koja smo ve¢ postavili u poc¢etnim primje-
rima, u Poglavlju 2.

Primjer 3.6. Prisjetimo se hibridnog automata iz Primjera 2.4 i pripadnog hibridnog
programa iz Primjera 3.4. Nazovimo taj hibridni program grijalica. Sada tvrdnju da
temperatura, uz danu pocetnu temperaturu, nikad nece pasti ispod 280 K mozemo
izraziti formulom

To = 290 — [grijalica]T > 280
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Ako je ta formula istinita, tvrdnja vrijedi. Ekvivalentno, mozemo provjeriti je li
sljedec¢a formula neistinita

To = 290 — (grijalica)T < 280

Primjer 3.7. Neka vlak oznac¢ava neki hibridni program koji modelira kretanje vlaka
(moguce i onaj iz Primjera 3.3). Tada formulom

v>0Az<m— (vidk)z >m

(pri ¢emu je z pozicija vlaka, a m zadana toc¢ka na pruzi) izrazavamo pitanje je li
moguce da vlak prijede tocku m ako svoje kretanje zapo¢ne nenegativnom brzinom
prije tocke m. Ponovno, isto pitanje mozemo dualno izraziti formulom

v>0Az<m— [vlek]z <m

Primjer 3.8. Budué¢i da su hibridni programi sastavni dio formula logike d, oni
se mogu kombinirati s kvantifikatorima, gnijezditi ili nizati. Tako mozemo pisati
[(B); 7)1 1 time izraziti da za sva izvrSavanja hibridnog programa koji se sastoji od
izvrSsavanja hibridnog programa [ nakon kojeg vrijedi ¢, vrijedi i .

Formula [o](5)¢ kaze da §to god ¢inio program «, postoji reakcija programa 3 takva
da ¢ vrijedi. Ili, formulom Jp|a]¢ kazujemo da moZzemo odabrati parametar p tako
da nakon svakog izvrSavanja programa « formula ¢ vrijedi.

Radi bolje ¢itljivosti, uvijek ¢emo pretpostavljati da su diferencijalne jednadzbe ili
diskretni skokovi koje upotrebljavamo dobro definirani. Konkretno, pretpostavljamo
da uz sve izraze oblika § stoji uvjet koji osigurava da je q # 0.

U ovom smo poglavlju definirali sintaksu logike dC i dali naslutiti koja ¢e biti seman-
tika svakog od elemenata. U sljede¢em poglavlju formalno definiramo semantiku.
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4 Semantika

U poglavlju o semantici sintaktickim elementima Zelimo pridijeliti znacenja. Ta ce
znacenja slijediti intuiciju o kojoj smo veé govorili u prethodnim poglavljima. Ipak,
definicije ¢e biti strogo formalne, stoga i detaljne i duge. Zbog toga ¢e veéi dio
poglavlja biti nizanje definicija. Izmedu definicija ubacit ¢emo nekoliko primjera koji
¢e ih ilustrirati.

4.1 Valuacija terma

Nelogicke simbole logike dZ podijelili smo u tri razlic¢ite kategorije:

e individualne varijable (skup V'): njihova se vrijednost ne ¢e mijenjati izvrsava-
njem hibridnog programa, a modi ¢e biti kvantificirane univerzalno ili egzisten-
cijalno

e promjenjivi simboli (skup X, omjenjivo): zovemo ih i varijable stanja jer ¢e se
njihova vrijednost mijenjati izvSavanjem hibridnih programa, ovisno o stanju u
kojem se sustav nalazi

e nepromjenjivi simboli (skup X,cpromjenjivo): simboli ¢ija se vrijednost nikad ne
¢e promijeniti niti ¢e se po njima kvantificirati, na primjer 0, 1, +, -

Svakoj od triju pobrojanih kategorija simbola vrijednost pridruzujemo posebnom
funkcijom. Individualnim varijablama vrijednost dajemo pridruzivanjem n: V —
R. Istu ulogu za nepromjenjive simbole igra interpretacija I Cija je domena skup
2 nepromjengivo- 1deja je da interpretacija I znakova +, - ili relacijskih simbola ne ovisi
o stanju v, ve¢ da za svako stanje znaci isto. Funkciju v: X, 0mjenjive — R nazivamo
stanjem. Konac¢no, valuaciju terma, valy,(v,-) definiramo pomocu pridruzivanja,
interpretacije i stanja (koje je argument valuacije).

Definicija 4.1. Valuacija terma s obzirom na interpretaciju /, valuaciju 7 i stanje v
definira se induktivno s

o valy,(v,x) =n(z), ako jex € V
o val;,(v,a) =v(a), ako je a € X, omjenjivo (varijabla stanja)

o valy,(v, f(bh,...,0,)) = I(f)(val;,(v,01),...,val;,(v,0,)), ako je f € X epromjenjivo
nepromjenjivi funkcijski simbol mjesnosti n > 0.

Primjer 4.1. Neka je g € ¥ jednomjesni funkcijski simbol, X € V individualna
varijabla te a € X varijabla stanja. Ako je g interpretiran s I(g)(t) = t2, varijabli
X pridruzena vrijednost n(X) = 2.8, a u stanju v vrijednost varijable stanja a je
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v(a) = 1.2, onda se term g(X + a) valuira s

Primijetimo da smo ovdje presutno koristili interpretaciju znaka + kao zbrajanja. To
¢emo i ubuducée smatrati unaprijed zadanim. Usto, valja spomenuti i da je za ovaj
primjer bilo potpuno irelevantno $to je varijabla stanja, Sto nepromjenjivi funkcijski
simbol, a §to individualna varijabla. To ¢e igrati ulogu tek kada, unutar formula,
budemo valuirali modalnosti ili kvantificirane varijable.

4.2 Semantika hibridnih programa

Semantika hibridnih programa je semantika prijelaza iz jednog stanja u drugo; za
svaki hibridni program definirat ¢emo relaciju pr,. Dva ¢e stanja biti u relaciji ako
se izvrSavanjem hibridnog programa iz jednog stanja moze prec¢i u drugo.

U Definiciji 4.3 definiramo tranzicijsku semantiku hibridnih programa. U njoj koris-
timo pokratu v|r — d] za semanticku modifikaciju stanja v. Taj jednostavan pojam
dan je u sljedec¢oj definiciji.

Definicija 4.2. Semanticka modifikacija stanja v jest stanje koje oznacavamo

vy v— dy,...,z, — d,]. To se stanje, kako oznaka sugerira, u svemu slaze s v,
osim u interpretaciji simbola x1,...,2, € Xpromjenjivo K0je redom interpretira kao
di,....d, € R

Sada smo spremni za najavljenu definiciju valuacije hibridnog programa.

Definicija 4.3. Valuacija hibridnog programa « u odnosu na interpretaciju [ i
pridruzivanje 1, u oznaci py, (), je dvomjesna relacija ¢iji su elementi uredeni parovi
stanja, pr,(a) C Sta(X) x Sta(X) (gdje je Sta(X) skup svih stanja). Bududéi da
su hibridni programi definirani induktivno sa Sest osnovnih operacija, za istih Sest
operacija definiramo py,(-).

(1) (v,w) € pry(z1 = 061,29 :=0,,..., 2, :=0,) ako i samo ako je stanje w dobiveno
odgovarajuc¢om semantickom modifikacijom stanja v,

w = vz — valp, (v, 01)][xe — valy,(v,0:)] ... [z, — val;,(v,0,)]

(2) (v,w) € pry(x] = 61,25 = by,..., 2, = 0, &x) ako i samo ako postoji funkcija
f:]0,7] = Sta(X) takva da:

17



fO)=v, f(r) =

f zadovoljava zadane diferencijalne jednadzbe, tj. za sve varijable stanja x;
valuacija valy, (f(t),z;) = f(t)(x;) u stanju f(t) je neprekidna po ¢ € [0, 7]
i ima derivaciju valy,(f(t),0;) za sve t € (0,7r)

vrijednosti svih ostalih varijabli su nepromijenjene

f poStuje ogranicenje x, tj. val;,(f(t), x) = istina za sve t € [0, 7]

(3) pra(?x) = {(v,v): valy,(v,x) = istina}

(4) pry(aUB) = pry(a) U pr,(B)

(5) prn(e; B) ={(v,w): (v, 1) € pry(a), (p,w) € pr,(B)}
(6)

6) (v,w) € pry(c*)akoisamo ako postoji prirodan broj nistanjav =vy,..., v, =w
takva da (v, vi11) € pry(a) zasve 0 <i<n

4

Uredeni par (v,w) za koji vrijedi (v,w) € pr,(a) nazivamo izvrSavanjem hibrid-
nog programa « s pocetkom u stanju r. Stanje w nazivamo stanjem nakon
izvrSavanja hibridnog programa «. Za dano stanje v, stanje w nije jednozna¢no
odredeno programom « i relacijom p;, (razlog su nedeterministicke operacije u hi-
bridnim programima).

lako je Definicija 4.3 na prvi pogled vrlo sloZena, ona samo formalizira intuitivni
smisao operatora u hibridnim programima opisan u Napomeni 3.2.
U Poglavlju 3 tvrdili smo da se hibridnim programima moze izracunati sve sto se
moze izrac¢unati Turingovim strojevima - sada tu tvrdnju i dokazujemo.

Definicija 4.4. KaZzemo da hibridni program « izradunava funkciju f: N¥ — N
ako za sve xy,...,x; i = takve da je f(zq,...,2x) = x 1 za sva izvr8avanja (v,w)
hibridnog programa « vrijedi v(t;) = x;, V1 <i < k, a w(tsi,) = x. Ovdje su t; i s,
su varijable stanja rezervirane za ulaznu i izlaznu vrijednost izra¢unavanja.

Definicija 4.5. Za funkciju f: N¥* — N kaZemo da je Turing-izradunljiva ako
postoji Turingov stroj koji je izracunava.

Propozicija 4.1. Svaku Turing izracunljivu funkciju moguce je izracunati nekim
hibridnim programom.

Dokaz. Pretpostavimo da je dan Turingov stroj 7 = (Q,T',b, X7, 6, g, F')? koji
racuna funkciju f, a funkcija prijelaza je definirana s §(g;, a) = (¢, ', p). Opisimo
hibridni program koji izra¢unava funkciju f. Neka je v(¢;) znak upisan na i-tom polju
trake stroja 7. Promotrimo hibridni program a.

2Turingov stroj 7 odreden je svojim skupom stanja @, alfabetom vrpce stroja I' &ji su elementi
i prazan simbol b i ulazni simboli iz skupa Xr. Zatim, § je funkcija prijelaza, a pocetno stanje i
skup zavrsnih stanja su redom ¢, i F. Usto, pretpostavljamo da je rezultat izracunavanja funkcije
Turingovim strojem upisan u nultom polju vrpce.
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a=i:=0;q:=qs(q € F); | Ja=aq)qtip) == 6(gs, ts);i =i +p))"
JjeT

U7(q € F);tfm =1y

Neka je w takvo stanje da vrijedi (v,w) € pr (). Tvrdimo da je w(tsy,) jednaka
vrijednosti izracunavanja Turingovog stroja 7. Da se u to uvjerimo, prodimo redom
kroz naredbe programa «. Na pocetku se varijabla i, koja predstavlja poziciju glave
stroja T, postavlja na 0, a varijabla ¢, koja oznacava trenutno stanje stroja, na po-
¢etno stanje stroja 7T, ¢s. Nakon toga se uzastopno, sve dok nije ¢ € F', usporeduje
vrijednost varijable ¢ s vrijednostima konstanti ¢;, koje predstavljaju stanja stroja 7.
( Simbol J koristen u ovom programu oznacava konacan skup indeksa svih stanja
¢;-) Zatim se vrijednostima ¢, ¢; i p; pridruzuju vrijednosti definirane u konstantskom
simbolu 0(g;,t;) (simboli § su popisane funkcijske vrijednosti funkcije prijelaza 6). Na
kraju, kada vrijedi ¢ € F', varijabla ty;, poprima vrijednost ?y, vrijednost na nultoj
poziciji i rezultat iztra¢unavanja stroja 7T . |

4.3 Semantika formula logike dC

Sada mozemo definirati semantiku formula iz dC. Sliéno kao §to smo to ucinili za
semanticku modifikaciju stanja, uvodimo oznaku 5[z +— d] za semanticku modifikaciju
pridruzivanja n koja se slaze s  u svim varijablama osim varijable z € V kojoj je
pridruzen d € R.

Definicija 4.6. Istinosnu vrijednost formula definiramo rekurzivno, po strukturi for-
mula. Da je formula ¢ istinita u stanju v u odnosu na pridruzivanje 7 i interpretaciju
I oznacavamo s I, n, v |= ¢ (istinosnu vrijednost formule ¢ oznac¢avamo s val; ,(v,v)).

o [.n,vE=R(0,...,0,) ako i samo ako (val;,(v,01),...,val;,(v,0,)) € I(R)

o I.n,viE¢ANYakoisamo ako I,n,viEoil,nvEy

e I.n,vE ¢V akoisamo ako I,n, v ¢ili I,n,vE

e [,n,v | —¢ ako i samo ako I,n,v [~ ¢

o I.n, v ¢ — 1 akoisamo ako I,n,v E¢ili I,n,vE

e [, n,v Vg ako isamo ako I,n[z — d],v |= ¢ za sve d € R

e [, n,v | Jz¢ ako i samo ako postoji d € R takav da I, n[x — d|,v = ¢

o [, n,v = [a]¢ akoisamo ako I,n,w = ¢ za sva stanja w za koja vrijedi (v, w) €

prq(a)

19



o [.n,v = (a)¢ ako i samo ako postoji stanje w takvo da vrijedi (v,w) € pr,(a)

il,nwkde

Za skup formula ¢ kazemo da je istinit u stanju v u odnosu na pridruzivanje 7 i
interpretaciju I (i to oznacavamo s I,n,v = ®) ako vrijedi I,n,v = ¢,Vp € ®. Za
formulu ¢ € Fml(V,X) kazemo da je ispunjiva ako postoji interpretacija I, stanje
v i pridruzivanje n za koje vrijedi I,n,v |= ¢. Ako postoje interpretacija I i stanje v
takvi da za sva pridruzivanja n vrijedi I, n, v = ¢, onda kaZemo da je (I, ) model za
formulu ¢. Ako za sve I,n,v vrijedi I,n,v = ¢, tada formulu ¢ nazivamo valjanom.

Primjer 4.2. Prisjetimo se Hibridnog programa 3 iz Primjera 3.4. Neka je veza
izmedu T i T, dana s T, = T i pokuSajmo valuirati formulu iz Primjera 3.6, Ty =
290 — (grijalica)T < 280.

Slika 5: Skica tijeka Hibridnog programa 3

Interpretacija I dodjeljuje sljede¢e vrijednosti nepromjenjivim simbolima r¢ ry i
ro: I(ro) =2, I(r;) = =8, I(ry) = —1. Neka je u pofetnom stanju v varijabli stanja T’
pridijeljena vrijednost v(7') = 290, a varijabli r vrijednost v(r) = I(ro) = 2. Simbol
Ty iz formule koju valuiramo je oznaka za vrijednost varijable stanja T u pocetnom
stanju, dakle Ty = 290. Bududi da je sada lijeva strana implikacije istinita, zelimo li
pokazati da je formula istinita, moramo pronadi izvrSavanje programa grijalica koje
nas vodi do stanja p takvog da u(7T") < 270.
Na Slici 5 prikazana je struktura izvrSavanja programa. Pocetni ¢vor oznacen je
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s v, kao 1 pocetno stanje programa. Neka sustav ostane u pocetnom ¢voru jednu
minutu. Za to se vrijeme temperatura 7 mijenjala prema jednadzbi 7" = t%e ¢ije je
rjeSenje T'(t) = 2In(t + e) + 288. Nakon 60 sekundi izvrSavanja, temperatura iznosi
T(60) = 296.28K i sustav moZe pre¢i u stanje w. (U tom trenutku jo$ ne moze oti¢i
u stanje o, ali mogao bi jo§ dulje ostati u v.) Stanje w se od v razlikuje u tome §to
je w(T) =296.28 i w(r) = I(ry) = —1 U stanju w temperatura 7' se smanjuje prema
jednadzbi T" = tjr—le Cije je rjesenje T'(t) = —In(t + e) + 297.28. Nakon dva sata u
tom stanju, temperatura 7" iznosi 7'(7200) = 279.51. Prelaskom u stanje p dobivamo
vrijednost p(7T") = 279.51 < 280 (a time i val;,(p, T') < 280).

Time smo potpuno odredili istinitost zadane formule. Iako je rjeSenje bilo vrlo ocito
(zbog povrsnog oblikovanja ovog sustava za odrzavanje temperature), veé iz ovog
primjera jasno je da je valuacija formula prema definiciji vrlo zamoran i neuc¢inkovit
posao. Ne samo to, nego smo ovime vrednovali formulu samo za jednu pocetnu
vrijednost. Voljeli bismo mo¢i vrednovati za sve pocCetne vrijednosti, i za sve moguce
nedeterministicke izbore unutar programa. To je motivacija za ra¢un logike dC kojeg
predstavljamo u Poglavlju 6.
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5 ETCS

U ovom poglavlju predstavljamo jednu znac¢ajnu primjenu logike dC. Logika dC dala
je vazan doprinos u analizi sigurnosti europske Zeljeznicke mreze. Zato dajemo kratak
opis novouspostavljenog zajedni¢kog europskog standarda, sustava ETCS, a potom
uz pomo¢ logike dC analiziramo sigurnosna svojstva na pokaznom primjeru.

5.1 European Train Control System

Mreza Zeljeznica u Europi nije razvijena kao europska mreza, ve¢ kao viSe mreza raz-
li¢itih drzava. Zbog razli¢itih standarda, pri prelasku (nekadasnjih, za zemlje EU)
drzavnih granica potrebno je promijeniti lokomotivu i strojovodu $to znacajno uspo-
rava promet. Usto, razvojem brzih vlakova, signalizacija semaforima na pruzi postala
je nedovoljno dobra i tesko uocljiva.

Sustav sigurnosti Zeljeznice bio je ranije ostvaren pomocu takozvanih fiksnih blokova
- dijelova pruge koje je mogao zauzeti samo jedan vlak ili podignuta rampa u danom
trenutku. Uz pretpostavku o korektnom funkcioniranju pruznih signala, takav sustav
ostvaruje sigurnost ali i bitno usporava promet (zbog stati¢nosti blokova).

Zbog svega navedenog, Europska je Unija 1991. zapocela s uvodenjem novog zeljez-
nickog standarda za signalizaciju i sigurnost koji ¢e omoguditi ve¢u razinu automati-
zacije prometa, nazvanog ETCS - European Train Control System. Sustav se sastoji
od Cetiri razine (0 - 3), a implementiran je tek djelomi¢no (do razine 2). U nastavku
opisujemo svaku razinu standarda:

e razina 0
Odnosi se na vlakove opremljene ETCS opremom koji voze po pruzi bez takve
opreme. Tada oprema nadzire samo maksimalnu brzinu vlaka, dok strojovoda
upravlja vlakom prema tradicionalnim signalima uz prugu.

e razina 1

Na ovoj razini se ETCS oprema nadograduje na postojec¢u, transformira signale
i Salje ih sustavu koji postoji u vlaku. Sustav na temelju primljenih podataka
(koji ukljuc¢uju odobrenje prolaska i rutu) izra¢unava brzinu te po potrebi vri-
jeme i snagu kocenja. Buduéi da se podatci prenose samo prelaskom preko
mjesta gdje je signalizacija instalirana, oni se ne dobivaju stalno, ve¢ tek po
prelasku tzv. eurobalize. Razina 1 omogudéava prelazak granice izmedu drzava
u kojima isti signali imaju razli¢ita znacenja bez straha.

e razina 2
Informacije od pruge do vlaka i obrnuto kontinuirano se prenose radio valovima.
Na taj nacin strojovoda u svakom trenutku u svojoj kabini moze vidjeti dokle
ima slobodan prolazak. Ipak, blokovi i dalje ostaju fiksni.

e razina 3
Ova se razina joS$ razvija, a ukljucuje dinamicke blokove za prolazak.

U Hrvatskoj se razina 1 implementira na pruzi Vinkovci - Tovarnik.
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Slika 6: Tlustracija ETCS sustava sigurnosti uz koristenje dinamickih blokova

5.2 Analiza sigurnosti sustava ETCS pomocu logike d_

Promotrimo idealizirani prikaz ETCS sustava razine 3 i pokuSajmo postaviti pitanja
o njegovim kljuénim sigurnosnim pitanjima jezikom logike dC. Na Slici 6 (preuzetoj iz
[1]) dan je shematski prikaz protokola. Svi vlakovi s jednog $ireg podruéja informacije
primaju od kontrolne jedinice (RBC - radio block controller) zaduzene za to podrudje.
RBC svakom vlaku Salje dozvolu za prolaz u obliku najudaljenije tocke koju smije
dosegnuti, koja je na Slici 6 oznafena s MA (movement authority). Po primanju te
informacije, sustav u vlaku rac¢una od koje tocke i koliko treba poceti usporavati da
bi ostao unutar dozvoljenog podruc¢ja. Dok se vlak nalazi u podru¢ju oznacenom s
far, moze mirno voziti. U tocki ST ve¢ je dovoljno blizu granici podrucja za koje ima
dozvolu za prolaz pa Salje zahtjev za dobivanjem nove dozvole. Ukoliko je ne dobije,
u tofki SB vlak pocinje usporavati (razlog za neproduljivanje dozvole za kretanje
moze biti $to je neki drugi vlak ve¢ dobio dozvolu za isti dio pruge ili $to na tom
dijelu pruge rampa jos nije spustena). Ako kontrolne jedinice daju dozvole za prolaz
korektno (tako da se prolasci vlakova ili podignute rampe medusobno iskljuc¢uju),
onda je za sigurnost dovoljno pokazati da svaki pojedini vlak ostaje unutar granica
u kojima ima dozvolu za prolaz. Kako to specificirati jezikom logike dC, navodimo u
sljede¢em primjeru.

Primjer 5.1. Pretpostavimo da se vlak trenutno nalazi u tocki z, a da je dobio
dozvolu za prolaz do tocke m. Trenutna brzina kretanja vlaka je v. Tocku SB
(od koje vlak mora poceti ko¢iti) predstavljamo sigurnosnom udaljenoséu s koja
predstavlja udaljenost toc¢ke SB od tocke m. Uz ove oznake Zelimo provjeriti hoc¢e li
vlak uvijek ostati unutar dozvoljenog podrucja kretanja. Ako ¢emo ogranic¢enja dana
na parametre oznaciti sa 1, program koji opisuje komunikaciju vlaka s kontrolnom
jedinicom s ctrl, a program koji opisuje kretanje vlaka nakon dobivene informacije s
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drive, onda je trazeno sigurnosno svojstvo opisano dZ formulom
W — [(ctrl; drive)*]z < m (1)

Ona govori da, uz dan raspon parametara iz v, nakon svakog niza uzastopnih izvode-
nja programa ctrl i drive vlak ostaje unutar dopustenih granica. Klju¢no je, naravno,
kako ¢emo definirati programe ctrl i drive. OpiSimo prvo ctri.

crl=(tm—z<s;a:=-b)U(?m—2z> s;a:=A)

U ovom se programu radi o jednoj if-then-else provjeri: naime, ako je vlak ve¢ presao
tocku SB (m — z < s), on pocinje ko¢iti akceleracijom —b. U suprotnom, postavlja
akceleraciju na pozitivnu vrijednost A. (Kontrola je ovdje prili¢no gruba: vlak ili
usporava maksimalno, ili ubrzava maksimalno. Ipak, lako je zamisliti kako bi se ova
formula profinila s tim da vlak bira proizvoljnu vrijednost usporavanja ili ubrzavanja
unutar intervala [—b, 0] odnosno [0, A].) Nakon postavljanja akceleracije u ctrl, slijedi
program drive koji se moze dizajnirati ovako

drive=7:=0; (2 =v,v' =a,7" =1&v>0AT <)

Ovaj program opisuje kretanje prema jednadzbi z” = a koje traje sve dok je brzina
v vec¢a od nule. Novouvedena varijabla 7 sluzi ograni¢avanju trajanja nenadzirane
voznje: na pocetku programa drive ona se inicijalizira na 0, a voZnja mozZe trajati
sve dok je 7 < e. Vrijednost konstante definirana je unutar ¢ i oznacava koliko ¢esto
vlak prima informacije od kontrolne jedinice. Kako bismo mogli provesti realisti¢nu
analizu, moramo pretpostaviti da je € najveéi moguéi i dokazati da i uz takav e
formula (1) vrijedi. Parametre zadane u ¢ ne¢emo, kao kod provjere modela (model
checking) zadavati unaprijed pa provjeriti, ve¢ ¢emo pomocu rac¢una logike dC odrediti
sve vrijednosti parametara za koje formula vrijedi. O rac¢unu logike d£ govorimo u
sljede¢em poglavlju.
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6 Racun diferencijalne dinamicke logike

U ovom poglavlju opisujemo rac¢un logike d£. Pravila racuna ¢e nam omoguéiti
dokazivanje teorema logike d€. Kao i u ra¢unima svih drugih logika, pravila su
oblikovana tako da se poklapaju sa semantikom. To vazno svojstvo (bez kojeg bi ra¢un
bio besmislen) dokazujemo u Poglavlju 7. Rafun ¢e se sastojati od propozicijskih
pravila i pravila s kvantifikatorima (standardna pravila u ra¢unu svih teorija prvog
reda), pravila za modalnosti (ta pravila opisuju djelovanja hibridnih programa) i
pravila koja ukljuc¢uju realnu eliminaciju kvantifikatora.

6.1 Supstitucija

Racun koji opisujemo koristi supstitucije - istovremenu zamjenu varijabli (individu-
alnih varijabli ili varijabli stanja) y termom 6 pri svakoj pojavi varijable y unutar
formule ¢. Ipak, kako bi definicija supstitucija ¢uvala istinitost formule, potreban
nam je joS jedan uvjet - dopustivost supstitucije. Pogledajmo sljede¢i primjer:

Primjer 6.1. Neka formula ¢ glasia > b — ((b:= b+ 1)*)(b > a) i neka supstitucija
o zamjenjuje svaku pojavu varijable b varijablom (istovremeno i termom) a. Tada
dobivamo za o(¢) sljede¢u formulu

a>a— ((a:=a+ 1) a>a)

Formula ¢ je otito istinita, a o(¢) ocito je lazna. To nije ponaSanje koje Zelimo
od supstitucije. U ¢emu je problem? Unutar hibridnog programa ((a :=a+ 1)*),
varijabla a je mijenjana i zato je narav tvrdnje koju izri¢e ¢ (broj a veéi je ili jednak
broju b. Nakon dovoljno povecavanja b, a ce biti strogo manji od njega ) potpuno
razli¢ita od one koju izrice o(¢) ( a je veéi ili jednak sebi samom. Poveéamo li ga
dovoljno puta, prerast ée sam sebe.)

Kako bismo izbjegli situacije kao u Primjeru 6.1, definiramo kakve supstitucije
smatramo pozeljnima.

Definicija 6.1. Kazemo da je primjena supstitucije ¢ na formulu ¢ dopustiva
ako se nijedna od varijabli x koje o supstituira sa o(x) ne nalazi u dosegu kvantifika-
tora ili modalnog vezivanja varijable z ili bilo koje varijable terma o(x). Kazemo da
modalnost (operatori [| i ()) veZe varijablu stanja = ako sadrzi diskretan skok koji
pridruzuje vrijednost varijabli x ili diferencijalnu jednadzbu koja mijenja vrijednost
x (npr. =460 1ili 2’ = 9).

Odsad, govoreéi o supstitucijama, govorimo isklju¢ivo o dopustivim primjenama.
Tako je i u sljedecoj definiciji u kojoj definiramo primjenu supstitucije na formule
logike dZ.

Definicija 6.2. Neka je o (dopustiva) supstitucija koja simultano zamjenjuje sve po-
jave varijabli y; termom 6;, za 1 < ¢ < m primijenjena na formulu ¢ (to oznac¢avamo
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9"’) Djelovanje supstitucije opisujemo induktivno, po svim gradivnim elemen-
tima formula logike dC - termima, formulama s manjim brojem veznika i hibridnim
programima.

e o(y;)=0;,zal <i<m
.O-Z) Z7zaz¢{y17'-‘7ym}
o o(f(tr,...,tn)) = f(o(t1),...,0(tn)), za f funkcijski simbol

= R(o(t1),...,0(tn)), za R relacijski simbol

o o([a]o) = [o(a)]o(¢), za o € HP(S,V), ¢ € Fmi(S, V)
o o({a)p) = (0(a))o(8), za a € HP(S,V), ¢ € Fml(Z,V)

o o(z1 =t ani=t) = (21 = 0(th), ... 20 = 0(ty))

o o(z) =t,....1. =t &y) = (¥}, = ot)),....q, = ot,) & o(x))
e o(?x) ="o(x)

* o(x; ) = a(a);a(P)

e o(aUpf)=0(a)Ua(pB)

e 0

Napomena 6.1. Dok se u nekim slucajevima nedopustiva primjena supstitucije moze
lako pretvoriti u dopustivu jednostavnim preimenovanjem vezanih varijabli u formuli
u nove, koje se ne koriste u supstituciji (takva je, na primjer, formula ¢ = z > Ay >
1Az >0 — [z := z+2y|z > 2 iz koje preimenovanjem varijable z u varijablu u tamo
gdje je vazana dobivamo ¢/ =z > x Ay > 1Ax >0 — [u:= z + xy|u > x), negdje
takvo preimenovanje ne moZe pomo¢i (takva je bila formula iz Primjera 6.1).

Prizeljkivana veza izmedu (sintakticki) dopustive primjene supstitucije i seman-
ticke modifikacije postoji i to je sadrzaj Leme 6.1. Naime, tvrdimo da je jednako
hoé¢emo li formulu ¢ modificirati supstitucijom o ili ¢emo na odgovarajuéi nac¢in pro-
mijeniti interpretaciju simbola koje bi o zamijenila u formuli ¢.
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Lema 6.1. Neka je o dopustiva supstitucija za term ili formulu ¢ i neka o supstituira
samo indiwidualne varijable. Tada za sve I,n, v vrijedi

valy (v, 0(¢)) = valr e (v, @)

gdje o*(n) oznacava pridruzivanje koje se definira s o*(n)(x) := val;, (v, o(x)), za sve
zeV.

Dokaz. Ova tvrdnja proizlazi iz ¢injenice da su supstitucija i valuacija definirane
na jednak nacin: induktivno od djelovanja na osnovne gradivne elemente formula.
Takva induktivna izgradnja polazi od varijabli - to je baza koja vrijedi zbog definicije
pridruzivanja o*. Dalje se dokaz provodi indukcijom - prvo po duljini terma, a onda
po duljini formule. Buduéi da se radi o vrlo tehnickom dokazu, ispustamo ga. O]

Lema 6.1 dala je poveznicu izmedu semantike i sintakse supstitucije, ali samo za
individualne varijable. Ipak, dvostrukom primjenom te leme sli¢nu tvrdnju dobivamo
i za varijable stanja.

Korolar 6.1. Neka je o dopustiva primjena supstitucije za term ili formulu ¢. Tada
za sve I, n, v vrijedi

valry(v,0(9)) = vali o+ (0™ (v), 9)
gdje se o*(v) definira sa o*(v)(x) = valy,(v,0(x)), za sve varijable stanja z € ¥, a
0*(n) definira se kao u Lemi 6.1.
Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti promatramo supstituciju ¢ koja zamjenjuje samo
varijablu stanja x termom 6 (prema ranije uvedenim oznakama, o(¢) = ¢?). Neka je
z € V individualna varijabla koja se ne pojavljuje u ¢. Bududéi da je o dopustiva za
¢, = nije vezan u ¢. Dakle, moZzemo smatrati da je ¢ oblika 17 za formulu 7 koja se
u svemu poklapa s ¢ osim §to sadrzi z gdje god ¢ sadrzi . Uvedimo dvije pokrate

e val;,(v,0) ozna¢avamo s e

e valy,(v[x — €], z) oznatavamo s d

i primijetimo odmah da je d = e (jer izraz koji ozna¢avamo s d zapravo govori o
valuaciji varijable stanja x u stanju v koje varijabli x pridruzuje bag e). Sada imamo
slijed jednakosti

valy ,(v, ¢?) = valy (v, 1580 formula ¢ izrazena preko 1
= valy, (v, ) skrac¢ivanje oznake x stoji umjesto z,
a 0 stoji umjesto x

u oznaku 6 stoji umgjesto z

= valy e (V, ) primjena Leme 6.1

= valryizma (V[T — e,70)  d=eixsene pojavljuje u v
= valy ,(v[z — €], ¢7) primjena Leme 6.1

= valy ,(v[z — €], P)

= valy o (0" (v), ¢)
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Odavde slijedi jednostavan, a vazan korolar - da valjanost ostaje oCuvana nakon
supstitucije.

Korolar 6.2. Neka je ¢ valjana formula logike dC, tj. I,n,v |= ¢ za sve I, n,v. Tada
je valjana i formula o(¢), za bilo koju dopustivu supstituciju o.

6.2 Pravila rac¢una logike dC

U ovoj tocki predstavljamo sustav pravila za dokazivanje u logici dC. Pravila dajemo u
obliku rac¢una sekvenata (u Gentzenovu stilu, prema njemackom matematicaru Ger-
hardu Gentzenu, koji je prvi uveo ovo poopcenje prirodne dedukcije). Sekvent je
oblika I' = A gdje su I' i A kona¢ni skupovi formula. Zapis I' - A znadi da ako
znamo da vrijede sve formule iz I', mozemo dokazati jednu od formula iz A. Se-
manticki, voljeli bismo da taj zapis bude ekvivalentan s /\ o — \/ Y. (Sva su ova

peT YeA
objasnjenja neprecizna i sluze samo kako bi se stekla osnovna intuicija - dokaziva-

nje je strogo sintakti¢ko.) Formule u antecedensu T' i u konzekvensu A odvajamo
zarezom, ali u prvom zarez ima znacenje konjunkcije, dok u drugom ima znacenje
disjunkcije. Promotrimo jednostavan sekvent I', ¢ - ¢, A. Taj sekvent mora vrijediti
bez obzira na to §to su I' i A (tj. iz ¢ mozemo dokazati ¢). Pravi smisao racuna je
da za kompliciranije sekvente odredi vrijede li ili ne vrijede. Dokazivanje se provodi
pomocu stabala dokazivanja® gdje su aksiomi u listovima, a tvrdnja koju dokazujemo

u korijenu. Tipi¢no pravilo izgleda ovako (Vr) m i ¢ita se ako moZemo do-

kazati ¢ ili ¢ (disjunktivno znacenje zareza u konzekvensu), onda moZemo dokazati
i ¢ V1. Pritom se sekvent iznad crte (u ovom sluéaju b ¢,1)naziva premisom, a
sekvent ispod crte (ovdje - ¢ V ¢) konkluzijom.

Ipak, najcesée ¢emo pravila upotrebljavati unatrag. Dakle, pocinjemo od tvrdnje
koju zelimo dokazati i pokuSavamo zatvoriti svaku granu, tj. do¢i do aksioma. U tom
smislu prethodno pravilo ¢itamo kao kako bismo dokazali ¢ V ¢ moramo dokazati ¢
ili .

Za zadavanje racuna logike dC pomoc¢u pravila, potreban nam je jo$ jedan pomoé¢ni
pojam - eliminacija kvantifikatora.

Definicija 6.3. Funkciju QE: Fml(X,V) — Fmil(X,V) nazivamo eliminacijom
kvantifikatora ako za svaku formulu ¢ € Fml(X,V) postoji njoj ekvivalentna for-
mula QFE(¢) € Fml(X,V) (tj. ¢ <> QE(¢) je valjana formula) u kojoj nema kvanti-
fikatora te se u njoj ne uvode dodatne slobodne varijable ili funkcijski simboli.

Primjer 6.2. Promatramo formulu koja izrice da postoji nultoc¢ka kvadratne jed-
nadzbe s parametrima a, b i ¢, ¢ = (Jz(az? + bz + ¢ = 0)). Tada je QFE(¢) oblika
QE(@)=(a#0A0? —4ac>0)V(a=0A(b=0—c=0))

Prije no $to opiSemo pravila ra¢una logike dC, Zelimo re¢i kako ta pravila grade
dokaze i definirati klju¢ne pojmove kao $to su izvodivost ili teorem.

3u konkretnom slucaju logike dC radit ¢e se o maloj modifikaciji stabla u usmjereni graf
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Definicija 6.4. Dokaz u sustavu racuna logike d. je konacan, aciklican usmje-
ren graf s jedinstvenim vrhom bez roditelja - korijenom. Vrhovi grafa oznaceni su
sekventima tako da je za svaki vrh skup oznaka njegove djece jednak skupu sekvenata
iz premise nekog pravila rac¢una logike dC, a skup oznaka roditelja te djece mora biti
jednak skupu sekvenata konkluzije tog istog pravila. Za formulu 1 kazemo da je do-
kaziva iz kona¢nog skupa formula ® (ozna¢avamo s ® 4. 1) ako je korijen oznacen
sa 1, a svi listovi (vrhovi bez djece) sekventima iz skupa ®. Kazemo da je ¢ teorem
rac¢una logike dC ako je korijen oznacen s ¢, a svi vrhovi bez djece s (x).

Sve usmjerene puteve dokaza (konafnog acikliénog grafa) ¢iji zavr$ni vrh nije ozna-
¢en s (x) ili nekom formulom iz skupa pretpostavki nazivamo otvorenim granama

dokaza.

U sljedec¢oj definiciji dajemo sheme pravila rac¢una logike dC. Iz tih ¢emo shema
graditi sva moguéa pravila ra¢una. Dajemo 32 sheme u obliku sekvenata. S lijeve
strane svakog sekventa nalazi se oznaka za tu shemu.

Definicija 6.5. Sheme pravila ra¢una logike dC definiraju se s:

o+ X Fo by oF Y +
= vy My Oy Mg
(=S (L () () SR (T
DBy SV (@S o
() ms )qag () gt
oy ][B]¢ @V [a][a*]¢ B ARG
(] o Al () o]0 (=] P ——
(o V (B)¢ XAY T > 0((VE: 0 < T < HSHX) A (SH)o)
(1) (U B)o () (M) () (2 =0,,... 2 =0,&x)
ol A [8]¢ XU 3> 0((vVE 0 << HSx) — [S])
W) Tme g O o =600
Fo(s(Xy, ..., X)) Fo(X)
(v7) - Voo (z) ") 220
(b(s(Xl,. ,Xn))l— (b(X)l—
(3) Jxo(x) (v) Vao(z)

FQE(VX (o(X) F¥(X))) (i3) FQEEX Ai(®: - W)
O(s(X1, .. X)) F(s(X1,..., X)) O FU, ... D, T,

(iv)
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ACEEED Y (¢ — 1)
oen) “Tafo F fafo 09) “G)o F fap
(ind) FY* (¢ — [a]o) (con) F VYo > 0(p(v) — (a)p(v — 1))
o+ [a*]o Jup(v) F (a*)Fv < 0p(v)
Pritom:

primjene svih supstitucija su dopustive

u pravilima ((')) i ([']) ¢ i t su novouvedene individualne varijable, a S, je dis-
kretan skok z; := yi(t),..., 2, := y,(t) gdje su yi, ...y, rjeSenja pripadnih
diferencijalnih jednadzbi iz konkluzije uz simbolicke vrijednosti z; kao pocetne
(tj. valuacija varijabli z; prije pocetka neprekidne evolucije je pocetna vrijed-
nost).

u pravilima (Vr) i (31) simbol s je jos neiskoristen Skolemov funkcijski simbol,
a X1,...,X, su sve slobodne individualne varijable izraza Vaeo(x)

u pravilima (iV), (3r) i (V1) X je novouvedena individualna varijabla

u pravilima (z3) i (iV) eliminacija kvantifikatora (QE) mora biti definirana za
formule u premisi.

u pravilu (¢3) varijabla X pojavljuje se samo u granama navedenim u konkluziji.
U ostalim otvorenim granama X se ne pojavljuje.

u pravilu con individualna varijabla v ne pojavljuje se u «

simbol V* koji se pojavljuje u pravilima (()gen), ([Jgen), (ind) i (con) ozna-
¢ava univerzalno zatvorenje po svim varijablama stanja vezanim u « (u smislu
Definicije 6.1).

Kona¢no, opisujemo kako iz sheme pravila izvodimo pravila rac¢una logike d_.

Definicija 6.6. Pravila ra¢una logike dC definirana su shemom pravila iz Defini-
cije 6.5 na jedan od sljedeca tri nacina:

za sheme u kojima se pojavljuje simbol - (osim (i3)) - oblika

prbEYr o Yy
bo o

u pravila rac¢una logike dC dodajemo pravila oblika

Fa <L7>¢0 + <j>77/)0, A

30



Pritom su I' i A proizvoljni kona¢ni (mogudée i prazni) skupovi dodatnih formula
koje ¢ine kontekst i ne mijenjaju se primjenom pravila. J je diskretan skok
(takoder moze biti prazan). @1, ... o, U1, ... 1Y, proizvoljne su formule logike

dc.
b1

e za sheme u kojima se ne pojavljuje simbol -, tzv. simetri¢na pravila oblika ——
0
u pravila rac¢una logike dC dodajemo pravila oblika

+ <\7>¢07A F7 <\7>¢0 =A

i pritom su I', A kona¢ni skupovi dodatnih formula, J diskretan skok (svo troje
mogu biti prazni), a ¢y i ¢; proizvoljne formule logike d..

e ako su ¢y F Yy1,..., 0, F 1, sve otvorene grane dokaza koje sadrze slobodnu
varijablu X, tada pravilo iz sheme, (i3), postaje pravilo d£ rac¢una

FQEEX A\(¢i - 1i))
1Y o Py,

Pritom su ¢4, ... ¢n, %1, ... 1, proizvoljne formule logike d..

Napomena 6.2. Za prakti¢ne potrebe koristit ¢emo jos dvije sheme pravila izvedene
iz Definicije 6.5.

R A (e 1) R A )
= a7y

(ind’)

F Jup(v) VYo > 0(p(v) — (a)p(v — 1)) = V*(3v < 0p(v) — 9)
= (")
Dopustivost gore navedenih pravila lako se dokazuje kombiniranjem pravila ([Jgen)

i (ind) odnosno ({)gen) i (con). Za ilustraciju, dajemo dokaz dopustivosti pravila
(con').

(con')

o ¥ (0 > 0)(p(0) = (a)plo — 1)) (gen V(G0 < 0)p(v) )
) @G 0p) 3 (@) 30 < 0)pv) F (a0
" F 30p(0) = (@) B0 < 0)plv) 3up(v) = {a")(3v < 0)p(0) F a0
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Primjer 6.3. Prisjetimo se hibridnog programa za upravljanje vlakom iz Primjera
5.1. Tamo je gibanje vlaka bilo predstavljeno kao uzastopno ponavljanje programa
ctrl i drive, pri ¢emu su oni bili definirani s

ctrl=(Mm—z<s;a:=-b)U(?m—2z> s;a:=A)

drive=7:=0;(Z =v,v =a, 7 =1&v>0AT <)

Uz pretpostavku da je vlak pregao u fazu kocenja (a := —b, postavljeno u programu
ctrl i zatim pokrenut program drive), zanima nas uz koje uvjete je svejedno moguce
da vlak prede granicu m. Pojednostavljeno, zanima nas hibridni program drive’ =
(z/ = wv,v" = —b) i pitanje vrijedi li (i pod kojim uvjetima) formula ¢ =v > 0A z <
m — (drive’)z > m. Analizu provodimo pomoc¢u pravila ra¢una koja smo uveli u
prethodnim definicijama.

v>0,2<mbv?>2b(m— 2)
Fo>0Az<m—v?>2b(m—2z)

vZO,z<m|——gT2—|—vT—l—z>m
v>0,z<mb (z:=-2T?+0vT +2)z >m
vZO,z<ml-TZO/\<z::—§T2+UT+z>z>m
v>0,z<mb3t>0(z:=-22+vt+2)z>m
v>0,z<mb ' =v,0==bz>m
Fo>0Az<m— (Z=v,v=bz>m

— 7, Al

=

v>0,2<mFT >0 (:=)

AT

dr
()

—r, Al

Analizu zapoc¢injemo odozdo, od tvrdnje - ¢. Njome izricemo: moguce je dokazati da
postogi situacija u kojoj ée vlak, tako koci i nije jos presao tocku m, nakon nekog vre-
mena preci tocku m i tako iziéi iz sigurnog podrucja. Prvo se primjenom pravila — r i
Al pocetna tvrdnja preinacuje pa se u antecedensu nalaze uvjeti, a u konzekvensu ne-
prekidna evolucija polozaja z. Pravilo (') zamjenjuje diferencijalnu jednadzbu njenim
rjeSenjem. Egzistencijalni kvantifikator ne mozemo eliminirati s QE jer je kvantifici-
rana formula modalna (sadrzi diamond operator). Ipak, pravilo 3r nam omogucuje
da uvedemo varijablu 7" kao svjedoka za Jt. Pravilo Ar grana stablo dokaza u dvije
grane. Nakon $to smo pravilom (:=) eliminiralli modalnost iz desne grane, mozemo
primijeniti ¢3, spojiti obje grane u kojima se pojavljuje 7' i eliminirati kvanitifikator.
Kona¢no, uz 3r, Al dolazimo do v > 0,z < m t v* > 2b(m — z). To nam govori da ¢e
se nezeljeni scenarij (prelazak to¢ke m) dogoditi ako kvadrat brzine prijede umnozak
dvostruke akceleracijske konstante i udaljenosti do tocke m. Iz ovog primjera vidimo
da se upotrebom racuna lakse dolazi do puno opéenitijih zaklju¢aka nego $to smo to
mogli ranije.

Sve receno u Primjeru 6.3 ne vrijedi mnogo ako ne dokazemo teorem adekvatnosti,
tj. da je sve $to mozemo dokazati ra¢unom logike dC zapravo istina. O tome ¢e rijeci
biti u sljede¢em poglavlju.
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7 Adekvatnost 1 potpunost sistema d_

U ovom poglavlju dajemo odgovore na klju¢na pitanja kod uvodenja logike. Prvo,
jesu li sve formule koje moZemo dokazati pomocu ra¢una logike dC istinite? Drugo,
mozemo li sve istinite formule dokazati racunom? Pokazat ¢emo da je zaista sve
$to dokazujemo istinito (da je racun logike dC adekvatan). Pokazat ¢emo, ipak, i
da ne mozemo dokazati sve istinite formule (da rac¢un nije potpun). To bi samo po
sebi bilo vrlo loge za dC, ali ne ostajemo na tome: ako i ne mozemo dokazati sve
istinite tvrdnje uz pomo¢ rac¢una dC, moZzemo ih dokazati ako dodamo kao aksiome
sve istinite tvrdnje o rjeSenjima diferencijalnih jednadzbi.

7.1 Teorem adekvatnosti

U ovoj tocki dokazujemo teorem adekvatnosti. Okvirno, za svako é¢emo pravilo doka-
zati da je adekvatno, tj. da je konkluzija logicka posljedica premise. Sve ove intuitivno
jasne pojmove (adekvatan racun, adekvatno pravilo, logicka posljedica, istinosna vri-
jednost sekventa) prvo definiramo.

Definicija 7.1. Za formule ¢, € Fml(V,3) kazemo da je i logi¢ka posljedica
formule ¢ ako iz ¢injenice da za sve I, v postoji n takva da I,n,v = ¢ slijedi da za
sve I', v/ postoji ' takva da I',n/,/ |= 1. Za skupove formula ® i ¥ kazemo da

je skup formula ¥ logicka posljedica skupa formula & ako je /\ 1 logicka posljedica
e

formule /\ o.

oed

Definicija 7.2. Istinosna vrijednost sekventa ® - W definirana je kao istinosna

vrijednost formule /\ o — \/ . Ako je sekvent ® F W istinit u stanju v obzirom
pecd Yew

na interpretaciju [ i pridruzivanje 1, to oznacavamo s I,n,v = ® = U. Za sheme

sekvenata iz Definicije 6.5 oblika ® I istinosnu vrijednost promatramo kao da stoji

® - 1, a za one oblika - ® kao da stoji T F ® (gdje simbol T uobi¢ajeno stoji za

valjanu formulu, a simbol L za formulu koja je neistinita za sve I, n, v).

Napomena 7.1. Obzirom na definiciju istinosne vrijednosti sekventa, za sve seman-
ticke kategorije (kao $to su one definirane u Definiciji 7.1 i Definiciji 4.6) poistovje-
¢ujemo sekvent i formulu.

U tekstu koji slijedi definiramo jo$§ pojmove adekvatnog pravila, lokalno adekvat-
nog pravila i adekvatnog racuna.

Definicija 7.3. Kazemo da je pravilo rac¢una logike d_

K R R O

v (T R
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adekvatno ako je skup formula konkluzije logicka posljedica skupa formula premise.
Za isto pravilo kazemo da je lokalno adekvatno ako za sve I, n i v vrijedi da iz
I,n, v ®slijedi 1,n,v = V.

Kako smo najavili, slijedi dokaz teorema adekvatnosti. Za svaku od shema pravila
prikazanih u Definiciji 6.5 dokazujemo da je adekvatna (kako bismo pojednostavili
izrazavanje, reéi ¢emo pravilo je adekvatno). Ustvari, za sve osim Vr, 31,13 moéi ¢emo
dokazati i vise, da je pravilo lokalno adekvatno. Ipak, da bi dokaz bio korektan, prije
svega dokazujemo jednostavnu propoziciju koja kaze da iz adekvatnosti sheme pravila
slijedi adekvatnost pravila rac¢una logike dC (s dodanim kontekstom).

Lema 7.1. Ako je shema pravila logike dC (lokalno) adekvatna, onda je (lokalno)
adekvatno i pripadno pravilo logike dC

Dokaz. 1z Definicije 6.6 znamo da se pravila dobivaju iz sheme tako da se dodaju
formule konteksta u skupovima I' i A i hibridni program s diskretnim skokom. Pro-
matrali smo dvije moguénosti:

(1) LY o fu iy
®o o
L AT F(T), A 0 TA(T)on F (T )n, A
L (T )do = (T )bo, A

(2) o prelazi u I'E{T)¢1,A i1 T ()¢ kA
” LE(T)éo, A T (T)do kA

U oba slucaja kontekst I'; A ne moze promijeniti adekvatnost pravila zbog konjun-
ktivnog nizanja pravila u antecedensu i disjunktivnog u konzekvensu sekventa: ako
je antecedens neistinit, ostaje neistinit bez obzira na dodani kontekst; ako je pak
konzekvens istinit, on ostaje istinit bez obzira na dodani kokntekst. Ta dva slucaja
iscrpljuju mogucénosti da sekvent u premisi bude istinit. Sekventi ostaju adekvatni
i lokalno adekvatni i dodavanjem programa s diskretnim skokom (J) jer on samo
mijenja stanje v, koje je i u definiciji lokalne adekvatnosti i adekvatnosti univerzalno
kvantificirano. O

prelazi u

Izravno iz definicija adekvatnosti i lokalne adekvatnosti slijedi tvrdnja sljedece
leme.

Lema 7.2. Lokalno adekvatno pravilo je i adekvatno.

Nakon svih pomoénih tvrdnji koje smo dokazali, slijedi teorem adekvatnosti. Ideju
dokaza ve¢ smo izlozili - pokazati da je svaka od shema pravila adekvatna. Ipak,
prezentirat ¢emo dokaze samo za neke sheme (za ostale se dokazi provode na slican
nacin).

Teorem 7.1. Racun logike dC je adekvatan - ako formulu ¢ moZemo dokazati iz
skupa formula ¥, onda je ¢ logicka posljedica skupa W.
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Dokaz. Zelimo prvo dokazati da je svako pravilo racuna adekvatno. Za to ¢e nam,

prema Lemi 7.1 biti dovoljno dokazati da je svako pravilo iz shema pravila adekvatno

(za neka ¢emo dokazati i da su lokalno adekvatna).

Prva skupina pravila koja promatramo su tzv. propozicijska pravila (od (—r) do

(cut)). Ona nisu specifi¢na za rac¢un logike dC i njihova se adekvatnost dokazuje kako
o, Y

FoVvi
. Pretpostavimo da su I, v, n takvi da je I,n,v =F ¢,1. 1z disjunkcijskog tumacenja

zareza u konzekvensu i tumacenja praznog mjesta s lijeve strane sekventa kao T (kako
je opisano u Definiciji 7.2) zaklju¢ujemo da vrijedi I,n,v = ¢ ili I,n,v = . Ali, to
znadi da vrijedii I,n,v = ¢V, aondail,n,v EF ¢ V. Dakle, pravilo (Vr) je
lokalno adekvatno.

Druga skupina pravila odnosi se na pravila u koja su uklju¢eni hibridni programi
izuzev neprekidne evolucije (tj. na pravila s oznakama ((;)), ([;]), ((*")), ([*"]), ((:=)),

(=D), (G0, (1U]). ({2)), ([7])). Zailustracijn dokazujemo da su pravila. ((;)) %ﬁ
Qa;
i (D M lokalno adekvatna.
[o; B¢
Pretpostavimo da vrijedi I,n,v = (a){(B8)¢. To znaci da postoji stanje p takvo da
je (v,p) € propla) i I,n,p = (B)¢. Iz toga pak zakljuujemo da postoji stanje
w takvo da vrijedi (p,w) € pr,(B) i I,n,w = ¢. Sada iz tocke (5) Definicije 4.3
zaklju¢ujemo da vrijedi (v,w) € pr,(a;5). Buduéi da otprije imamo I,n,w = ¢,
(a; 8)
. . " e
svojevrsni obrat pravila ¢iju smo lokalnu adekvatnost upravo dokazali. Sada pravilo
([;]) dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Neka za I, n,v vrijedi I,n,v [~ [a; ]o.
Ponovno iz Definicije 4.3 zaklju¢ujemo I,n,v = («; 8)—¢. Iz obrata pravila ((;))
zaklju¢ujemo I, n,v | (a)(B)—¢ i na kraju, opet po definiciji, I,n,v | (a)=([8])¢ i
I,n,v = [o][Ble.
Sljede¢a grupa pravila su pravila neprekidne evolucije (dakle, pravila s oznakama
(")), (') ). Za ilustraciju dokazujemo da je pravilo

je uobifajeno. Za ilustraciju dokazujemo lokalnu adekvatnost pravila (vr)

zaklju¢ujemo da vrijedi I,n,v | (a; B)¢. Na slican se na¢in dokazuje i

bl

() 3t > 0((VE: 0 << HSi)x) A (Sh)9)
() =01,...,2,, =0, &x)p

lokalno adekvatno. Neka su vy, ..., y, rjeSenja sustava diferencijalnih jednadzbi x| =
01,...,2! =0, sa simbolitkim pocetnim vrijednostima* zy,...,x,. Sjetimo se da je
S, diskretan skok x;, := y1(t),..., 2, := ya(t). Neka je x skraceni zapis za Vt : 0 <
t < t(S;)x. Takoder, neka je nf pridruzivanje koje je u svemu jednako pridruzivanju
7, osim Sto varijabli ¢ pridruzuje (. Pretpostavljamo da postoje I, 7, v takvi da vrijedi
InvE3>0((Vt:0 <t <HSHY)A(S)¢). To znadi da vrijedi I, 1), v = YA (S:)¢.
Neka je D pokrata za =} = 6y,...,2), = 6, &x. Moramo, dakle, pokazati da je

I,n,v E (D)¢. Ekvivalentno tome je pokazati I, 7], v = (D)¢ (jer je t novouvedena

4podsje¢amo, to znaéi da se za pocetne vrijednosti uzimaju valuacije varijabli 1, . . ., z,, u stanju
u kojem zapocinje hibridni program (z} = 61,...,2), = 0,)
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varijabla koja se ne pojavljuje ni u D ni u ¢). Da bismo to dokazali, moramo pronaci
funkciju koja bi svjedocila da postoji stanje w takvo da je v,w € pr, (D) kako je
opisano u tocki (2) Definicije 4.3. Definiramo funkciju f: [0,7] — Sta tako da je
(v, f(Q)) € 'Ol,n,?(st>' Prema pretpostavci, f(0) = v i ¢ vrijedi u f(r). Funkcija
F(O) (), V,¥( je neprekidna u ¢ na segmentu [0, r| i diferencijabilna po ¢ na intervalu
(0,7) jer su takve i funkcije y; a vrijedi valr,; (f(C), 2:) = valyy (v, yi(t)). Bududi da
je y; rjesenje diferencijalne jednadzbe z = 6; s pripadnom pocetnom vrijednosti v(z;)
znamo da je derivacija od valr,; (f(C), 7:) jednaka valr,;r(f(€),0;). Iz pretpostavke
slijedi da je I,n],v = x pajeondai I,n, f({) E x,¥C € [0,r]. Dakle, zaista je f
trazena funkcija.

Sljedeca skupina pravila su pravila s kvantifikatorima ( tj. pravila s oznakama (Vr),
(Ir), (A1), (Y1), (iV), (:3) ). Dajemo dokaz adekvatnosti pravila

- QE@EX N\,(D; - T,))
(i3) S -, ... D, U,

Neka je za proizvoljne I, v pridruzivanje n takvo da je
I,n,vEQE(3X /\((I% F ;). Iz definicije operacije QE znamo da ona daje formulu

ekvivalentnu onoj na kojoj je primijenjena pa slijedi I,n,v = 3X /\(<I>z F ;). Neka

je d svjedok za egzistencijalni kvantifikator iz formule. Znamo da sle X ne pojavljuje
slobodan nigdje u premisi (jer pravilo i3 djeluje na sve slobodne nastupe varijable
X). To znadi da vrijednost varijable X ne mijenja istinosnu vrijednost premise. Ako
definiramo 7’ kao pridruzivanje koje je u svemu jednako n osim §to je n(X) = d,
vrijedi 1,7, v = /\(@Z FW,),aondail,n,vE &+ ... D, U, Uspjeli smo,

dakle, za proizvoljne I, v konstruirati ' tako da sve konkluzije vrijede. Primijetimo
jos da smo ovime dokazali adekvatnost (ne i lokalnu adekvatnost) pravila (i3).
Posljednja skupina pravila su takozvana globalna pravila: ({)gen), ([lgen), (ind) i
“(¢ = v)
()6 F ()
adekvatno. Neka su I,n,v takvi da I,n,v | V*(¢ — ). Buduéi da V* kvantifi-
cira po svim varijablama koje se mogu promijeniti izvrSavanjem programa o, vrijedi
il,nunkE¢— ¥,Vu € pry(a). Pretpostavimo sada i da I,n,v = (a)¢. To znaci
da postoji v/ takav da (v,) € prp(a)il,n,V = ¢ — . Sadaslijedi 1,7,V =9, a
ondail,n, v (a).
Iz upravo dokazane adekvatnosti svih shema pravila, zaklju¢ujemo da su sva pra-
vila logike dC adekvatna. Buduéi da je relacija logicke posljedice tranzitivna, slijedi
tvrdnja teorema. O

(con). Za ilustraciju dajemo dokaz da je pravilo (()gen) lokalno

7.2 Nepotpunost logike dC

U prethodnoj tocki pokazali smo da je sve $to mozemo dokazati istinito. Jednako
vazno pitanje je i mozemo li dokazati sve §to je istinito, to jest je li ra¢un logike dC
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potpun. Pokazat ¢e se da tome nije tako. Dokaz nepotpunosti svodi se na definiranje
prirodnih brojeva unutar logike d, a zatim tvrdnja slijedi uz pomo¢ Gédelovog prvog
teorema nepotpunosti. Ipak, iako dC nije potpuna, na kraju ovog poglavlja dokazu-
jemo da je relativno potpuna obzirom na svojstva rjeSenja diferencijalnih jednadzbi.
Za pocetak navodimo Godelov prvi teorem nepotpunosti (zapravo korolar koji nam
je potreban u ovom kontekstu).

Teorem 7.2. Niti za jednu logiku koja prosiruje aritmetiku prirodnih brojeva ne
postoji efektivan racun koji je istovremeno adekvatan i potpun.

U teoremu koji slijedi dokazujemo da se prirodni brojevi mogu definirati unutar
logike dC. (Iz dokaza ée biti jasno da se to moze uciniti i u diskretnom i u kontinu-
iranom fragmentu logike dC. Neformalno koristimo pojmove diskretni i kontinuirani
fragment. Oni se odnose na koristenje diferencijalnih jednadzbi u kontinuiranom
fragmentu ili njihovo nekoristenje u diskretnom fragmentu.)

Teorem 7.3. Unutar logike dZ moguce je definirati prirodne brojeve.

Dokaz. Prirodni brojevi mogu se definirati koristenjem uzastopnog pribrajanja:
nat(n) <> (x:=0;(z:=z+ 1)x=n

Oni se takoder mogu definirati pomoc¢u diferencijalnih jednadzbi; koristit ¢emo jed-
nadzbe koje opisuju trigonometrijske funkcije i pomoéu njihovih nultoc¢aka definirati
izomorfnu presliku skupa N.

nat(n) <> 3sFeIT(s =0Nc=1AT=0A (s =¢,d = —s,7 =1)(s =0A T =n))
[

Teorem nepotpunosti sada slijedi kao jednostavna posljedica Teorema 7.1, Te-
orema 7.2 i teorema 7.3.

Teorem 7.4. Racun logike d nije potpun - postoje valjane formule koje pomocu
njega ne mozemo dokazati.

7.2.1 Relativna potpunost logike dC

U ovoj podtocki zelimo dati odgovor na pitanje: ako rac¢un logike d nije potpun,
mozemo li ga nekako prosiriti da postane potpun? Pokazat ¢e se da mozemo; ako u
rac¢un logike dC dodamo kao aksiome sve valjane formule koje govore o svojstvima
diferencijalnih jednadzbi, taj ¢e rac¢un biti potpun. U sljedecoj definiciji formaliziramo
tu namjeru. Definirat ¢emo logiku diferencijalnih jednadzbi koja se u svemu poklapa
s logikom dZ, osim §to se njene formule definiraju promjenom tocke 4 iz originalne
Definicije 3.7.

Definicija 7.4. Skup formula logike diferencijalnih jednadzZbi
(u oznaci Fmlpop(2,V)) definira se s:
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1. ako je R € ¥ neki n-mjesni relacijski simbol, 6; € Trm(3,V), V1 < ¢ < n, onda
je R(Gl, 92, e 7911) € FmZFOD(Z, V)

2. akosu ¢, € Fmlpop(X,V), ondasui =, (¢pAY), (6VY), (¢ — V), (¢ <> ¥) €
leFOD(E;V>

3. ako je ¢ € Fmlpop(X,V)ix € V, onda su (Vz¢), (3xd) € Fmlpop(X,V)
4. ako je ¢ € Fmlpop(X,V) tada je i [2) =0y,...,2, = 0,]¢ € Fmlpop(X,V)

Napomena 7.2. Primijetimo da je razlika u odnosu na definiciju skupa Fml(%, V)
jedino u tocki 4; dok smo u definiciji formula iz Fml(3, V') dopustali formule oblika
[a]¢ i ()¢ za proizvoljan hibridni program a, u definiciji skupa formula logike dife-
rencijalnih jednadzbi dozvoljavamo samo formule s to¢no odredenim hibridnom pro-
gramom - neprekidnom evolucijom.

Kao dio skupa F'mlpop uzimamo i formule oblika (2] = 601,..., 2/ = 0,,)¢ jer se radi
o pokrati za =[x} = by,..., 2, = 0,]-¢

U ostatku poglavlja donosimo dokaz relativne potpunosti logike dC s obzirom na
FOD. Dokaz je konstruktivan i, u dijelovima, vrlo tehnicki. Zato éemo veéinu lema i
propozicija navesti bez dokaza, a dokazat ¢emo i komentirati samo kljuc¢ne dijelove.

Sljedec¢a lema tvrdi da za svaku formulu iz dC postoji njoj ekvivalentna formula
unutar logike FOD. (Obrnuto vrijedi trivijalno jer je FOD sadrzana u d_.)

Lema 7.3. Za svaku formulu ¢ € Fml(X,V) logike dC postoji formula ¢FP ¢
Fmlpop(E,V), takva da vrijedi = ¢ <> ¢fOP.

U definiciji koja slijedi preciziramo §to podrazumijevamo kad kazemo da racun
logike dC prosirujemo aksiomima sa svojstvima rjesenja diferencijalnih jednadzbi.

Definicija 7.5. Kazemo da se formula ¢ € Fmlrpop moze izvesti uz pomoé¢ rac¢una
logike dC obogacenog tautologijama logike FOD ako se ¢ moze izvesti pomoc¢u rac¢una
logike dC kojemu su dodane sve valjane formule logike FOD kao aksiomi. To ozna-
¢avamo s 4.+ ¢. Slicno, ako se sekvent I' = A moze izvesti iz tog racuna, koristimo
oznaku I' .+ A.

Napomena 7.3. Prethodna definicija opisuje ra¢un d£. On se konkretno dobiva

tako da pravilima ra¢una logike dZ pridodamo kao aksiome sve valjane formule logike

FOD. Dakle, ako je ¢ valjana formula logike FOD, onda u shemu pravila dodajemo
%

(ax) o

U nastavku dokaza kvantifikaciju ¢emo shvacéati kao pokratu za hibridne programe:
egzistencijalni kvantifikator moze se prikazati pomoc¢u hibridnog programa kao Jz¢ =
(' =1)¢p V (2’ = —1)¢, a univerzalni kao Vz¢ = [2' = 1]p A [/ = —1]¢. Takoder,
pretpostavljat ¢emo da formule ne sadrze slobodne individualne varijable (umjesto
njih neka sadrze varijable stanja). Zato ¢e nam i iduca lema biti korisna.
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Lema 7.4. Ako vrijedi 4.+ ¢ bez koristenja slobodnih individualnih varijabli u
dokazu, onda vrijedi i Fyq+ Veg iby+ (21 :=01,... 2, :=6,)0

Sljede¢a propozicija govori da su relativno potpuna tzv. svojstva sigurnosti. Radi
se o formulama oblika F' — [a]G koja se mogu tumaditi ovako: ako vrijedi F, bez
obzira sto se dogadalo u programu o, G ée uwvijek vrijediti. Motivacija za naziv svojstva
sigurnosti dolazi od toga $to su takva svojstva (koja uvijek vrijede) pozeljna za stroge
uvjete sigurnosti (na primjer, vlak ée wvijek ostati unutar dozvoljenih granica). Prije
najavljene propozicije, iskazujemo lemu koja ¢e biti od koristi za dokazivanje unutar
racuna dC*

Lema 7.5.
Fact @ — 1 ako i samo ako ¢ g+

Primijetimo da je jedan smjer prethodne leme zapravo teorem dedukcije za racun
dC*. Teorem dedukcije slijedi izravnom primjenom pravila (— 7). Obrnuti smjer
dobiva se kombinacijom pravila (cut) i (= ).

Propozicija 7.1. Za svaki hibridni program « € HP(X,V)isve F,G € Fmlpop(3,V)
formule logike FOD vrijedi da = F' — [a]G povladi Fy.+ F — [a]G.

Dualno svojstvima sigurnosti, sli¢na tvrdnja vrijedi i za svojstva dostizivosti. Ova
su svojstva oblika F' — («a)G. Motivacija za njihov naziv je to §to opisuju da ¢e neka
tvrdnja kad tad vrijediti. (Prigodan primjer bio bi: wlak ée u nekom trenutku stici
na cilj.)

Propozicija 7.2. Za svaki hibridni program o € HP(3,V)isve F,G € Fmlpop(%,V)
formule logike FOD vrijedi da = F' — (a)G povladi Fy.+ F — (a)G.

Primijetimo da iz Propozicije 7.1 primjenom Leme 7.5 slijedi F' 4.+ [a]G. Tako-
der, primjenom iste leme iz Propozicije 7.2 dobivamo F' .+ (a)G.
Uz pomo¢ navedenih propozicija, mozemo dokazati glavni rezultat - teorem o rela-
tivnoj potpunosti logike dC. U dokazu teorema koristit ¢emo pojam konjunktivne
normalne forme za formulu logike dC pa ga prethodno definiramo.

Definicija 7.6. Kazemo da je formula ¢ € Fml(X2, V) u konjunktivnoj normalnoj
formi ako je oblika: Al (A1’1¢1’1 V A1’2¢1’2 V...V Al,n1¢l,n1) VANPAY Am(Am,lgbm,l vV
ApobmaV ...V Apny ®mon,, )- Pritom su ¢; ; formule iz F'mlro bez kvantifikatora ili
negirane takve formule ispred kojih se moze i ne mora pojaviti A4; ; $to stoji za [¢] ili
(a), gdje je a neki hibridni program. Simbol A; koji se pojavljuje ispred disjunkcija
takoder stoji za [a] ili () ili prazninu (ne mora se pojaviti).

Naglasimo jo$ jednom - kvantifikatori su samo pokrata za hibridne programe pa
se ni u konjunktivnoj normalnoj formi kvantifikatori ne pojavljuju. Nakon svih dosad
iskazanih tvrdnji, mozemo dokazati tvrdnju o relativnoj potpunosti ra¢una logike d..

Teorem 7.5. Racun logike dC potpun je obzirom na logiku FOD, tj. za svaku valjanu
formulu ¢ logike dC vrijedi

I_dEJr ¢
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Dokaz. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da je formula ¢ dana u ko-
njunktivnoj normalnoj formi. Dokaz provodimo indukcijom po broju modalnosti koje
se pojavljuju u formuli ¢ (taj broj ozna¢avamo s |¢|). Baza indukcije je sluc¢aj |¢| = 0.
To znaci da je ¢ formula prvog reda i stoga vrijedi 4.+ ¢. Ako je ¢ oblika —¢, a
znamo da je ¢ dana u normalnoj formi pa sve negacije moraju biti unutar modalnosti,
onda ponovno vrijedi |¢| = 0 i tvrdnja slijedi.
Pretpostavimo sada da vrijedi 4.+ ¢ za sve ¢ koji sadrze manje od n modalnosti i
promotrimo formulu ¢ koja sadrzi n modalnosti.
Neka je ¢ oblika ¢; A ¢o. Ako je |¢p1| > 01 |p2] > 0, onda znamo da vrijedi
|o1], |P2| < |@| . Stoga, prema pretpostavci indukcije vrijedi Fyq+ @1 1 Fyer @
Ta dva izvoda kombiniramo pomocu pravila (Ar) i dobivamo g+ ¢1 A ¢e. Ako jedan
od dva konjunkta ne sadrzi modalnosti (bez smanjenja opéenitosti, neka je to ¢),
tada g+ ¢1 vrijedi prema bazi indukcije, a ¢ je ponovno formula u normalnoj formi
s n modalnosti pa promatramo njen oblik. Jednom kad pronademo ° dokaz u racunu
dC" za formulu ¢,, dokaz za ¢ ponovno se dobiva kombiniranjem ¢; i ¢, pomocu
pravila (Ar).
U slucaju pak da se ¢ sastoji samo od disjunkcija, bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je oblika ¢1 V [aps ili ¢1 V (@)@ (u suprotnom mozemo doé¢i do
tog oblika koriste¢i komutativnost i asocijativnost disjunkcije). Buduéi da se dokaz
u oba slu¢aja odvija potpuno jednako, nastavljamo samo za slu¢aj ¢; V (@) ¢e. O¢ito
je |pa] < |@| i |#1| < |¢]. Prema Lemi 7.3 postoje ¢F'OP i ¢£OP  formule logike
FOD, za koje vrijedi = ¢ < ¢FOP i = ¢y + ¢L9P. 1z toga slijedi da = ¢ pov-
laci = ¢fOP v ()@t OP sto je ekvivalentno s | —¢fOP — (a)¢pl9P. Sada prema
Propoziciji 7.2 (kada bismo dokazivali drugi slucaj, koristili bismo Propoziciju 7.1)
slijedi

=1 O v ()b 7 (2)
Nadalje, ¢; <> ¢FOP povladi —¢; — =P, Buduéi da, prema pretpostavci induk-
cije, mozemo dokazati ¢, jer vrijedi |¢1| < |¢], moZzemo dokazati i ¢, V —pIOP ;.
¢y — —pFOP. 1z Leme 7.5 dobivamo —¢; g+ —¢T9P. Sada to kombiniramo s (2)
koristeci pravilo izvoda (cut) i dobivamo

01 g+ () §OD (3)

Sliéno, = ¢y < ¢LOP povladi | ¢p9P — ¢,. Prema pretpostavei indukcije za tu
formulu postoji izvod jer vrijedi |ps| < |¢| pa kao u prethodnom slu¢aju dokazujemo
¢z, a zatim —¢L P V ¢,. Sada prema Lemi 7.4 znamo da vrijedi Fy.+ V(3 9P —
¢2) a dalje primjenom pravila (()gen) (u drugom sluc¢aju bismo primijenili pravilo
[Jgen) dobivamo (a)¢pi9P 4.+ (a)dy. Taj izvod kombiniramo s izvodom sekventa u
tvrdnji (3) pomoéu pravila (cut) ¢ime dolazimo do =@y 4+ (@) po odakle se dobiva
Fac+ &1V (@) pa, ¢ime je dokaz zavrSen. O

5to ¢e se dogoditi prije ili kasnije jer je broj modalnosti u formuli ¢ veéi od nule
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Sazetak

Hibridni sustavi model su za slozene fizikalne sustave koji ukljuc¢uju interakciju dis-
kretnih i kontinuiranih promjena stanja sustava. (Diskretne promjene u pravilu uz-
rokuje upravljacka jedinica promjenom odredenih veli¢ina, a kontinuirane su rezultat
fizikalnog procesa, najcesce gibanja.) Radi velikih moguénosti koje pruzaju, takvi se
sustavi Cesto koriste u industriji. Cilj ovog diplomskog rada bio je predstaviti jedan
nac¢in za logicku analizu takvih sustava i automatsku verifikaciju njihovih svojstava.
Sredis$nji dio rada je predstavljanje diferencijalne dinamicke logike, dC. Logika dC
kao svoj sastavni dio sadrzi hibridne programe - izraze koji ukljuc¢uju i diskretna pri-
druzivanja i diferencijalne jednadzbe te kao takvi izvrsno opisuju hibridne sustave.
Usporedno s uvodenjem pojmova i tehnika logike dZ, opisano je nekoliko primjera
jednostavnih hibridnih sustava koji sluze kao ilustracija za sve uvedene teorijske kon-
cepte. Kao glavni primjer stvarne primjene logike dC uzet je sustav europske mreze
zeljeznica, ETCS.

Nakon definiranja sintakse i semantike logike dC, zadaje se i njen racun. Uz pomo¢
tog racuna se dokazuju ili provjeravaju svojstva sustava. Racun je zadan kompozicij-
ski - dokaze svojstava sustava svodi na dokaze svojstava dijelova sustava. Na kraju
se, kako bi uvodenje rac¢una bilo opravdano, dokazuje teorem adekvatnosti racuna
logike dC. Pokazuje se i da rac¢un nije potpun, ali da je relativno potpun obzirom na
svojstva rjeSenja diferencijalnih jednadzbi.
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Summary

Hybrid systems are models for complex physical systems that combine discrete (e. g.
digital) and continuous (e. g. analog or physical) effects. In case of hybrid systems,
it is the interaction between discrete component (usually, control unit) and continu-
ous component (some physical process, usally movement) that matters. Due to very
powerful system design achievable using hybrid systems, their importance in industry
grows rapidly. In spite of that fact, hybrid systems is an area where analytic appro-
aches are still not developed well enough. The main goal of this thesis is to present
one approach to logical analysis of hybrid systems’ properties. The central part is
introducing a differential dynamc logic, dC. Formulas of dC internalise models for
hybrid systems - hybrid programs - as first-class citizens. Hybrid programs contain
both discrete assignments and continuous evolution along differential equations. This
allows us to express statements about hybrid systems as dC formulas. Together with
introducing notions and techniques of dZ logic, a number of simplistic examples of
hybrid systems is described and used to illustrate all those theoretical concepts. As
the central real-life example for verification with tecniques of dZ, we use European
Train Control System.

After defining syntax and semantics of dC, a compositional sequent calculus is pre-
sented. Due to its compositional structure, this calculus is suitable for automation.
In order to justify the calculus, we present proof of its soundness and completeness
relative to handling differential equations.
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