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Ispitajmo valjanost formule (VxA(x) — 3xB(x)) — 3Ix(A(x) — B(x))
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Sljedeéim primjerom Zelimo istaknuti nuznost uvodenja novih elemenata
u nosac prilikom analize formula oblika VxG(x) L i 3xG(x) T.

Primjer 2

Pomocu glavnog testa ispitajmo vrijedi Ii

Vx3yP(x,y) = VxQ(x) |= VxVy(P(x,y) — Q(x))-
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Posto lijeva grana nije zavrsila oznakom za kontradikciju zakljucujemo da
dana tvrdnja nije istinita.

S te lijeve grane mozemo procitati strukturu za koju pocetna tvrdnja nije
istinita.

Nosa& strukture je || = {a, b, c}, te je PP = {(a,b)} i Q™ =10.
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Uo¢imo jo$ da na desnoj grani prvi redak oblika VxQ(x) T nismo
analizirali u odnosu na element b. To nije nuzno jer smo veé naisli na
kontradikciju.

Pogledajmo sada sto se dogada kada u rjeSavanju prethodnog zadatka
koristimo "stare" elemente.
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U sedmom retku smo sa (! ..a..) oznadili da ne uvodimo novi element veé
koristimo stari.

Dani test je na svim granama zavrSio kontradikcijom, pa bi brzopleto (i
krivo) mogli zakljuciti da je dana formula valjana.

Iz prethodnog testa znamo da formula nije valjana.

Koristenjem "starog" elementa a mi smo posljednjim testom zapravo
dokazali da ne postoji strukura s to¢no dva elementa koja nije model za
F.
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U sljedeéem primjeru zelimo istaknuti kako se glavni test koristi za
ispitivanje je li neka formula F oboriva.

Pocetni redak u testu je oblika F_L. To znadi da pokusavamo odrediti
strukturu koja nije model za formulu F.
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Primjer 3

Ispitajmo pomocu glavnog testa je Ii sljedeca formula oboriva:

(IxVyR(x,y) V Vy(IxP(y, x) — VxR(x,y))) — Ix(Q(x) V R(x, x)).
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Zadana formula je oboriva.

Jedna struktura 91 koja to dokazuje zadana je sa: |9t = {b}, te
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Sljedeéi primjer pokazuje da nekad test ne mora zavrsiti, ali mi ipak
moZemo odrediti jednu traZenu (beskonaénu) strukturu.

Primjer 4
Ispitajmo je Ii formula Vx3yA(x,y) — JyVxA(x, y) valjana.
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RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO




Primjer 4
oeo

WxayA(x, y) — FyvA(x, y)(L)
VxAyAGay) T (an) a3 a as
IyVxA(x,y) L 33 as as
JyA(a1, )@ (-a2..)

wA(x, 1) (@) (.
Aar, a2) @

Mladen Vukovié
RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO




Primjer 4
oeo

WxayA(x, y) — FyvA(x, y)(L)
VxAyAGay) T (an) a3 a as
IyVxA(x,y) L 33 as as
JyA(a1, )@ (-a2..)

wA(x, 1) (@) (.
Aar, a2) @

Mladen Vukovié
RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO




Primjer 4
ooce

Neka je |9 = {a, : n € N\ {0}}, te A™ = {(a,, a2,) : n € N}
Nije tesko vidjeti da vrijedi 9 J= Vx3yA(x, y) — TyVxA(x, y).

To znadi da dana formula nije valjana.

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 5
@000

Primjer 5
Odredimo preneksnu normalnu formu sljedece formule, a zatim ispitajmo
njenu valjanost pomocu glavnog testa

(32F(2) A (FyF(y) — ¥xG(x))) — 3w (F(w) A G(w))

Mladen Vukovié

i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 5
o] lee)

Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(3zF(2) A (ByF(y) = VXG(x))) — Fw(F(w) A G(w))

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 5
o] lee)

Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(3zF(2) A (ByF(y) = VXG(x))) — Fw(F(w) A G(w))

3z2(F(2) A (ByF(y) = ¥xG(x))) — w(F(w) A G(w)) <

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 5
o] lee)

Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(3zF(2) A (ByF(y) = VXG(x))) — Fw(F(w) A G(w))
3z2(F(2) A (ByF(y) = ¥xG(x))) — w(F(w) A G(w)) <

3z(F(z) A xVy(F(y) = G(x))) = 3w(F(w) A G(w)) &

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 5
o] lee)

Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(3zF(2) A (ByF(y) = VXG(x))) — Fw(F(w) A G(w))
3z2(F(2) A (ByF(y) = ¥xG(x))) — w(F(w) A G(w)) <
3z(F(z) A xVy(F(y) = G(x))) = 3w(F(w) A G(w)) &

3z9xvy(F(2) A (F(y) = G(x))) — Iw(F(w) A G(w)) &

aci s glavnim testom za FO



Primjer 5
o] lee)

Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(3zF(2) A (ByF(y) = VXG(x))) — Fw(F(w) A G(w))
3z2(F(2) A (ByF(y) = ¥xG(x))) — w(F(w) A G(w)) <
3z(F(z) A xVy(F(y) = G(x))) = 3w(F(w) A G(w)) &
3z9xvy(F(2) A (F(y) = G(x))) — Iw(F(w) A G(w)) &

VzIxJyIw[(F(z) A (F(y) — G(x))) — (F(w) A G(w))]

Na posljednju formulu primjenjujemo glavni test.

aci s glavnim testom za FO



Primjer 5
[e]e] le)

VzIxJydw[(F(z) A (F(y) — G(x))) — (F(w) A G(w))] L

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



m
[e]e] le)

VzIxJyIw[(F(z) N (F(y) — G(x))) — (F(w) A G(w))] @ (..a..)
3yIw[(F(a) A (F(y) = G(x))) = (F(W) A G(w))] L&




VeBayw((F(z) A (F(y) = G(x))) — (Fw) A G(w)] @O (
3yIw|(F(a) A (F(y) = G(x))) = (F(W) A G(w))] L@
Ay3w[(F(a) A (F(y) = G(a))) = (F(W) A G(w))] L a




m
[e]e] le)

A (F(y) = G()) = (Fw) A 6w))] O (-a.)

A (F(y) = G(x)) = (F(w) A G(w))] L@
y3w[(F(a) A (F(y) = 6(a))) = (F(W) A G(w))] L@

A (F(a) = G(a))) = (F(w) A G(w))] L a







(a))) = (FW) A G(w))] L@
(F(a) = G()) = (F(2) A 6(2)) Q)
Fla)—G(a)) T

AG(a) L




(a))) = (FW) A G(w))] L@
(F(a) = G()) = (F(2) A 6(2)) Q)




F(a) — G(a) T

Nastavak na sljedec¢em slajdu




Primjer 5
oooe

F(a)AG(a) L

Fa) (@

F(a)— G(a) T

Mladen Vuko:

Rijeseni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 5
oooe

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 5
oooe

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO









Primjer 5
oooe

Sve grane su zavrsile kontradikcijom pa zaklju¢ujemo da je dana formula
valjana.

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 6
@00

Primjer 6

Ispitajmo pomocu glavnog testa vrijedi i

F(a) = G(b), YVx(=F(x)) = ~G(b).
Rjesenje: Posto dana formula sadrZi konstantske simbole a i b moramo

prvo reci sto raditi s njima prilikom glavnog testa.

Po definiciji strukture za svaki konstantski simbol mora postojati element
u nosacu.

To znaci da prije poCetka testiranja smatramo da nosac strukture sadrZi
barem dva elementa.

Interpretacije konstatskih simbola, kao i obicno u ovoj tocki, oznacavamo
istim znakovima.

Mladen Vukovié

adaci s glavnim testom za FO



Primjer 6
oeo

Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(=F(x)) T a b
-G(b) L

Mladen Vukovié

adaci s glavnim testom za FO



Primjer 6
oeo

Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(=F(x)) T a b

~6(6) ©

G(b) T

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 6
oeo

Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(=F(x)) T a b

~6(6) ©
ORO;

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 6
oeo

Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(-F(x)) T @ b
~6(6) @
6(b) @

-F(a) T

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(-F(x)) T @ b
~6(6) @
6(6) @
o) @

F(a) L

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 6
oeo

Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:

F(a) — G(b) T

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 6
oeo

Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(-F(x)) T @ ®

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Wx(-F(x) T @ ®
~6(6) @
) @
~F(a) @
Fla) O
~Fb) (T)

F(b) L

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 6
oeo

Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(-F(x)) T @ ®

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — 6(b) (@

Vx(-F(x)) T @ ®
~G(b)

aci s glavnim testom za FO



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) - 6(6) @
Wx(-F(x) T @ ®
-G(b)
G(5)
-F(a)
F(s)
-F(b)
F(b)

CIIRIVIOIG

aci s glavnim testom za FO



Primjer 6
o

Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:

F(a) — 6(b) (T
Vx(-F(x)) T @ ®




Primjer 6
ooe

Posto nisu sve grane zavrsile kontradikcijom (nije niti jedna!)
zaklju¢ujemo da dana tvrdnja nije istinita, tj. formula —=G(b) logicki ne
slijedi iz skupa formula {F(a) — G(b), Vx(—=F(x))}.

Mladen Vukovié

adaci s glavnim testom za FO



Primjer 7
@000

Primjer 7

Pomocu glavnog testa odredimo barem dvije strukture koje dokazuju

Yx(A(x) = B(x)) = Vy(3x(Aly) A Cly, x)) = Ix(B(y) A C(x,x)))-

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



(x)  Yx(Alx) = B(x)) T
Vy(3x(A(y) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x,x))) L

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



() Wx(A(x) - B(x)) T
Py (Ex(A(y) A Cly,x)) — Ix(B) A Clx,x)) @) (-a..)

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



() Wx(A(x) — B(x)) T
Py (Ex(A(y) A Cly,x)) — Ix(B) A Clx,x)) @) (-a..)
Ix(A(a) A C(a,x)) — 3Ix(B(a) A C(x,x)) L

aci s glavnim testom za FO



()  Wx(Ax)— B(x)) T a
Py (Ex(A(y) A Cly,x)) — Ix(B) A Clx,x)) @) (-a..)
Ix(A(a) A C(a,x)) — 3Ix(B(a) A C(x,x)) L

aci s glavnim testom za FO



Primjer 7
o] le]e)

() VXAK) - B(x) T a

Wy (3x(A(Y) A Cly,x)) — Ix(B) A Cx,x) @ (a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)
Ix(A(a) A C(a,x)) T




Primjer 7
o] le]e)

() VXAK) - B(x) T a

Wy (3x(A(Y) A Cly,x)) — Ix(B) A Cx,x) @ (a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)
Ix(A(a) A C(a,x)) T

(xx) Ix(B(a) A C(x,x)) L a




Primjer 7
o] le]e)

(+)  Ux(A(x)— B(x)) T a
Wy(Ex(AY) A Cly.x) = 3x(BY) A C(x,x)) O (-a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)
I(A(3) A C(a,x) (T (-b.)

(%) Ix(B(a) A C(x,x)) L a




Primjer 7
o] le]e)

(x)  Wx(A(x) = B(x)) T a
Wy(Ex(AY) A Cly.x) = 3x(BY) A C(x,x)) O (-a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)

)
I(A(3) A C(a,x) (T (-b.)
(xx) Ix(B(a) A C(x,x)) L a
A(a) A C(a,b) T




Primjer 7
o] le]e)

()  Ux(A(x) = B(x)) T a b
Wy(Ex(AY) A Cly.x) = 3x(BY) A C(x,x)) O (-a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)

)
I(A(3) A C(a,x) (T (-b.)
(xx) Ix(B(a)ANC(x,x)) L a b
A(a) A C(a,b) T




Primjer 7
o] le]e)

()  Wx(A(x)—B(x)) T a b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O (.
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x) (T (-b.)
(xx) Ix(B(a)ANC(x,x)) L a b

A(a) A Ca,b) (T)




Primjer 7
o] le]e)

(x)  Wx(A(x) = B(x)) T b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O (.
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x) (T (-b.)
(xx) Ix(B(a)ANC(x,x)) L a b

A(a) A Ca,b) (T)




Primjer 7
o] le]e)

(x)  Wx(A(x) = B(x)) T b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O (.
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x) (T (-b.)
(xx) Ix(B(a)ANC(x,x)) L a b

A(a) A Ca,b) (T)




Primjer 7
o] le]e)

(x)  Wx(A(x) = B(x)) T b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O (.
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x) (T (-b.)
(xx) Ix(B(a)ANC(x,x)) L a b

A(a) A Ca,b) (T)




Primjer 7
o] le]e)

(x)  Wx(A(x) = B(x)) T b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O (.
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x) (T (-b.)
(#+) Ix(B(a)AC(x,x)) L @ b

A(a) A Ca,b) (T)




Primjer 7
[e]o] ]o)

B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)

Mladen Vukovié

R avnim testom za FO



Primjer 7
[e]o] ]o)

B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
Iz (%) B(a) A C(a,a) L

Mladen Vukovié

adaci s glavnim testom za FO



Primjer 7
[e]o] ]o)

B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
z(+x)  B(a)A C(a,a)L)

N
B(a) @ C(a, a) @

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 7
[e]o] ]o)

B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
z(+x)  B(a)A C(a,a)L)

N
B(a) @ C(a, a) @

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 7
[e]o] ]o)

B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
z(+x)  B(a)A C(a,a)L)

B(a) @ C(a,a) @

X B(a) A C(b,b) L Iz (%)

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 7
[e]o] ]o)

X B(a) A C(b, L) 1z (x4

/N
B(a) (L) c(b,b) )




Primjer 7
[e]o] ]o)

X B(a) A C(b, L) 1z (x4

/N
B(a) (L) c(b,b) )

X




Primjer 7
[e]o] ]o)

B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)

aci s glavnim testom za FO



Primjer 7
[e]o] ]o)




Primjer 7
[e]o]e] )

Neka je |9 = {a, b}, te ATt = {a}, B™ = {a}, i C™' ={(a,b)}.

Zatim definiramo M| = {a, b}, A" ={a}, B ={a,b} i
" ={(a,b)}.

Tada su 90t i N traZene dvije strukture.

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Primjer 8
@000

Primjer 8

Neka je F zatvorena formula, a R dvomjesni relacijski simbol.

Koristeci glavni test dokaZite ili opovrgnite

{=F V IxVy(=R(x,y)), YyIxR(y,x) V IxR(x,x)} E F — IxIyR(x,y).

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



riesene —F V 3V (- )y (D
YyAR(y.x) v IxR(x,x)  (T)
F—3x3yR(xy) Q)
F O
(1) ;ﬂyR(XJ) L\
F (D) Ry O (e
FO ) WR@y) T @
X “R(a,2) (D)
R(a, a) @

(rn JyR(a,y) L @

@

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



(my  JyR(ay) L @
R(a,a) @
VRN

VyIxR(y,x) T@ , WR(x.x) (T)  (.b.)
) AR y) L ¢ () IxWR(xy) L ®
() vy(=R(a,y)) T ¢ (1) vy(=R(a,y)) T b
(U IRGay) L @ () 3IyR(ay) L b
wR(a,x) ()  (.c.) Rb.b) (T)
Ra.c) (T) IR(b,y) L ®

R(a,c) @ R(b, b) @

X X




Primjer 8
oooe

Posto su sve grane zavrsile kontradikcijom zaklju¢ujemo da je pocetna
tvrdnja istinita.

m testom za FO



Zadaci
@00000
Zadaci

1. Pomodu glavnog testa ispitajte valjanost sljedecih formula:

a) (BB — (VxA():c) A VTC(X))) — (=B V Vx(A(x) A C(x))), pri ¢emu je
zatvorena formula;

b) VxVyP(x,y) — (3y3xP(y,x) V IxIyP(x,y));
c) (FAA(IxB(x) vV IxC(x))) < —(AVYx(—B(x) A—=C(x))):

d) VxVy(P(x,y) A Q(x)) — (VxVyP(x,y) A VxQ(x)).

Rjesenje: Sve navedene formule su valjane.

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Zadaci
O@0000

2. Odredite prvo preneksnu normalnu formu formule

(VxF(x) V (3xF (x) — ¥xG(x))) — (VxF(x) AVxG(x)),

a zatim ispitajte je li dobivena preneksna normalna forma oboriva.

Mladen Vukovié

adaci s glavnim testom za FO



Zadaci
00@000

3. Pomodu glavnog testa ispitajte vrijedi li:

a) {VxVy(F(x,y) = =F(y,x))} = =3xF(x, x);

b) {Vx(A(x) — B(x))} = Vy(3x(A(x) A Cly, x)) —
Ix(B(x) A Cly, x)));

c) {IxVyB(x,y) — A, —AV 3IxIyB(x,y)} E AV -VyVxB(y, x), gdje
je formula A zatvorena;

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Zadaci
000e00

d) VxVy(R(x,y) — =R(y,x)) E VxVy(R(x,y) — (R(y,x) —
R(x,x)));

e) F— =VyaxR(x,y), Vx3yR(y, x) V IxR(x, x) E —F V VxVyR(x, y);

f) Ix(R(x,x) = VyR(x,y)) |= ¥xVy(=R(x,y) = R(y,x)). Ako
tvrdnja ne vrijedi odredite barem jednu interpretaciju koja to
dokazuje.

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Zadaci
000080

4. Pomodu glavnog testa ispitajte je li ispunjiva formula

(Vx3yP(x,y) AVxQ(x)) A =VxIy(P(x,y) A Q(x)).

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



Zadaci
0O0000e

5.

> Neka je A zatvorena formula, a B formula s tocno jednom
slobodnom varijablom.

Koristec¢i glavni test dokazite ili opovrgnite

{IxB(x) — A, “AV IxB(x)} = AV —3xB(x).

Mladen Vukovié

adaci s glavnim testom za FO



Pitanje:

Prilikom ispitivanje valjanosti formule

Vx3yA(x,y) — JyVxA(x, y)

proveden je sljededi glavni test:

Mladen Vukovié

R avnim testom za FO



Vx3yA(x, y) — JyVxA(x, y) @
YxIYA(x,y) T (.a1..) ;

VXA(x, y) L :
WAGy) (D) (a)
A(a1, a2) @
VA a) (D) (la.)
A(ar, a1) @
WA y) () (Lar)
Alaz, a1) @
VxA(x, a) @ (2.

A(az, 32) @

Mladen Vukovié

RijeSeni primjeri i zadaci s glavnim testom za FO



[}
[e]

Uocite da je test zavrSen, tj. provedena je analiza za sve formule i sve
elemente.

Posto test nije zavren kontradikcijom mozemo li zakljuciti da dana
formula nije valjana?

(Uotite da smo u primjeru 4 takoder ispitivali valjanost iste formule.

U gornjem testu smo s znakom ! oznacili da upotrebljavamo stari
element, iako bismo po pravilu trebali uvoditi novi element.)
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