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Stabilnost stacionarnog gibanja



Stabilnost stacionarnog gibanja

» Uz stacionarne rubne uvjete, NS jednadzba uvijek ima
stacionarno rjesSenje, bez obzira na Reynoldsov broj.

» Ova stacionarna rjeSenja ne pojavljuju se nuzno u prirodi.
Da bi se neko stacionarno rjeSenje pojavilo u prirodi, nuzno je da
je ono stabilno na male smetnje.
» Mala smetnja se uvijek moze pojaviti kao rezultat necega sto nije
uzeto u obzir u NS jednadzbama. Mala smetnja
« ili ¢e vremenom trnuti - rjeSenje vremenski konvergira
stacionarnom rjeSenju NS jednadzbe
- ili ¢e vremenom postati sve veca i veca te se dobiva rjeSenje koje
ima vremensku dinamiku.



MatematiCki opis nestabilnosti



Matematicki opis nestabilnosti

Pretpostavimo da je v, (7) stacionarno riesenje NS
(Navier-Stokesovu) jednadzbe

(Vo - V)V

1= R
—=Vpo+ v Ay,
P
Takoder pretpostavljamo da je:
Vi = 0. (nestladiva tekucina.)

Neka je v, (7, t) mala smetnja. Brzina vy (r) + V4 (7, t) zadovoljava
nestacionarnu NS jednadzZbu:
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MatematiCki opis nestabilnosti

Rubni uvjet na malu smetnju v isti je kao i za Vg, tj. mora is¢ezavati
na rubu.

Brzina v, zadovoljava linearnu PDJ s koeficijentima koji su samo
funkcije koordinata, ali ne i vremena. Vremenska evolucija opéeg
rieSenja mozZe se prikazati kao superpozicija oscilirajucih rieSenja:

i) =Y Vi(fw)e ™!
w
Brzine v, (F,w) su Fourierovi transformati opceg riesenja. Frekvencije
w hisu priozvoljne nego su odredene DJ i rubnim uvjetima.
Frekvencije w su opcenito kompleksni brojevi:
efz(w'Jrzw”)t — efuu'tew”t

» Ako je w” < 0 - Stacionarno rieSenje je stabilno.
» Ako je w” > 0 - Stacionarno rie$enje je nestabilno!



Matematicki opis nestabilnosti

Problem odredivanja stabilnosti je opcenito slozen i tezak. Ono $to je
poznato:

» Za dovoljno male R (velika viskoznost) stacionarni tok je stabilan.

» Povecavanjem R stacionarni tok postaje nestabilan.
Postoji kriti€na vrijednost Reynoldsovog broja, Rc¢.
Kada je R > R stacionarni tok je nemogu¢ (nestabilan).

» Kiritina vrijednost R ¢ ovisi o problemu koji se razmatra. Tipi¢na
vrijenost: R¢ ~ 10-100. Npr.

za opticanje cilindra dijametra d.



Landauov opis nestabilnosti



Landauov opis pojave nestabilnosti

» Kada je R < R, sve frekvencije su stabilne (w” < 0).
» Kada je R = R¢, barem jedna frekvencija ima w” = 0.
» Kada je R > R¢, barem jedna frekvencija ima w” > 0.
(te vrijedi: ' > W)
Imaginarni dio frekvencije kao funkcija od R ima nul-to¢ku za
R = Re, te vrijedi:
W'(R) ~R - Re.
Za malu smetnju mozemo napisati:
AR EVIGEG
gdje je:
A(t) ~ e W tew t_

w’ + 1w je upravo ona frekvencija koja postaje nestabilna.



Landauov opis pojave nestabilnosti

Izraz za A(t) vrijedi samo u jednom malom vremenskom intervalu dok
brzina V; ne naraste dovoljno da aproksimacija vy > v; vi8e ne vrijedi
(aproksimacija se sastojala u zanemarivanju ¢lanova drugug reda u
v1). Jasno je da A(f) ne moze rasti u beskonacénost, nego se saturira
na neku konaénu vrijednost.

Kako bi eliminirali vremenski periodi¢ni dio promatrat ¢emo samo
amplitudu |A(f)|. Za mala vremena vrijedi:

A(t)] ~ et
Amplituda zadovoljava DJ:

d

SADF =27 JAWD” = A, AD)).



Landauov opis pojave nestabilnosti

Nepoznata funkcija f(A, A*) za male vrijednosti amplitude
proporcionalna je kvadratu amlitude, a koeficijent proporcionalnosti je
2w

fA(D),A(t)*) = 20" - |A(H)]* + ... (Elanovi viser reda u amlitudi) . . .

Kada amplituda |A| viSe nije mala, potrebno je uzeti u obzir ¢lanove
viSeg reda razvoju funkcije fpo A i A*.

Prvi slijededi €lanovi u razvoju su:
|A]2A i |A[2A*.

To su ¢lanovi koji brzo ociliraju jer je w’ > w".



Landauov opis pojave nestabilnosti

Kako bi eliminirali brzo osciliraju¢e ¢lanove, DJ koju zadovoljava
kvadrat amplitude usrednjavamo preko perioda 27 /w’.
Dakle zanima nas:

A =5 [ atiawp
0

Usrednjeni kvadrat amplitude zadovoljava DJ koja ne sadrZi vide brzo
oscilirajuée ¢lanove. Stoga je:

SATE = 2 TAWT - AT + ..
~ 2" JAD — a(JAD2)2




Landauov opis pojave nestabilnosti

Diferencijalna jednadzba se moze tocno rijesiti te se dobiva:

» za mala vremena postoji eksponencijalni rast.

- 20.}//
A1 max =

» za veca vremena dolazi do saturacije na konacnu vrijednost:
ax —

o .




Landauov opis pojave nestabilnosti
Kao $to je vec prije kazano:
W"(R) ~R —Re
pa je:

Amax = \V Wmax ~V R —-TRc

A max

Rc
Ovo odgovara situaciji kada je o > 0.




Landauov opis pojave nestabilnosti

Ako je a < 0, tada Clanovi Cetvrtog reda u razvoju funkcije f vise nisu
dovoljni te je potrebno i¢i na &lanove viSeg reda. Npr. Sestog ako je
B> 0:

d%IA(t)IQ = 2" - [ADF +|al(AD))? - BIADPR) + ...
Tada je:

U podrucju metastabilnosti stacionarni
tok je stabilan na (beskona¢no) malu
smetnju, ali je nestabilan na smetnju
konacne (dovoljno velike) amplitude.

stabilnost

stacionarni tok je nestabilan

R Re R

pod ruéf'e
metastabilnosti



Landauov opis pojave nestabilnosti

» Nelinearni ¢lan (v, - V)V, nije zanemariv ako A(t) nije
infinitezimalno mali. Taj ¢lan dovodi do saturacije A(f).

» [sti taj ¢lan generira €lanove koji imaju dvostruku i videstruko
vecu frekvenciju titranja od w.

» Rjesenje sa samo jednom frekvencijom titranja nije dobro.

» Pravo rje$enje je linearna kombinacija ¢lanova koji imaju kao
frekvenciju titranja viSekratnike od w:

V() =Vo+ Y An(Pe™* "0
n=1

gdje je:

o(t) = wt+ B.
5 je faza Cija je vrijednost odredena pocetnim uvjetima. Ona
predstavlja jedan stupanj slobode u rieSenju.



Landauov opis pojave nestabilnosti

» Landau-Hopfov scenario nastanka turbulentnosti pretpostavlja
da daljnim povecanjem R i druge frekvencije postaju nestabilne.
Tada je pravo rjesenje lienarna kombinacija svih frekvencija
(modova) i njihovih harmonika:

V(t) =Vo+ Z zn1,n2,...(i) . et (M1 ()+n2 P2 (B)+... )’

ni,no,...
gdje su:
i(t) = wit + Bi. (i=1,2,...).
Proizvoljne faze g; definirane su po€etnim uvjetima, ali ne i
rubnim.

» Svaka nestabilna frekvencija predstavlja jedan stupanj slobode,
$to je opisanom fazom ¢ija je vrijednost odredena pocetnim
uvjetima.

» Frekvencije w; su medusobno nesumierljive, tako da se v(t)
mijenja u vremenu aperiodiéno, odnosno kaoti¢no.



Nestabilnost tangencijalnog prekida



Nestabilnost tangencijalnog prekida

Tangencijalni prekid je situacija kada tangencijalna komponenta
brzine na nekoj povrsini ima skok. Ta situacija moZe se pojaviti samo
u idealnoj tekucini.

» Mirujuce tijelo oko kojeg se giba idealna tekucina.
» Dvije idealne tekucine (razli€itih gusto¢a) razdvojenih povrSinom:

» morska i rije¢na voda kod us¢a rijeka
« izlijev otpadnih/kanalizacijskih voda
* ispusna cijev auta, mlazni avioni, rakete, fen

U slu€aju viskozne tekuéine tangencijalni prekid nije skokovit ve¢ je
razmazan preko graniénog sloja u kojem postoje veliki gradijenti

tangencijalne komponente brzine. U viskoznoj tekucini nestabilnost
tangencijalnog prekida odnosi se na nestabilnost graniénog sloja.



Nestabilnost tangencijalnog prekida

Promatramo jednostavni primjer dviju idealnih tekucina, razlicitih
gustoca i razli€itih brzina separiranih tangencijalnim prekidom:
skokom u gusto¢ama i brzinama.

. z>0
p1 Vi, —>
z=0
P2 V2_) 2<0
Neka je po€etno stanje (t < 0):
. = - z>0
V(rht<0)=vy =—> p1(r,t < 0) = po
z=0
V(rit<0)=0 rt<0) =
(7.t <0) PRt<0)=po |




Nestabilnost tangencijalnog prekida

Provjeravamo da su jednadZbe gibanja zadovoljene:

. - 1 =
(Vo-V)vp = o Vpo=0 (z>0)
1

—

- 1 =
(0-V)0 = T Vpo=0 (z<0)
2

Uvodimo malu smetnju na pocetno stanje, te promatramo njenu
evuluciju u vremenu:

oo oo . . z>0
V(r,t) = Vo + Vi (7, t)  p1(7,t) = po + Pi (7 t)

z=0
V(1) =0+ V(7 t Fit)= L(7t
V(I’,) + 2([’,) p2(r7) p0+p2(r,) z<0

Clanove drugog reda u \73/2(?, f) ip’l/Q(F, f) u jednadzbama gibanja
zanemarujemo. Pretpostavit ¢emo da su tekucine nastladive, pa je:

—

Velo=V 0ty =V -7(Ft) =V Uity =V - V(7 1) =0



Nestabilnost tangencijalnog prekida

Uvodimo funkciju koja opisuje povrsinu razdvajanja dvaju tekucina:
z=((rt)
Vrijedi:

~ o, dz _0¢ 0C dx 9Cdy O¢
D= = ot Tox dt "oy of ot
valove.

+ (V- V)C(F D

To je funkcija sli¢na onoj kojom smo opisivali povrSinske gravitacijske

.. Cx+ Ax,y 4+ Ay, t+ Ab)

X,y



Nestabilnost tangencijalnog prekida

Raspidimo jednadZbe gibanja za t > 0 zanemarujuci ¢lanove drugog
reda. Zaz > 0:

oV, L o= 1 -
St T VR = L
V-V, = 0
Ako je brzina Vv u x-smjeru, onda je:
vy oy 1 =,
ot T T, VR

Primjenimo li divergenciju na ovu jednadZbu, dobiva se:

APy =0 (jerje V-V, = 0)

u]

o)
I
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it




Nestabilnost tangencijalnog prekida

RijeSenje trazimo u obliku:

p/1 — f(Z) . ez(kxfwt)

Buduéi da su jednadzbe linarizirane, opce riesenje je linearna
kombinacija svih partikularnih rieSenja.

Nepoznata funkcija f(z) zadovoljava jednadzbu:

— —Kf=

dz? 0
Cije je rjesenje eksponencijalna funkcija. Zadrzavamo samo ono
eksponecijalno rjeSenje koje je konacno za z > 0:

flz) = pgo) e Kz = pll _ pgo) e kz gilkx—wt)
Iz jednadzbe za brzinu vV}, pi§emo jednadzbu za z-komponentu:

8V’Z a‘/z ~ _i 8_p/1 — £ esz e"(

YVz 7z k x—wt)
ot +Vo ox P1 0z P1



Nestabilnost tangencijalnog prekida

RijeSenje traZzimo u obliku ravnih valova:

v, = v§°> e kz gulkx—wt)

pa je:
(0) k 1

( =P

zaVxiz>0.

1p1 Vok —w

Prostorno-vremenska ovismost funkcija koja razdvaja dvije tekucine
moze se dobiti iz jednadzbe koju smo vec prije izveli:

¢ ¢
. . ‘/Z B E M Oax z=(~0
pa je tako:
O = ¢y (vok — w)
odnosno:

Naglaseni k dolazi od gradijenta tlaka koji ima eksponecijalno trnuéi
¢lanu z.



Nestabilnost tangencijalnog prekida

Sli¢i izvod se moze napraviti i za podrucja z < 0, s time da jei
» pocetna brzina gibanja tekucine jednaka nuli
» gustoca tekucine je po
» i tlak ima eksponecijalnu funkciju koja trne za z < 0 pa njena
derivacija ima suprotni predznak.

Dakle:
N

Kako se tlak kontinuirano mijenja na povrsini i ¢ ima istu vrijednost,
tada mora biti:
p1 (w = Vok)? = —pa(w)?
odnosno
(p1 + p2)w? — 2p1Vokw + p1(Vok)* =0

dobiva se jednadzba za frekvenciju titranja male smetnje valnog broja
k!



Nestabilnost tangencijalnog prekida

RijeSenja jednadzbe:

+1/
w(k)—vgkpl W P1P2

p1+ p2
imaju i realni i imaginarni dio. U granici kada tekucine imaju iste
gustoce:
1+
w(k) = vok — !

» w(k) je kompleksni broj i ima pozitivni imaginarni dio.

» Tangecijalni prekid je uvijek nestabilan.

» Proizvoljno mala smetnja povrsine razdvajanja pocinje
eksponencijalno rasti u vr.emenu.

» Eksponecijalni rast se moze zaustaviti samo s nelinearnim
¢lanovima koje smo zanemarili u izvodu.



Prostor stanja



Prostor stanja

» Svaka toka u prostoru stanja (ili faznom prostoru) predstavlja
jedno mogucée stanje sustava.

» Radi se u multidimenzionalnom prostoru s velikim brojem
stupnjeva slobode

» Vremenska evolucija sustava se moze prikazati kao trajektorija u
prostoru stanja.

Stabilno stacionarno stanje

Stacionarno stanje u prostoru sta-
nja predstavlja to¢ku koja se ne
giba - miruje. Vremenska evolu-
cija to¢aka u blizini stabilne staci-
onarne tocke (njihova trajektorija
u prostoru stanja) je takva da se
one vremenski priblizavaju i zavr-
Savaju u stacionarnoj tocci.




Prostor stanja

Nestabilno stacionarno stanje
Trajektorije to¢aka oko nestabilnog stacionarnog stanja se udaljavaju
od stacionarnog stanja.

Prostor stanja moze imati podrucja koja sadrze stabilna i nestabilna
stacionarna stanja. Trajektorije to€aka oko nestabilnog stacionarnog
stanja mogu zavr8avati u drugom stabilnom stacionarnom stanju,
ili na viSedimenzionalnom objektu: zatvorena petlja,
viSedimenzionalni torusi ili neki fraktalni objekti (Cutni atraktor).



Prostor stanja

Stabilno periodicko gibanje
Periodic¢ko gibanje u prostoru stanja prikazuje se kao zatvorena
perlja.

Vremenska evolucija to€aka oko
stabilnog periodi¢kog gibanja za-
vr§avaju na zatvorenoj petlji.




Prostor stanja

Dvoperiodi¢ko gibanje
Dvoperiodi¢ko gibanje u prostoru stanja prikazuje se kao torus.

Ako je dvoperiodic¢ko gibanje stabilno, trajektorije toCaka oko torusa
zavrSavaju na torusu.



Prostor stanja

» Za svako stabilno gibanje postoji podrucje toCaka oko objekta
Cije vremenske trajektorije zavrSavaju na objektu.

» Takav stabilni objekt nazivamo atraktorom.

» Za dane rubne uvjete mozZe postojati viSe domena i vise
atraktora.

» Za R > R¢ moze postojati viSe od jednog stabilnog rjeSenja
problema. Koje od njih ¢e biti realizirano ovisi o poCetnim
uvjetima.

Navier-Stokesove jednadzbe mogu se u prostoru stanja prikazati kao:
X = F(X)

gdje je X vektor u multidimenzionalnom prostoru stanja. F'()?) je neka
funkcija koja se moze odrediti iz Navier-Stokesove jednadzbe. F ovisi
0 paramatrima koji opisuju sustav.



Prostor stanja

Promatramo mali volumen bliskih stanja

» Ako je taj volumen u podrudju atrakcije stabilnog stanja, volumen
¢e se mijenjati u vremenu.

» Konzervativni sustavi Cuvaju volumen (Liouvilleov teorem).

» Disipativni sustavi ne Cuvaju volumen - volumen se kontrahira.

» Promjene u volumenu dane su divergencijom polja F.

Vrijedi:
div(X) = div(F) = 3" 27 < g
= = : X
X1 = X1+ At- Fx(Xl,yl)
X2 = Xo+ At Fi(X2, 1)
X1 B =
At Vi = i+ At-Fy(xi,y)
—) B
X2 Yo = Y2+ At-Fy(xz,¥2)
Vi Y2 Ax = Ax+ AtAx - 2x

ox

Ay=Ay+AtAy- 5
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