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SADRZAJ



Uvod

Cilj ovog diplomskog rada je prezentirati dokaz Goldblatt-Thomasonovog
teorema o modalnoj definabilnosti elementarnih klasa okvira. Prije samog
dokaza pripremamo teren uvodenjem niza pojmova i oznaka te dokaziva-
njem niza tvrdnji koje ¢e nam osigurati razinu razumijevanja definabilnosti
dovoljnu za nasu svrhu. Tijekom izlaganja podrazumijevamo poznavanje
notacije i osnova logike prvog reda iz [12].

U prvom poglavlju, Osnouvni pojmovi, odradujemo polovinu spomenute
pripreme. Najprije dokazujemo Losov teorem o ultraproduktima i ¢injeni-
cu da su elementarne klase struktura zatvorene na ultraprodukte. Dajemo
jednu verziju teorema kompaktnosti pomoc¢u ultraprodukata te objasnjava-
mo standardnu translaciju, svojevrstan nacin prijevoda modalnih formula
u specifican jezik prvog reda. Potom opisujemo osnovni modalni jezik te
definiramo dva klju¢na tipa struktura za proucavanje modalne logike: mode-
le i okvire. Nakon toga uvodimo semantiku modela i okvira te preciziramo
Sto je modalna definabilnost.

Uz to definiramo osnovne konstrukcije modela, odnosno okvira. To su
redom: disjunktne unije, generirani podmodeli (podokviri), ograni¢eni mor-
fizmi i ultrafiltar-prosirenja. Za svaku konstrukciju dokazujemo propozi-
ciju o oCuvanju istinitosti formula na modelima. Dajemo vezu klasa m-
saturiranih modela i Hennessy-Milnerovih klasa. Upoznavanjem koncepta
bisimulacije upotpunjujemo sliku o izrazajnoj snazi modela. Detaljno se
bavimo ultrafiltar-proSirenjima i raspisujemo primjer od velikog znacaja za
kasniji dokaz modalne nedefinabilnosti odredene klase okvira. Pri prijelazu
na okvire zaokruzujemo cjelinu koristeci alate razvijene u ¢itavom poglavlju.
Dokazujemo o¢uvanje valjanosti modalnih formula pri osnovnim konstrukci-

jama te propoziciju o spajanju tockom generiranih podokvira.

il



iv UvOD

Drugo poglavlje, Saturiranost, ¢ini drugu polovinu priprema za dokaz
Goldblatt-Thomasona. Ono §to ¢e se pokazati vrlo ozbiljnom potesko¢om
u dokazu jest grubo provodenje ideje dokaza: napuhat ¢emo jezik, a time i
skup nelogickih simbola u koji ¢emo taj jezik preslikati, do neprebrojivog.
Time ¢e nam egzistenciju jedne posebne strukture biti puno teze dokazati,
pa je u ovom poglavlju nuzno izgraditi dobro razumijevanje djeli¢a teorije
modela koji nam je potreban za uspjesno otklanjanje problema kardinalno-
sti jezika za tu konkretnu primjenu. Dva najvaznija teorema svakako su
upravo najavljeno postojanje at-dobrih prebrojivo nepotpunih ultrafiltara
nad skupom kardinalnosti a te moguénost proizvodnje a-saturiranih mode-
la pomoc¢u takvih ultrafiltara. Oslanjamo se i na standardnu translaciju za
dobivanje veze m-saturiranosti i w-saturiranosti modela.

Konac¢no, u tre¢em poglavlju zvanom Dokaz Goldblatt-Thomasona da-
jemo cjelovit dokaz Goldblatt-Thomasonovog teorema koji kaze da su ele-
mentarne klase okvira modalno definabilne ako i samo ako su zatvorene
na svaku od osnovnih konstrukcija okvira. Ono $to zapravo mislimo time
je zatvorenost klase na disjunktne unije, generirane podokvire i slike pri
ograni¢enim morfizmima te reflektiranje ultrafiltar-proSirenja. Nakon toga
diskutiramo moguénost brisanja po jedne osnovne konstrukcije iz iskaza i
proucavamo istinitost tako izmijenjenog teorema. Korak po korak otkrivamo
da trebamo pretpostaviti zatvorenost na sve cCetiri konstrukcije, odnosno
uocavamo da zatvorenost klase na tri konstrukcije ne povlac¢i nuzno modalnu
definabilnost te klase. Na samom kraju poglavlja dokazujemo jaku verziju
Goldblatt-Thomasonovog teorema koja ne pretpostavlja elementarnost klase

okvira, ve¢ samo njenu zatvorenost na ultrapotencije.

Ovim putem zahvaljujem svom mentoru, doc. dr. sc. Mladenu Vukoviéu, na
odlicnoj predloZenoj temi, mnogim korisnim savjetima, pregrstu literature, a

ponajvise na velikom strpljenju tijekom izrade ovog diplomskog rada.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Ultrafiltri i ultraprodukti

Pocet ¢emo naSe izlaganje davanjem definicija filtra i ultrafiltra. Fil-
tar ¢e nam posluziti u trenutku kad ¢emo pozeljeti razgovarati o ,yelikim”
podskupovima nekog skupa indeksa. Iz definicije ¢e biti evidentno zasto
te skupove mozemo zami$ljati bas kao ,yvelike”. Ultrafiltar ¢e pak svojom
strukturom idejno implicirati nuznost da svaki podskup indeksnog skupa ili
bude ,yelik” ili ima ,yelik” komplement. To ¢e nam omoguéiti da jednostavno

izademo na kraj s negacijama formula kad to bude potrebno.

Definicija 1.1. Neka je I neprazan skup. KaZzemo da je familija F' pod-
skupova od [ filtar nad I ako vrijedi:

o [ F,
e akoje XY € ', tada je X NY € F te
eakoje Xe FiXCZCl tadaje Z €F.

Kazemo da je filtar F' nad I pravi filtar ako je F' # (1) (ekvivalentno:
0 ¢ F). Za pravi filtar F nad I kazemo da je ultrafiltar ako za sve X C [
vrijedi: X € I ako i samo ako [\ X ¢ F.

Neka je X C I. Lako je pokazati da je tada {Y C I : X C Y} filtar
nad I. Nazivamo ga filtrom generiranim skupom X. Ako je filtar generiran

jednoclanim skupom, nazivamo ga glavnim filtrom.

1



2 POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI

Primgjer. Neka je I beskonacan skup. Tada je F'={X CI:I\ X konacan}

pravi filtar. Nazivamo ga Fréchetovim filtrom.

Objasnit ¢emo jednu konstrukciju koja se pokazala vrlo korisnom u teoriji
modela: radi se o ultraproduktu familije struktura. U tome ¢e nam pomoci

definicija ultraprodukta familije skupova.

Definicija 1.2. Neka je I # (), {A; : ¢ € I} familija nepraznih skupova te U
ultrafiltar nad 1. Pogledajmo Kartezijev produkt dane familije:

[T4: =11 : 1= JAi f(i) € Ai za svaki i € I}.
el el

Za f,g € [l;c; Ai definiramo sljedecu relaciju ekvivalencije: f ~ g ako i
samo ako je {i € I : f(i) = g(i)} € U. Kvocijentni skup [],.; 4;/~ po toj
relaciji nazivamo ultraproduktom familije skupova {A; : i € I} i ozna¢avamo

ga [ [;; Ai. Klasu ekvivalencije iji je reprezentant funkcija f oznacavamo fy.

Prije nastavka opisujemo jednu sasvim specijalnu upotrebu A-notacije

prakti¢nu za definiranje relativno jednostavnih funkcija bez imenovanja istih.

Oznaka. Neka su I i J proizvoljni skupovi. Pisat ¢emo Ai.j za funkciju koja

elementu ¢ € [ pridruzuje vrijednost j € J.

Definicija 1.3. Neka je o skup nelogickih simbola, I # 0, {9; : i € I}
familija o-struktura te U ultrafiltar nad I. Kazemo da je o-struktura 9
ultraprodukt familije o-struktura {9, : ¢ € I} ako je || = [, 9] i

(i) za svaki n-mjesni relacijski simbol R € o i f;,..., fit € |9M| vrijedi
R™ff,... f) <= {ie I: R™(f'(i),.... f"()} € U,
(ii) za svaki m-mjesni funkcijski simbol F € o i f, ..., fi* € |9M] vrijedi
F2(fg o f5) = NFPH (@), f7(0))),, te

(iii) za svaki konstantski simbol ¢ € o vrijedi

M= ()\i.cm)U )
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Pri dokazivanju Goldblatt-Thomasonovog teorema trebat ¢e nam Losov

teorem o ultraproduktima. Takoder, iz L.oSovog teorema direktno dobivamo

da je svaka elementarna klasa zatvorena na ultraprodukte.

Teorem 1.4 (Losov teorem o ultraproduktima). Neka je I # 0, o skup ne-
logickih simbola, {M; : i € I} familija o-struktura, U ultrafiltar nad I te

mt — HU mz
(i) Za svaki o-term t(zy ...x,) i elemente f;,..., f& € | M| vrijedi:
S fo) = @) - )
(ii) Za svaku o-formulu ¢(zy ... x,) i elemente [, ..., f& € || vrijedi:

M olfy.. fo] == {iel M Ef (). ["()]} € U.

Dokaz. Dokaz prve tvrdnje provodimo indukcijom po duljini terma, a druge

po slozenosti formule.

(1)

Iz definicije ultraprodukta o-struktura odmah vidimo da je tvrdnja
istinita ako je t(zy...z,) oblika F(x;...x,) ili ¢, gdje su F i ¢ re-
dom funkecijski, odnosno konstantski simboli. Pretpostavimo stoga
da imamo t(zy...x,) = F(ti(z1...2,) .. . tn(z1...2,)), gdje termi
t1,...,tm zadovoljavaju (i). Prema definiciji interpretacije terma je
RS- ol = FRE S - fol- - tlfo - TED-

Iz pretpostavke indukcije za ty, . .., t,, dobivamo t7*[f} ... f}] = gF, za
sve k € {1...m}, uz g* = Nit]"[f'(i) ... f*(i)]. Iz definicije ultrapro-
dukta o-struktura slijedi F™ (g} ...g%) = (M. F™i(g' (i) ... g™(%)))v.
Iz prethodnog i t™%[f1(i) ... f*(i)] = F™(g (i) ... g™(i)) slijedi

G S5 = F gy gi) = @) - f (D)

Nekasuty,...,t, o-termi, R m-mjesni relacijski simbol i ¢(z; ...z,) =
R(ti(xy...xn) ... tm(x1 ... 2y)). 1z definicije istinitosti o-formula na o-

strukturama dobivamo:
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M Slf) ... 1] =
M = R [fr o S5 tul s ) =
RGPS fp). 20 f3) <2
RP(AED [ 6) o SO - R [F)  f(D))) <=
{i € I RPN 0] 26 T} e U =
i e LM of (). f"(i)]} € U.

Time smo dokazali tvrdnju za atomarne formule. Preostaje pokazati da
tvrdnja vrijedi u sluc¢aju baze {—, A, 3}. Pokazimo najprije da vrijedi

za ¢ = —)(xy ... x,) uz pretpostavku da v zadovoljava (ii):
MEolfy-. f] =
M IS S 4
{iel - M EYE).. . fFO}¢U =
{ie I EYE).. (O} eV =
{iel:ME=olf'(G)... /")) eU.
Znamo da vrijedi:

XNYelU < X, Y eUl. (%)

Naime, ako je X NY € U, iz definicije filtrai X, Y O X NY dobivamo
X,Y € U. Drugi smjer je ugraden u definiciju filtra. Pomocu te
¢injenice dokazujemo tvrdnju za ¢ = ¥y(xy...2,) A o(zy ... 2,) Uz

pretpostavku da 11,19 zadovoljavaju (i7):
MEolfy .. f] =

M il B M dolfh.. f7] £
Gel: M EwlfiG).. frO)}elUmk=12 £
{iel:MEof'()...["(0)]}el.
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Kona¢no, rijesimo ¢(z1...x,) = (3xo)(xoxy ... T,), uz pretpostavku

da v zadovoljava (ii):
MEolfy. .. f3] <
postoji f2 € |9 t.d. M = Y[fOfL. .. fr] L2
postoji f{} € [90] t.d. {i € 1+ M | wlf°()f' (). S @)} € U

Treca tvrdnja implicira {i € T : 9, = @[f1(i)... f*(i)]} € U. Obratno,
posljednje povlaci da postoji funkcija (AC) f° € [],; 9] takva da

vrijedi tre¢a tvrdnja gore.

]

Podsjetimo se definicije elementarnih klasa o-struktura.

Definicija 1.5. Neka je o skup nelogickih simbola, I # () skup indeksa te
A = {M; . i € I} familija o-struktura. Za S neprazan skup o-formula
definiramo Mod (S) = {9 : M = 5}. Kazemo da je # elementarna klasa
o-struktura ako je & = Mod (S) za neki S.

Korolar 1.6. Neka je o skup nelogickih simbola. Ako je klasa # o-struktura

elementarna, onda je K zatvorena na ultraprodukte.

Dokaz. Buduéi da je % elementarna, postoji skup S o-formula takav da
je & = Mod(S). Neka su {9, : ¢ € I} C %, U ultrafiltar nad I te
¢ € S proizvoljni. Tada, zbog IM; = ¢ zasve i € [ 11 € U, iz LoSovog
teorema o ultraproduktima slijedi [, 9; = ¢. To povlaci [[, M, = S, tj.
[I, 9 e 2. O

Prisjec¢ajuéi se teorema kompaktnosti iz logike prvog reda, dokazat ¢emo
jednu njegovu verziju pomocu ultraprodukata. Ta verzija je korisna jer tocno
znamo na kojoj strukturi dobivamo ispunjivost danog konac¢no ispunjivog
skupa formula.

No, da bismo zaista dokazali spomenutu verziju teorema kompaktnosti,
nakon kratke pripreme najprije dokazujemo dva oblika teorema o ultrafil-
tru. Taj teorem nije iskljuc¢ivo zanimljiv sam po sebi jer upucuje na bogatu
raznolikost ultrafiltara, nego ¢e nam vise puta biti od velike koristi u ovom

radu.
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Definicija 1.7. Neka je E neprazna familija skupova. Kazemo da F ima
svojstvo konacnih presjeka ako za sve X,Y € E vrijedi X NY # ().

Lema 1.8. Filtar F' je pravi ako @ samo ako ima svojstvo konacnih presjeka.

Dokaz. Kad filtar F' ne bi imao svojstvo konacnih presjeka, postojali bi
X,Y € F takvida je FF > X NY = (). Obratno, ako vrijedi § € F, onda je
0 NO =0, pa F nema svojstvo kona¢nih presjeka. O

Teorem 1.9. Neka je I neprazan skup te E C P (1) koji ima svojstvo ko-
nacnih presjeka. Tada postoji ultrafiltar U nad I takav da je E C U.

Dokaz. Oznacimo
Fy=({F:F filtar nad 1, EC F'} D E.

Lako se provjeri da je Fy filtar koji ima svojstvo konac¢nih presjeka, pa iz
leme 1.8 slijedi da je pravi filtar.

Sada definiramo
F ={F: F' pravi filtar nad I, E C F'}.

Budu¢i da je Fy € F, vrijedi da je F' neprazan. Skup (F,C) je parcijalno
ureden. Neka je L proizvoljan lanac u F. Lako se provjeri da je |J L pravi
filtar koji sadrzi E. Time smo pokazali da svaki lanac L u F' ima gornju
medu. Iz Zornove leme slijedi da postoji maksimalan element U € F'.
Preostaje dokazati da je U ultrafiltar. Za to je dovoljno pokazati da za
svaki X C I vrijedi: X € U ako isamo ako I\ X ¢ U. Neka je X € U. Tada
biiz I\ X € U slijedilo ) = X N(I'\ X) € U. Obratno, ako je I\ X ¢ U, ne
moze biti i X ¢ U. Naime, pretpostavimo da jest X ¢ U. Pogledajmo filtar
U={YCI:YDOXNAAecU} DU D E. Bududi da je taj filtar pravi
zbog pretpostavke I\ X ¢ U, sadrzi E te je veéi od U, vrijedi U = U’ 5 X.
Time je dobivena kontradikcija s pretpostavkom X ¢ U. [

Korolar 1.10. Neka je I neprazan skup. Svaki pravi filtar F' nad I moZe se
prosiriti do ultrafiltra nad 1.

Dokaz. Filtar I’ prema lemi 1.8 ima svojstvo konac¢nih presjeka, pa se prema

teoremu 1.9 moze prosiriti do ultrafiltra nad I. O
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Napomena. Neki autori nazivaju teorem 1.9, a neki korolar 1.10 teoremom o
ultrafiltru. Iako nece biti zabune oko toga koja nam varijanta treba u danom

trenutku, eksplicitno ¢emo navesti koju koristimo.

Sada dokazujemo ranije najavljenu verziju teorema kompaktnosti pomocéu
ultraprodukata koja ¢e nam trebati za bitan korak u dokazu Goldblatt-

Thomasonovog teorema.

Korolar 1.11. Neka je o skup nelogickih simbola, A skup o-formula, I =
P,(A) te {M; i € I} familija o-struktura takvih da za svaki i € I vrijeds
M, = i. Tada postoji ultrafiltar U nad I takav da [[, M, = A.

Dokaz. Za svaki ¢ € A, nekaje g ={iel:pei}. Skup E={p:¢ec A}
ima svojstvo kona¢nih presjeka jer vrijedi {¢1, ..., ¢,} € (;51 n.. .ﬂq@n. Prema
teoremu 1.9, E je moguée prosiriti do ultrafiltra U nad I. Ako je ¢ € qAb,
tada je ¢ € i, iz Cega slijedi M; = ¢. Stoga za svaki ¢ € A dobivamo
{iel :ME¢Ddi¢eU. Prematome, {i e [:9M; = ¢} e U. Iz
Losovog teorema dobivamo da je [, 9, = ¢ za sve ¢ € A. O

1.2 Osnovni modalni jezik

Alfabet osnovnog modalnog jezika sastoji se od skupa ® propozicional-
nih varijabli (oznac¢avamo ih p,q,r,...), logi¢kih veznika = i V te unarnog
modalnog operatora <. Cesto ¢emo podrazumijevati da je skup ® unaprijed
fiksiran. Formule u osnovnom modalnom jeziku tvore se od propozicionalnih
varijabli, propozicionalne konstante 1, negacije, disjunkcije i operatora <.

Krade to zapisujemo ovako:
6 = p|L|-0]v: v 6|00,

Skup svih formula osnovnog modalnog jezika s propozicionalnim vari-
jablama iz skupa ® oznac¢avamo Form(®). Kad u radu govorimo o modalnim
formulama, podrazumijevamo da se radi o formulama iz Form(®).

Jos se definira dualni modalni operator od < kao O¢ := =$—¢. Umjesto
n uzastopnih simbola <, odnosno O, pisat ¢emo redom <", odnosno O".

Pokrate za ostale logicke veznike su sljedece:
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e QAP =(=pV )
e p— Y=V
e g = (= Y)A (Y — )

Uvodimo i jednu pokratu za logicku konstantu: T := 1.

Moguce je dati generalizaciju definiranih pojmova na dva razli¢ita nacina:
nema razloga za ogranicavanje na jezike s jednim simbolom < u alfabetu, isto
tako ni za ogranic¢avanje na modalnosti kojima samo jedna formula moze biti
argument.

Drugim rije¢ima, mogli bismo pri¢ati o razli¢itim modalnim operatorima i
tipovima modalne sli¢nosti (opceniti modalni jezici sadrze prebrojivo mnogo
modalnih operatora proizvoljnih mjesnosti). Medutim, dokaz glavnog rezul-
tata provest ¢emo koristeéi goreopisani jezik uz napomenu da je analogan

onom opcenitijem.

Okviri 1 modeli

Definiramo relacijsku strukturu koja ¢e biti osnova naSeg proucavanja

modalne logike.

Definicija 1.12. Ureden par § = (W, R) gdje je W neprazan skup (nazivamo
ga nosacem od §, oznaka: |§|), a R C W x W binarna relacija na skupu W
nazivamo okvirom. Elemente skupa W nazivamo svjetovima, a R relacijom

dostizivosti.

Napomena. Cesto ¢emo umjesto (w,v) € R pisati wRv ili Rwv. Takoder,
ako postoje wy, ..., w, € W takvi da je w = woRw, Rws R . .. Rwy, = v, pisat

¢emo wRFv.

Kako bismo mogli govoriti o istinitosti, prije svega propozicionalnih va-
rijabli, a zatim i formula, definirat ¢emo pojam koji obogacuje strukturu

okvira.

Definicija 1.13. Ureden par 9 = (F,V) gdje je § = (W, R) okvir, a V :
¢ — P(W) funkcija nazivamo modelom. Nosa¢ W okvira § nazivamo i

nosacem modela M te ga oznatavamo |M|. Funkciju V nazivamo valuacijom.
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Nadalje uvodimo pojam koji opisuje $to znadci da je neka formula istinita

na svijetu iz modela.

Definicija 1.14. Neka je 9t = (W, R, V') model te w € W. Tada induktivno

definiramo istinitost od ¢ na w (pisemo M, w I+ ¢ ili, krace, w IF ¢):
e za svaki p € ¢, w I p ako i samo ako w € V(p),
e ne vrijedi w - L,
e w I —¢ ako i samo ako nije w I+ ¢,
e wlF ¢V akoisamo ako je w ik ¢ ili w - te
o w I ¢ ako i samo ako za neki v € W takav da je wRv vrijedi v I ¢.

Iz definicije slijedi da je w IF O¢ ako i samo ako za svaki v € W takav
da je wRwv vrijedi v IF ¢. Uocimo da mozemo proSiriti valuaciju V' tako da
djeluje na formulama, a ne samo na propozicionalnim varijablama. Tada za

formulu ¢ imamo: V(¢) ={w e W :w I+ ¢}.

Definicija 1.15. KaZemo da je formula ¢ istinita (ispunjiva) na modelu I
ako je w |- ¢ za svaki (neki) w € W. To oznac¢avamo M Ik ¢ (M, w I+ ¢).
Takoder, kazemo da je skup formula ¥ istinit (ispunjiv) na modelu 9 ako
su sve formule iz ¥ istinite na svakom (nekom) svijetu w modela 9. Tu
¢injenicu oznacavamo M |- X (M, w |+ ¥). U oznakama ispunjivosti na
svijetu, odnosno modelu mozemo ispustiti model ukoliko nema moguénosti

zabune.

Definicija 1.16. Kazemo da je skup formula X ispunjiv u klasi okvira &
ako u £ postoji okvir § takav da su sve formule ¢ iz X za neku valuaciju
V, ispunjive na modelu (g, V).

Kako bismo se mogli udaljiti od modela i proucavati semantiku okvira,

definirat ¢emo valjanost.

Definicija 1.17. Formula ¢ je wvaljana na svijetu w u okviru § ako je ¢
istinita na w u svakom modelu (§, V) (oznaka je §, w IF ¢ ili, ako nema

mogucénosti zabune, w I+ ¢). Kazemo da je ¢ valjana na okviru § ako je
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valjana na svakom svijetu u § (oznaka: § IF ¢). Nadalje, kazemo da je ¢
valjana na klasi okvira € ako je valjana na svakom okviru iz klase € (oznaka:
% I+ ¢). Kazemo da je ¢ valjana ako je valjana na klasi svih okvira (oznaka:
I ¢). Skup svih formula koje su valjane na klasi okvira ¢ nazivamo logikom
od € (oznaka: Ay).

Napomena. Analogno istinitosti i ispunjivosti definiramo valjanost skupa for-

mula ¥ na svijetu u okviru, na okviru te na klasi okvira.

Slijede¢i opcenitu definiciju ultraprodukta familije o-struktura, defini-

ramo ultraprodukt familije okvira, odnosno modela.

Definicija 1.18. Neka je I # (), U ultrafiltar nad I te {§; = (W;, R;) : i € I}
familija okvira. Kazemo da je § = [[, 8 = (Wu, Ry) ultraprodukt familije
okvira {§; : 1 € I} ako vrijedi:

(i) Wy =11y Wi te
(ii) fuRugu ako isamo ako je {i € I : f(i)R;g(i)} € U.

Neka je I # (), U ultrafiltar nad I te {9, = (§;,Vi) : i € I} familija
modela. Kazemo da je M = [[, M; = (F, V) ultraprodukt familije modela
{M; i € I} ako vrijedi:

(i) §=1IIy3ite
(i) fu € Vy(p) ako i samo ako je {i € I : f(i) € Vi(p)} € U.

Napomena. Kao i kod ultraprodukta familije o-struktura, lako je pokazati

da su dane definicije dobre.

Spomenimo usput pojam koji predstavlja modalni analogon elementarno
ekvivalentnih struktura u logici prvog reda te definirajmo glavni pojam o

kojem ¢emo govoriti, modalnu definabilnost.

Definicija 1.19. Neka su 9t i 9 modeli te w € || i v’ € ||, Kazemo
da su w i w’ modalno ekvivalentni ako za sve ¢ € Form(®) vrijedi: I, w IF ¢
ako i samo ako 9, w' IF ¢ (oznaka: M, w = M, v’ ili, krace, w = w').
Kazemo da su 9 i M modalno ekvivalentni modeli ako su svaka dva
svijeta w € || 1w’ € || modalno ekvivalentna (oznaka: 2t = ).
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Definicija 1.20. Neka je € klasa modela (okvira) te I' skup modalnih for-
mula. Kazemo da I' definira klasu & modela (okvira) iz € ako za sve
modele (okvire) M € € (F € €) vrijedi: M € # (F € A') ako i samo ako
MIFT (FIFT). Ako je € klasa svih modela (okvira), jednostavno kazemo
da T definira klasu % . Ako postoji konacan (beskonacan) skup modalnih
formula koji definira klasu %", kazemo da je 2# modalno definabilna jednom

formulom (skupom formula).

Napomena. Naravno, ,jedna formula” koja se spominje u gornjoj definiciji
je upravo konjunkcija navedenog konac¢nog skupa formula. Ukoliko ne na-
glasimo o kojoj definabilnosti govorimo, podrazumijevat ¢emo definabilnost

skupom formula.

1.3 Standardna translacija

Uzevsi u obzir da nam je cilj proucavati definabilnost, korisno je znati
nesto o njoj iz perspektive logike prvog reda. Slijedi definicija standardne
translacije koja ¢e nam pruzati priliku za prijelaz iz modalne logike u logiku
prvog reda, pravi ambijent za naSe buduce razmatranje ogromnih modalnih
jezika.

Vidjet ¢emo da je o pojmu istinitosti modalne formule na modelu moguce

govoriti kao o istinitosti o-formule na o-strukturi za pomno odabran o.

Definicija 1.21. Neka je ® skup propozicionalnih varijabli, x individualna
varijabla te o!(®) skup nelogickih simbola koji sadrzi dvomjesne relacijske
simbole R i = te po jedan unarni relacijski simbol P za svaki p € ®. Kazemo
da je preslikavanje ST, standardna translacija ako modalnim formulama
pridruzuje o'(®)-formule u kojima samo varijabla x moze imati slobodan

nastup na sljedeé¢i nacin:
) = P,
) = z#u,
STo(—¢) = —STu(9),
) = STu(¢) Vv STo(¥) te
) = Fy(Rry A ST, ().
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Najvaznije svojstvo standardne translacije koje zapravo i opravdava njenu
definiciju opisujemo u nastavku. Radi se o lokalnoj i globalnoj koresponden-

ciji na modelima.
Propozicija 1.22. Neka je ¢ modalna formula.
(1) Za svaki model M i svijet w € |M| vrijedi:

Mwlk ¢ < M = ST, (e)[w)].

(i1) Za svaki model M vrijedi:

M- ¢ < M = VaST,(¢).

Dokaz.

(i) Dokaz provodimo indukcijom po slozenosti formule ¢. Kao i obi¢no,

pogledat ¢emo samo modalni sluc¢aj, odnosno onaj za ¢ = <.

Iz M w IF ¢ slijedi postojanje v € |IM]| takvog da je wRv i vri-
jedi M v I ¢. Tada prema pretpostavci indukcije dobivamo 9 =
ST, (¢)[v], a iz wRo slijedi M = Jy(Rxy A ST,(¢))[w]. Iz definicije
standardne translacije slijedi 9 = ST, (¢)[w]. Obrat je takoder jedno-

stavan.

(ii) Neka je M = VaST,(¢). Tada znamo da za svaki w € |9 vrijedi
M = ST, (¢)w], pa prema (i) za svaki w € |9M| vrijedi M, w I- ¢. To
upravo znaci M Ik ¢. Obrnutim slijedom zaklju¢aka dobivamo obrat.

]

Pitanje je mozemo li analogno postupati s okvirima. Budu¢i da je va-
ljanost na okvirima pojam drugog reda, nije moguce o njoj govoriti u logici
prvog reda. Prema tome, ne ¢udi da jedino Sto kod okvira mozemo proucavati
u takvom ambijentu jest njihova relacijska struktura.

Jasno je da svaki okvir § mozemo promatrati kao { R, =}-strukturu gdje se
dvomjesni relacijski simboli R i = interpretiraju na prirodan nacin. Pritom,
dakako, pisemo § = ¢ umjesto § IF ¢. Potonju oznaku rezerviramo za

upotrebu u modalnoj logici.
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Napomena. Uglavnom nece biti potrebno dodatno upozoravati na shvacanje
modela kao o!(®)-struktura te okvira kao {R,=}-struktura. Takoder ¢emo
implicitno podrazumijevati koristenje standardne translacije te propozicije o

lokalnoj i globalnoj korespondenciji na modelima.

1.4 Osnovne konstrukcije

U ovom nam je dijelu cilj opisati ¢etiri konstrukcije novih okvira i mo-
dela od jednog ili viSe postoje¢ih: disjunktne unije, generirane podokvire i
podmodele, ograni¢ene morfizme i ultrafiltar-prosirenja. Te konstrukcije, uz
¢injenicu da su same po sebi ¢esto vrlo korisne, predstavljaju cetiri glavna
sastojka za modalnu definabilnost. gtoviée, one to¢no hvataju modalnu de-
finabilnost elementarnih klasa—upravo o tome govori Goldblatt-Thomasonov

teorem.

Disjunktne unije

Vjerojatno najlaksi nacin dobivanja novih okvira ili modela od starih jest
spajanje dvaju okvira ili modela koji nemaju nista zajednicko. Ako pak nisu
disjunktni, nije ih tesko najprije takvima uciniti. Stovise, radi sazetog iskaza

definicije uvijek dodajemo indekse koji ¢e osigurati disjunktnost.

Definicija 1.23. Neka je [ neprazan skup indeksa te {§; = (W;, R;) : 1 € I}
familija okvira. Neka je §. = (W/, R.) gdje je W/ = {i} x W; te vrijedi
(¢, w)R;(i,v) ako i samo ako wRv. Kazemo da je 4,8 = (I, W/, |4, R})
disjunktna unija familije okvira {§;: i € I}.

Neka je I neprazan skup indeksa te {9, = (F;,V;) : ¢ € [} familija
modela. Neka je (7, w) € V/(p) ako i samo ako je w € V;(p). Model [, M, :=
(), T, ), Vi) nazivamo disjunktnom unijom familije modela {9;: i € 1}.

Napomena. Cesto ¢emo izostavljati indekse u gornjim oznakama zbog jedno-
stavnosti zapisa ili ih pisati s desne strane.

Dokazimo propoziciju o o¢uvanju istinitosti formula na svijetu u modelu

kod ove konstrukcije.
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Propozicija 1.24. Neka je I neprazan skup indeksa te {9, : i € I} familija
disjunktnih modela. Tada za svaku modalnu formulu ¢, svaki model M; =
(Wi, R, Vi) i svijet w € W vrigedi: 9y, w |- ¢ ako i samo ako |, M, w IF ¢.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po slozenosti formule. Ako je ¢ = p,
tvrdnja slijedi iz definicije valuacije u disjunktnoj uniji. U slucaju ¢ = 1,
tvrdnje s obje strane ekvivalencije koju zelimo dokazati su lazne.
spektive, a to je onaj za ¢ = O (razmatranje bulovskih veznika je u pravilu
jednostavnije i manje zanimljivo). S jedne strane, ako je M, w IF ¢, tada po-
stojiv € W; takav da je wR;v i 9;, v IF 4. To je prema pretpostavei indukeije
ekvivalentno (¢, M, v I- ¢, pa iz (w,v) € ¥, R; slijedi [, M;, w IF ¢.
Obratno, ako je |, M;,w Ik ¢, tada postoji v € [, W; takav da je
(w,v) €, Ri i 4, M, v -1, Prema tome, po pretpostavci vrijedi wR;v. 1z
pretpostavke indukcije dobivamo 9%, v IF v, a time i 9, w |- ¢. O

Generirani podokviri i podmodeli

Napraviti jedan veliki okvir ili model od vise malih bilo je lako. Medutim,
zeljeli bismo mo¢i pocijepati veliki okvir ili model na vise malih. Pitanje je
kako, tj. hoc¢emo li narusiti istinitost na svjetovima u modelu ili je to moguce
izbjeé¢i. Naravno, ako je okvir ili model disjunktna unija vise malih, mozemo
raditi s njegovim disjunktnim dijelovima, ali sad ¢emo pokusati opisati ,finiji”

pristup.

Definicija 1.25. Neka su § = (W, R) i § = (W', R') okviri.

Kazemo da je §' podokvir od § ako je W CW iR = RN (W' x W').

Kazemo da je §' generirani podokvir od § (oznaka: § — F) ako je §'
podokvir od § i za sve w € W’ vrijedi: ako je wRv, onda je v € W',

Neka su 9 = (§,V) 1 M = (F', V') modeli. Kazemo da je MM podmodel
od M ako je §' podokvir od Fi V'(p) =V (p) N W' za sve p € P.

Kazemo da je M’ generirani podmodel od M (oznaka: I — M) ako je
M’ podmodel od M i za sve w € W’ vrijedi: ako je wRv, onda je v € W',

Jasno, korisno je modi srezati ogroman model na manji kojim nam je
lakSe baratati, a da se pritom istinitost o¢uva. Spomenimo jo$ neke pojmove

koji bi nam mogli zatrebati.
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Definicija 1.26. Kazemo da je neki podokvir okvira § (podmodel modela
M) generiran skupom X ako je X podskup njegovog nosaca, a taj podokvir
(podmodel) je najmanji generirani podokvir od § (podmodel od ) koji
sadrzi X.

Podokvir (podmodel) generiran jedno¢lanim skupom nazivamo tockom
generiranim podokvirom (podmodelom), a element skupa koji ga generira nazi-

vamo korijenom.

Kao $to smo to ucinili kod disjunktnih unija, dokazujemo propoziciju o

oCuvanju istinitosti.

Propozicija 1.27. Neka je M = (W, R,V) model te M = (W' R V')
njegov generirani podmodel. Tada za svaku modalnu formulu ¢ i svakiw € W'
vrigedi: M, w I+ ¢ ako i samo ako M, w IF ¢.

Dokaz. Dokazujemo propoziciju indukcijom po slozenosti formule. U dokazu
propozicije 1.24 napomenuli smo jednostavnost dokaza baze indukcije i ko-
raka u sluc¢aju bulovskih veznika, pa iste preskacemo.

Za slucaj ¢ = O, iz M, w - ¢ slijedi M, v I- 1 za neki v € W takav da
je wRv. Bududi da je 9 generirani podmodel, znamo da je v € W’. Tada
iz pretpostavke indukcije dobivamo 9V, v IF 1. Stoga je I, w IF ¢. Obrat je

trivijalan. ]

Ograniceni morfizmi

Ideja morfizama ili preslikavanja koji ¢uvaju strukturu od iznimne je
vaznosti. Kakvi bi morfizmi bili prikladni za modalnu logiku? Glavna ideja je
svakako mo¢i osigurati ¢uvanje istinitosti na svijetu u modelu u oba smjera,
bas kao $to smo to uspjeli postic¢i za disjunktne unije i generirane podmode-
le. Drugim rije¢ima, treba nam preslikavanje izmedu modela koje povezuje
svietove koje modalna logika ne moze razlikovati. No, kako bismo mogli
zadovoljiti takav uvjet na optimalan nacin?

Pokusat ¢emo dati odgovor na to pitanje uvodeci prvo pojam homomor-
fizma (oni su preslabi za invarijantnost istinitosti: ne odrazavaju strukturu
kodomene u strukturi domene, tj. nemaju back zahtjev—imat ¢emo cu-

vanje istinitosti samo u jednom smjeru), zatim jakog homomorfizma (oni
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nam daju invarijantnost Cuvanjem strukture u oba smjera, ali nisu idealni
za modalnu logiku jer je ta invarijantnost pregrubo osigurana), smjestenja i
izomorfizma (izomorfnost struktura ¢e znaciti da ih ne mozemo razlikovati na
razini modalne ili bilo koje druge logike, pa ¢emo moc¢i manipulirati raznim
strukturama do na izomorfizam). Na kraju ¢emo pronaci ono §to nam treba:

ograni¢ene morfizme.

Definicija 1.28. Nekasu § = (W, R) i § = (W', R') okviri. Kazemo da je
funkcija f: W — W' homomorfizam okvira (oznaka: f :§ — §') ako za sve
w,v € W vrijedi implikacija: ako je wRv, tada je f(w)R'f(v). Ako vrijedi i
obratna implikacija, kazemo da je f jaki homomorfizam okvira.

Neka su MM = (W, R, V) i M = (W' R, V') modeli. Kazemo da je
homomorfizam okvira f : (W, R) — (W', R") homomorfizam modela (oznaka:
f 9 — M) ako za sve p € & iw € W vrijedi: ako je w € V(p), onda je
f(w) € V'(p). Ako vrijedi i obratna implikacija te je f jaki homomorfizam

okvira, kazemo da je f jaki homomorfizam modela.

Naravno, kod homomorfizma nema govora o ¢uvanju istinitosti u oba
smjera. Uzmimo, primjerice, 9T = ({0, 1}, {(0,1)},0), 9 = ({2}, {(2,2)},0)
i definirajmo f = {(0,2),(1,2)}. Tada je 9,2 IF OOT, ali M, 0 K OOT.
Primijetimo da su obje valuacije prazne, pa vrijedi i spomenuta obratna
implikacija u definiciji jakog homomorfizma modela (invarijantnost propadne
jer f nije jaki homomorfizam okvira).

Kod jakog homomorfizma imamo drugaciju situaciju: zaista dobivamo

oCuvanje istinitosti u oba smjera.

Propozicija 1.29. Neka su 9 = (W, R, V) ¢ M = (W', R, V') modeli te
f M — M jaki homomorfizam modela takav da je f(w) = w'. Tada su w

1 w' modalno ekvivalentni.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po slozenosti formule. Promatramo
samo modalni slu¢aj. Neka je, dakle, ¢ = 4 i neka za ¥ tvrdnja vrijedi.
Tada 9, w IF ¢ povlaci postojanje nekog v € W takvog da je wRv i vrijedi
M, v I 1. Iz ¢injenice da je f homomorfizam modela slijedi f(w)Rf(v), a iz
pretpostavke indukcije slijedi 9, f(v) I 1. Stoga dobivamo I, w’ I+ ¢.
Obrat provodimo analogno pomoc¢u obratne implikacije u definiciji jakog

homomorfizma modela. O
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Definicija 1.30. Jaki homomorfizam (modela ili okvira) koji je injekcija
nazivamo smjestenjem (modela ili okvira). Ako je jo$ i surjekcija, nazivamo
ga izomorfizmom (modela ili okvira). Tada kazemo da su dani modeli ili

okviri izomorfni (oznaka: 9 = 9, odnosno § = F').
Korolar 1.31. Neka su O @ M modeli. Tada M =M povlaci M = M.

Dokaz. Direktno iz propozicije 1.29. O]
Definirajmo sad klju¢ni tip preslikavanja.

Definicija 1.32. Neka su § = (W, R) i § = (W', R) okviri. Kazemo da je
homomorfizam okvira f : § — § ograniceni morfizam okvira ako zadovoljava
sljedece: ako je f(w)R'v', onda postoji v € W takav da je wRv i f(v) =o'
(back uvjet). Ako je f surjekcija, kazemo da je § slika pri ogranicenom
morfizmu (oznaka: §F — §').

Neka su M = (W, R, V) i M = (W' R, V') modeli. Kazemo da je
ogranic¢eni morfizam okvira f : (W, R) — (W', R) ograniceni morfizam mo-
dela ako zadovoljava sljedeée: za sve p € @ iw € W, w € V(p) ako i samo
ako f(w) € V(p). Ako je f surjekcija, kazemo da je 9 slika pri ogranicenom
morfizmu (oznaka: 2 — MNV).

Napomena. Ako je jasno iz konteksta radi li se o ograni¢enom morfizmu

okvira ili modela, govorit ¢emo jednostavno o ogranicenom morfizmu.

Kao i za sve konstrukcije dosad, dokazujemo propoziciju o o¢uvanju isti-

nitosti.

Propozicija 1.33. Neka su 9 = (W, R, V) i M = (W', R, V') modeli te
f 9 — M ograniceni morfizam. Tada za svaku formulu ¢ i svaki w € W
vrijedi: M, w I- ¢ ako i samo ako M, f(w) I+ .

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po slozenosti formule. Promatramo
samo modalni slucaj. Neka je stoga ¢ = <. Jedan smjer je isti kao u
dokazu propozicije 1.29. Za drugi, neka je f(w) € W' i 9, f(w) IF ¢. Tada
znamo da postoji v € W’ takav da je f(w)Rv i 9, v I+ 1. Iz uvjeta back
dobivamo v € W koji zadovoljava wRv i f(v) = v'. Iz pretpostavke indukcije

sad slijedi tvrdnja. ]
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Ultrafiltar-prosirenja

Ovaj je dio posvecen ultrafiltar-prosirenjima, zadnjoj od osnovnih kon-
strukcija. Ultrafiltar-prosirenja na neki nacin predstavljaju upotpunjenja
modela. Radi se o takozvanim m-saturiranim modelima. Uskoro dajemo
definicije navedenih pojmova.

U nastavku pripremamo i dokaz propozicije o o¢uvanju istinitosti te jedan
primjer: detaljan opis ultrafiltar-prosirenja od (w, <) koji se ¢esto navodi u
literaturi (npr. [1], [4] i [8]).

Prisjetimo se da logicki veznici odgovaraju nekim skupovnim operacijama.
Isto se moze reéi i za modalnosti. Potkrijepit ¢emo tu tvrdnju ¢im definiramo

dva operatora.

Definicija 1.34. Neka je § = (W, R) okvir. Definiramo operatore me i mn

koji djeluju na podskupovima od W na sljede¢i nacin:
mo(X) = {w € W|postoji v € X takav da je wRv} te
mo(X) = {w € W|za sve v € W vrijedi: ako je wRv, onda je v € X}.

Drugim rije¢ima, skup me(X) sadrzi sve svjetove koji su neposredni R-
prethodnici nekog svijeta iz X, tj. skup svih onih svjetova od kojih se u
jednom koraku kroz model pomoéu modalnog operatora <, odnosno relacije
R dolazi do nekog svijeta iz X. Operator mg je njegov dual u smislu koji
¢emo odmah objasniti.

Istaknimo propoziciju kojom é¢emo ukratko prikazati njihov odnos.

Propozicija 1.35. Neka je M = (W, R,V) model. Tada za proizvoljne
formule ¢ i vrijedi:

Vievey) = V(e)uV(y),
Vieny) = V(e)nV(y),
Vimg) = WAV(9),
V(o) = mo(V(9)) te
V(B¢) = mo(V(e)).
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Dokaz. Sve je tvrdnje jednostavno dokazati direktno iz definicija valuacije
i odgovarajucéeg veznika, odnosno operatora. U modalnom sluc¢aju, za me
samo treba primijetiti da su tvrdnje w € V(C¢) i w € mo(V(¢)) obje
ekvivalentne tvrdnji: postoji v € W takav da je wRviv € V(¢) (neposredno

iz definicija od V' i ms). Analogno se pokazuje tvrdnja za mg. O

Medu pojmovima koje trebamo definirati kako bismo mogli sasvim sazeto

formulirati Goldblatt-Thomasonov teorem nalaze se i ultrafiltar-prosirenja.

Definicija 1.36. Neka je § = (W, R) okvir. Kazemo da je ue § = (Ufy, R"¢)
ultrafiltar-prosirenje okvira § ako je Ufy skup svih ultrafiltara nad W, a R"®
je definirana sa: uwR"v ako i samo ako me(X) € u za sve X € v. Kazemo da
je ue M = (ue F, V") ultrafiltar-prodirenje modela M = (§, V) ako je V'¢(p)
skup svih ultrafiltara nad W ¢iji je V(p) element.

Napomena. Ovdje nam teorem 1.9 garantira da ¢e za sve valuacije V' i va-
rijable p € ® takve da je V(p) # () postojati ultrafiltar U nad W takav da
V(p) € U: jednostavno uzmemo (pravi) filtar generiran skupom {V(p)} i

pomocu spomenutog teorema ga nadopunimo do ultrafiltra.

Tu ¢éemo jos razmotriti neke vazne koncepte koji ¢e nam omoguciti bolje
shvac¢anje modalne ekspresivnosti na modelima. Za pocetak dajemo definiciju
m-saturiranosti i opisujemo vezu klasa m-saturiranih modela s jo§ jednim

poznatim tipom klasa modela.

Definicija 1.37. Neka je 9t = (W, R, V') model i neka je ¥ skup formula.
Kazemo da je model 91 m-saturiran ako za svaki svijet w € W vrijedi
sljedece: ako za svaki o Cg, > postoji svijet v, € W takav da je wRv,

i v, IF A\ o, onda postoji svijet v € W takav da je wRv i vrijedi v I+ 3.

Vidjet ¢emo da su klase m-saturiranih modela nista drugo nego speci-
jalni slucajevi takozvanih Hennessy-Milnerovih klasa. Te klase definiramo

koriste¢i pojam bisimulacije.

Definicija 1.38. Neka su M = (W, R, V) i M = (W' R V') modeli.
Kazemo da je neprazna binarna relacija Z C W x W' bisimulacija izmedu
M i M (oznaka: Z : M = M) ako su sljedeci uvjeti zadovoljeni:
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(i) ako je wZw', onda za svaki p € ® vrijedi: w I p ako i samo ako w' I p;

(i) ako je wZw' i wRw, onda postoji v/ € W’ takav da je vZv" i w' RV
(uvjet forth);

(iii) ako je wZw' i w' RV, onda postoji v € W takav da je vZv' i wRv
(uvjet back).

Ako su neka dva svijeta w € W iw' € W’ u takvoj relaciji, kazemo da su
w iw bisimulirani (oznaka: 9, w = M’ w'). Ukoliko postoji bisimulacija
izmedu modela Mt i M, pisSemo M = M’ te kazemo da su M i MM bisimulirani

modeli.

Definicija 1.39. Neka je # klasa modela. Kazemo da je J# Hennessy-
Milnerova klasa ili da % ima Hennessy-Milnerovo svojstvo ako za svaka dva
modela M, M’ € % i svaka dva svijeta w € |9M] i w' € M|, w = w' povlaci
M, w =M, w.

Propozicija 1.40. Svaka klasa & m-saturiranih modela ima Hennessy-

Milnerovo svojstvo.

Dokaz. Neka su MM = (W, R, V) i M = (W', R', V') m-saturirani modeli iz
2 . Dovoljno je dokazati da je relacija modalne ekvivalencije izmedu svjetova
u M i svjetova u M’ bisimulacija. Dokazujemo uvjet forth uz napomenu da
je uvjet na propozicionalnim varijablama zadovoljen po pretpostavci, a uvjet
back slijedi analogno.

Pretpostavimo, dakle, da su w,v € Wiw' € W’ takvidaje wRviw = w'.
Neka je A skup formula istinitih na v. Tada za svaki konac¢an podskup 6 C A
imamo 9, v IF A J, a time i M, w IF O AJ. Iz w = w' slijedi M, w' IF O A6,
pa w’ ima R'-sljedbenika vs takvog da je 9, vs IF A 0. Drugim rije¢ima, A
je kona¢no ispunjiv na skupu sljedbenika od w’. Zbog m-saturiranosti je A

ispunjiv na nekom sljedbeniku v" od w’. Stoga je v =v'. ]

Upotrijebit ¢emo jo$ jednu tvrdnju o ultrafiltar-proSirenjima u dokazu
Goldblatt-Thomasonovog teorema. Radi se o propoziciji koja kaze da je
svaki svijet u modelu modalno ekvivalentan njemu odgovaraju¢em ultrafiltru
u ultrafiltar-prosirenju. Prije toga uvodimo jednu oznaku, ali i dokazujemo

jednu jednostavnu tehnicku lemu.
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Oznaka. Neka je M = (W, R, V) model te w € W. Oznac¢imo m, = {X C
W :w € X} glavni filtar generiran skupom {w}. O¢ito se radi o ultrafiltru.

Napomena. Jasno je da pripadni okvir proizvoljnog modela ima izomorfnu

kopiju unutar ultrafiltar-prosirenja tog modela. Naime, vrijedi sljedece:

wRy <= w € mo(X) za svaki X C W takav dav € X
— mo(X) € m, za svaki X C W takav da X € 7,

— 7,R"m,.
Lema 1.41. Neka je § = (W, R) okvir. Tada za svaki X C W wvrijedi:
mo(X) =W\ me(W\ X).

Dokaz. Neka je w € mp(X). To prema definiciji od mg znac¢i da za sve
v € W takve da je wRv vrijedi v € X. Kad bi bilo w € me(W \ X), to
bi znacilo da postoji v € W \ X takav da je wRwv, $to je u kontradikeiji s
prethodnim. Prema tome, vrijedi w € W \ mo (W \ X).

Obratno, neka je w € W\ mo(W \ X). Tada w nije u mo(W \ X). To
znadi da ni za jedan v € W \ X ne vrijedi wRv. Pretpostavimo li da nije
w € mp(X), vrijedit ¢e da postoji v € W \ X za koji je wRv, a to je u

kontradikciji s dokazanim. ]
Dokazimo propoziciju o oc¢uvanju istinitosti za ultrafiltar-prosirenja.

Propozicija 1.42. Neka je M = (W, R, V') model. Tada je za svaku formulu
¢ i svaki ultrafiltar uw nad W istinito sljedece: V(p) € u ako i samo ako

u € V¥(p). Prema tome, za svaki svijet w € W imamo w = m,,.

Dokaz. Druga tvrdnja slijedi iz prve zbog:
wlk¢ <= weV(p) < V(¢) €My < m, € V¥ (P) < m, IF ¢.

Prvu tvrdnju dokazujemo indukcijom po slozenosti formule ¢. Tvrdnja je
istinita za p € ® neposredno prema definiciji valuacije V"¢, a za L vrijedi jer
je svaki ultrafiltar pravi filtar. Bulovske slucajeve je lako razrijesiti pomocu
propozicije 1.35.

Razmotrimo modalni sluc¢aj. Neka je ¢ = <1p. Najprije pretpostavimo
da je u € V'(¢). Tada postoji ultrafiltar v € Ufy takav da je uR"v i
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v € V'(1)). Prema pretpostavci indukcije je V() € v. Zbog toga i uR"v
imamo me(V(¢)) € u. 1z propozicije 1.35 slijedi V (Ov) € w.
Obratno, pretpostavimo da je V(<$1)) € u. Treba nam ultrafiltar v takav
da je V(¢) € viuR"v. Potonji se uvjet svodi na: me(X) € u za sve X € v
ili, ekvivalentno,
vy :={X :mpg(X) € u} Cw.

Naime, pretpostavimo da vrijedi prva tvrdnja. Iz X € vy slijedi mo(X) € u,
odnosno prema lemi 1.41 vrijedi meo(W \ X) = W \ mp(X) ¢ u. To znadi
da W\ X ¢ v, odnosno X € v. Ako pak pretpostavimo drugu tvrdnju, tada
iz X € vslijedi W\ X ¢ v, a time i W\ X ¢ vg. Definicija od v i lema 1.41
tada povlate W\ mo(X) = ma(W \ X) ¢ u, a time je mo(X) € wu.

Ideja je iskoristiti teorem o ultrafiltru kako bismo izgradili potreban ul-
trafiltar. No, prije svega nam treba zakljucak da vy U {V(¥)} ima svojstvo
kona¢nih presjeka. Neka sustoga Y, Z € vy. Po definiciji, mo(Y), mo(Z) € w.
Budu¢i da je u ultrafiltar, vrijedi mag(Y N Z) = ma(Y) N ma(Z) € u. To
pokazuje Y N Z € vy, odnosno da je vy zatvoren na konacne presjeke.

Provjerimo sada da za sve Y € vy vrijedi Y NV (1)) # 0 (posebno, ) ¢ vy).
Neka je Y proizvoljan element of vy. Tada je mn(Y') € u. Kako je u zatvoren
na konac¢ne presjeke i ) ¢ u, mora postojati element € mg(Y) NV (<O).
No tada = mora imati sljedbenika y u V(¢). Kona¢no, z € mg(Y') povladi
yey.

Iz dokazanih ¢injenica slijedi da skup vo U {V (1))} ima svojstvo kona¢nih
presjeka, pa se pomocu teorema 1.9 moze nadopuniti do ultrafiltra v. Prema
dokazanom iz vy C v slijedi uR"v, a V(¢) € v i pretpostavka indukcije
povlage v € V¥ (1)). Stoga je u € V(). O

Propozicija 1.43. Neka je M = (W, R, V') model. Tada je ue I m-saturiran

model.

Dokaz. Neka je wu ultrafiltar nad W te A skup modalnih formula koji je
konac¢no ispunjiv na skupu sljedbenika od wu. Zelimo nadi ultrafiltar ' takav
da je uR"u i ueM, v’ I A. Za skup A’ svih kona¢nih konjunkcija formula

iz A definiramo

F={V(¢): 0 € AYU{Y CW :mp(Y) € u}.
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Tvrdimo da skup I' ima svojstvo konac¢nih presjeka. Buduéi da su oba
skupa u uniji zatvorena na konacne presjeke, dovoljno je pokazati da za
proizvoljne ¢ € A"1Y C W gdje je ma(Y) € u vrijedi V(¢) NY # . No,
ako je ¢ € A/, onda po pretpostavci postoji sljedbenik u” od u takav da je
ue M, u” I+ ¢, odnosno prema propoziciji 1.42 vrijedi V(¢) € u”. Takoder,
prema lemi 1.41 iz mp(Y) € u dobivamo me(W \Y) = W\ ma(Y) ¢ w.
Iz definicije od R“ slijedi W \'Y ¢ u”. Stoga je Y € u”. Prema tome,
V(g)NY e, paje V(o) NY # 0.

Prema teoremu 1.9 skup I' mozemo progiriti do ultrafiltra v’. Na njemu je
A ocito ispunjen. Dokazimo da je v’ sljedbenik od w. Iz {Y C W :mgp(Y) €
u} C o' slijedi da za svaki Y € ' imamo W\Y ¢ {Y CW : mg(Y) € u},
odnosno prema lemi 1.41 vrijedi me(Y) = W\mg(W\Y) € u. Zaklju¢ujemo
da je uR"cu/. O

Nastavak naSeg razmatranja ultrafiltar-prosirenja bit ¢e usmjeren dokazi-
vanju da neé¢emo proéi bez isticanja pretpostavke o ultrafiltar-prosirenjima
u iskazu Goldblatt-Thomasonovog teorema. Za to ¢e nam dobro dodi jedan
primjer ¢ije detaljno razumijevanje je klju¢no, pa ¢emo ga pazljivo raspisati.

U tu svrhu, dokazimo jednu propoziciju.

Propozicija 1.44. Neka je U ultrafiltar nad beskonacnim skupom I. Sljedece

su tvrdngje ekvivalentne:
(1) U nije glavni ultrafiltar.
(ii) U sadrzi sve kofinitne podskupove od I.

(11i) U sadrzi samo beskonacne podskupove od I.
Dokaz.

(ii)=>(iii): Pretpostavimo da U sadrzi neki konacan skup. No, tada ne moze

sadrzavati njegov komplement koji je kofinitan.

(iii)=(ii): Pretpostavimo da U ne sadrzi neki kofinitan skup. No, tada sadrzi

njegov konacan komplement.

(iii)=-(i): Ako U sadrzi samo beskona¢ne podskupove od I, o¢ito nije glavni (da

bi bio glavni, mora sadrzavati i jedno¢lan skup kojim je generiran).
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(i)=(iii): Neka je A = {ao,...,a,} C I za neki n < w, te neka je A € U.
Tada barem jedan od skupova {ag},...,{a,} mora biti u U. Kad ne
bi bilo tako, vrijedilo bi I\ {ao} € U,...,I\ {a,} € U. Tada je i
(I\{ao}) N...n (I\{ao}) = I\ {ap,...,an,} = I\ A € U, o je u
kontradikciji s A € U po definiciji ultrafiltra. Dovoljno je jos pokazati
da je nadeni {a;} najmanji u (U, C). Pretpostavimo da postoji X € U
takav da a; ¢ X. No, tada je i {a;} N X = (0 € U, a to je opet u
kontradikeiji s definicijom ultrafiltra. Dakle, U je generiran s {a;} i

stoga glavni.
O

Primjer. Zanima nas kako izgleda ultrafiltar-prosirenje okvira (w, <). Prema
gornjoj propoziciji, ultrafiltri nad w mogu ili biti glavni ili sadrzavati sve
kofinitne podskupove od w (postojanje onih koji nisu glavni dobivamo primje-
nom korolara 1.10 na Fréchetov filtar nad w—dobivamo ultrafiltar koji sadrzi
sve kofinitne podskupove od w, pa prema propoziciji 1.44 on nije glavni).
Naravno, znamo da tre¢ih nema prema propoziciji 1.44.

Opcenito, pokazali smo da glavni ultrafiltri m,,w € § ¢ine svojevrsnu
kopiju od § unutar ue§ (za sve w,v € §F vrijedi: ako je wRv, onda je
TwRYm,). Ovdje ¢ak vrijedi da je svaki ultrafiltar koji nije glavni dostiziv
iz svakog ultrafiltra: neka su u, v’ € ue(w, <), neka u’ nije glavni, te neka je
X € /. Tada, prema propoziciji 1.44, X mora biti beskonacan, pa za svaki
n < w postoji m takav dajen < mim € X. Stoga je m¢(X) = w. Naravno,
vrijedi w € u (jer je u filtar nad w), pa je u < '

Prema tome, mozemo zamisljati ue(w, <) kao nanizane m, 7y, . . ., a na nji-
hovom kraju ultrafiltre koji nisu glavni i koji su svi medusobno (simetri¢no)
povezani relacijom R"¢ (¢ak i svaki sa sobom), te je svaki od njih jo§ dostiziv
iz 7,, za svaki n < w.

Skiciramo li ue(w, <) tako da podrazumijevamo tranzitivnost i ne isti¢emo
veze prema ultrafiltrima koji nisu glavni, dobit ¢emo balon od 2¢ ultrafiltara

koji nisu glavni na kraju beskonacno duge niti, zapravo kopije od (w, <).

Napomena. 1z Pospisilovog teorema (v. [5]) odmah slijedi da ultrafiltara nad

card W
22

beskona¢nim skupom W ima . Dokaz tog teorema nije tezak, ali ga

preskacemo jer nam ne treba u nastavku.
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Prijelaz na okvire

Dokazali smo poprilican broj korisnih tvrdnji za modele, ali vrlo velik i
zanimljiv dio modalne logike bavi se proucavanjem okvira. Najbitnije za nas
bit ¢e saznati Sto smo tocno u smislu definabilnosti pokupili od logike prvog
reda.

Potpuno razumijevanje krije se u Goldblatt-Thomasonovom teoremu i
razmatranjima iza njega, ali prije nego se mozemo upustiti u diskusiju o
modalnoj definabilnosti elementarnih klasa okvira, moramo dokazati da nase

¢etiri konstrukcije ¢uvaju valjanost modalnih formula na okvirima.
Teorem 1.45. Neka je ¢ modalna formula.

(i) Neka je {F; : i € 1} familija disjunktnih okvira. Ako za svaki i € I
vrijedi §; I ¢, onda je |4, §; I+ ¢.

(ii) Neka je § okvir i § — §. Ako vrijedi § Ik ¢, onda je §' I+ ¢.
(i5i) Neka je § okvir i § — §'. Ako vrijedi § Ik ¢, onda je §' I+ ¢.
(iv) Neka je § okvir i ue§ Ik ¢. Tada vrijedi § I+ ¢.
Dokaz.

(i) Pretpostavimo da ¢ nije valjana na § = 4, §;. Tada postoje valuacija
V isvijet w € |§| takvi da (§, V), w ¥ ¢. Definiramo valuacije V;,7 € [
na sljedeéi nacin:

Vi(p) = V(p) N [Tl

Iz definicije valuacija V; i disjunktnosti od |§;| vidimo da je V = 4, V.
Prema propoziciji 1.24 postoji ¢ € I takav da (F;,V;), w ¥ ¢, odnosno
vrijedi §; ¥ o¢.

(ii) Pretpostavimo da ¢ nije valjana na §, tj. da postoje valuacija V' i
svijet w € |§| takvi da (F, V"), w ¥ ¢. Ocito je (', V') — (§,V"), pa
prema propoziciji 1.27 vrijedi (§,V’), w ¥ ¢, odnosno § ¥ ¢.

(iii) Pretpostavimo da ¢ nije valjana na §’, odnosno da postoje valuacija
V' i svijet w' € |F| takvi da (F, V'), w' ¥ ¢. Definiramo valuaciju V'
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na sljede¢i nacin:
Vp)={z € [3]: f(z) e V(p)}.

Buduéi da je (F,V) — (§', V'), primjenom propozicije 1.33 dobivamo
(&, V), w W ¢ za neki w € |§F|.

(iv) Pretpostavimo da ¢ nije valjana na §, tj. da postoje valuacija V' i svijet
w € |§| takvi da (§, V), w W¥ ¢. No, tada vrijedi (§,V),w IF =¢. Stoga
iz propozicije 1.42 za M = (F, V) dobivamo ue M, 7, Ik —¢. Drugim
rije¢ima, imamo (ue§, V), m, ¥ ¢, odnosno ue § ¥ ¢. O

Pogledajmo jedan od viSe nac¢ina pojednostavljivanja okvira pri prouca-
vanju modalne logike: uz pomoc¢ iduée definicije i propozicije moc¢i ¢emo se

koncentrirati na sastavne dijelove okvira koji su ¢esto puno jednostavniji.

Definicija 1.46. Neka je § = (W, R) okvir. Za podokvir §' = (W', R|w«w)

kazemo da je generiran jednim svijetom (tockom) ako za neki w € W vrijedi
W' ={veW: postoji k < w takav da je wR*v}.
Svijet w u definiciji nazivamo korijenom od §.

Vidjet ¢emo kako uzeti sve tockom generirane podokvire nekog okvira i
pomocu njih sastaviti taj okvir bez koristenja konstrukcija na klasama okvira
izvan Cetiri osnovne konstrukcije. Ovaj pristup ¢e nam osobito dobro do¢i u

dokazu Goldblatt-Thomasonovog teorema.

Propozicija 1.47. Neka je § okvir. Tada postoji familija {§; : i € I} okvira

takva da vrijedi:
(1) svaki §; je tockom generiran podokvir od § te
(ii) postoji surjektivni ograniceni morfizam

fysi—3%

el
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Dokaz. Neka je § = (W, R) okvir takav da je W = {w; : i € I} zaneki I # ().
Za svaki ¢ € I definiramo:

W; = {we&W: postoji k < w takav da je w;R"w},
R, = RN (W, x W) te

Neka je sada f : |#),c; 8 — § definirana sa f(w,j) = w za sve svjetove
(w,j) okvira lH,.; 8 = (W', R'). Bududi da je za svaki i € I okvir §;
podokvir od § generiran jednim svijetom, preostaje jo§ pokazati da je f
surjektivni ograni¢eni morfizam.

Surjektivnost je, dakako, o¢ita (za w; € W vrijedi f(w;,i) = w;). Pret-
postavimo stoga da za (w,i),(v,7) € W' vrijedi (w,i)R'(v,5). Tada po-
stoji k € I takav da je (w,k)Rk(v,k). Po definiciji R vrijedi wRwv, tj.
f(w,i)Rf(v,j). Prema tome, f je homomorfizam u odnosu na R’, odnosno
vrijedi forth.

Unatrag, neka je (w,i) € W', w,o € W te wRv. Iz wRv tada slijedi
(w,7)R;(v,1), odnosno (w, i) R (v, ). Dakle, nali smo svijet (v,7) € W' takav
da je (w,i)R'(v,1) i f(v,i) = v. Stoga, vrijedi back uvjet, pa je f zaista

ograniceni morfizam. O]
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Poglavlje 2
Saturiranost

Daleko najvec¢om poteskoc¢om u dokazivanju Goldblatt-Thomasonovog
teorema pokazat ¢e se dobivanje dovoljno kvalitetnih struktura za nasu svrhu.
Trebale bi nam strukture koje su bogate u smislu, vrlo opuSteno receno,
postojanja svjedoka za mnoge skupove formula s to¢no jednom slobodnom
varijablom.

Razlog poteskoci bit ¢e pregrubo ubacivanje jedne ideje u preslabu teoriju.
Naime, vrlo domisljat dokaz uklju¢ivat ¢e proucavanje skupa propozicional-
nih varijabli koji je neprebrojiv. Kako bismo mogli pric¢ati o saturiranosti,
pojmu koji se definira u okviru logike prvog reda, standardnom translacijom
preselit ¢emo diskusiju u to okruzenje i nas neprebrojiv skup propozicional-
nih varijabli zapisati kao neprebrojiv skup nelogic¢kih simbola. No, teorem
koji nam daje i viSe nego dovoljno saturirane strukture to ¢ini samo za pre-
brojive skupove nelogickih simbola. Stoga ¢emo morati pojacati taj rezultat.
Dokazat ¢emo ga pomocu tri leme, od kojih je jedna netrivijalna, i jednog
pomocénog teorema.

Naravno, kako bismo za pocetak uspjeli dokazati ¢ak i slabu varijantu
nama bitnog teorema, moramo se dobro pripremiti. Najprije definiramo svoj-
stvo ultrafiltara koje predstavlja jedan od dva sastojka koji ¢e nam trebati za
postizanje odredene razine saturiranosti. Radi se o prebrojivo nepotpunim

ultrafiltrima. Odmah dajemo i karakterizaciju tog pojma.

Definicija 2.1. Kazemo da je filtar F' prebrojivo nepotpun ako postoji pre-
brojiv skup E C F takav da (| E ¢ F.

29
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Lema 2.2. Neka je I # (0 i U wltrafiltar nad I. Sljedeée su tvrdnje ekviva-

lentne:
(1) U je prebrojivo nepotpun.

(11) Postoji silazan niz skupova Iy O Iy D Iy D ... gdje je I,, € U za svaki
n < w, takav da vrigedi (,,_, I = 0.
Dokaz.
(i)=(ii): Neka je F = {X,, : n < w} C U takav da E = (),.,Xn ¢ U.

Definiramo induktivno niz skupova I, ovako:

IO - [
L = X\ ([)E)
Iy, = I,NX,, zan>0.

Uocimo da je (I,,)n<w silazan niz skupova. Dokazujemo da je I,, € U
za svaki n < w indukcijom po n: bududi da je Iy = [ i U ultrafiltar,
vrijedi Iy € U. Nadalje, Xo € U te (N E)° € U, paje XoN(NE) € U.
No, XoN(N E)* = Xo\ (N E) = I1. Stoga je I; € U. Pretpostavimo da
za neki n > 0 vrijedi I,, € U. Bududéi da je po definiciji 1,1 = I, N X,
vrijedi I,,,1 € U.

Iz dokazanog slijedi da je I, € U za svaki n < w. Jo§ samo treba
dokazati da je (), In = 0. Pretpostavimo suprotno: neka je x €
Nh<o In proizvoljan. Tada je x € I, odnosno v € Xy i x ¢ [E.
Zatim, za sve n > 0 je v € [,.1. 7Zbog I,,, = I, N X, C X, i
x € X vrijedi x € X, za sve n < w, tj. z € (| E. Time je dobivena

kontradikcija.

(ii)=-(i): Budu¢i da je U ultrafiltar, () __ I, =0¢ U.

n<w "N

O
Definicija 2.3. Neka je o skup nelogickih simbola. Sa I'(z) ozna¢imo skup

(ne nuzno svih) o-formula takvih da samo varijabla  moze imati slobodan

nastup. Ako je 9 neka o-struktura, sa 9 |= I'[m] oznacavat ¢emo ¢injenicu
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da uz valuaciju v(z) = m (nije bitno kako je definirana na ostalim indi-
vidualnim varijablama) vrijedi 9 |=, I'(x). Ako je I'(z) = {v(x)}, piSemo
M = y[ml.

Kazemo da je I'(x) konacno ispungjiv na 9 ako za svaki konacan A(x) C
['(z) postoji ma € |9M| takav da M = A[ma]. Kazemo da je I'(x) ispungiv
na M ako postoji m € |M| takav da M = I'[m].

Definicija 2.4. Neka je o skup nelogickih simbola, 9t neka o-struktura te
['(x) skup kao gore. Kazemo da je I'(z) konzistentan s teorijom modela 9
ako postoji o-struktura 91 takva da je 91 = 9 i postoji n € |N| takav da je

Za dokaz slabije verzije teorema koji nam treba bit ¢e nam od koristi
jedna karakterizacija pojma konzistentnosti skupa formula s teorijom nekog
modela. Uvodimo oznaku koja ¢e nam uvelike olaksati zapisivanje u tom i

narednim dokazima.

Oznaka. Neka je o skup nelogickih simbola, 9t = (|90], ¢) o-struktura te
A C 9M|. Koristit ¢emo oznaku o[A] = 0 U {c, : a € A} za progirenje od
o novim konstantskim simbolima c¢,, za svaki a € A. Nadalje, sa 9,y =
(|9, pa) oznacavat ¢emo o[A]-strukturu gdje je wa(c,) = a za svaki a € A
i pale = ¢. Nekad ¢emo pisati i (9, a)eca umjesto My, odnosno fiksirat
¢emo neki dobar uredaj na A i pisati (9, a,,)m<r gdje je A = card A.

Lema 2.5. Neka je o skup nelogickih simbola, I neka o-struktura te T'(x)
skup o-formula takvih da samo varijabla x moZe imati slobodan nastup. Tada
je I'(z) konzistentan s teorijom modela MM ako i samo ako je I'(x) konacno

wspungiv na M.

Dokaz.

Neka je A(z) = {01(2), ..., 0k(z)} Chn. ['(x). Iz pretpostavke slijedi da
postoji M = M i na € |N| takav da je N = A[nal. Drugim rijecima,
vrijedi M = Jz(0i(z) A ... A d(z)). No, iz M = M slijedi M
Ju(01(x) A ... Ad(z)), pa postoji ma € |9M| takav da je M = Alma).

Neka je A’(x) proizvoljan konac¢an podskup od Th(9)UT'(z) te A(z) =
A'(z) NT(x). Tada po pretpostavci postoji ma € |9 takav da M =
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Alma). Dakle, vrijedi Mpn,y FE Alcmalr). Bududi da trivijalno
imamo i M,y = Th(OM), vrijedi My = A (Cnn|2).

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je za svaki ¢,
iskoristen isti simbol, nazovimo ga c. Koncentrirajmo se na o/ = cU{c}
i skup o’-formula Th(9t) UT'(c|z). Dokazali smo da je taj skup formula
konac¢no ispunjiv, pa je prema teoremu kompaktnosti ispunjiv. Stoga
postoji o’-struktura M takva da je 9 = Th(M) U I'(c|z). Tada iz
N = Th(M) slijedi N =M, a iz N = I'(c|z) slijedi da postoji n € |N|
takav da 91 |= I'[n].

Primijetimo da sada 91 mozemo smatrati o-strukturom: konstantski
simbol ¢ viSe nije ni u jednoj formuli koja nas zanima, pa jednostavno

maknemo interpretaciju od c iz 9.
O

Vrijeme je za iskaz i dokaz teorema o prosSirenju. Naime, voljeli bismo
utvrditi da je ultraprodukt familije prosSirenja upravo proSirenje ultrapro-
dukta. Tu cinjenicu koristimo u dokazu prvog od teorema koji su posveceni

temi ovog poglavlja—saturiranosti.

Teorem 2.6. Neka je o skup nelogickih simbola, A 1 I meprazni skupoui,
o =ocUA, {IM; :i € I} familija o-struktura te {9, : i € I} familija o'-
struktura takvih da je M, = (IMN;) 4. Pretpostavimo da je U ultrafiltar nad 1.
Tada je [, M, = (1, M) 2a neki skup B.

Dokaz. Ocito strukture 9, i M, imaju iste nosace. Stoga je i |[[, | =
| TI; 9| Nadalje, buduéi da je M, = (M) 4, svaki se simbol iz o isto inter-
pretira u 9; i M. Prema definiciji ultraprodukta o-struktura, interpretacija
simbola iz o na [ [, 91; ovisi samo o interpretacijama u 9;, nosacima || i
ultrafiltru U. Stoga se svaki simbol iz o isto interpretira u [[, ;i [[, 9,
odnosno postoji skup B takav da je [[, M, = ([ [, M) 5. O

Definicija 2.7. Neka je o skup nelogickih simbola, 9t neka o-struktura te
A proizvoljan kardinalni broj. Kazemo da je 9 A-saturirana ako za svaki
A C |9 takav da je card A < X i svaki skup I'(z) o[A]-formula konzistentan
s teorijom od M4 vrijedi da postoji u € |M 4| takav da je M4 = T'[ul.
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Nadovezimo se na prethodnu definiciju na oc¢ekivan nadin.

Lema 2.8. Neka je o skup nelogickih simbola, I neka o-struktura te «
granicni kardinal. Tada je MM a-saturirana ako © samo ako je M [(-saturirana

za sve 3 < a.

Dokaz. Jedan smjer je trivijalan. Za drugi, pretpostavimo da je struktura
I [-saturirana za sve f < «. Kad ne bi bila i a-saturirana, postojao bi
A C M|, card A = < « te skup I'(z) o[A]-formula konzistentan s teorijom
od M, takav da je za svaki u € |9 4| zapravo My = [[u]. No, tada I nije
(3 + 1-saturirana. ]

Ono $to sada treba istraziti je dobivanje saturiranih struktura za skupove
nelogickih simbola proizvoljne kardinalnosti. Nazalost, kao §to smo i najavili,
neé¢emo biti u stanju to uciniti u jednom koraku: najprije ¢emo pokazati kako
rijeSiti problem u sluc¢aju prebrojivog skupa nelogickih simbola. Zatim é¢emo
nastojati poopciti taj rezultat na proizvoljne kardinalnosti pomocu relativno
tehnickih razmatranja iz teorije modela.

Uz to poopcenje dat ¢emo i definiciju jedne posebne vrste ultrafiltra koju
nazivamo a-dobrim ultrafiltrom. To svojstvo je upravo drugi sastojak koji
nas dijeli od one prave tvrdnje o saturiranosti. Drugim rije¢ima, jednom kad
budemo dokazali i egzistenciju a-dobrih prebrojivo nepotpunih ultrafiltara,
razrijeSit ¢emo tehnicki najzahtjevniji dio dokaza Goldblatt-Thomasonovog

teorema jednim vrlo jakim rezultatom koji ¢éemo odmah potom dokazati.

Teorem 2.9. Neka je o prebrojiv skup nelogickih simbola i U prebrojivo
nepotpun ultrafiltar nad skupom I. Tada je za svaku familiju o-struktura
{M; i € I} wltraprodukt [, M; wi-saturiran.

Dokaz. Neka je A = {a, : m < w} C |[[;9|. Prema definiciji A-
saturiranosti i lemama 2.5 i 2.8, dovoljno je pokazati da za svaki skup I'(x)
o[A]-formula takvih da samo varijabla 2 moze imati slobodan nastup vrijedi:
ako je I'(x) konacno ispunjiv na ([, 9, @m)m<w, onda je I'(z) ispunjiv na
(I 9%, am)m<w. Primijetimo da iz a,, = (Ai.a,,(i))y pomocu teorema 2.6
dobivamo

(H M, am)m<w - H ((f)ﬁl, am(i))m<w)-

U
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Bududéi da je o prebrojiv skup, o[A] je takoder prebrojiv. Stoga je do-
voljno pokazati da za svaki skup I'(z) o-formula takvih da samo varijabla x
moze imati slobodan nastup vrijedi: ako je I'(x) kona¢no ispunjiv na [ [, 91,
onda je I'(x) ispunjiv na [ [, 9.

Pretpostavimo stoga da je I'(z) kona¢no ispunjiv na [[,; 9. Buduéi da je
o prebrojiv, prebrojiv je i I'(z) = {7 (x), %2(z),...}. Nadalje, U je prebrojivo
nepotpun, pa prema lemi 2.2 postoji prebrojiv silazan niz skupova

I=0,2L 2L D...

takav da je svaki I, € U i)

neka je

I, = (. Neka je Xy = I te za svaki n < w,

n<w TN

Xo=L,n{iel:ME Q@z)(n@)A...Aw()}.

Tada je prema Lo$ovom teoremu X, € U, za svaki n < w. Takoder je
Mhew Xn = 01 X, O Xy, za svaki n < w. Iz toga slijedi da za svaki
i € I postoji najveci n(i) < w takav da je i € X,(;). Sada biramo funkciju
[ € | TLie; | na sljedeci nacin: ako je n(i) = 0, uzimamo f(i) € |9
proizvoljan; ako je n(i) > 0, uzimamo f(i) € |9;| tako da vrijedi

M = (n(2) A Ay (2)) [f(2)].

Zan > 01ii € X, bit ¢e n(i) > n, pa zaklju¢ujemo M; = v, [f(z)]
Bududi da je X,, € U, iz LoSovog teorema slijedi [[,, 9, = v»[fu]. Prema
tome, vrijedi [ [, 9, = I'[fu], odnosno I'(x) je ispunjiv na [[,, M. O

Proucavanje saturiranosti za opéenite kardinalne brojeve skupa nelogickih
simbola zapocinjemo uvodenjem nekih osnovnih pojmova koji ¢e nam u tome
pomodi. Definiramo dvije vrste skupovnih funkcija i spomenutu novu vrstu

ultrafiltra kako bismo mogli generalizirati teorem 2.9.

Definicija 2.10. Neka je I # (), 8 proizvoljan kardinalni broj te f, g funkcije
sa Z,(0) (skupa svih kona¢nih podskupova od 8) u Z(I). Pigemo g < f
ako za sve u € Z,(f) vrijedi g(u) C f(u). Kazemo da je f antimonotona
ako za sve u,w € Z,(0) takve da je u C w vrijedi f(u) 2 f(w). Kazemo da
je g antiaditivna ako za sve u,w € Z,(3) vrijedi g(u U w) = g(u) N g(w).
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Napomena. O¢ito je svaka antiaditivna funkcija sa 2, (5) u (1) antimono-

tona.

Definicija 2.11. Neka je I # (), U ultrafiltar nad I te o beskonacan kardi-
nalni broj. Kazemo da je ultrafiltar U a-dobar ako za svaki kardinal g < «
i svaku antimonotonu funkciju f : Z,(8) — U postoji antiaditivna funkcija
g: Z,(8) — U takva da je g < f.

Napomena. Primijetimo da je svaki a-dobar ultrafiltar i S-dobar za svaki

beskonacni § < a.

Lema 2.12. Neka je I # 0, U ultrafiltar nad I te o beskonacan kardinalni
broj. U je at-dobar ako i samo ako za svaku antimonotonu funkciju f :

P, (a) — U postoji antiaditivna funkcija g : P,(a) — U takva da je g < f.

Dokaz. Jedan smjer je ocit, a drugi je vrlo jednostavan. Za drugi, pret-
postavimo da je f < ai f: P,(6) — U antimonotona. Definiramo funkciju
f Py(a) = Usa f'(u) = f(un ), za sve u € Z,(a). Lako se vidi da
je f' antimonotona (direktno iz antimonotonosti od f). Prema pretpostavci
postoji antiaditivna funkcija ¢’ < f' sa Z,(«) u U. Neka je g = ¢'|»,3)-
Jasno je da g preslikava Z2,(3) u U. Direktno iz antiaditivnosti od ¢’ slijedi
antiaditivnost od g. Takoder, iz ¢injenice ¢’ < f’ slijedi g < f. ]

Sljedec¢e dokazujemo da se svaka familija od a skupova kardinalnog broja

a moze profiniti do familije od o disjunktnih skupova kardinalnog broja a.

Lema 2.13. Neka je a beskonacan kardinalni broj, X proizvoljan skup takav
da je card X = «a te {Y, : © € X} familija skupova od kojih je svaki kardi-
nalnog broja . Tada postoji familija skupova {Z, : x € X} takva da za sve
x,y € X vrijedi:

(i) Z, CY,,
(ii) card Z, = « te

(iii) ako je x # vy, tada Z, N Z, = (.
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Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti X = a. Za svaki
ordinalni broj # < «, neka je Xz = {(7,0) : 7 <0 < §}. Tada je X3 C 5% f.
Buduéi da je o grani¢ni ordinalni broj, X, = Uﬁ<a Xg. Zelimo nadi injekciju
f sa X, takvu da je

f(v,0) €Y., zasve v, za koje je v < 0 < a. (%)

Jednom kad to u¢inimo, mozemo definirati Z, = {f(7,9) : v < § < a}.
Familija {Z, : v < a} o¢ito ima traZena svojstva.

Funkciju f definiramo transfinitnom indukcijom. Neka je f < a. Pret-
postavimo da smo ve¢ definirali injekciju fz s domenom Xz koja zadovoljava
svojstvo (x) za B. Iz card X3 < a i cardY, = «a za sve v < « slijedi da
fs mozemo prosiriti (AC) do injekcije fs41 s domenom Xpg.q takve da (x)
vrijedi za B+ 1 (card X1 = card X3+ 3 < a + o = a, pa mozemo saluvati
injektivnost) . Uzmemo li uniju na grani¢nim ordinalima, dobivamo lanac
funkcija f3 s domenom Xz takav da je fs injekcija i zadovoljava svojstvo ().

Tada je f = Uﬁm fs funkcija koju trazimo. ]

U nastavku definiramo dva pojma koja ¢emo koristiti pri iskazivanju i
dokazivanju najzahtjevnije leme u ovom poglavlju. Ta ¢e lema predstavljati
klju¢ dokaza teorema o egzistenciji prebrojivo nepotpunih a*-dobrih ultra-
filtara nad proizvoljnim skupom kardinalnosti a.

Cim budemo dokazali taj teorem, zacas ¢emo imati i rezultat o saturira-

nosti dovoljno dobar za dokaz Goldblatt-Thomasonovog teorema.

Definicija 2.14. Neka je I # () te F filtar nad I. Kazemo da je F uniformni
filtar ako za svaki A € F vrijedi card A = card I.

Definicija 2.15. Neka je II neprazna familija nekih particija od « takva da
svaka od tih particija sadrzi to¢no « blokova. Nadalje, neka je F' filtar nad
a razlicit od {a}. Kazemo da je ureden par (II, ) konzistentan ako za sve
X e FiXy,...,X,,n < w takve da svaki X; pripada razli¢itoj particiji
Py € Il vrijedi X N o0, Xi # 0.

Oznaka. Ako je F filtar i F'U E ima svojstvo kona¢nih presjeka, sa (F, F)

oznaCavamo filtar generiran sa F'U E.
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Lema 2.16. Neka je o beskonacan kardinalni broj.

(i) Neka je F uniformni filtar nad o generiran podskupom E C F takvim
da je card F < «. Tada postoji familija 11 particija od o« takva da je

cardIT = 2% ¢ (II, F) konzistentan ureden par.

(ii) Pretpostavimo da je (II, F') konzistentan. Neka je J C a. Tada je ili
(I, (F,{J})) konzistentan ili je (IU', (F,{a \ J})) konzistentan za neki
kofinitni I1" C II.

(7ii) Pretpostavimo da je (11, F') konzistentan. Neka je p : Z,(a) — F an-
timonotona funkcija i P € 11. Tada postoje filtar F' O F i antiaditivna
funkcija q : 2, (o) — F' takvi da je g < p i (II\{P}, F') konzistentan.

Dokaz.

(i) Neka je {Js : B < a} skup svih konacnih presjeka elemenata od E.
Tada je card J3 = « (jer je Jg € F). Prema lemi 2.13 postoje u
parovima disjunktni I3 C Jg, 8 < o takvi da je card Ig = .

Promotrimo skup
B={(s,r):s € Z,(a),r: P(s) — a}.
O¢ito imamo card B = «a. Neka je

B = {(s¢,r¢) : £ € Ig} za svaki § < a.
Za svaki J C « definiramo funkciju f; : @« — « na sljedeéi nacin:

re(JNsg) ako & € Uﬁm Is,

0 mmace.

fr(6) =

Pokazimo da ima to¢no 2% funkcija f;. Pretpostavimo J; # J,. Bez
smanjenja opc¢enitosti, neka je x € J; i ¢ Jy. Definiramo s = {z} i
r={({z},0),(0,1)}. Tada je (s,r) € B, pa je (s,7) = (s¢,7¢) za neki
. Prema tome, f, (&) =r(JiNs) =01 f,(&) =r(JonNS)=1. Time
smo pokazali f; # fJ,.
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POGLAVLJE 2. SATURIRANOST

Sada tvrdimo da za (3,7, ...,7, proizvoljne ordinale iz a1 Jy,...,J,

proizvoljne razli¢ite podskupove od « postoji § € Ig takav da
fr.(§) =~izasve 1 <i<n.
Kako bismo to vidjeli, uzmimo proizvoljan konacan s C « takav da je
sNJi#sNJjzasve 1 <i<j<n.
Neka je sad r: Z(s) — « definirana sa
r(JinNs) = zasve 1 <i<n.
Buduéi da postoji £ € I3 takav da je (s¢,re) = (s,7), iz toga slijedi

f5,(8) =re(JiNse) =r(J;Ns) = .

Time je pokazana i ¢injenica da je Im f; = a za sve J C «a. Konacno,

definiramo familiju

I={{f;'("):v<a}:JCa}

koja ocito zadovoljava zeljena svojstva.

Pretpostavimo da (II, (F, {.J})) nije konzistentan. Tada postoje X € F,
X; e P, ell, 1 <1 <n takvi da su P; razliciti i

Jnxn () Xi=0
1<i<n
Neka je I = II\{ Py, ..., P,}. Nekasu Q;,1 < j < m razli¢iti elementi
od IT"i Y; € @;. Tada prema pretpostavci imamo

Xn () Xin (] v;#0.

1<i<n 1<j<m

Stoga je jasno

(@\)nXn () Y;#0,

1<j<m

¢ime smo dobili da je (IT', (F,{a '\ J})) konzistentan.
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(iii) Neka je P ={Xs:0 < a} te Z,(a) ={ts : 6 < a}. Za svaki 0 < «

definiramo funkciju ¢s : £, (a) — Z(a) na sljedeci nacin:

p(t(g) NXs ako s Cts,
qs5(s) = ,
0 inace.

Primijetimo da je ¢s(s) C p(ts), qs(s) # 0 ako je s C ts5 i gs(sy U
S9) = qs(s1) N gs(s2). Pojasnimo posljednju tvrdnju: bududi da vrijedi
s1 U sy C t5 ako i samo ako s1, 89 C ts, gs(s1 U s9) ¢e biti p(ts) N X,
odnosno () ovisno o tome budu li oba si, sy podskupovi od ts ili ne,

redom.

Definirajmo funkciju ¢ : 2, (a) — Z(«) sa

a(s) = |J as(s).

<a

Funkcija p je antimonotona, pa nalazimo da je gs(s) C p(ts) C p(s)
za sve 0 < « (u slucaju ¢s(s) = 0 trivijalno vrijedi gs(s) C p(s)).
Pogledamo li uniju po §, dobivamo ¢(s) C p(s), pa zaklju¢ujemo ¢ < p.

1z gs(s) N gy (s) = 0 ako § # ¢’ slijedi da je ¢(s) disjunktna unija pod-
skupova od X;. Koristec¢i ¢injenicu da je svaka funkcija ¢s antiaditivna,

lako dobivamo da je ¢ antiaditivna. Naime, znamo

a(s1Us3) = | J(as(s1) Nas(s2)) € (U %(31)) n (U Q5(32)> -

o<a <o <o

Jasno, zadnja relacija medu skupovima ne mora opcéenito biti jednakost.
No, ovdje mora: ako je x iz skupa na desnoj strani, vrijedi = € gs(s1) i
T € gy (s2), odnosno z € p(ts)Np(ty)NXsNXy. Znamo da je XsNXy #
() ako i samo ako je 6 = &', pa mozemo zakljuciti z € p(ts) N Xs, tj. x je
u skupu na lijevoj strani. Jos samo valja uociti: ako je skup na desnoj

strani prazan, onda je i skup na lijevoj strani prazan.

Neka je sad F’' = (F,Imgq). Tvrdimo da je (II'\ {P}, F") konzistentan.
Uzmimo X € F, s € Z,(a), X; € P, € 11,1 < i < n tako da su P,

medusobno razli¢iti i razli¢iti od particije P. Primijetimo da vrijedi
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q(s) 2 ¢s(s) = p(ts) N X5 i

Xnplts) N Xsn () X #0,

1<i<n

za neki § < a (pozivamo se na konzistentnost (II, F') imajué¢i na umu
daje X Np(ts) € Fidasu X, Xy,...,X, blokovi iz razli¢itih particija
u II). Uzevsi u obzir da se svaki filtar u F' moze napisati kao X Nq(s),

iz pokazane ¢injenice

X Nqg(s)N ﬂ X #0

1<i<n
direktno slijedi konzistentnost para (IT\ {P}, F").

]

Spomenimo ovdje jedan poznat pojam iz teorije skupova. Intuitivno,
zeljeli bismo izraziti nemoguénost dobivanja nekog skupa kao unije premalog

broja njegovih dijelova.

Definicija 2.17. Neka je ¢ grani¢ni ordinal. Kazemo da je skup X kofinalan
ué akoje X C &i¢& =JX. Oznakom cf(§) ozna¢avamo najmanji kardinalni
broj « takav da postoji skup tog kardinalnog broja kofinalan u £&. Dodatno
definiramo cf(0) = 01 cf(n + 1) = 1 za proizvoljan ordinal n. Kazemo da je
broj cf(§) kofinalnost od €.

Primger.
o cf(w) = NQ
e cf(2%) > a za beskonacan kardinal « (iz Kénigovog teorema, v. [5])

Sad napokon imamo sve $to nam treba kako bismo dokazali dva teo-
rema koji ¢e u potpunosti ukloniti vise puta objasnjenu poteskoc¢u u dokazu
Goldblatt-Thomasona: pitanje kako iza¢i na kraj s neprebrojivim skupom
nelogickih simbola.

[z prvog teorema dobivamo prebrojivo nepotpun a-dobar ultrafiltar koji

treba predati drugome kako bi nam on dao dovoljno saturiranu strukturu.
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Teorem 2.18. Neka je I beskonacan skup kardinalnog broja . Tada postoji

at-dobar prebrojivo nepotpun ultrafiltar U nad 1.

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti I = «. Neka je
I,,n < w niz podskupova od « takvih da je cardl, = «, [,41 C I, i
Mneo In = 0. Naime, mozemo pogledati particiju {B, : n < w} od o u
Ny blokova kardinalnog broja « (jer je o - Xg = «), pa jednostavno stavimo
I, = a\ U, Bi

Neka je Fy uniformni filtar generiran skupom {I,, : n < w}. Prema lemi
2.16(i), postoji familija 1y particija od a takva da je card Iy = 2% i (Ilp, Fp)
konzistentan. Transfinitnom indukcijom definiramo nizove Il¢,{ < 2 te
Fe, § < 2% tako da vrijedi:

IIe CIL,, Fe O F,, akon < & < 2%,

card Il = 2% card (g \ Ilgyq) <w, I\ = ﬂ IL,, A grani¢ni,

n<A

(II¢, Fe) je konzistentan za & < 2°.

Konstrukeiju provodimo na sljedeé¢i na¢in: neka je {ps : & < 2} skup
svih antimonotonih funkcija sa 2, («) u & («) (znamo da funkcija opcéenito
ima (2%)* = 2% = 2% a ve¢ samo konstantnih funkcija, koje su trivijalno
antimonotone, ima 2%) te &(«) = {Je : £ < 2*}. Pretpostavimo da smo

konstruirali II,, F, za n < £ < 2% Ako je £ grani¢ni ordinal, jednostavno

e =(\1,i Fe = F,

n<g n<g

uzmerIno

Ocito je (I, Fy) konzistentan i vrijedi card I = 2% (oduzeli smo konacéno
mnogo elemenata manje od 2% puta).

Nadalje, ako je £ = A+ 2n + 1, A grani¢ni i n < w, neka je J element
od Z(a) s najmanjim indeksom koji nije ve¢ u Fe_;. Prema lemi 2.16(ii),

mozemo naci Il¢, F¢ takve da je
card (Ilg_; \ II¢) < w, card (II¢) = 2°,

JEF&I]IO&\J EF&,

(II¢, Fe) konzistentan.



42 POGLAVLJE 2. SATURIRANOST

Ako je £ = A+2n+2, A grani¢ni i n < w, neka je tada p : Z,(a) — Fe4
funkcija s najmanjim indeksom koja ide u F¢_1, a nije jo§ iskoriStena. Lema
2.16(iil) nam daje Il¢, F¢, q : P, (o) — F¢ takve da

card (H§,1 \ Hg) = 1, card (Hg) = 2047

g < p, q antiaditivna,
Fe = (Fg-1,Imy),
(Il¢, Fe) konzistentan.

Neka je ' = Ugcga F¢. 1z nase konstrukcije, leme 2.12 i ¢injenice cf(2%) >
« slijedi da je F prebrojivo nepotpun at-dobar ultrafiltar nad «. Naime,
pretpostavimo li da nisu sve antimonotone funkcije koje idu u F' iskoristene
kod koraka na ,parnim” sljedbenicima u gornjoj konstrukciji (onih za neki
A+ 2n + 2), znamo da postoji takva funkcija pe, : &, (a) — F s najmanjim
indeksom &;. Dokazujemo da postoji 7; takav da funkcija pe, zapravo ide u

F,,. Kad ne bi tako bilo, imali bismo skup

X = {Upgl(a) fa € gzw(a)}

kardinalnosti najvise a koji je kofinalan u 2%, a to je nemoguce.

Sad kad znamo da je pe, : &, (a) — F,, neiskoristena s najmanjim in-
deksom, iz ¢injenice da svih iskoristenih ima 2% > card &, mozemo zakljuciti
da ,parnih” koraka u konstrukciji ve¢ih od &; ima barem card &;. Pogledajmo

skup {¢ : i < &}, podetni komad ordinalnog tipa & skupa
{A+2n+2: A +2n+2 > &, A graniéni,n < w}
svih ,parnih” koraka u konstrukciji poslije £&;. Zatim promotrimo skup
{pg i <&}

gdje je p¢, funkcija odabrana u (;-tom koraku. Iz konstrukcije i odabira

funkcije pg, to mora biti podskup od {p; : ¢ < &}, a to je nemoguce. O]

Sada dokazujemo generalizaciju teorema 2.9.
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Teorem 2.19. Neka je a beskonacan kardinalni broj, 1 # () skup indeksa,
U prebrojivo nepotpun a-dobar ultrafiltar nad I te neka je o skup nelogickih
simbola takav da vrijedi wUcard o < . Tada je za svaku familiju {9; : i € 1}

o-struktura ultraprodukt [, M, a-saturiran.

Dokaz. Kao u dokazu teorema 2.9 zaklju¢ujemo da je dovoljno dokazati da
za svaki skup I'(x) o-formula takvih da samo x moZe imati slobodan nastup
vrijedi: ako je I'(x) kona¢no ispunjiv na [[,; M;, onda je I'(x) ispunjiv na
[Ty %

Pretpostavimo stoga da je svaki konacan podskup od T'(x) ispunjiv na
[I; ;. Bududi da je U prebrojivo nepotpun, prema lemi 2.2 mozemo naci
silazan niz skupova

I=1,2L2L>...

I, =0. Iz cardo < wUcardo < «

n<w "N

takav da je svaki [,, € U i vrijedi N
slijedi cardI' < a.

Definirajmo funkciju f : Z,(I') — U na sljede¢i nac¢in: za svaki neprazan
konacan podskup v C I' neka je

() = Teanay 0 {0 € 1900 = (32) A\ 7}

te f(0) = I. Svaki v € Z,(T) je po pretpostavei ispunjiv na [[, 9, pa
imamo [[, 9, = (3z) A\ 7. Tada prema LoSovom teoremu vrijedi f(v) € U.
Kad god je vy €+ € Z,(I'), imamo

Icard'y’ g Icard'y 1 ): (ElZL‘) /\’yl - (EII> /\’7

Prema tome, f(7') C f(v), tj. f je antimonotona. Sad moZzemo iskoristiti
¢injenicu da je U a-dobar: iz gornjeg slijedi da postoji antiaditivna funkcija
g: Z,(I) — U takva da je g < f.

Neka je za svaki i € [

vi={0€T:ieg({})}.

Dokazimo implikaciju: ako je cardy; > n, tada je ¢ € I,,. Ukoliko ~; sadrzi
barem n razli¢itih elemenata 6y, ..., 6, tada za sve s < nimamo i € g({0s}).

Iz antiaditivnosti od g slijedi

ieg{th) N n({0n}) =g({01,....0.}) S f({01,....0n}) C L.
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Iz (<, In = 0 slijedi da je v; konacan za sve i € 1.

Sad biramo svjedoka hy € |[[, M| za I'(x). Za svaki i € I, iz definicije

od ; 1 antiaditivnosti od g dobivamo

i€ Wa{o}) : 0 € u} = g(v) € fw)-

Pomocu i € f(v;) mozemo odabrati element h(i) € |9;| takav da

M, = Alh()].

Stoga, kad god je 6 € T'ii € ¢g({#}), imamo 6 € ~; i M, |= O[h(i)]. No,
znamo da je g({0}) € U, pa nam Losov teorem govori da za sve 6 € I" vrijedi
[1; 9 = 0[hy]. Time smo pokazali da je hy trazeni svjedok. O

U dokazu Goldblatt-Thomasonovog teorema trebat ¢e nam jo$ jedna
vazna spona logike prvog reda i modalne logike. Naime, jednom kad budemo
osigurali w-saturiranost nekog modela promatranog kao strukture prvog reda,

pozeljet ¢emo imati nesto bolje prilagodeno modalnoj logici.
Propozicija 2.20. Svaki w-saturiran model je i m-saturiran.

Dokaz. Neka je model 9 = (W, R, V) w-saturirana o' (®)-struktura. Pret-
postavimo da je a € W te A skup modalnih formula koji je kona¢no ispunjiv
na skupu sljedbenika od a. Promotrimo o' (®)[{a}]-strukturu My,y. Defini-
ramo A" = {Rc,x} U ST, (A) gdje je ST, (A) skup standardnih translacija
svih formula iz A.

Buduéi da je svaki konac¢an podskup od A’ istinit na nekom sljedbeniku od
a, prema lemi 2.5 je A’ konzistentan s teorijom od M.y, pa iz w-saturiranosti
slijedi da je A istinit na nekom svijetu b € W. Iz M,y = Reax[b] imamo
da je b sljedbenik od a. Buduci da za sve ¢ € A vrijedi M4y = ST, (0)[b],
propozicija 1.22 nam kaze da je 91, b IF A. Stoga je A ispunjiv na skupu
sljedbenika od a. O



Poglavlje 3

Dokaz Goldblatt-Thomasona

Gotovo smo spremni za iskaz teorema koji karakterizira modalno defina-

bilne elementarne klase okvira. JoS nam je potrebna jedna kratka definicija.

Definicija 3.1. Kazemo da klasa okvira JZ refiektira ultrafiltar-prosirenja
ako ue§ € # povladi § € 7.

Teorem 3.2 (Goldblatt-Thomason). Neka je # elementarna klasa okvira.
Klasa & je modalno definabilna skupom formula ako i samo ako je zatvorena
na disjunktne unije, generirane podokuvire v slike pri ogranicenim morfizmima

te reflektira ultrafiltar-prosirenja.

Dokaz. Dovoljnost je dokazana u teoremu 1.45. Nuznost dokazujemo tako
da pogledamo klasu svih modalnih formula koje su valjane u ¢ i pokazemo
da ona definira #. To ¢emo uciniti tako da pokazemo da je ultrafiltar-
prosirenje okvira § na kojem je gorenavedena klasa valjana zapravo slika pri
ograni¢enom morfizmu neke ultrapotencije pogodno odabranog okvira iz JZ .
Sada dajemo detaljan dokaz.

Neka je # elementarna klasa okvira zatvorena na ¢etiri navedene kon-
strukcije (prema korolaru 1.6 slijedi i da je zatvorena na ultraprodukte) te
neka je A logika od 7, tj. Ay ={¢:F Ik ¢ zasve §F € #}. DokaZimo
da A definira #. Neka je § = (W, R) okvir takav da vrijedi §F IF A . Ze-
limo dokazati da je § € #. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti
da je § generiran tockom jer ako je § I A, onda je prema teoremu 1.45

A valjana i na svakom toc¢kom generiranom podokviru od §. Ako uspijemo

45
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dokazati da je svaki tockom generirani podokvir od § u J¢, onda iz svojstava
zatvorenosti od JZ i propozicije 1.47 slijedi da je § € £ . Stoga u nastavku
pretpostavljamo da je § generiran svijetom w.

Neka je ® skup propozicionalnih varijabli koji sadrzi propozicionalnu vari-
jablu pa za svaki A C W. Pogledajmo model 9 = (§, V) gdje je V(pa) = A.
Neka je A C Form(®) skup svih formula istinitih na korijenu w modela 91,
tj. A ={¢ € Form(®) : w IF ¢}. Tyvrdimo sljedece:

A je ispunjiv u .

Kako bismo to dokazali, prvo dokazimo da je A konac¢no ispunjiv u .#". Neka
je 0 konacan podskup od A. Lako je vidjeti da je ¢ ispunjiv u J#: da nije
tako, = /\ d bila bi valjana na svakom okviru iz 2, pa bi time pripadala A 4
i vrijedilo bi § IF = A J, $to je u kontradikciji s w IF A J. Medutim, ako je
svaki kona¢ni  C A ispunjiv na nekom okviru iz J#°, onda prema korolaru
1.11 dobivamo da je A ispunjiv na ultraproduktu nekih okvira iz J, a s
obzirom da je J# zatvorena na ultraprodukte, zaista je A ispunjiv u J#.
Drugim rije¢ima, postoji model 9t = (X, S,U) i svijet b € X takav da je
okvir = (X,S5) u. 2 iM,blF A. Buduéi da je % zatvorena na generirane
podokvire i ta konstrukcija ¢uva istinitost na modelu, mozemo uzeti da je &
generiran tockom b. Ostaje jos povezati & s poCetnim okvirom § na sljedeci

nacin:
ue § je slika pri ograni¢enom morfizmu neke ultrapotencije od &.

Neka je @ = w U cardo!(®). Iz teorema 2.18 dobivamo a'-dobar pre-
brojivo nepotpun ultrafiltar U nad «. No, tada iz teorema 2.19 slijedi da je
ultrapotencija M = (X', 5", U") = [[; M o' (®)-strukture N aF-saturirana,
a time i w-saturirana. Prema propoziciji 2.20, 9V je m-saturiran model.

Postavlja se pitanje kako definirati ograni¢en morfizam. Prirodan bi izbor

bio pridruziti svijetu s € X’ familiju
f(s)={ACW : N slFpa}.

Dokazimo jednu tvrdnju korisnu za nastavak dokaza:

za sve formule ¢ € Form(®) je MM |- ¢ ako i samo ako je M I+ ¢.
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Pogledajmo sljedeé¢i lanac ekvivalencija:

MIFp < M wl-O", za svakin < w
— O"¢p € A, zasvakin <w
— N, bIF 0", zasvakin < w (3.1)
— NIFo
£ NI ¢

Provjerimo da je za sve s € X' familija f(s) zaista ultrafiltar nad .

1. Po definiciji valuacije V', vrijedi 9 I py,, odnosno prema (3.1) vrijedi
N Ik pyw. Posebno je s Ik py, pa imamo W € f(s).

2. Ako su A,B € f(s), onda je s IF pa i s Ik pg. Ocito je formula
pa A\ pp < Danp istinita na M (prema definiciji valuacije V'), pa iz
(3.1) slijedi MV IF pa A pg < panp. Stoga je s Ik panp. Dakle, po
definiciji od f je AN B € f(s).

3. Neka je Y € f(s) te Y C Z C W. Tada je s IF py, pa je po definiciji
valuacije s € Y, a zbog Y C Z vrijedi s € Z. Slijedi da je s IF pz,
odnosno Z € f(s).

4. Oc¢ito vrijedi 0 ¢ f(s).

5. Neka je Y € f(s). Tada je s IF py, odnosno s € Y, paiz s ¢ W\Y
slijedi s ¥ py\y. Stoga vrijedi W\Y ¢ f(s).

Kako bismo dobili da je f ogranic¢eni morfizam, dokazimo da za sve ul-

trafiltre u nad W i sve svjetove s € X’ vrijedi:
u = f(s) ako i samo ako ue M, u =N s.

Naime, budu¢i da imamo m-saturiranost od 9V, a s obzirom da iz propozi-
cije 1.43 dobivamo m-saturiranost od ue 9, klasa {ue 9, M’} je Hennessy-
Milnerova prema propoziciji 1.40. Stoga nam gornja ekvivalencija govori da
su s i f(s) bisimulirani za svaki s € X'—prisjetimo li se definicija, uocit ¢emo

da je to upravo ono S$to nam treba.
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Za prvi smjer, dovoljno je dokazati da za svaku formulu ¢ € Form(®) i
svaki svijet s € X' vrijedi: f(s) IF ¢ povladi s IF ¢. Pretpostavimo da vrijedi
ue M, f(s) IF ¢. 1z propozicije 1.42 tada slijedi V(¢) € f(s). Prema definiciji
od f je sk py). 1z definicije od V slijedi M Ik ¢ < py(y), pa prema (3.1)
imamo M I- ¢ < py(4), a tada je s |- ¢.

Obratno, ako su iste formule istinite na s i u, onda za svaki A C W
vrijedi: s IF pa ako i samo ako u IF pa. No, to je isto §to i: A € f(s) ako i
samo ako A =V (pa) € u. To upravo znaéi u = f(s).

Konac¢no, pokazimo da je f surjekcija. Neka je w ultrafiltar nad W.
Tvrdimo da je svaki konacan podskup od ¥ = {ps : A € u} ispunjiv u
M. Neka je 0 = {pa,,...,pa,} Chn. 2. Skup o je ispunjiv u I jer je
pa, ... Apa, istinita na nekom svijetu u 9 ako i samo ako je pa,n..na, isti-
nita na nekom svijetu u 9, a to jest jer je ultrafiltar u pravi filtar. Nadalje,
buduéi da w generira M, odatle je w I O™ Ao za neki n < w. Prema
definiciji od N i b slijedi b IF ™ A 0, pa iz toga dobivamo da je o ispunjiv
u 9. Bududi da je DV ultrapotencija od N, o je ispunjiv u N'. No, N je
m-saturiran, pa s obzirom da je X konac¢no ispunjiv u 9V, ¥ je ispunjiv na
nekom svijetu s u M, iz ¢ega slijedi f(s') = u.

Time smo dokazali da je ue§ slika pri ograni¢enom morfizmu neke ul-
trapotencije od &. Bududéi da je & € £, ultrapotencija od & je u &
zbog zatvorenosti od £ na ultraprodukte, ue§ € J# jer je £ zatvorena za
slike pri ograni¢enim morfizmima, a iz ¢injenice da % reflektira ultrafiltar-
pro$irenja slijedi § € 7. ]

3.1 ,0Oslabljivanje” pretpostavki

Nakon sto smo dokazali nuznost pretpostavke o zatvorenosti na opisane
Cetiri konstrukcije, namece se pitanje moguénosti brisanja po jednog uvjeta
iz iskaza Goldblatt-Thomasonovog teorema bez utjecaja na istinitost samog
teorema. Pokazat ¢emo da je u svakom od cetiri slucaja odgovor negativan.
Nacin za dokazivanje takvog negativnog rezultata je lako pogoditi: ako dana
klasa okvira .# nije zatvorena na neku konstrukciju koja ¢uva valjanost
modalnih formula na okvirima, ne moze biti modalno definabilna.

Naime, kad bi 2" bila modalno definabilna, postojao bi skup I' modalnih
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formula takav da je 2# IF I". Budué¢i da £ nije zatvorena na spomenutu
konstrukciju, postoji podskup klase # od kojeg pomocu te konstrukcije do-
bivamo novi okvir § ¢ 2. No, budué¢i da dana konstrukcija ¢uva valjanost,
imamo i § IF I', odnosno § € . Time smo dobili kontradikciju iz pret-
postavke da je £ modalno definabilna.

Naravno, ogranicit ¢emo diskusiju na cCetiri osnovne konstrukcije okvira
jer je to ono §to nas zanima. Kljucan alat ¢e stoga predstavljati teorem 1.45.
Njegovu upotrebu ne¢emo posebno naglasavati u svakom od cetiri slucaja.

Za pocetak maknimo pretpostavku da klasa okvira u teoremu mora biti
zatvorena na disjunktne unije (dodavanje negacije nekom uvjetu i njegovo

brisanje iz iskaza nisu iste stvari!). Pogledajmo sljede¢i primjer:
H ={F:§ =W W}

Radi se o klasi svih okvira ¢ija su svaka dva svijeta u relaciji. Prethodna
reCenica jasno najavljuje koja je to {R,=}-formula koja definira klasu ¢
VaVyRxy. S druge pak strane, J# ocito nije zatvorena na disjunktne unije
(sve ostale pretpostavke su zadovoljene), pa prema prethodnoj diskusiji &
nije modalno definabilna. Zaklju¢ujemo da ne mozemo iz iskaza Goldblatt-
Thomasonovog teorema obrisati pretpostavku o zatvorenosti na disjunktne
unije i sacuvati njegovu istinitost.

Pokusajmo sad ukloniti uvjet za generirane podokvire. Pogledajmo klasu:
A ={F:§ = (W,R), postoji w € W takav da nije wRw}.

Ocito {R, =}-formula 3x—Rzx definira £, no £ nije zatvorena na generi-
rane podokvire. Naime, uzmemo li okvir ({z,y}, {(z,z)}) € #, vidimo da
njegov generirani podokvir ({z},{(z,x)}) nije iz . Nije tesko pokazati
da preostala tri uvjeta jo§ uvijek vrijede. Ipak, prema dokazanom % nije
modalno definabilna.

Nec¢emo biti nista uspjesniji u brisanju zatvorenosti na ogranicene mor-
fizme: {R,=}-formula Vz—Rzz definira klasu svih irefleksivnih okvira, ali
za sliku § = ({w'}, {(w',w")}) okvira § = ({w, v}, {(w,v), (v,w)}) € &
pri ograni¢enom morfizmu f : § — § definiranom sa f = Au.w’ vrijedi
§ ¢ . Kao i kod disjunktnih unija i generiranih podokvira, napomenimo

da su preostale tri pretpostavke ostale istinite.
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Konac¢no, ne mozemo proc¢i ni bez pretpostavke o reflektiranju ultrafiltar-
prosirenja. Tu ¢emo iskoristiti primjer sa stranice 24: ultrafiltar-prosirenje od
(w, <). Razmotrimo klasu % definiranu { R, =}-formulom Va3y(Rzy A Ryy).
lako je ue(w, <) € A, vrijedi (w, <) ¢ 2. Prema tome, J# nije modalno

definabilna iako su svi preostali uvjeti zatvorenosti zadovoljeni.

3.2 Jaka verzija Goldblatt-Thomasonovog

teorema

Budué¢i da na vrlo jednostavan nadin opisan u |1] mozemo poprili¢no
poopciti Goldblatt-Thomasonov teorem, ucinit ¢emo to ¢im pojac¢amo ko-
rolar 1.11.

Lema 3.3. Neka je & klasa okvira te A skup modalnih formula koji je
konacno ispunjiv u & . Tada je A ispunjiv na nekoj ultrapotenciyi disjunktne

unije nekih okvira u A .

Dokaz. Prema korolaru 1.11 postoje familija okvira {§; : i € I} C % i
ultrafiltar U nad [ takvi da je A ispunjiv na [[,, §;.
Oznac¢imo 3/1 = (Wl,Rl) = HUSZ 1 32 = (WQ,RQ) == HU(L‘HZSZ>

Dokazimo da postoji okvir § takav da vrijedi:
S1 = F — S
Definiramo! preslikavanje ¥ : §; — &> sa

U(fy) = (NG D)) -

Ocito je ¥ dobro definirana injekcija. Pokazujemo da je ¥ jaki homomor-
fizam okvira. Neka su fy, gy € W, takve da je fyRigy. To je ekvivalentno
tvrdnji {i € I : f(i)R;g(i)} € U, odnosno {i € I : (i, f(i))Ri(i,9(i))} € U.
Posljednje je pak ekvivalentno tvrdnji V(fy)RoW(gy). Time smo dokazali
da je ¥ izomorfizam okvira §; i nekog okvira §. Prema korolaru 1.31, A je

ispunjiv na g§.

LOvdje koristimo indekse iz definicije disjunktne unije familije okvira zbog preciznosti

i jasnoce izlaganja.
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Ocito je § = (W, R) podokvir od §,. Zelimo pokazati da je § generirani
podokvir od §2. Pretpostavimo da je ¥(fy) € W za fy € Wi i da postoji
gu € W takav da je V(fy)Raogy. Oznacimo 4, §; = (W', R'). 1z definicije
od Ry slijedi {i € T: (i, f(i))R'g(i)} € U. Iz fiy € Wy slijedi {i € T : f(i) €
W;} € U, odnosno {i € I : (3, f(i)) €e W/} € U.

Buduéi da je svaki § generirani podokvir od 4, §;, dobivamo {i € I :
gty e Wy D{iel: (@ fi))Rg(i)yn{iel: (i f(i)) e W/} € U. Stoga je
A={iel:g(i) e W/} € U. Za svaki i € A oznacimo ¢(i) = (i, h(i)), a za
i € I\ Asa h(i) ozna¢imo proizvoljan element of W;. Tada je gy = V(hy) €
W, pa smo dokazali da je § — Fs. Iz propozicije 1.27 slijedi da je A ispunjiv
na §s. O

Teorem 3.4 (Jaka verzija Goldblatt-Thomasonovog teorema).

Neka je & klasa okvira zatvorena na ultrapotencije. £ je modalno defina-
bilna skupom formula ako i samo ako je zatvorena na disjunktne unije, gene-
rirane podokuvire v slike pri ogranicenim morfizmima te reflektira ultrafiltar-

prosirenja.

Dokaz. Dokaz dovoljnosti je potpuno isti kao u Goldblatt-Thomasonovom
teoremu. Dokaz nuznosti takoder prepisujemo, ali pazljivije: moramo po-
praviti argumentaciju gdje god se koristi zatvorenost na ultraprodukte jer tu
pretpostavku ovdje nemamo.

Kao prvo, treba pokazati da je, uz oznake iz dokaza teorema 3.2, skup
A ispunjiv u . Iz leme 3.3 te zatvorenosti klase J# na disjunktne unije i
ultrapotencije slijedi da postoji § € % takav da je A ispunjiv na §. Stoga
je A ispunjiv u 2.

Jos je potrebna sasvim trivijalna preinaka: pred kraj dokaza teorema 3.2
spominjemo da je ultrapotencija & u klasi % zbog zatvorenosti na ultrapro-

dukte. Naravno, dovoljna je zatvorenost od J# na ultrapotencije. O
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Zakljucak

Ovdje zavrsava na$ uvod u definabilnost kroz semanticku pri¢u o pozna-
tom Goldblatt-Thomasonovom teoremu. Drugi pristup bi bio sintakticki i
vodio bi na Sahlqvistov teorem korespondencije. Takoder, valja napomenuti
da smo gledali samo osnovni modalni jezik u Kripkeovoj semantici. Uz nju
se proucavaju mnoge druge semantike: najistaknutije od njih su semantika
op¢ih okvira, algebarska, topoloska i okolinska semantika. One su razvijene
kako bi se popravila ,nepotpunost” Kripkeove semantike. Naime, valjanost
na okvirima je pojam drugog reda, pa je teSko re¢i sto bi tu bio dokazni
postupak.

Unatoc¢ tome, razlog za nase proucavanje Kripkeove semantike jest to Sto
je najvizualnija i najbliza logi¢arima te daje najzabavniji dokaz Goldblatt-
Thomasonovog teorema. Valja spomenuti da je prvi dokaz dao Goldblatt
1974. godine u zajednickom ¢lanku [3] s Thomasonom i to u Kripkeovoj
semantici uz slabije pretpostavke (umjesto zatvorenosti na ultrapotencije on
uzima zatvorenost na modalnu ekvivalenciju). Thomason je dodao op¢enitiji
rezultat u kojem konstrukcije nisu toliko zanimljive, ali se odnosi na sve klase
okvira.

U proslom se poglavlju, nazalost, nismo uspjeli rijesiti nijednog od nasa
Cetiri uvjeta, ¢ak ni onoga o reflektiranju ultrafiltar-prosirenja koji nas nekako
najvise smeta. Prema [11], mogli bismo ispustiti taj uvjet ako smo voljni
pristati na to da nam teorem vrijedi samo za klase konacnih tranzitivnih
okvira. S pozitivne strane, uspjeli smo dokazati ¢ak i jaku verziju Goldblatt-
Thomasonovog teorema. Ipak, moguce je detaljno opisati koji tip modal-
nih formula definira klasu u toj verziji teorema. Za to bismo trebali izmi-
jeniti jednu pretpostavku: zatvorenost klase na ultrapotencije zamijenimo

zatvoreno$éu na ultrafiltar-prosirenja (ne reflektiranje!). Tada iz [4| otkri-
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vamo da se radi o takozvanim d-perzistentnim formulama. One su jedan
od predmeta proucavanja u vidu semantike opéih okvira. Upravo ta seman-
tika predstavlja iduci logi¢an korak u bavljenju definabilnoséu. Napomenimo
da nismo davali detalje ovog vise algebarskog pristupa jer bismo morali is-
pocetka izgraditi notaciju, definicije i rezultate za novu semantiku kao $to
smo to ucinili za Kripkeovu semantiku.

Opisimo ipak ukratko o ¢emu se radi. Opéi okviri su vrlo sli¢ni uobica-
jenim Kripkeovim okvirima koje smo proucavali u ovom radu, ali sadrze
dodatnu informaciju o tome koje su valuacije dopustive. Definiraju se J¢ -
perzistentne formule kao one valjane na zadanoj klasi # op¢ih okvira bez
obzira gledamo li na svaki pojedini okvir kao op¢i ili obi¢ni, odnosno gledamo
li samo dopustive valuacije ili sve valuacije. Ako je jos svaki opéi okvir u toj
klasi deskriptivan (v. definiciju u [4]), onda govorimo o d-perzistentnim for-
mulama.

Za kraj spomenimo otegotnu okolnost za potencijalnu prakti¢nost i pri-
mjenu takve verzije Goldblatt-Thomasona: moze biti vrlo tesko odluéiti jesu
li za konkretnu klasu okvira zadovoljeni uvjeti teorema, ¢ak i u sluc¢aju kad se
radi o elementarnoj klasi. To je razoCaravajuc¢a posljedica sljedece ¢injenice:
o¢uvanje istinitosti formula prvog reda za ultrafiltar-prosirenja je I1j-tezak
problem, a time skup recenica prvog reda oc¢uvan za reflektiranje ultrafiltar-

prosirenja nije rekurzivno prebrojiv (v. dokaz u [7]).
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