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ii SADR�AJ



Uvod

Cilj ovog diplomskog rada je prezentirati dokaz Goldblatt-Thomasonovog
teorema o modalnoj de�nabilnosti elementarnih klasa okvira. Prije samog
dokaza pripremamo teren uvo�enjem niza pojmova i oznaka te dokaziva-
njem niza tvrdnji koje ¢e nam osigurati razinu razumijevanja de�nabilnosti
dovoljnu za na²u svrhu. Tijekom izlaganja podrazumijevamo poznavanje
notacije i osnova logike prvog reda iz [12].

U prvom poglavlju, Osnovni pojmovi, odra�ujemo polovinu spomenute
pripreme. Najprije dokazujemo �o±ov teorem o ultraproduktima i £injeni-
cu da su elementarne klase struktura zatvorene na ultraprodukte. Dajemo
jednu verziju teorema kompaktnosti pomo¢u ultraprodukata te obja²njava-
mo standardnu translaciju, svojevrstan na£in prijevoda modalnih formula
u speci�£an jezik prvog reda. Potom opisujemo osnovni modalni jezik te
de�niramo dva klju£na tipa struktura za prou£avanje modalne logike: mode-
le i okvire. Nakon toga uvodimo semantiku modela i okvira te preciziramo
²to je modalna de�nabilnost.

Uz to de�niramo osnovne konstrukcije modela, odnosno okvira. To su
redom: disjunktne unije, generirani podmodeli (podokviri), ograni£eni mor-
�zmi i ultra�ltar-pro²irenja. Za svaku konstrukciju dokazujemo propozi-
ciju o o£uvanju istinitosti formula na modelima. Dajemo vezu klasa m-
saturiranih modela i Hennessy-Milnerovih klasa. Upoznavanjem koncepta
bisimulacije upotpunjujemo sliku o izraºajnoj snazi modela. Detaljno se
bavimo ultra�ltar-pro²irenjima i raspisujemo primjer od velikog zna£aja za
kasniji dokaz modalne nede�nabilnosti odre�ene klase okvira. Pri prijelazu
na okvire zaokruºujemo cjelinu koriste¢i alate razvijene u £itavom poglavlju.
Dokazujemo o£uvanje valjanosti modalnih formula pri osnovnim konstrukci-
jama te propoziciju o spajanju to£kom generiranih podokvira.
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iv UVOD

Drugo poglavlje, Saturiranost, £ini drugu polovinu priprema za dokaz
Goldblatt-Thomasona. Ono ²to ¢e se pokazati vrlo ozbiljnom pote²ko¢om
u dokazu jest grubo provo�enje ideje dokaza: napuhat ¢emo jezik, a time i
skup nelogi£kih simbola u koji ¢emo taj jezik preslikati, do neprebrojivog.
Time ¢e nam egzistenciju jedne posebne strukture biti puno teºe dokazati,
pa je u ovom poglavlju nuºno izgraditi dobro razumijevanje djeli¢a teorije
modela koji nam je potreban za uspje²no otklanjanje problema kardinalno-
sti jezika za tu konkretnu primjenu. Dva najvaºnija teorema svakako su
upravo najavljeno postojanje α+-dobrih prebrojivo nepotpunih ultra�ltara
nad skupom kardinalnosti α te mogu¢nost proizvodnje α-saturiranih mode-
la pomo¢u takvih ultra�ltara. Oslanjamo se i na standardnu translaciju za
dobivanje veze m-saturiranosti i ω-saturiranosti modela.

Kona£no, u tre¢em poglavlju zvanom Dokaz Goldblatt-Thomasona da-
jemo cjelovit dokaz Goldblatt-Thomasonovog teorema koji kaºe da su ele-
mentarne klase okvira modalno de�nabilne ako i samo ako su zatvorene
na svaku od osnovnih konstrukcija okvira. Ono ²to zapravo mislimo time
je zatvorenost klase na disjunktne unije, generirane podokvire i slike pri
ograni£enim mor�zmima te re�ektiranje ultra�ltar-pro²irenja. Nakon toga
diskutiramo mogu¢nost brisanja po jedne osnovne konstrukcije iz iskaza i
prou£avamo istinitost tako izmijenjenog teorema. Korak po korak otkrivamo
da trebamo pretpostaviti zatvorenost na sve £etiri konstrukcije, odnosno
uo£avamo da zatvorenost klase na tri konstrukcije ne povla£i nuºno modalnu
de�nabilnost te klase. Na samom kraju poglavlja dokazujemo jaku verziju
Goldblatt-Thomasonovog teorema koja ne pretpostavlja elementarnost klase
okvira, ve¢ samo njenu zatvorenost na ultrapotencije.

Ovim putem zahvaljujem svom mentoru, doc. dr. sc. Mladenu Vukovi¢u, na

odli£noj predloºenoj temi, mnogim korisnim savjetima, pregr²tu literature, a

ponajvi²e na velikom strpljenju tijekom izrade ovog diplomskog rada.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Ultra�ltri i ultraprodukti

Po£et ¢emo na²e izlaganje davanjem de�nicija �ltra i ultra�ltra. Fil-
tar ¢e nam posluºiti u trenutku kad ¢emo poºeljeti razgovarati o �velikim�
podskupovima nekog skupa indeksa. Iz de�nicije ¢e biti evidentno za²to
te skupove moºemo zami²ljati ba² kao �velike�. Ultra�ltar ¢e pak svojom
strukturom idejno implicirati nuºnost da svaki podskup indeksnog skupa ili
bude �velik� ili ima �velik� komplement. To ¢e nam omogu¢iti da jednostavno
iza�emo na kraj s negacijama formula kad to bude potrebno.

De�nicija 1.1. Neka je I neprazan skup. Kaºemo da je familija F pod-
skupova od I �ltar nad I ako vrijedi:

• I ∈ F ,

• ako je X, Y ∈ F , tada je X ∩ Y ∈ F te

• ako je X ∈ F i X ⊆ Z ⊆ I, tada je Z ∈ F .

Kaºemo da je �ltar F nad I pravi �ltar ako je F 6= P(I) (ekvivalentno:
∅ /∈ F ). Za pravi �ltar F nad I kaºemo da je ultra�ltar ako za sve X ⊆ I

vrijedi: X ∈ F ako i samo ako I \X /∈ F .
Neka je X ⊆ I. Lako je pokazati da je tada {Y ⊆ I : X ⊆ Y } �ltar

nad I. Nazivamo ga �ltrom generiranim skupom X. Ako je �ltar generiran
jedno£lanim skupom, nazivamo ga glavnim �ltrom.

1



2 POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI

Primjer. Neka je I beskona£an skup. Tada je F = {X ⊆ I : I \X kona£an}
pravi �ltar. Nazivamo ga Fréchetovim �ltrom.

Objasnit ¢emo jednu konstrukciju koja se pokazala vrlo korisnom u teoriji
modela: radi se o ultraproduktu familije struktura. U tome ¢e nam pomo¢i
de�nicija ultraprodukta familije skupova.

De�nicija 1.2. Neka je I 6= ∅, {Ai : i ∈ I} familija nepraznih skupova te U
ultra�ltar nad I. Pogledajmo Kartezijev produkt dane familije:∏

i∈I

Ai = {f
∣∣f : I →

⋃
i∈I

Ai, f(i) ∈ Ai za svaki i ∈ I}.

Za f, g ∈
∏

i∈I Ai de�niramo sljede¢u relaciju ekvivalencije: f ∼ g ako i
samo ako je {i ∈ I : f(i) = g(i)} ∈ U . Kvocijentni skup

∏
i∈I Ai

/
∼ po toj

relaciji nazivamo ultraproduktom familije skupova {Ai : i ∈ I} i ozna£avamo
ga
∏

U Ai. Klasu ekvivalencije £iji je reprezentant funkcija f ozna£avamo fU .

Prije nastavka opisujemo jednu sasvim specijalnu upotrebu λ-notacije
prakti£nu za de�niranje relativno jednostavnih funkcija bez imenovanja istih.

Oznaka. Neka su I i J proizvoljni skupovi. Pisat ¢emo λi.j za funkciju koja
elementu i ∈ I pridruºuje vrijednost j ∈ J .

De�nicija 1.3. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, I 6= ∅, {Mi : i ∈ I}
familija σ-struktura te U ultra�ltar nad I. Kaºemo da je σ-struktura M

ultraprodukt familije σ-struktura {Mi : i ∈ I} ako je |M| =
∏

U |Mi| i

(i) za svaki n-mjesni relacijski simbol R ∈ σ i f 1
U , . . . , f

n
U ∈ |M| vrijedi

RM(f 1
U , . . . , f

n
U) ⇐⇒ {i ∈ I : RMi(f 1(i), . . . , fn(i))} ∈ U,

(ii) za svaki m-mjesni funkcijski simbol F ∈ σ i f 1
U , . . . , f

m
U ∈ |M| vrijedi

FM(f 1
U , . . . , f

m
U ) =

(
λi.FMi(f 1(i), . . . , fm(i))

)
U

te

(iii) za svaki konstantski simbol c ∈ σ vrijedi

cM =
(
λi.cMi

)
U
.
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Pri dokazivanju Goldblatt-Thomasonovog teorema trebat ¢e nam �o±ov
teorem o ultraproduktima. Tako�er, iz �o±ovog teorema direktno dobivamo
da je svaka elementarna klasa zatvorena na ultraprodukte.

Teorem 1.4 (�o±ov teorem o ultraproduktima). Neka je I 6= ∅, σ skup ne-

logi£kih simbola, {Mi : i ∈ I} familija σ-struktura, U ultra�ltar nad I te

M =
∏

U Mi.

(i) Za svaki σ-term t(x1 . . . xn) i elemente f 1
U , . . . , f

n
U ∈ |M| vrijedi:

tM[f 1
U . . . f

n
U ] = (λi.tMi [f 1(i) . . . fn(i)])U .

(ii) Za svaku σ-formulu φ(x1 . . . xn) i elemente f 1
U , . . . , f

n
U ∈ |M| vrijedi:

M |= φ[f 1
U . . . f

n
U ] ⇐⇒ {i ∈ I : Mi |= φ[f 1(i) . . . fn(i)]} ∈ U.

Dokaz. Dokaz prve tvrdnje provodimo indukcijom po duljini terma, a druge
po sloºenosti formule.

(i) Iz de�nicije ultraprodukta σ-struktura odmah vidimo da je tvrdnja
istinita ako je t(x1 . . . xn) oblika F (x1 . . . xn) ili c, gdje su F i c re-
dom funkcijski, odnosno konstantski simboli. Pretpostavimo stoga
da imamo t(x1 . . . xn) = F (t1(x1 . . . xn) . . . tm(x1 . . . xn)), gdje termi
t1, . . . , tm zadovoljavaju (i). Prema de�niciji interpretacije terma je
tM[f 1

U . . . f
n
U ] = FM(tM1 [f 1

U . . . f
n
U ] . . . tMm [f 1

U . . . f
n
U ]).

Iz pretpostavke indukcije za t1, . . . , tm dobivamo tMk [f 1
U . . . f

n
U ] = gkU , za

sve k ∈ {1 . . .m}, uz gk = λi.tMi
k [f 1(i) . . . fn(i)]. Iz de�nicije ultrapro-

dukta σ-struktura slijedi FM(g1
U . . . g

m
U ) = (λi.FMi(g1(i) . . . gm(i)))U .

Iz prethodnog i tMi [f 1(i) . . . fn(i)] = FMi(g1(i) . . . gm(i)) slijedi

tM[f 1
U . . . f

n
U ] = FM(g1

U . . . g
m
U ) = (λi.tMi [f 1(i) . . . fn(i)])U .

(ii) Neka su t1, . . . , tm σ-termi, R m-mjesni relacijski simbol i φ(x1 . . . xn) =

R(t1(x1 . . . xn) . . . tm(x1 . . . xn)). Iz de�nicije istinitosti σ-formula na σ-
strukturama dobivamo:
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M |= φ[f 1
U . . . f

n
U ] ⇐⇒

M |= R(t1[f 1
U . . . f

n
U ] . . . tm[f 1

U . . . f
n
U ]) ⇐⇒

RM(tM1 [f 1
U . . . f

n
U ] . . . tMm [f 1

U . . . f
n
U ])

(i)⇐⇒

RM((λi.tMi
1 [f 1(i) . . . fn(i)])U . . . (λi.t

Mi
m [f 1(i) . . . fn(i)])U) ⇐⇒

{i ∈ I : RMi(tMi
1 [f 1(i) . . . fn(i)] . . . tMi

m [f 1(i) . . . fn(i)])} ∈ U ⇐⇒

{i ∈ I : Mi |= φ[f 1(i) . . . fn(i)]} ∈ U.

Time smo dokazali tvrdnju za atomarne formule. Preostaje pokazati da
tvrdnja vrijedi u slu£aju baze {¬,∧,∃}. Pokaºimo najprije da vrijedi
za φ = ¬ψ(x1 . . . xn) uz pretpostavku da ψ zadovoljava (ii):

M |= φ[f 1
U . . . f

n
U ] ⇐⇒

M 6|= ψ[f 1
U . . . f

n
U ]

(ii)⇐⇒

{i ∈ I : Mi |= ψ[f 1(i) . . . fn(i)]} /∈ U ⇐⇒

{i ∈ I : Mi 6|= ψ[f 1(i) . . . fn(i)]} ∈ U ⇐⇒

{i ∈ I : Mi |= φ[f 1(i) . . . fn(i)]} ∈ U.

Znamo da vrijedi:

X ∩ Y ∈ U ⇐⇒ X, Y ∈ U. (∗)

Naime, ako je X ∩ Y ∈ U , iz de�nicije �ltra i X, Y ⊇ X ∩ Y dobivamo
X, Y ∈ U . Drugi smjer je ugra�en u de�niciju �ltra. Pomo¢u te
£injenice dokazujemo tvrdnju za φ = ψ1(x1 . . . xn) ∧ ψ2(x1 . . . xn) uz
pretpostavku da ψ1, ψ2 zadovoljavaju (ii):

M |= φ[f 1
U . . . f

n
U ] ⇐⇒

M |= ψ1[f 1
U . . . f

n
U ] i M |= ψ2[f 1

U . . . f
n
U ]

(ii)⇐⇒

{i ∈ I : Mi |= ψk[f
1(i) . . . fn(i)]} ∈ U za k = 1, 2

(∗)⇐⇒

{i ∈ I : Mi |= φ[f 1(i) . . . fn(i)]} ∈ U.
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Kona£no, rije²imo φ(x1 . . . xn) = (∃x0)ψ(x0x1 . . . xn), uz pretpostavku
da ψ zadovoljava (ii):

M |= φ[f 1
U . . . f

n
U ] ⇐⇒

postoji f 0
U ∈ |M| t.d. M |= ψ[f 0

Uf
1
U . . . f

n
U ]

(ii)⇐⇒

postoji f 0
U ∈ |M| t.d. {i ∈ I : Mi |= ψ[f 0(i)f 1(i) . . . fn(i)]} ∈ U.

Tre¢a tvrdnja implicira {i ∈ I : Mi |= φ[f 1(i) . . . fn(i)]} ∈ U . Obratno,
posljednje povla£i da postoji funkcija (AC) f 0 ∈

∏
i∈I |Mi| takva da

vrijedi tre¢a tvrdnja gore.

Podsjetimo se de�nicije elementarnih klasa σ-struktura.

De�nicija 1.5. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, I 6= ∅ skup indeksa te
K = {Mi : i ∈ I} familija σ-struktura. Za S neprazan skup σ-formula
de�niramo Mod (S) = {M : M |= S}. Kaºemo da je K elementarna klasa

σ-struktura ako je K = Mod (S) za neki S.

Korolar 1.6. Neka je σ skup nelogi£kih simbola. Ako je klasa K σ-struktura

elementarna, onda je K zatvorena na ultraprodukte.

Dokaz. Budu¢i da je K elementarna, postoji skup S σ-formula takav da
je K = Mod (S). Neka su {Mi : i ∈ I} ⊆ K , U ultra�ltar nad I te
φ ∈ S proizvoljni. Tada, zbog Mi |= φ za sve i ∈ I i I ∈ U , iz �o±ovog
teorema o ultraproduktima slijedi

∏
U Mi |= φ. To povla£i

∏
U Mi |= S, tj.∏

U Mi ∈ K .

Prisje¢aju¢i se teorema kompaktnosti iz logike prvog reda, dokazat ¢emo
jednu njegovu verziju pomo¢u ultraprodukata. Ta verzija je korisna jer to£no
znamo na kojoj strukturi dobivamo ispunjivost danog kona£no ispunjivog
skupa formula.

No, da bismo zaista dokazali spomenutu verziju teorema kompaktnosti,
nakon kratke pripreme najprije dokazujemo dva oblika teorema o ultra�l-
tru. Taj teorem nije isklju£ivo zanimljiv sam po sebi jer upu¢uje na bogatu
raznolikost ultra�ltara, nego ¢e nam vi²e puta biti od velike koristi u ovom
radu.
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De�nicija 1.7. Neka je E neprazna familija skupova. Kaºemo da E ima
svojstvo kona£nih presjeka ako za sve X, Y ∈ E vrijedi X ∩ Y 6= ∅.

Lema 1.8. Filtar F je pravi ako i samo ako ima svojstvo kona£nih presjeka.

Dokaz. Kad �ltar F ne bi imao svojstvo kona£nih presjeka, postojali bi
X, Y ∈ F takvi da je F 3 X ∩ Y = ∅. Obratno, ako vrijedi ∅ ∈ F , onda je
∅ ∩ ∅ = ∅, pa F nema svojstvo kona£nih presjeka.

Teorem 1.9. Neka je I neprazan skup te E ⊆ P(I) koji ima svojstvo ko-

na£nih presjeka. Tada postoji ultra�ltar U nad I takav da je E ⊆ U .

Dokaz. Ozna£imo

F0 =
⋂
{F ′ : F ′ �ltar nad I, E ⊆ F ′} ⊇ E.

Lako se provjeri da je F0 �ltar koji ima svojstvo kona£nih presjeka, pa iz
leme 1.8 slijedi da je pravi �ltar.

Sada de�niramo

F = {F ′ : F ′ pravi �ltar nad I, E ⊆ F ′}.

Budu¢i da je F0 ∈ F , vrijedi da je F neprazan. Skup (F,⊂) je parcijalno
ure�en. Neka je L proizvoljan lanac u F . Lako se provjeri da je

⋃
L pravi

�ltar koji sadrºi E. Time smo pokazali da svaki lanac L u F ima gornju
me�u. Iz Zornove leme slijedi da postoji maksimalan element U ∈ F .

Preostaje dokazati da je U ultra�ltar. Za to je dovoljno pokazati da za
svaki X ⊆ I vrijedi: X ∈ U ako i samo ako I \X /∈ U . Neka je X ∈ U . Tada
bi iz I \X ∈ U slijedilo ∅ = X ∩ (I \X) ∈ U . Obratno, ako je I \X /∈ U , ne
moºe biti i X /∈ U . Naime, pretpostavimo da jest X /∈ U . Pogledajmo �ltar
U ′ = {Y ⊆ I : Y ⊇ X ∩ A,A ∈ U} ⊇ U ⊇ E. Budu¢i da je taj �ltar pravi
zbog pretpostavke I \X /∈ U , sadrºi E te je ve¢i od U , vrijedi U = U ′ 3 X.
Time je dobivena kontradikcija s pretpostavkom X /∈ U .

Korolar 1.10. Neka je I neprazan skup. Svaki pravi �ltar F nad I moºe se

pro²iriti do ultra�ltra nad I.

Dokaz. Filtar F prema lemi 1.8 ima svojstvo kona£nih presjeka, pa se prema
teoremu 1.9 moºe pro²iriti do ultra�ltra nad I.
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Napomena. Neki autori nazivaju teorem 1.9, a neki korolar 1.10 teoremom o
ultra�ltru. Iako ne¢e biti zabune oko toga koja nam varijanta treba u danom
trenutku, eksplicitno ¢emo navesti koju koristimo.

Sada dokazujemo ranije najavljenu verziju teorema kompaktnosti pomo¢u
ultraprodukata koja ¢e nam trebati za bitan korak u dokazu Goldblatt-
Thomasonovog teorema.

Korolar 1.11. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, ∆ skup σ-formula, I =

Pω(∆) te {Mi : i ∈ I} familija σ-struktura takvih da za svaki i ∈ I vrijedi

Mi |= i. Tada postoji ultra�ltar U nad I takav da
∏

U Mi |= ∆.

Dokaz. Za svaki φ ∈ ∆, neka je φ̂ = {i ∈ I : φ ∈ i}. Skup E = {φ̂ : φ ∈ ∆}
ima svojstvo kona£nih presjeka jer vrijedi {φ1, . . . , φn} ∈ φ̂1∩ . . .∩ φ̂n. Prema
teoremu 1.9, E je mogu¢e pro²iriti do ultra�ltra U nad I. Ako je i ∈ φ̂,
tada je φ ∈ i, iz £ega slijedi Mi |= φ. Stoga za svaki φ ∈ ∆ dobivamo
{i ∈ I : Mi |= φ} ⊇ φ̂ i φ̂ ∈ U . Prema tome, {i ∈ I : Mi |= φ} ∈ U . Iz
�o±ovog teorema dobivamo da je

∏
U Mi |= φ za sve φ ∈ ∆.

1.2 Osnovni modalni jezik

Alfabet osnovnog modalnog jezika sastoji se od skupa Φ propozicional-
nih varijabli (ozna£avamo ih p, q, r, . . .), logi£kih veznika ¬ i ∨ te unarnog
modalnog operatora 3. �esto ¢emo podrazumijevati da je skup Φ unaprijed
�ksiran. Formule u osnovnom modalnom jeziku tvore se od propozicionalnih
varijabli, propozicionalne konstante ⊥, negacije, disjunkcije i operatora 3.
Kra¢e to zapisujemo ovako:

φ := p
∣∣∣⊥∣∣∣¬φ∣∣∣ψ ∨ φ∣∣∣3φ.

Skup svih formula osnovnog modalnog jezika s propozicionalnim vari-
jablama iz skupa Φ ozna£avamo Form(Φ). Kad u radu govorimo o modalnim

formulama, podrazumijevamo da se radi o formulama iz Form(Φ).
Jo² se de�nira dualni modalni operator od 3 kao 2φ := ¬3¬φ. Umjesto

n uzastopnih simbola 3, odnosno 2, pisat ¢emo redom 3n, odnosno 2n.
Pokrate za ostale logi£ke veznike su sljede¢e:
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• φ ∧ ψ := ¬(¬φ ∨ ¬ψ)

• φ→ ψ := ¬φ ∨ ψ

• φ↔ ψ := (φ→ ψ) ∧ (ψ → φ)

Uvodimo i jednu pokratu za logi£ku konstantu: > := ¬⊥.
Mogu¢e je dati generalizaciju de�niranih pojmova na dva razli£ita na£ina:

nema razloga za ograni£avanje na jezike s jednim simbolom 3 u alfabetu, isto
tako ni za ograni£avanje na modalnosti kojima samo jedna formula moºe biti
argument.

Drugim rije£ima, mogli bismo pri£ati o razli£itim modalnim operatorima i
tipovima modalne sli£nosti (op¢eniti modalni jezici sadrºe prebrojivo mnogo
modalnih operatora proizvoljnih mjesnosti). Me�utim, dokaz glavnog rezul-
tata provest ¢emo koriste¢i goreopisani jezik uz napomenu da je analogan
onom op¢enitijem.

Okviri i modeli

De�niramo relacijsku strukturu koja ¢e biti osnova na²eg prou£avanja
modalne logike.

De�nicija 1.12. Ure�en par F = (W,R) gdje jeW neprazan skup (nazivamo
ga nosa£em od F, oznaka: |F|), a R ⊆ W ×W binarna relacija na skupu W
nazivamo okvirom. Elemente skupa W nazivamo svjetovima, a R relacijom

dostiºivosti.

Napomena. �esto ¢emo umjesto (w, v) ∈ R pisati wRv ili Rwv. Tako�er,
ako postoje w0, . . . , wk ∈ W takvi da je w = w0Rw1Rw2R . . . Rwk = v, pisat
¢emo wRkv.

Kako bismo mogli govoriti o istinitosti, prije svega propozicionalnih va-
rijabli, a zatim i formula, de�nirat ¢emo pojam koji oboga¢uje strukturu
okvira.

De�nicija 1.13. Ure�en par M = (F, V ) gdje je F = (W,R) okvir, a V :

Φ → P(W ) funkcija nazivamo modelom. Nosa£ W okvira F nazivamo i
nosa£em modela M te ga ozna£avamo |M|. Funkciju V nazivamo valuacijom.
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Nadalje uvodimo pojam koji opisuje ²to zna£i da je neka formula istinita
na svijetu iz modela.

De�nicija 1.14. Neka je M = (W,R, V ) model te w ∈ W . Tada induktivno
de�niramo istinitost od φ na w (pi²emo M, w  φ ili, kra¢e, w  φ):

• za svaki p ∈ Φ, w  p ako i samo ako w ∈ V (p),

• ne vrijedi w  ⊥,

• w  ¬φ ako i samo ako nije w  φ,

• w  φ ∨ ψ ako i samo ako je w  φ ili w  ψ te

• w  3φ ako i samo ako za neki v ∈ W takav da je wRv vrijedi v  φ.

Iz de�nicije slijedi da je w  2φ ako i samo ako za svaki v ∈ W takav
da je wRv vrijedi v  φ. Uo£imo da moºemo pro²iriti valuaciju V tako da
djeluje na formulama, a ne samo na propozicionalnim varijablama. Tada za
formulu φ imamo: V (φ) = {w ∈ W : w  φ}.

De�nicija 1.15. Kaºemo da je formula φ istinita (ispunjiva) na modelu M

ako je w  φ za svaki (neki) w ∈ W . To ozna£avamo M  φ (M, w  φ).
Tako�er, kaºemo da je skup formula Σ istinit (ispunjiv) na modelu M ako
su sve formule iz Σ istinite na svakom (nekom) svijetu w modela M. Tu
£injenicu ozna£avamo M  Σ (M, w  Σ). U oznakama ispunjivosti na
svijetu, odnosno modelu moºemo ispustiti model ukoliko nema mogu¢nosti
zabune.

De�nicija 1.16. Kaºemo da je skup formula X ispunjiv u klasi okvira K

ako u K postoji okvir F takav da su sve formule φ iz X za neku valuaciju
Vφ ispunjive na modelu (F, Vφ).

Kako bismo se mogli udaljiti od modela i prou£avati semantiku okvira,
de�nirat ¢emo valjanost.

De�nicija 1.17. Formula φ je valjana na svijetu w u okviru F ako je φ
istinita na w u svakom modelu (F, V ) (oznaka je F, w  φ ili, ako nema
mogu¢nosti zabune, w  φ). Kaºemo da je φ valjana na okviru F ako je
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valjana na svakom svijetu u F (oznaka: F  φ). Nadalje, kaºemo da je φ
valjana na klasi okvira C ako je valjana na svakom okviru iz klase C (oznaka:
C  φ). Kaºemo da je φ valjana ako je valjana na klasi svih okvira (oznaka:
 φ). Skup svih formula koje su valjane na klasi okvira C nazivamo logikom

od C (oznaka: ΛC ).

Napomena. Analogno istinitosti i ispunjivosti de�niramo valjanost skupa for-

mula Σ na svijetu u okviru, na okviru te na klasi okvira.

Slijede¢i op¢enitu de�niciju ultraprodukta familije σ-struktura, de�ni-
ramo ultraprodukt familije okvira, odnosno modela.

De�nicija 1.18. Neka je I 6= ∅, U ultra�ltar nad I te {Fi = (Wi, Ri) : i ∈ I}
familija okvira. Kaºemo da je F =

∏
U Fi = (WU , RU) ultraprodukt familije

okvira {Fi : i ∈ I} ako vrijedi:

(i) WU =
∏

U Wi te

(ii) fURUgU ako i samo ako je {i ∈ I : f(i)Rig(i)} ∈ U .

Neka je I 6= ∅, U ultra�ltar nad I te {Mi = (Fi, Vi) : i ∈ I} familija
modela. Kaºemo da je M =

∏
U Mi = (F, VU) ultraprodukt familije modela

{Mi : i ∈ I} ako vrijedi:

(i) F =
∏

U Fi te

(ii) fU ∈ VU(p) ako i samo ako je {i ∈ I : f(i) ∈ Vi(p)} ∈ U .

Napomena. Kao i kod ultraprodukta familije σ-struktura, lako je pokazati
da su dane de�nicije dobre.

Spomenimo usput pojam koji predstavlja modalni analogon elementarno
ekvivalentnih struktura u logici prvog reda te de�nirajmo glavni pojam o
kojem ¢emo govoriti, modalnu de�nabilnost.

De�nicija 1.19. Neka su M i M′ modeli te w ∈ |M| i w′ ∈ |M′|. Kaºemo
da su w i w′ modalno ekvivalentni ako za sve φ ∈ Form(Φ) vrijedi: M, w  φ

ako i samo ako M′, w′  φ (oznaka: M, w ≡M′, w′ ili, kra¢e, w ≡ w′).
Kaºemo da su M i M′ modalno ekvivalentni modeli ako su svaka dva

svijeta w ∈ |M| i w′ ∈ |M′| modalno ekvivalentna (oznaka: M ≡M′).
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De�nicija 1.20. Neka je C klasa modela (okvira) te Γ skup modalnih for-
mula. Kaºemo da Γ de�nira klasu K modela (okvira) iz C ako za sve
modele (okvire) M ∈ C (F ∈ C ) vrijedi: M ∈ K (F ∈ K ) ako i samo ako
M  Γ (F  Γ). Ako je C klasa svih modela (okvira), jednostavno kaºemo
da Γ de�nira klasu K . Ako postoji kona£an (beskona£an) skup modalnih
formula koji de�nira klasu K , kaºemo da je K modalno de�nabilna jednom

formulom (skupom formula).

Napomena. Naravno, � jedna formula� koja se spominje u gornjoj de�niciji
je upravo konjunkcija navedenog kona£nog skupa formula. Ukoliko ne na-
glasimo o kojoj de�nabilnosti govorimo, podrazumijevat ¢emo de�nabilnost
skupom formula.

1.3 Standardna translacija

Uzev²i u obzir da nam je cilj prou£avati de�nabilnost, korisno je znati
ne²to o njoj iz perspektive logike prvog reda. Slijedi de�nicija standardne
translacije koja ¢e nam pruºati priliku za prijelaz iz modalne logike u logiku
prvog reda, pravi ambijent za na²e budu¢e razmatranje ogromnih modalnih
jezika.

Vidjet ¢emo da je o pojmu istinitosti modalne formule na modelu mogu¢e
govoriti kao o istinitosti σ-formule na σ-strukturi za pomno odabran σ.

De�nicija 1.21. Neka je Φ skup propozicionalnih varijabli, x individualna
varijabla te σ1(Φ) skup nelogi£kih simbola koji sadrºi dvomjesne relacijske
simbole R i = te po jedan unarni relacijski simbol P za svaki p ∈ Φ. Kaºemo
da je preslikavanje STx standardna translacija ako modalnim formulama
pridruºuje σ1(Φ)-formule u kojima samo varijabla x moºe imati slobodan
nastup na sljede¢i na£in:

STx(p) = Px,

STx(⊥) = x 6= x,

STx(¬φ) = ¬STx(φ),

STx(φ ∨ ψ) = STx(φ) ∨ STx(ψ) te

STx(3φ) = ∃y(Rxy ∧ STy(φ)).
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Najvaºnije svojstvo standardne translacije koje zapravo i opravdava njenu
de�niciju opisujemo u nastavku. Radi se o lokalnoj i globalnoj koresponden-
ciji na modelima.

Propozicija 1.22. Neka je φ modalna formula.

(i) Za svaki model M i svijet w ∈ |M| vrijedi:

M, w  φ ⇐⇒ M |= STx(φ)[w].

(ii) Za svaki model M vrijedi:

M  φ ⇐⇒ M |= ∀xSTx(φ).

Dokaz.

(i) Dokaz provodimo indukcijom po sloºenosti formule φ. Kao i obi£no,
pogledat ¢emo samo modalni slu£aj, odnosno onaj za φ = 3ψ.

Iz M, w  φ slijedi postojanje v ∈ |M| takvog da je wRv i vri-
jedi M, v  ψ. Tada prema pretpostavci indukcije dobivamo M |=
STy(ψ)[v], a iz wRv slijedi M |= ∃y(Rxy ∧ STy(ψ))[w]. Iz de�nicije
standardne translacije slijedi M |= STx(φ)[w]. Obrat je tako�er jedno-
stavan.

(ii) Neka je M |= ∀xSTx(φ). Tada znamo da za svaki w ∈ |M| vrijedi
M |= STx(φ)[w], pa prema (i) za svaki w ∈ |M| vrijedi M, w  φ. To
upravo zna£i M  φ. Obrnutim slijedom zaklju£aka dobivamo obrat.

Pitanje je moºemo li analogno postupati s okvirima. Budu¢i da je va-
ljanost na okvirima pojam drugog reda, nije mogu¢e o njoj govoriti u logici
prvog reda. Prema tome, ne £udi da jedino ²to kod okvira moºemo prou£avati
u takvom ambijentu jest njihova relacijska struktura.

Jasno je da svaki okvir F moºemo promatrati kao {R,=}-strukturu gdje se
dvomjesni relacijski simboli R i = interpretiraju na prirodan na£in. Pritom,
dakako, pi²emo F |= φ umjesto F  φ. Potonju oznaku rezerviramo za
upotrebu u modalnoj logici.
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Napomena. Uglavnom ne¢e biti potrebno dodatno upozoravati na shva¢anje
modela kao σ1(Φ)-struktura te okvira kao {R,=}-struktura. Tako�er ¢emo
implicitno podrazumijevati kori²tenje standardne translacije te propozicije o
lokalnoj i globalnoj korespondenciji na modelima.

1.4 Osnovne konstrukcije

U ovom nam je dijelu cilj opisati £etiri konstrukcije novih okvira i mo-
dela od jednog ili vi²e postoje¢ih: disjunktne unije, generirane podokvire i
podmodele, ograni£ene mor�zme i ultra�ltar-pro²irenja. Te konstrukcije, uz
£injenicu da su same po sebi £esto vrlo korisne, predstavljaju £etiri glavna
sastojka za modalnu de�nabilnost. �tovi²e, one to£no hvataju modalnu de-
�nabilnost elementarnih klasa�upravo o tome govori Goldblatt-Thomasonov
teorem.

Disjunktne unije

Vjerojatno najlak²i na£in dobivanja novih okvira ili modela od starih jest
spajanje dvaju okvira ili modela koji nemaju ni²ta zajedni£ko. Ako pak nisu
disjunktni, nije ih te²ko najprije takvima u£initi. �tovi²e, radi saºetog iskaza
de�nicije uvijek dodajemo indekse koji ¢e osigurati disjunktnost.

De�nicija 1.23. Neka je I neprazan skup indeksa te {Fi = (Wi, Ri) : i ∈ I}
familija okvira. Neka je F′i = (W ′

i , R
′
i) gdje je W ′

i = {i} × Wi te vrijedi
(i, w)R′i(i, v) ako i samo ako wRiv. Kaºemo da je

⊎
i Fi := (

⊎
iW

′
i ,
⊎
iR
′
i)

disjunktna unija familije okvira {Fi: i ∈ I}.
Neka je I neprazan skup indeksa te {Mi = (Fi, Vi) : i ∈ I} familija

modela. Neka je (i, w) ∈ V ′i (p) ako i samo ako je w ∈ Vi(p). Model
⊎
i Mi :=

(
⊎
i Fi,

⊎
i V
′
i ) nazivamo disjunktnom unijom familije modela {Mi: i ∈ I}.

Napomena. �esto ¢emo izostavljati indekse u gornjim oznakama zbog jedno-
stavnosti zapisa ili ih pisati s desne strane.

Dokaºimo propoziciju o o£uvanju istinitosti formula na svijetu u modelu
kod ove konstrukcije.
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Propozicija 1.24. Neka je I neprazan skup indeksa te {Mi : i ∈ I} familija

disjunktnih modela. Tada za svaku modalnu formulu φ, svaki model Mi =

(Wi, Ri, Vi) i svijet w ∈ Wi vrijedi: Mi, w  φ ako i samo ako
⊎
i Mi, w  φ.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po sloºenosti formule. Ako je φ = p,
tvrdnja slijedi iz de�nicije valuacije u disjunktnoj uniji. U slu£aju φ = ⊥,
tvrdnje s obje strane ekvivalencije koju ºelimo dokazati su laºne.

U koraku indukcije dokazujemo najzanimljiviji slu£aj iz modalne per-
spektive, a to je onaj za φ = 3ψ (razmatranje bulovskih veznika je u pravilu
jednostavnije i manje zanimljivo). S jedne strane, ako je Mi, w  φ, tada po-
stoji v ∈ Wi takav da je wRiv i Mi, v  ψ. To je prema pretpostavci indukcije
ekvivalentno

⊎
i Mi, v  ψ, pa iz (w, v) ∈

⊎
iRi slijedi

⊎
i Mi, w  φ.

Obratno, ako je
⊎
i Mi, w  φ, tada postoji v ∈

⊎
iWi takav da je

(w, v) ∈
⊎
iRi i

⊎
i Mi, v  ψ. Prema tome, po pretpostavci vrijedi wRiv. Iz

pretpostavke indukcije dobivamo Mi, v  ψ, a time i Mi, w  φ.

Generirani podokviri i podmodeli

Napraviti jedan veliki okvir ili model od vi²e malih bilo je lako. Me�utim,
ºeljeli bismo mo¢i pocijepati veliki okvir ili model na vi²e malih. Pitanje je
kako, tj. ho¢emo li naru²iti istinitost na svjetovima u modelu ili je to mogu¢e
izbje¢i. Naravno, ako je okvir ili model disjunktna unija vi²e malih, moºemo
raditi s njegovim disjunktnim dijelovima, ali sad ¢emo poku²ati opisati ��niji�
pristup.

De�nicija 1.25. Neka su F = (W,R) i F′ = (W ′, R′) okviri.
Kaºemo da je F′ podokvir od F ako je W ′ ⊆ W i R′ = R ∩ (W ′ ×W ′).
Kaºemo da je F′ generirani podokvir od F (oznaka: F′ � F) ako je F′

podokvir od F i za sve w ∈ W ′ vrijedi: ako je wRv, onda je v ∈ W ′.
Neka su M = (F, V ) i M′ = (F′, V ′) modeli. Kaºemo da je M′ podmodel

od M ako je F′ podokvir od F i V ′(p) = V (p) ∩W ′ za sve p ∈ Φ.
Kaºemo da je M′ generirani podmodel od M (oznaka: M′ � M) ako je

M′ podmodel od M i za sve w ∈ W ′ vrijedi: ako je wRv, onda je v ∈ W ′.

Jasno, korisno je mo¢i srezati ogroman model na manji kojim nam je
lak²e baratati, a da se pritom istinitost o£uva. Spomenimo jo² neke pojmove
koji bi nam mogli zatrebati.
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De�nicija 1.26. Kaºemo da je neki podokvir okvira F (podmodel modela
M) generiran skupom X ako je X podskup njegovog nosa£a, a taj podokvir
(podmodel) je najmanji generirani podokvir od F (podmodel od M) koji
sadrºi X.

Podokvir (podmodel) generiran jedno£lanim skupom nazivamo to£kom

generiranim podokvirom (podmodelom), a element skupa koji ga generira nazi-
vamo korijenom.

Kao ²to smo to u£inili kod disjunktnih unija, dokazujemo propoziciju o
o£uvanju istinitosti.

Propozicija 1.27. Neka je M = (W,R, V ) model te M′ = (W ′, R′, V ′)

njegov generirani podmodel. Tada za svaku modalnu formulu φ i svaki w ∈ W ′

vrijedi: M, w  φ ako i samo ako M′, w  φ.

Dokaz. Dokazujemo propoziciju indukcijom po sloºenosti formule. U dokazu
propozicije 1.24 napomenuli smo jednostavnost dokaza baze indukcije i ko-
raka u slu£aju bulovskih veznika, pa iste preska£emo.

Za slu£aj φ = 3ψ, iz M, w  φ slijedi M, v  ψ za neki v ∈ W takav da
je wRv. Budu¢i da je M′ generirani podmodel, znamo da je v ∈ W ′. Tada
iz pretpostavke indukcije dobivamo M′, v  ψ. Stoga je M′, w  φ. Obrat je
trivijalan.

Ograni£eni mor�zmi

Ideja mor�zama ili preslikavanja koji £uvaju strukturu od iznimne je
vaºnosti. Kakvi bi mor�zmi bili prikladni za modalnu logiku? Glavna ideja je
svakako mo¢i osigurati £uvanje istinitosti na svijetu u modelu u oba smjera,
ba² kao ²to smo to uspjeli posti¢i za disjunktne unije i generirane podmode-
le. Drugim rije£ima, treba nam preslikavanje izme�u modela koje povezuje
svjetove koje modalna logika ne moºe razlikovati. No, kako bismo mogli
zadovoljiti takav uvjet na optimalan na£in?

Poku²at ¢emo dati odgovor na to pitanje uvode¢i prvo pojam homomor-
�zma (oni su preslabi za invarijantnost istinitosti: ne odraºavaju strukturu
kodomene u strukturi domene, tj. nemaju back zahtjev�imat ¢emo £u-
vanje istinitosti samo u jednom smjeru), zatim jakog homomor�zma (oni
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nam daju invarijantnost £uvanjem strukture u oba smjera, ali nisu idealni
za modalnu logiku jer je ta invarijantnost pregrubo osigurana), smje²tenja i
izomor�zma (izomorfnost struktura ¢e zna£iti da ih ne moºemo razlikovati na
razini modalne ili bilo koje druge logike, pa ¢emo mo¢i manipulirati raznim
strukturama do na izomor�zam). Na kraju ¢emo prona¢i ono ²to nam treba:
ograni£ene mor�zme.

De�nicija 1.28. Neka su F = (W,R) i F′ = (W ′, R′) okviri. Kaºemo da je
funkcija f : W → W ′ homomor�zam okvira (oznaka: f : F→ F′) ako za sve
w, v ∈ W vrijedi implikacija: ako je wRv, tada je f(w)R′f(v). Ako vrijedi i
obratna implikacija, kaºemo da je f jaki homomor�zam okvira.

Neka su M = (W,R, V ) i M′ = (W ′, R′, V ′) modeli. Kaºemo da je
homomor�zam okvira f : (W,R)→ (W ′, R′) homomor�zam modela (oznaka:
f : M → M′) ako za sve p ∈ Φ i w ∈ W vrijedi: ako je w ∈ V (p), onda je
f(w) ∈ V ′(p). Ako vrijedi i obratna implikacija te je f jaki homomor�zam
okvira, kaºemo da je f jaki homomor�zam modela.

Naravno, kod homomor�zma nema govora o £uvanju istinitosti u oba
smjera. Uzmimo, primjerice, M = ({0, 1}, {(0, 1)}, ∅), M′ = ({2}, {(2, 2)}, ∅)
i de�nirajmo f = {(0, 2), (1, 2)}. Tada je M′, 2  33>, ali M, 0 1 33>.
Primijetimo da su obje valuacije prazne, pa vrijedi i spomenuta obratna
implikacija u de�niciji jakog homomor�zma modela (invarijantnost propadne
jer f nije jaki homomor�zam okvira).

Kod jakog homomor�zma imamo druga£iju situaciju: zaista dobivamo
o£uvanje istinitosti u oba smjera.

Propozicija 1.29. Neka su M = (W,R, V ) i M′ = (W ′, R′, V ′) modeli te

f : M →M′ jaki homomor�zam modela takav da je f(w) = w′. Tada su w

i w′ modalno ekvivalentni.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po sloºenosti formule. Promatramo
samo modalni slu£aj. Neka je, dakle, φ = 3ψ i neka za ψ tvrdnja vrijedi.
Tada M, w  φ povla£i postojanje nekog v ∈ W takvog da je wRv i vrijedi
M, v  ψ. Iz £injenice da je f homomor�zam modela slijedi f(w)Rf(v), a iz
pretpostavke indukcije slijedi M′, f(v)  ψ. Stoga dobivamo M′, w′  φ.

Obrat provodimo analogno pomo¢u obratne implikacije u de�niciji jakog
homomor�zma modela.
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De�nicija 1.30. Jaki homomor�zam (modela ili okvira) koji je injekcija
nazivamo smje²tenjem (modela ili okvira). Ako je jo² i surjekcija, nazivamo
ga izomor�zmom (modela ili okvira). Tada kaºemo da su dani modeli ili
okviri izomorfni (oznaka: M ∼= M′, odnosno F ∼= F′).

Korolar 1.31. Neka su M i M′ modeli. Tada M ∼= M′ povla£i M ≡M′.

Dokaz. Direktno iz propozicije 1.29.

De�nirajmo sad klju£ni tip preslikavanja.

De�nicija 1.32. Neka su F = (W,R) i F′ = (W ′, R′) okviri. Kaºemo da je
homomor�zam okvira f : F→ F′ ograni£eni mor�zam okvira ako zadovoljava
sljede¢e: ako je f(w)R′v′, onda postoji v ∈ W takav da je wRv i f(v) = v′

(back uvjet). Ako je f surjekcija, kaºemo da je F′ slika pri ograni£enom

mor�zmu (oznaka: F � F′).
Neka su M = (W,R, V ) i M′ = (W ′, R′, V ′) modeli. Kaºemo da je

ograni£eni mor�zam okvira f : (W,R) → (W ′, R′) ograni£eni mor�zam mo-

dela ako zadovoljava sljede¢e: za sve p ∈ Φ i w ∈ W , w ∈ V (p) ako i samo
ako f(w) ∈ V (p). Ako je f surjekcija, kaºemo da je M′ slika pri ograni£enom

mor�zmu (oznaka: M � M′).

Napomena. Ako je jasno iz konteksta radi li se o ograni£enom mor�zmu
okvira ili modela, govorit ¢emo jednostavno o ograni£enom mor�zmu.

Kao i za sve konstrukcije dosad, dokazujemo propoziciju o o£uvanju isti-
nitosti.

Propozicija 1.33. Neka su M = (W,R, V ) i M′ = (W ′, R′, V ′) modeli te

f : M →M′ ograni£eni mor�zam. Tada za svaku formulu φ i svaki w ∈ W
vrijedi: M, w  φ ako i samo ako M′, f(w)  φ.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po sloºenosti formule. Promatramo
samo modalni slu£aj. Neka je stoga φ = 3ψ. Jedan smjer je isti kao u
dokazu propozicije 1.29. Za drugi, neka je f(w) ∈ W ′ i M′, f(w)  φ. Tada
znamo da postoji v′ ∈ W ′ takav da je f(w)R′v′ i M′, v′  ψ. Iz uvjeta back

dobivamo v ∈ W koji zadovoljava wRv i f(v) = v′. Iz pretpostavke indukcije
sad slijedi tvrdnja.
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Ultra�ltar-pro²irenja

Ovaj je dio posve¢en ultra�ltar-pro²irenjima, zadnjoj od osnovnih kon-
strukcija. Ultra�ltar-pro²irenja na neki na£in predstavljaju upotpunjenja
modela. Radi se o takozvanim m-saturiranim modelima. Uskoro dajemo
de�nicije navedenih pojmova.

U nastavku pripremamo i dokaz propozicije o o£uvanju istinitosti te jedan
primjer: detaljan opis ultra�ltar-pro²irenja od (ω,<) koji se £esto navodi u
literaturi (npr. [1], [4] i [8]).

Prisjetimo se da logi£ki veznici odgovaraju nekim skupovnim operacijama.
Isto se moºe re¢i i za modalnosti. Potkrijepit ¢emo tu tvrdnju £im de�niramo
dva operatora.

De�nicija 1.34. Neka je F = (W,R) okvir. De�niramo operatore m3 i m2

koji djeluju na podskupovima od W na sljede¢i na£in:

m3(X) = {w ∈ W
∣∣ postoji v ∈ X takav da je wRv} te

m2(X) := {w ∈ W
∣∣ za sve v ∈ W vrijedi: ako je wRv, onda je v ∈ X}.

Drugim rije£ima, skup m3(X) sadrºi sve svjetove koji su neposredni R-
prethodnici nekog svijeta iz X, tj. skup svih onih svjetova od kojih se u
jednom koraku kroz model pomo¢u modalnog operatora 3, odnosno relacije
R dolazi do nekog svijeta iz X. Operator m2 je njegov dual u smislu koji
¢emo odmah objasniti.

Istaknimo propoziciju kojom ¢emo ukratko prikazati njihov odnos.

Propozicija 1.35. Neka je M = (W,R, V ) model. Tada za proizvoljne

formule φ i ψ vrijedi:

V (φ ∨ ψ) = V (φ) ∪ V (ψ),

V (φ ∧ ψ) = V (φ) ∩ V (ψ),

V (¬φ) = W \ V (φ),

V (3φ) = m3(V (φ)) te

V (2φ) = m2(V (φ)).
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Dokaz. Sve je tvrdnje jednostavno dokazati direktno iz de�nicija valuacije
i odgovaraju¢eg veznika, odnosno operatora. U modalnom slu£aju, za m3

samo treba primijetiti da su tvrdnje w ∈ V (3φ) i w ∈ m3(V (φ)) obje
ekvivalentne tvrdnji: postoji v ∈ W takav da je wRv i v ∈ V (φ) (neposredno
iz de�nicija od V i m3). Analogno se pokazuje tvrdnja za m2.

Me�u pojmovima koje trebamo de�nirati kako bismo mogli sasvim saºeto
formulirati Goldblatt-Thomasonov teorem nalaze se i ultra�ltar-pro²irenja.

De�nicija 1.36. Neka je F = (W,R) okvir. Kaºemo da je ue F = (UfW , R
ue)

ultra�ltar-pro²irenje okvira F ako je UfW skup svih ultra�ltara nad W , a Rue

je de�nirana sa: uRuev ako i samo ako m3(X) ∈ u za sve X ∈ v. Kaºemo da
je ue M = (ue F, V ue) ultra�ltar-pro²irenje modela M = (F, V ) ako je V ue(p)

skup svih ultra�ltara nad W £iji je V (p) element.

Napomena. Ovdje nam teorem 1.9 garantira da ¢e za sve valuacije V i va-
rijable p ∈ Φ takve da je V (p) 6= ∅ postojati ultra�ltar U nad W takav da
V (p) ∈ U : jednostavno uzmemo (pravi) �ltar generiran skupom {V (p)} i
pomo¢u spomenutog teorema ga nadopunimo do ultra�ltra.

Tu ¢emo jo² razmotriti neke vaºne koncepte koji ¢e nam omogu¢iti bolje
shva¢anje modalne ekspresivnosti na modelima. Za po£etak dajemo de�niciju
m-saturiranosti i opisujemo vezu klasa m-saturiranih modela s jo² jednim
poznatim tipom klasa modela.

De�nicija 1.37. Neka je M = (W,R, V ) model i neka je Σ skup formula.
Kaºemo da je model M m-saturiran ako za svaki svijet w ∈ W vrijedi
sljede¢e: ako za svaki σ ⊆fin. Σ postoji svijet vσ ∈ W takav da je wRvσ
i vσ 

∧
σ, onda postoji svijet v ∈ W takav da je wRv i vrijedi v  Σ.

Vidjet ¢emo da su klase m-saturiranih modela ni²ta drugo nego speci-
jalni slu£ajevi takozvanih Hennessy-Milnerovih klasa. Te klase de�niramo
koriste¢i pojam bisimulacije.

De�nicija 1.38. Neka su M = (W,R, V ) i M′ = (W ′, R′, V ′) modeli.
Kaºemo da je neprazna binarna relacija Z ⊆ W ×W ′ bisimulacija izme�u

M i M′ (oznaka: Z : M � M′) ako su sljede¢i uvjeti zadovoljeni:
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(i) ako je wZw′, onda za svaki p ∈ Φ vrijedi: w  p ako i samo ako w′  p;

(ii) ako je wZw′ i wRv, onda postoji v′ ∈ W ′ takav da je vZv′ i w′R′v′

(uvjet forth);

(iii) ako je wZw′ i w′R′v′, onda postoji v ∈ W takav da je vZv′ i wRv
(uvjet back).

Ako su neka dva svijeta w ∈ W i w′ ∈ W ′ u takvoj relaciji, kaºemo da su
w i w′ bisimulirani (oznaka: M, w � M′, w′). Ukoliko postoji bisimulacija
izme�u modela M i M′, pi²emo M � M′ te kaºemo da su M i M′ bisimulirani

modeli.

De�nicija 1.39. Neka je K klasa modela. Kaºemo da je K Hennessy-

Milnerova klasa ili da K ima Hennessy-Milnerovo svojstvo ako za svaka dva
modela M,M′ ∈ K i svaka dva svijeta w ∈ |M| i w′ ∈ |M′|, w ≡ w′ povla£i
M, w � M′, w′.

Propozicija 1.40. Svaka klasa K m-saturiranih modela ima Hennessy-

Milnerovo svojstvo.

Dokaz. Neka su M = (W,R, V ) i M′ = (W ′, R′, V ′) m-saturirani modeli iz
K . Dovoljno je dokazati da je relacija modalne ekvivalencije izme�u svjetova
u M i svjetova u M′ bisimulacija. Dokazujemo uvjet forth uz napomenu da
je uvjet na propozicionalnim varijablama zadovoljen po pretpostavci, a uvjet
back slijedi analogno.

Pretpostavimo, dakle, da su w, v ∈ W i w′ ∈ W ′ takvi da je wRv i w ≡ w′.
Neka je ∆ skup formula istinitih na v. Tada za svaki kona£an podskup δ ⊆ ∆

imamo M, v 
∧
δ, a time i M, w  3

∧
δ. Iz w ≡ w′ slijedi M′, w′  3

∧
δ,

pa w′ ima R′-sljedbenika vδ takvog da je M′, vδ 
∧
δ. Drugim rije£ima, ∆

je kona£no ispunjiv na skupu sljedbenika od w′. Zbog m-saturiranosti je ∆

ispunjiv na nekom sljedbeniku v′ od w′. Stoga je v ≡ v′.

Upotrijebit ¢emo jo² jednu tvrdnju o ultra�ltar-pro²irenjima u dokazu
Goldblatt-Thomasonovog teorema. Radi se o propoziciji koja kaºe da je
svaki svijet u modelu modalno ekvivalentan njemu odgovaraju¢em ultra�ltru
u ultra�ltar-pro²irenju. Prije toga uvodimo jednu oznaku, ali i dokazujemo
jednu jednostavnu tehni£ku lemu.
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Oznaka. Neka je M = (W,R, V ) model te w ∈ W . Ozna£imo πw = {X ⊆
W : w ∈ X} glavni �ltar generiran skupom {w}. O£ito se radi o ultra�ltru.

Napomena. Jasno je da pripadni okvir proizvoljnog modela ima izomorfnu
kopiju unutar ultra�ltar-pro²irenja tog modela. Naime, vrijedi sljede¢e:

wRv ⇐⇒ w ∈ m3(X) za svaki X ⊆ W takav da v ∈ X
⇐⇒ m3(X) ∈ πw za svaki X ⊆ W takav da X ∈ πv
⇐⇒ πwR

ueπv.

Lema 1.41. Neka je F = (W,R) okvir. Tada za svaki X ⊆ W vrijedi:

m2(X) = W \m3(W \X).

Dokaz. Neka je w ∈ m2(X). To prema de�niciji od m2 zna£i da za sve
v ∈ W takve da je wRv vrijedi v ∈ X. Kad bi bilo w ∈ m3(W \ X), to
bi zna£ilo da postoji v ∈ W \ X takav da je wRv, ²to je u kontradikciji s
prethodnim. Prema tome, vrijedi w ∈ W \m3(W \X).

Obratno, neka je w ∈ W \m3(W \X). Tada w nije u m3(W \X). To
zna£i da ni za jedan v ∈ W \ X ne vrijedi wRv. Pretpostavimo li da nije
w ∈ m2(X), vrijedit ¢e da postoji v ∈ W \ X za koji je wRv, a to je u
kontradikciji s dokazanim.

Dokaºimo propoziciju o o£uvanju istinitosti za ultra�ltar-pro²irenja.

Propozicija 1.42. Neka je M = (W,R, V ) model. Tada je za svaku formulu

φ i svaki ultra�ltar u nad W istinito sljede¢e: V (φ) ∈ u ako i samo ako

u ∈ V ue(φ). Prema tome, za svaki svijet w ∈ W imamo w ≡ πw.

Dokaz. Druga tvrdnja slijedi iz prve zbog:

w  φ ⇐⇒ w ∈ V (φ) ⇐⇒ V (φ) ∈ πw ⇐⇒ πw ∈ V ue(φ) ⇐⇒ πw  φ.

Prvu tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloºenosti formule φ. Tvrdnja je
istinita za p ∈ Φ neposredno prema de�niciji valuacije V ue, a za ⊥ vrijedi jer
je svaki ultra�ltar pravi �ltar. Bulovske slu£ajeve je lako razrije²iti pomo¢u
propozicije 1.35.

Razmotrimo modalni slu£aj. Neka je φ = 3ψ. Najprije pretpostavimo
da je u ∈ V ue(φ). Tada postoji ultra�ltar v ∈ UfW takav da je uRuev i
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v ∈ V ue(ψ). Prema pretpostavci indukcije je V (ψ) ∈ v. Zbog toga i uRuev

imamo m3(V (ψ)) ∈ u. Iz propozicije 1.35 slijedi V (3ψ) ∈ u.
Obratno, pretpostavimo da je V (3ψ) ∈ u. Treba nam ultra�ltar v takav

da je V (ψ) ∈ v i uRuev. Potonji se uvjet svodi na: m3(X) ∈ u za sve X ∈ v
ili, ekvivalentno,

v0 := {X : m2(X) ∈ u} ⊆ v.

Naime, pretpostavimo da vrijedi prva tvrdnja. Iz X ∈ v0 slijedi m2(X) ∈ u,
odnosno prema lemi 1.41 vrijedi m3(W \ X) = W \m2(X) /∈ u. To zna£i
da W \X /∈ v, odnosno X ∈ v. Ako pak pretpostavimo drugu tvrdnju, tada
iz X ∈ v slijedi W \X /∈ v, a time i W \X /∈ v0. De�nicija od v0 i lema 1.41
tada povla£e W \m3(X) = m2(W \X) /∈ u, a time je m3(X) ∈ u.

Ideja je iskoristiti teorem o ultra�ltru kako bismo izgradili potreban ul-
tra�ltar. No, prije svega nam treba zaklju£ak da v0 ∪ {V (ψ)} ima svojstvo
kona£nih presjeka. Neka su stoga Y, Z ∈ v0. Po de�niciji,m2(Y ),m2(Z) ∈ u.
Budu¢i da je u ultra�ltar, vrijedi m2(Y ∩ Z) = m2(Y ) ∩ m2(Z) ∈ u. To
pokazuje Y ∩ Z ∈ v0, odnosno da je v0 zatvoren na kona£ne presjeke.

Provjerimo sada da za sve Y ∈ v0 vrijedi Y ∩V (ψ) 6= ∅ (posebno, ∅ /∈ v0).
Neka je Y proizvoljan element of v0. Tada je m2(Y ) ∈ u. Kako je u zatvoren
na kona£ne presjeke i ∅ /∈ u, mora postojati element x ∈ m2(Y ) ∩ V (3ψ).
No tada x mora imati sljedbenika y u V (ψ). Kona£no, x ∈ m2(Y ) povla£i
y ∈ Y .

Iz dokazanih £injenica slijedi da skup v0 ∪ {V (ψ)} ima svojstvo kona£nih
presjeka, pa se pomo¢u teorema 1.9 moºe nadopuniti do ultra�ltra v. Prema
dokazanom iz v0 ⊆ v slijedi uRuev, a V (ψ) ∈ v i pretpostavka indukcije
povla£e v ∈ V ue(ψ). Stoga je u ∈ V ue(3ψ).

Propozicija 1.43. Neka je M = (W,R, V ) model. Tada je ue M m-saturiran

model.

Dokaz. Neka je u ultra�ltar nad W te ∆ skup modalnih formula koji je
kona£no ispunjiv na skupu sljedbenika od u. �elimo na¢i ultra�ltar u′ takav
da je uRueu′ i ue M, u′  ∆. Za skup ∆′ svih kona£nih konjunkcija formula
iz ∆ de�niramo

Γ = {V (φ) : φ ∈ ∆′} ∪ {Y ⊆ W : m2(Y ) ∈ u}.



1.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE 23

Tvrdimo da skup Γ ima svojstvo kona£nih presjeka. Budu¢i da su oba
skupa u uniji zatvorena na kona£ne presjeke, dovoljno je pokazati da za
proizvoljne φ ∈ ∆′ i Y ⊆ W gdje je m2(Y ) ∈ u vrijedi V (φ) ∩ Y 6= ∅. No,
ako je φ ∈ ∆′, onda po pretpostavci postoji sljedbenik u′′ od u takav da je
ue M, u′′  φ, odnosno prema propoziciji 1.42 vrijedi V (φ) ∈ u′′. Tako�er,
prema lemi 1.41 iz m2(Y ) ∈ u dobivamo m3(W \ Y ) = W \ m2(Y ) /∈ u.
Iz de�nicije od Rue slijedi W \ Y /∈ u′′. Stoga je Y ∈ u′′. Prema tome,
V (φ) ∩ Y ∈ u′′, pa je V (φ) ∩ Y 6= ∅.

Prema teoremu 1.9 skup Γ moºemo pro²iriti do ultra�ltra u′. Na njemu je
∆ o£ito ispunjen. Dokaºimo da je u′ sljedbenik od u. Iz {Y ⊆ W : m2(Y ) ∈
u} ⊆ u′ slijedi da za svaki Y ∈ u′ imamo W \ Y /∈ {Y ⊆ W : m2(Y ) ∈ u},
odnosno prema lemi 1.41 vrijedim3(Y ) = W \m2(W \Y ) ∈ u. Zaklju£ujemo
da je uRueu′.

Nastavak na²eg razmatranja ultra�ltar-pro²irenja bit ¢e usmjeren dokazi-
vanju da ne¢emo pro¢i bez isticanja pretpostavke o ultra�ltar-pro²irenjima
u iskazu Goldblatt-Thomasonovog teorema. Za to ¢e nam dobro do¢i jedan
primjer £ije detaljno razumijevanje je klju£no, pa ¢emo ga paºljivo raspisati.
U tu svrhu, dokaºimo jednu propoziciju.

Propozicija 1.44. Neka je U ultra�ltar nad beskona£nim skupom I. Sljede¢e

su tvrdnje ekvivalentne:

(i) U nije glavni ultra�ltar.

(ii) U sadrºi sve ko�nitne podskupove od I.

(iii) U sadrºi samo beskona£ne podskupove od I.

Dokaz.

(ii)⇒(iii): Pretpostavimo da U sadrºi neki kona£an skup. No, tada ne moºe
sadrºavati njegov komplement koji je ko�nitan.

(iii)⇒(ii): Pretpostavimo da U ne sadrºi neki ko�nitan skup. No, tada sadrºi
njegov kona£an komplement.

(iii)⇒(i): Ako U sadrºi samo beskona£ne podskupove od I, o£ito nije glavni (da
bi bio glavni, mora sadrºavati i jedno£lan skup kojim je generiran).
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(i)⇒(iii): Neka je A = {a0, . . . , an} ⊆ I za neki n < ω, te neka je A ∈ U .
Tada barem jedan od skupova {a0}, . . . , {an} mora biti u U . Kad ne
bi bilo tako, vrijedilo bi I \ {a0} ∈ U, . . . , I \ {an} ∈ U . Tada je i(
I \ {a0}

)
∩ . . . ∩

(
I \ {a0}

)
= I \ {a0, . . . , an} = I \ A ∈ U , ²to je u

kontradikciji s A ∈ U po de�niciji ultra�ltra. Dovoljno je jo² pokazati
da je na�eni {ai} najmanji u (U,⊆). Pretpostavimo da postoji X ∈ U
takav da ai /∈ X. No, tada je i {ai} ∩ X = ∅ ∈ U , a to je opet u
kontradikciji s de�nicijom ultra�ltra. Dakle, U je generiran s {ai} i
stoga glavni.

Primjer. Zanima nas kako izgleda ultra�ltar-pro²irenje okvira (ω,<). Prema
gornjoj propoziciji, ultra�ltri nad ω mogu ili biti glavni ili sadrºavati sve
ko�nitne podskupove od ω (postojanje onih koji nisu glavni dobivamo primje-
nom korolara 1.10 na Fréchetov �ltar nad ω�dobivamo ultra�ltar koji sadrºi
sve ko�nitne podskupove od ω, pa prema propoziciji 1.44 on nije glavni).
Naravno, znamo da tre¢ih nema prema propoziciji 1.44.

Op¢enito, pokazali smo da glavni ultra�ltri πw, w ∈ F £ine svojevrsnu
kopiju od F unutar ue F (za sve w, v ∈ F vrijedi: ako je wRv, onda je
πwR

ueπv). Ovdje £ak vrijedi da je svaki ultra�ltar koji nije glavni dostiºiv
iz svakog ultra�ltra: neka su u, u′ ∈ ue(ω,<), neka u′ nije glavni, te neka je
X ∈ u′. Tada, prema propoziciji 1.44, X mora biti beskona£an, pa za svaki
n < ω postoji m takav da je n < m i m ∈ X. Stoga je m3(X) = ω. Naravno,
vrijedi ω ∈ u (jer je u �ltar nad ω), pa je u <ue u′.

Prema tome, moºemo zami²ljati ue(ω,<) kao nanizane π0, π1, . . ., a na nji-
hovom kraju ultra�ltre koji nisu glavni i koji su svi me�usobno (simetri£no)
povezani relacijom Rue (£ak i svaki sa sobom), te je svaki od njih jo² dostiºiv
iz πn, za svaki n < ω.

Skiciramo li ue(ω,<) tako da podrazumijevamo tranzitivnost i ne isti£emo
veze prema ultra�ltrima koji nisu glavni, dobit ¢emo balon od 2c ultra�ltara
koji nisu glavni na kraju beskona£no duge niti, zapravo kopije od (ω,<).

Napomena. Iz Pospí²ilovog teorema (v. [5]) odmah slijedi da ultra�ltara nad
beskona£nim skupom W ima 22cardW

. Dokaz tog teorema nije teºak, ali ga
preska£emo jer nam ne treba u nastavku.
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Prijelaz na okvire

Dokazali smo poprili£an broj korisnih tvrdnji za modele, ali vrlo velik i
zanimljiv dio modalne logike bavi se prou£avanjem okvira. Najbitnije za nas
bit ¢e saznati ²to smo to£no u smislu de�nabilnosti pokupili od logike prvog
reda.

Potpuno razumijevanje krije se u Goldblatt-Thomasonovom teoremu i
razmatranjima iza njega, ali prije nego se moºemo upustiti u diskusiju o
modalnoj de�nabilnosti elementarnih klasa okvira, moramo dokazati da na²e
£etiri konstrukcije £uvaju valjanost modalnih formula na okvirima.

Teorem 1.45. Neka je φ modalna formula.

(i) Neka je {Fi : i ∈ I} familija disjunktnih okvira. Ako za svaki i ∈ I

vrijedi Fi  φ, onda je
⊎
i Fi  φ.

(ii) Neka je F okvir i F′ � F. Ako vrijedi F  φ, onda je F′  φ.

(iii) Neka je F okvir i F � F′. Ako vrijedi F  φ, onda je F′  φ.

(iv) Neka je F okvir i ue F  φ. Tada vrijedi F  φ.

Dokaz.

(i) Pretpostavimo da φ nije valjana na F =
⊎
i Fi. Tada postoje valuacija

V i svijet w ∈ |F| takvi da (F, V ), w 1 φ. De�niramo valuacije Vi, i ∈ I
na sljede¢i na£in:

Vi(p) = V (p) ∩ |Fi|.

Iz de�nicije valuacija Vi i disjunktnosti od |Fi| vidimo da je V =
⊎
i Vi.

Prema propoziciji 1.24 postoji i ∈ I takav da (Fi, Vi), w 1 φ, odnosno
vrijedi Fi 1 φ.

(ii) Pretpostavimo da φ nije valjana na F′, tj. da postoje valuacija V ′ i
svijet w ∈ |F′| takvi da (F′, V ′), w 1 φ. O£ito je (F′, V ′) � (F, V ′), pa
prema propoziciji 1.27 vrijedi (F, V ′), w 1 φ, odnosno F 1 φ.

(iii) Pretpostavimo da φ nije valjana na F′, odnosno da postoje valuacija
V ′ i svijet w′ ∈ |F′| takvi da (F′, V ′), w′ 1 φ. De�niramo valuaciju V
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na sljede¢i na£in:

V (p) = {x ∈ |F| : f(x) ∈ V ′(p)}.

Budu¢i da je (F, V ) � (F′, V ′), primjenom propozicije 1.33 dobivamo
(F, V ), w 1 φ za neki w ∈ |F|.

(iv) Pretpostavimo da φ nije valjana na F, tj. da postoje valuacija V i svijet
w ∈ |F| takvi da (F, V ), w 1 φ. No, tada vrijedi (F, V ), w  ¬φ. Stoga
iz propozicije 1.42 za M = (F, V ) dobivamo ue M, πw  ¬φ. Drugim
rije£ima, imamo (ue F, V ue), πw 1 φ, odnosno ue F 1 φ.

Pogledajmo jedan od vi²e na£ina pojednostavljivanja okvira pri prou£a-
vanju modalne logike: uz pomo¢ idu¢e de�nicije i propozicije mo¢i ¢emo se
koncentrirati na sastavne dijelove okvira koji su £esto puno jednostavniji.

De�nicija 1.46. Neka je F = (W,R) okvir. Za podokvir F′ = (W ′, R|W ′×W ′)

kaºemo da je generiran jednim svijetom (to£kom) ako za neki w ∈ W vrijedi

W ′ = {v ∈ W : postoji k < ω takav da je wRkv}.

Svijet w u de�niciji nazivamo korijenom od F.

Vidjet ¢emo kako uzeti sve to£kom generirane podokvire nekog okvira i
pomo¢u njih sastaviti taj okvir bez kori²tenja konstrukcija na klasama okvira
izvan £etiri osnovne konstrukcije. Ovaj pristup ¢e nam osobito dobro do¢i u
dokazu Goldblatt-Thomasonovog teorema.

Propozicija 1.47. Neka je F okvir. Tada postoji familija {Fi : i ∈ I} okvira
takva da vrijedi:

(i) svaki Fi je to£kom generiran podokvir od F te

(ii) postoji surjektivni ograni£eni mor�zam

f :
⊎
i∈I

Fi → F.
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Dokaz. Neka je F = (W,R) okvir takav da jeW = {wi : i ∈ I} za neki I 6= ∅.
Za svaki i ∈ I de�niramo:

Wi = {w ∈ W : postoji k < ω takav da je wiRkw},
Ri = R ∩ (Wi ×Wi) te

Fi = (Wi, Ri).

Neka je sada f :
⊎
i∈I Fi → F de�nirana sa f(w, j) = w za sve svjetove

(w, j) okvira
⊎
i∈I Fi = (W ′, R′). Budu¢i da je za svaki i ∈ I okvir Fi

podokvir od F generiran jednim svijetom, preostaje jo² pokazati da je f
surjektivni ograni£eni mor�zam.

Surjektivnost je, dakako, o£ita (za wi ∈ W vrijedi f(wi, i) = wi). Pret-
postavimo stoga da za (w, i), (v, j) ∈ W ′ vrijedi (w, i)R′(v, j). Tada po-
stoji k ∈ I takav da je (w, k)Rk(v, k). Po de�niciji Rk vrijedi wRv, tj.
f(w, i)Rf(v, j). Prema tome, f je homomor�zam u odnosu na R′, odnosno
vrijedi forth.

Unatrag, neka je (w, i) ∈ W ′, w, v ∈ W te wRv. Iz wRv tada slijedi
(w, i)Ri(v, i), odnosno (w, i)R′(v, i). Dakle, na²li smo svijet (v, i) ∈ W ′ takav
da je (w, i)R′(v, i) i f(v, i) = v. Stoga, vrijedi back uvjet, pa je f zaista
ograni£eni mor�zam.
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Poglavlje 2

Saturiranost

Daleko najve¢om pote²ko¢om u dokazivanju Goldblatt-Thomasonovog
teorema pokazat ¢e se dobivanje dovoljno kvalitetnih struktura za na²u svrhu.
Trebale bi nam strukture koje su bogate u smislu, vrlo opu²teno re£eno,
postojanja svjedoka za mnoge skupove formula s to£no jednom slobodnom
varijablom.

Razlog pote²ko¢i bit ¢e pregrubo ubacivanje jedne ideje u preslabu teoriju.
Naime, vrlo domi²ljat dokaz uklju£ivat ¢e prou£avanje skupa propozicional-
nih varijabli koji je neprebrojiv. Kako bismo mogli pri£ati o saturiranosti,
pojmu koji se de�nira u okviru logike prvog reda, standardnom translacijom
preselit ¢emo diskusiju u to okruºenje i na² neprebrojiv skup propozicional-
nih varijabli zapisati kao neprebrojiv skup nelogi£kih simbola. No, teorem
koji nam daje i vi²e nego dovoljno saturirane strukture to £ini samo za pre-
brojive skupove nelogi£kih simbola. Stoga ¢emo morati poja£ati taj rezultat.
Dokazat ¢emo ga pomo¢u tri leme, od kojih je jedna netrivijalna, i jednog
pomo¢nog teorema.

Naravno, kako bismo za po£etak uspjeli dokazati £ak i slabu varijantu
nama bitnog teorema, moramo se dobro pripremiti. Najprije de�niramo svoj-
stvo ultra�ltara koje predstavlja jedan od dva sastojka koji ¢e nam trebati za
postizanje odre�ene razine saturiranosti. Radi se o prebrojivo nepotpunim
ultra�ltrima. Odmah dajemo i karakterizaciju tog pojma.

De�nicija 2.1. Kaºemo da je �ltar F prebrojivo nepotpun ako postoji pre-
brojiv skup E ⊆ F takav da

⋂
E /∈ F .

29
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Lema 2.2. Neka je I 6= ∅ i U ultra�ltar nad I. Sljede¢e su tvrdnje ekviva-

lentne:

(i) U je prebrojivo nepotpun.

(ii) Postoji silazan niz skupova I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ . . . gdje je In ∈ U za svaki

n < ω, takav da vrijedi
⋂
n<ω In = ∅.

Dokaz.

(i)⇒(ii): Neka je E = {Xn : n < ω} ⊆ U takav da
⋂
E =

⋂
n<ωXn /∈ U .

De�niramo induktivno niz skupova In ovako:

I0 = I

I1 = X0 \
(⋂

E
)

In+1 = In ∩Xn, za n > 0.

Uo£imo da je (In)n<ω silazan niz skupova. Dokazujemo da je In ∈ U
za svaki n < ω indukcijom po n: budu¢i da je I0 = I i U ultra�ltar,
vrijedi I0 ∈ U . Nadalje, X0 ∈ U te (

⋂
E)c ∈ U , pa je X0∩ (

⋂
E)c ∈ U .

No, X0∩(
⋂
E)c = X0\(

⋂
E) = I1. Stoga je I1 ∈ U . Pretpostavimo da

za neki n > 0 vrijedi In ∈ U . Budu¢i da je po de�niciji In+1 = In∩Xn,
vrijedi In+1 ∈ U .

Iz dokazanog slijedi da je In ∈ U za svaki n < ω. Jo² samo treba
dokazati da je

⋂
n<ω In = ∅. Pretpostavimo suprotno: neka je x ∈⋂

n<ω In proizvoljan. Tada je x ∈ I1, odnosno x ∈ X0 i x /∈
⋂
E.

Zatim, za sve n > 0 je x ∈ In+1. Zbog In+1 = In ∩ Xn ⊆ Xn i
x ∈ X0 vrijedi x ∈ Xn za sve n < ω, tj. x ∈

⋂
E. Time je dobivena

kontradikcija.

(ii)⇒(i): Budu¢i da je U ultra�ltar,
⋂
n<ω In = ∅ /∈ U .

De�nicija 2.3. Neka je σ skup nelogi£kih simbola. Sa Γ(x) ozna£imo skup
(ne nuºno svih) σ-formula takvih da samo varijabla x moºe imati slobodan
nastup. Ako je M neka σ-struktura, sa M |= Γ[m] ozna£avat ¢emo £injenicu



31

da uz valuaciju v(x) = m (nije bitno kako je de�nirana na ostalim indi-
vidualnim varijablama) vrijedi M |=v Γ(x). Ako je Γ(x) = {γ(x)}, pi²emo
M |= γ[m].

Kaºemo da je Γ(x) kona£no ispunjiv na M ako za svaki kona£an ∆(x) ⊆
Γ(x) postoji m∆ ∈ |M| takav da M |= ∆[m∆]. Kaºemo da je Γ(x) ispunjiv

na M ako postoji m ∈ |M| takav da M |= Γ[m].

De�nicija 2.4. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, M neka σ-struktura te
Γ(x) skup kao gore. Kaºemo da je Γ(x) konzistentan s teorijom modela M

ako postoji σ-struktura N takva da je N ≡M i postoji n ∈ |N| takav da je
N |= Γ[n].

Za dokaz slabije verzije teorema koji nam treba bit ¢e nam od koristi
jedna karakterizacija pojma konzistentnosti skupa formula s teorijom nekog
modela. Uvodimo oznaku koja ¢e nam uvelike olak²ati zapisivanje u tom i
narednim dokazima.

Oznaka. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, M = (|M|, ϕ) σ-struktura te
A ⊆ |M|. Koristit ¢emo oznaku σ[A] = σ ∪ {ca : a ∈ A} za pro²irenje od
σ novim konstantskim simbolima ca, za svaki a ∈ A. Nadalje, sa MA =

(|M|, ϕA) ozna£avat ¢emo σ[A]-strukturu gdje je ϕA(ca) = a za svaki a ∈ A
i ϕA|σ = ϕ. Nekad ¢emo pisati i (M, a)a∈A umjesto MA, odnosno �ksirat
¢emo neki dobar ure�aj na A i pisati (M, am)m<λ gdje je λ = cardA.

Lema 2.5. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, M neka σ-struktura te Γ(x)

skup σ-formula takvih da samo varijabla x moºe imati slobodan nastup. Tada

je Γ(x) konzistentan s teorijom modela M ako i samo ako je Γ(x) kona£no

ispunjiv na M.

Dokaz.

⇒ Neka je ∆(x) = {δ1(x), . . . , δk(x)} ⊆�n. Γ(x). Iz pretpostavke slijedi da
postoji N ≡ M i n∆ ∈ |N| takav da je N |= ∆[n∆]. Drugim rije£ima,
vrijedi N |= ∃x

(
δ1(x) ∧ . . . ∧ δk(x)

)
. No, iz N ≡ M slijedi M |=

∃x
(
δ1(x)∧ . . .∧ δk(x)

)
, pa postoji m∆ ∈ |M| takav da je M |= ∆[m∆].

⇐ Neka je ∆′(x) proizvoljan kona£an podskup od Th(M)∪Γ(x) te ∆(x) =

∆′(x) ∩ Γ(x). Tada po pretpostavci postoji m∆ ∈ |M| takav da M |=
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∆[m∆]. Dakle, vrijedi M{m∆} |= ∆(cm∆
|x). Budu¢i da trivijalno

imamo i M{m∆} |= Th(M), vrijedi M{m∆} |= ∆′(cm∆
|x).

Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je za svaki cm∆

iskori²ten isti simbol, nazovimo ga c. Koncentrirajmo se na σ′ = σ∪{c}
i skup σ′-formula Th(M)∪Γ(c|x). Dokazali smo da je taj skup formula
kona£no ispunjiv, pa je prema teoremu kompaktnosti ispunjiv. Stoga
postoji σ′-struktura N takva da je N |= Th(M) ∪ Γ(c|x). Tada iz
N |= Th(M) slijedi N ≡M, a iz N |= Γ(c|x) slijedi da postoji n ∈ |N|
takav da N |= Γ[n].

Primijetimo da sada N moºemo smatrati σ-strukturom: konstantski
simbol c vi²e nije ni u jednoj formuli koja nas zanima, pa jednostavno
maknemo interpretaciju od c iz N.

Vrijeme je za iskaz i dokaz teorema o pro²irenju. Naime, voljeli bismo
utvrditi da je ultraprodukt familije pro²irenja upravo pro²irenje ultrapro-
dukta. Tu £injenicu koristimo u dokazu prvog od teorema koji su posve¢eni
temi ovog poglavlja�saturiranosti.

Teorem 2.6. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, A i I neprazni skupovi,

σ′ = σ ∪ A, {Mi : i ∈ I} familija σ-struktura te {M′
i : i ∈ I} familija σ′-

struktura takvih da je M′
i = (Mi)A. Pretpostavimo da je U ultra�ltar nad I.

Tada je
∏

U M′
i = (

∏
U Mi)B za neki skup B.

Dokaz. O£ito strukture Mi i M′
i imaju iste nosa£e. Stoga je i |

∏
U Mi| =

|
∏

U M′
i|. Nadalje, budu¢i da je M′

i = (Mi)A, svaki se simbol iz σ isto inter-
pretira u Mi i M′

i. Prema de�niciji ultraprodukta σ-struktura, interpretacija
simbola iz σ na

∏
U Mi ovisi samo o interpretacijama u Mi, nosa£ima |Mi| i

ultra�ltru U . Stoga se svaki simbol iz σ isto interpretira u
∏

U Mi i
∏

U M′
i,

odnosno postoji skup B takav da je
∏

U M′
i = (

∏
U Mi)B.

De�nicija 2.7. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, M neka σ-struktura te
λ proizvoljan kardinalni broj. Kaºemo da je M λ-saturirana ako za svaki
A ⊆ |M| takav da je cardA < λ i svaki skup Γ(x) σ[A]-formula konzistentan
s teorijom od MA vrijedi da postoji u ∈ |MA| takav da je MA |= Γ[u].
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Nadoveºimo se na prethodnu de�niciju na o£ekivan na£in.

Lema 2.8. Neka je σ skup nelogi£kih simbola, M neka σ-struktura te α

grani£ni kardinal. Tada je M α-saturirana ako i samo ako je M β-saturirana

za sve β < α.

Dokaz. Jedan smjer je trivijalan. Za drugi, pretpostavimo da je struktura
M β-saturirana za sve β < α. Kad ne bi bila i α-saturirana, postojao bi
A ⊆ |M|, cardA = β < α te skup Γ(x) σ[A]-formula konzistentan s teorijom
od MA takav da je za svaki u ∈ |MA| zapravo MA 6|= Γ[u]. No, tada M nije
β + 1-saturirana.

Ono ²to sada treba istraºiti je dobivanje saturiranih struktura za skupove
nelogi£kih simbola proizvoljne kardinalnosti. Naºalost, kao ²to smo i najavili,
ne¢emo biti u stanju to u£initi u jednom koraku: najprije ¢emo pokazati kako
rije²iti problem u slu£aju prebrojivog skupa nelogi£kih simbola. Zatim ¢emo
nastojati poop¢iti taj rezultat na proizvoljne kardinalnosti pomo¢u relativno
tehni£kih razmatranja iz teorije modela.

Uz to poop¢enje dat ¢emo i de�niciju jedne posebne vrste ultra�ltra koju
nazivamo α-dobrim ultra�ltrom. To svojstvo je upravo drugi sastojak koji
nas dijeli od one prave tvrdnje o saturiranosti. Drugim rije£ima, jednom kad
budemo dokazali i egzistenciju α-dobrih prebrojivo nepotpunih ultra�ltara,
razrije²it ¢emo tehni£ki najzahtjevniji dio dokaza Goldblatt-Thomasonovog
teorema jednim vrlo jakim rezultatom koji ¢emo odmah potom dokazati.

Teorem 2.9. Neka je σ prebrojiv skup nelogi£kih simbola i U prebrojivo

nepotpun ultra�ltar nad skupom I. Tada je za svaku familiju σ-struktura

{Mi : i ∈ I} ultraprodukt
∏

U Mi ω1-saturiran.

Dokaz. Neka je A = {am : m < ω} ⊆ |
∏

U Mi|. Prema de�niciji λ-
saturiranosti i lemama 2.5 i 2.8, dovoljno je pokazati da za svaki skup Γ(x)

σ[A]-formula takvih da samo varijabla x moºe imati slobodan nastup vrijedi:
ako je Γ(x) kona£no ispunjiv na (

∏
U Mi, am)m<ω, onda je Γ(x) ispunjiv na

(
∏

U Mi, am)m<ω. Primijetimo da iz am = (λi.am(i))U pomo¢u teorema 2.6
dobivamo (∏

U

Mi, am
)
m<ω

=
∏
U

(
(Mi, am(i))m<ω

)
.
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Budu¢i da je σ prebrojiv skup, σ[A] je tako�er prebrojiv. Stoga je do-
voljno pokazati da za svaki skup Γ(x) σ-formula takvih da samo varijabla x
moºe imati slobodan nastup vrijedi: ako je Γ(x) kona£no ispunjiv na

∏
U Mi,

onda je Γ(x) ispunjiv na
∏

U Mi.
Pretpostavimo stoga da je Γ(x) kona£no ispunjiv na

∏
U Mi. Budu¢i da je

σ prebrojiv, prebrojiv je i Γ(x) = {γ1(x), γ2(x), . . .}. Nadalje, U je prebrojivo
nepotpun, pa prema lemi 2.2 postoji prebrojiv silazan niz skupova

I = I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ . . .

takav da je svaki In ∈ U i
⋂
n<ω In = ∅. Neka je X0 = I te za svaki n < ω,

neka je

Xn = In ∩
{
i ∈ I : Mi |= (∃x)(γ1(x) ∧ . . . ∧ γn(x))

}
.

Tada je prema �o±ovom teoremu Xn ∈ U , za svaki n < ω. Tako�er je⋂
n<ωXn = ∅ i Xn ⊇ Xn+1, za svaki n < ω. Iz toga slijedi da za svaki

i ∈ I postoji najve¢i n(i) < ω takav da je i ∈ Xn(i). Sada biramo funkciju
f ∈ |

∏
i∈I Mi| na sljede¢i na£in: ako je n(i) = 0, uzimamo f(i) ∈ |Mi|

proizvoljan; ako je n(i) > 0, uzimamo f(i) ∈ |Mi| tako da vrijedi

Mi |=
(
γ1(x) ∧ . . . ∧ γn(i)(x)

)[
f(i)

]
.

Za n > 0 i i ∈ Xn bit ¢e n(i) ≥ n, pa zaklju£ujemo Mi |= γn
[
f(i)

]
.

Budu¢i da je Xn ∈ U , iz �o±ovog teorema slijedi
∏

U Mi |= γn[fU ]. Prema
tome, vrijedi

∏
U Mi |= Γ[fU ], odnosno Γ(x) je ispunjiv na

∏
U Mi.

Prou£avanje saturiranosti za op¢enite kardinalne brojeve skupa nelogi£kih
simbola zapo£injemo uvo�enjem nekih osnovnih pojmova koji ¢e nam u tome
pomo¢i. De�niramo dvije vrste skupovnih funkcija i spomenutu novu vrstu
ultra�ltra kako bismo mogli generalizirati teorem 2.9.

De�nicija 2.10. Neka je I 6= ∅, β proizvoljan kardinalni broj te f, g funkcije
sa Pω(β) (skupa svih kona£nih podskupova od β) u P(I). Pi²emo g ≤ f

ako za sve u ∈ Pω(β) vrijedi g(u) ⊆ f(u). Kaºemo da je f antimonotona

ako za sve u,w ∈Pω(β) takve da je u ⊆ w vrijedi f(u) ⊇ f(w). Kaºemo da
je g antiaditivna ako za sve u,w ∈Pω(β) vrijedi g(u ∪ w) = g(u) ∩ g(w).
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Napomena. O£ito je svaka antiaditivna funkcija sa Pω(β) u P(I) antimono-
tona.

De�nicija 2.11. Neka je I 6= ∅, U ultra�ltar nad I te α beskona£an kardi-
nalni broj. Kaºemo da je ultra�ltar U α-dobar ako za svaki kardinal β < α

i svaku antimonotonu funkciju f : Pω(β)→ U postoji antiaditivna funkcija
g : Pω(β)→ U takva da je g ≤ f .

Napomena. Primijetimo da je svaki α-dobar ultra�ltar i β-dobar za svaki
beskona£ni β < α.

Lema 2.12. Neka je I 6= ∅, U ultra�ltar nad I te α beskona£an kardinalni

broj. U je α+-dobar ako i samo ako za svaku antimonotonu funkciju f :

Pω(α)→ U postoji antiaditivna funkcija g : Pω(α)→ U takva da je g ≤ f .

Dokaz. Jedan smjer je o£it, a drugi je vrlo jednostavan. Za drugi, pret-
postavimo da je β ≤ α i f : Pω(β)→ U antimonotona. De�niramo funkciju
f ′ : Pω(α) → U sa f ′(u) = f(u ∩ β), za sve u ∈ Pω(α). Lako se vidi da
je f ′ antimonotona (direktno iz antimonotonosti od f). Prema pretpostavci
postoji antiaditivna funkcija g′ ≤ f ′ sa Pω(α) u U . Neka je g = g′|Pω(β).
Jasno je da g preslikava Pω(β) u U . Direktno iz antiaditivnosti od g′ slijedi
antiaditivnost od g. Tako�er, iz £injenice g′ ≤ f ′ slijedi g ≤ f .

Sljede¢e dokazujemo da se svaka familija od α skupova kardinalnog broja
α moºe pro�niti do familije od α disjunktnih skupova kardinalnog broja α.

Lema 2.13. Neka je α beskona£an kardinalni broj, X proizvoljan skup takav

da je cardX = α te {Yx : x ∈ X} familija skupova od kojih je svaki kardi-

nalnog broja α. Tada postoji familija skupova {Zx : x ∈ X} takva da za sve

x, y ∈ X vrijedi:

(i) Zx ⊆ Yx,

(ii) cardZx = α te

(iii) ako je x 6= y, tada Zx ∩ Zy = ∅.
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Dokaz. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti X = α. Za svaki
ordinalni broj β ≤ α, neka je Xβ = {(γ, δ) : γ ≤ δ < β}. Tada je Xβ ⊆ β×β.
Budu¢i da je α grani£ni ordinalni broj, Xα =

⋃
β<αXβ. �elimo na¢i injekciju

f sa Xα takvu da je

f(γ, δ) ∈ Yγ, za sve γ, δ za koje je γ ≤ δ < α. (∗)

Jednom kad to u£inimo, moºemo de�nirati Zγ = {f(γ, δ) : γ ≤ δ < α}.
Familija {Zγ : γ < α} o£ito ima traºena svojstva.

Funkciju f de�niramo trans�nitnom indukcijom. Neka je β < α. Pret-
postavimo da smo ve¢ de�nirali injekciju fβ s domenom Xβ koja zadovoljava
svojstvo (∗) za β. Iz cardXβ < α i cardYγ = α za sve γ < α slijedi da
fβ moºemo pro²iriti (AC) do injekcije fβ+1 s domenom Xβ+1 takve da (∗)
vrijedi za β + 1 (cardXβ+1 = cardXβ + β < α+α = α, pa moºemo sa£uvati
injektivnost) . Uzmemo li uniju na grani£nim ordinalima, dobivamo lanac
funkcija fβ s domenom Xβ takav da je fβ injekcija i zadovoljava svojstvo (∗).
Tada je f =

⋃
β<α fβ funkcija koju traºimo.

U nastavku de�niramo dva pojma koja ¢emo koristiti pri iskazivanju i
dokazivanju najzahtjevnije leme u ovom poglavlju. Ta ¢e lema predstavljati
klju£ dokaza teorema o egzistenciji prebrojivo nepotpunih α+-dobrih ultra-
�ltara nad proizvoljnim skupom kardinalnosti α.

�im budemo dokazali taj teorem, za£as ¢emo imati i rezultat o saturira-
nosti dovoljno dobar za dokaz Goldblatt-Thomasonovog teorema.

De�nicija 2.14. Neka je I 6= ∅ te F �ltar nad I. Kaºemo da je F uniformni

�ltar ako za svaki A ∈ F vrijedi cardA = card I.

De�nicija 2.15. Neka je Π neprazna familija nekih particija od α takva da
svaka od tih particija sadrºi to£no α blokova. Nadalje, neka je F �ltar nad
α razli£it od {α}. Kaºemo da je ure�en par (Π, F ) konzistentan ako za sve
X ∈ F i X1, . . . , Xn, n < ω takve da svaki Xi pripada razli£itoj particiji
Pi ∈ Π vrijedi X ∩

⋂
1≤i≤nXi 6= ∅.

Oznaka. Ako je F �ltar i F ∪ E ima svojstvo kona£nih presjeka, sa (F,E)

ozna£avamo �ltar generiran sa F ∪ E.
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Lema 2.16. Neka je α beskona£an kardinalni broj.

(i) Neka je F uniformni �ltar nad α generiran podskupom E ⊆ F takvim

da je cardE ≤ α. Tada postoji familija Π particija od α takva da je

card Π = 2α i (Π, F ) konzistentan ure�en par.

(ii) Pretpostavimo da je (Π, F ) konzistentan. Neka je J ⊆ α. Tada je ili

(Π, (F, {J})) konzistentan ili je (Π′, (F, {α \ J})) konzistentan za neki

ko�nitni Π′ ⊆ Π.

(iii) Pretpostavimo da je (Π, F ) konzistentan. Neka je p : Pω(α) → F an-

timonotona funkcija i P ∈ Π. Tada postoje �ltar F ′ ⊇ F i antiaditivna

funkcija q : Pω(α)→ F ′ takvi da je q ≤ p i (Π\{P}, F ′) konzistentan.

Dokaz.

(i) Neka je {Jβ : β < α} skup svih kona£nih presjeka elemenata od E.
Tada je card Jβ = α (jer je Jβ ∈ F ). Prema lemi 2.13 postoje u
parovima disjunktni Iβ ⊆ Jβ, β < α takvi da je card Iβ = α.

Promotrimo skup

B = {(s, r) : s ∈Pω(α), r : P(s)→ α}.

O£ito imamo cardB = α. Neka je

B = {(sξ, rξ) : ξ ∈ Iβ} za svaki β < α.

Za svaki J ⊆ α de�niramo funkciju fJ : α→ α na sljede¢i na£in:

fJ(ξ) =

rξ(J ∩ sξ) ako ξ ∈
⋃
β<α Iβ,

0 ina£e.

Pokaºimo da ima to£no 2α funkcija fJ . Pretpostavimo J1 6= J2. Bez
smanjenja op¢enitosti, neka je x ∈ J1 i x /∈ J2. De�niramo s = {x} i
r = {({x}, 0), (0, 1)}. Tada je (s, r) ∈ B, pa je (s, r) = (sξ, rξ) za neki
ξ. Prema tome, fJ1(ξ) = r(J1 ∩ s) = 0 i fJ2(ξ) = r(J2 ∩ S) = 1. Time
smo pokazali fJ1 6= fJ2 .
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Sada tvrdimo da za β, γ1, . . . , γn proizvoljne ordinale iz α i J1, . . . , Jn

proizvoljne razli£ite podskupove od α postoji ξ ∈ Iβ takav da

fJi(ξ) = γi za sve 1 ≤ i ≤ n.

Kako bismo to vidjeli, uzmimo proizvoljan kona£an s ⊆ α takav da je

s ∩ Ji 6= s ∩ Jj za sve 1 ≤ i < j ≤ n.

Neka je sad r : P(s)→ α de�nirana sa

r(Ji ∩ s) = γi za sve 1 ≤ i ≤ n.

Budu¢i da postoji ξ ∈ Iβ takav da je (sξ, rξ) = (s, r), iz toga slijedi

fJi(ξ) = rξ(Ji ∩ sξ) = r(Ji ∩ s) = γi.

Time je pokazana i £injenica da je Im fJ = α za sve J ⊆ α. Kona£no,
de�niramo familiju

Π = {{f−1
J (γ) : γ < α} : J ⊆ α}

koja o£ito zadovoljava ºeljena svojstva.

(ii) Pretpostavimo da (Π, (F, {J})) nije konzistentan. Tada postojeX ∈ F ,
Xi ∈ Pi ∈ Π, 1 ≤ i ≤ n takvi da su Pi razli£iti i

J ∩X ∩
⋂

1≤i≤n

Xi = ∅.

Neka je Π′ = Π\{P1, . . . , Pn}. Neka su Qj, 1 ≤ j ≤ m razli£iti elementi
od Π′ i Yj ∈ Qj. Tada prema pretpostavci imamo

X ∩
⋂

1≤i≤n

Xi ∩
⋂

1≤j≤m

Yj 6= ∅.

Stoga je jasno
(α \ J) ∩X ∩

⋂
1≤j≤m

Yj 6= ∅,

£ime smo dobili da je (Π′, (F, {α \ J})) konzistentan.
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(iii) Neka je P = {Xδ : δ < α} te Pω(α) = {tδ : δ < α}. Za svaki δ < α

de�niramo funkciju qδ : Pω(α)→P(α) na sljede¢i na£in:

qδ(s) =

p(tδ) ∩Xδ ako s ⊆ tδ,

∅ ina£e.

Primijetimo da je qδ(s) ⊆ p(tδ), qδ(s) 6= ∅ ako je s ⊆ tδ i gδ(s1 ∪
s2) = qδ(s1) ∩ qδ(s2). Pojasnimo posljednju tvrdnju: budu¢i da vrijedi
s1 ∪ s2 ⊆ tδ ako i samo ako s1, s2 ⊆ tδ, qδ(s1 ∪ s2) ¢e biti p(tδ) ∩ Xδ,
odnosno ∅ ovisno o tome budu li oba s1, s2 podskupovi od tδ ili ne,
redom.

De�nirajmo funkciju q : Pω(α)→P(α) sa

q(s) =
⋃
δ<α

qδ(s).

Funkcija p je antimonotona, pa nalazimo da je qδ(s) ⊆ p(tδ) ⊆ p(s)

za sve δ < α (u slu£aju qδ(s) = ∅ trivijalno vrijedi qδ(s) ⊆ p(s)).
Pogledamo li uniju po δ, dobivamo q(s) ⊆ p(s), pa zaklju£ujemo q ≤ p.

Iz qδ(s) ∩ qδ′(s) = ∅ ako δ 6= δ′ slijedi da je q(s) disjunktna unija pod-
skupova od Xδ. Koriste¢i £injenicu da je svaka funkcija qδ antiaditivna,
lako dobivamo da je q antiaditivna. Naime, znamo

q(s1 ∪ s2) =
⋃
δ<α

(qδ(s1) ∩ qδ(s2)) ⊆

(⋃
δ<α

qδ(s1)

)
∩

(⋃
δ<α

qδ(s2)

)
.

Jasno, zadnja relacija me�u skupovima ne mora op¢enito biti jednakost.
No, ovdje mora: ako je x iz skupa na desnoj strani, vrijedi x ∈ gδ(s1) i
x ∈ gδ′(s2), odnosno x ∈ p(tδ)∩p(tδ′)∩Xδ∩Xδ′ . Znamo da jeXδ∩Xδ′ 6=
∅ ako i samo ako je δ = δ′, pa moºemo zaklju£iti x ∈ p(tδ)∩Xδ, tj. x je
u skupu na lijevoj strani. Jo² samo valja uo£iti: ako je skup na desnoj
strani prazan, onda je i skup na lijevoj strani prazan.

Neka je sad F ′ = (F, Im q). Tvrdimo da je (Π \ {P}, F ′) konzistentan.
Uzmimo X ∈ F , s ∈ Pω(α), Xi ∈ Pi ∈ Π, 1 ≤ i ≤ n tako da su Pi

me�usobno razli£iti i razli£iti od particije P . Primijetimo da vrijedi



40 POGLAVLJE 2. SATURIRANOST

q(s) ⊇ qδ(s) = p(tδ) ∩Xδ i

X ∩ p(tδ) ∩Xδ ∩
⋂

1≤i≤n

Xi 6= ∅,

za neki δ < α (pozivamo se na konzistentnost (Π, F ) imaju¢i na umu
da je X ∩p(tδ) ∈ F i da su Xδ, X1, . . . , Xn blokovi iz razli£itih particija
u Π). Uzev²i u obzir da se svaki �ltar u F ′ moºe napisati kao X ∩ q(s),
iz pokazane £injenice

X ∩ q(s) ∩
⋂

1≤i≤n

Xi 6= ∅

direktno slijedi konzistentnost para (Π \ {P}, F ′).

Spomenimo ovdje jedan poznat pojam iz teorije skupova. Intuitivno,
ºeljeli bismo izraziti nemogu¢nost dobivanja nekog skupa kao unije premalog
broja njegovih dijelova.

De�nicija 2.17. Neka je ξ grani£ni ordinal. Kaºemo da je skup X ko�nalan

u ξ ako je X ⊆ ξ i ξ =
⋃
X. Oznakom cf(ξ) ozna£avamo najmanji kardinalni

broj α takav da postoji skup tog kardinalnog broja ko�nalan u ξ. Dodatno
de�niramo cf(0) = 0 i cf(η + 1) = 1 za proizvoljan ordinal η. Kaºemo da je
broj cf(ξ) ko�nalnost od ξ.

Primjer.

• cf(ω) = ℵ0

• cf(2α) > α za beskona£an kardinal α (iz Königovog teorema, v. [5])

Sad napokon imamo sve ²to nam treba kako bismo dokazali dva teo-
rema koji ¢e u potpunosti ukloniti vi²e puta obja²njenu pote²ko¢u u dokazu
Goldblatt-Thomasona: pitanje kako iza¢i na kraj s neprebrojivim skupom
nelogi£kih simbola.

Iz prvog teorema dobivamo prebrojivo nepotpun α+-dobar ultra�ltar koji
treba predati drugome kako bi nam on dao dovoljno saturiranu strukturu.
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Teorem 2.18. Neka je I beskona£an skup kardinalnog broja α. Tada postoji

α+-dobar prebrojivo nepotpun ultra�ltar U nad I.

Dokaz. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti I = α. Neka je
In, n < ω niz podskupova od α takvih da je card In = α, In+1 ⊆ In i⋂
n<ω In = ∅. Naime, moºemo pogledati particiju {Bn : n < ω} od α u
ℵ0 blokova kardinalnog broja α (jer je α · ℵ0 = α), pa jednostavno stavimo
In := α \

⋃
i<nBi.

Neka je F0 uniformni �ltar generiran skupom {In : n < ω}. Prema lemi
2.16(i), postoji familija Π0 particija od α takva da je card Π0 = 2α i (Π0, F0)

konzistentan. Trans�nitnom indukcijom de�niramo nizove Πξ, ξ < 2α te
Fξ, ξ < 2α tako da vrijedi:

Πξ ⊆ Πη, Fξ ⊇ Fη ako η ≤ ξ < 2α,

card Πξ = 2α, card (Πξ \ Πξ+1) < ω, Πλ =
⋂
η<λ

Πη, λ grani£ni,

(Πξ, Fξ) je konzistentan za ξ < 2α.

Konstrukciju provodimo na sljede¢i na£in: neka je {pξ : ξ < 2α} skup
svih antimonotonih funkcija sa Pω(α) u P(α) (znamo da funkcija op¢enito
ima (2α)α = 2α·α = 2α, a ve¢ samo konstantnih funkcija, koje su trivijalno
antimonotone, ima 2α) te P(α) = {Jξ : ξ < 2α}. Pretpostavimo da smo
konstruirali Πη, Fη za η < ξ < 2α. Ako je ξ grani£ni ordinal, jednostavno
uzmemo

Πξ =
⋂
η<ξ

Πη i Fξ =
⋃
η<ξ

Fη.

O£ito je (Πξ, Fξ) konzistentan i vrijedi card Πξ = 2α (oduzeli smo kona£no
mnogo elemenata manje od 2α puta).

Nadalje, ako je ξ = λ + 2n + 1, λ grani£ni i n < ω, neka je J element
od P(α) s najmanjim indeksom koji nije ve¢ u Fξ−1. Prema lemi 2.16(ii),
moºemo na¢i Πξ, Fξ takve da je

card (Πξ−1 \ Πξ) < ω, card (Πξ) = 2α,

J ∈ Fξ ili α \ J ∈ Fξ,

(Πξ, Fξ) konzistentan.
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Ako je ξ = λ+ 2n+ 2, λ grani£ni i n < ω, neka je tada p : Pω(α)→ Fξ−1

funkcija s najmanjim indeksom koja ide u Fξ−1, a nije jo² iskori²tena. Lema
2.16(iii) nam daje Πξ, Fξ, q : Pω(α)→ Fξ takve da

card (Πξ−1 \ Πξ) = 1, card (Πξ) = 2α,

q ≤ p, q antiaditivna,

Fξ = (Fξ−1, Im q),

(Πξ, Fξ) konzistentan.

Neka je F = ∪ξ<2αFξ. Iz na²e konstrukcije, leme 2.12 i £injenice cf(2α) >

α slijedi da je F prebrojivo nepotpun α+-dobar ultra�ltar nad α. Naime,
pretpostavimo li da nisu sve antimonotone funkcije koje idu u F iskori²tene
kod koraka na �parnim� sljedbenicima u gornjoj konstrukciji (onih za neki
λ+ 2n+ 2), znamo da postoji takva funkcija pξ1 : Pω(α)→ F s najmanjim
indeksom ξ1. Dokazujemo da postoji η1 takav da funkcija pξ1 zapravo ide u
Fη1 . Kad ne bi tako bilo, imali bismo skup

X =
{⋃

pξ1(a) : a ∈Pω(α)
}

kardinalnosti najvi²e α koji je ko�nalan u 2α, a to je nemogu¢e.
Sad kad znamo da je pξ1 : Pω(α) → Fη1 neiskori²tena s najmanjim in-

deksom, iz £injenice da svih iskori²tenih ima 2α > card ξ1 moºemo zaklju£iti
da �parnih� koraka u konstrukciji ve¢ih od ξ1 ima barem card ξ1. Pogledajmo
skup {ζi : i ≤ ξ1}, po£etni komad ordinalnog tipa ξ+

1 skupa

{λ+ 2n+ 2 : λ+ 2n+ 2 > ξ1, λ grani£ni, n < ω}

svih �parnih� koraka u konstrukciji poslije ξ1. Zatim promotrimo skup

{pζi : i ≤ ξ1}

gdje je pζi funkcija odabrana u ζi-tom koraku. Iz konstrukcije i odabira
funkcije pξ1 to mora biti podskup od {pi : i < ξ1}, a to je nemogu¢e.

Sada dokazujemo generalizaciju teorema 2.9.
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Teorem 2.19. Neka je α beskona£an kardinalni broj, I 6= ∅ skup indeksa,

U prebrojivo nepotpun α-dobar ultra�ltar nad I te neka je σ skup nelogi£kih

simbola takav da vrijedi ω∪cardσ < α. Tada je za svaku familiju {Mi : i ∈ I}
σ-struktura ultraprodukt

∏
U Mi α-saturiran.

Dokaz. Kao u dokazu teorema 2.9 zaklju£ujemo da je dovoljno dokazati da
za svaki skup Γ(x) σ-formula takvih da samo x moºe imati slobodan nastup
vrijedi: ako je Γ(x) kona£no ispunjiv na

∏
U Mi, onda je Γ(x) ispunjiv na∏

U Mi.
Pretpostavimo stoga da je svaki kona£an podskup od Γ(x) ispunjiv na∏

U Mi. Budu¢i da je U prebrojivo nepotpun, prema lemi 2.2 moºemo na¢i
silazan niz skupova

I = I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ . . .

takav da je svaki In ∈ U i vrijedi
⋂
n<ω In = ∅. Iz cardσ ≤ ω ∪ cardσ < α

slijedi card Γ < α.
De�nirajmo funkciju f : Pω(Γ)→ U na sljede¢i na£in: za svaki neprazan

kona£an podskup γ ⊆ Γ neka je

f(γ) = Icard γ ∩
{
i ∈ I : Mi |= (∃x)

∧
γ
}

te f(∅) = I. Svaki γ ∈ Pω(Γ) je po pretpostavci ispunjiv na
∏

U Mi, pa
imamo

∏
U Mi |= (∃x)

∧
γ. Tada prema �o±ovom teoremu vrijedi f(γ) ∈ U .

Kad god je γ ⊆ γ′ ∈Pω(Γ), imamo

Icard γ′ ⊆ Icard γ i |= (∃x)
∧

γ′ → (∃x)
∧

γ.

Prema tome, f(γ′) ⊆ f(γ), tj. f je antimonotona. Sad moºemo iskoristiti
£injenicu da je U α-dobar: iz gornjeg slijedi da postoji antiaditivna funkcija
g : Pω(Γ)→ U takva da je g ≤ f .

Neka je za svaki i ∈ I

γi = {θ ∈ Γ : i ∈ g({θ})}.

Dokaºimo implikaciju: ako je card γi ≥ n, tada je i ∈ In. Ukoliko γi sadrºi
barem n razli£itih elemenata θ1, . . . , θn, tada za sve s ≤ n imamo i ∈ g({θs}).
Iz antiaditivnosti od g slijedi

i ∈ g({θ1}) ∩ . . . ∩ ({θn}) = g({θ1, . . . , θn}) ⊆ f({θ1, . . . , θn}) ⊆ In.
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Iz
⋂
n<ω In = ∅ slijedi da je γi kona£an za sve i ∈ I.
Sad biramo svjedoka hU ∈ |

∏
U Mi| za Γ(x). Za svaki i ∈ I, iz de�nicije

od γi i antiaditivnosti od g dobivamo

i ∈
⋂
{g({θ}) : θ ∈ γi} = g(γi) ⊆ f(γi).

Pomo¢u i ∈ f(γi) moºemo odabrati element h(i) ∈ |Mi| takav da

Mi |=
∧

γi[h(i)].

Stoga, kad god je θ ∈ Γ i i ∈ g({θ}), imamo θ ∈ γi i Mi |= θ[h(i)]. No,
znamo da je g({θ}) ∈ U , pa nam �o±ov teorem govori da za sve θ ∈ Γ vrijedi∏

U Mi |= θ[hU ]. Time smo pokazali da je hU traºeni svjedok.

U dokazu Goldblatt-Thomasonovog teorema trebat ¢e nam jo² jedna
vaºna spona logike prvog reda i modalne logike. Naime, jednom kad budemo
osigurali ω-saturiranost nekog modela promatranog kao strukture prvog reda,
poºeljet ¢emo imati ne²to bolje prilago�eno modalnoj logici.

Propozicija 2.20. Svaki ω-saturiran model je i m-saturiran.

Dokaz. Neka je model M = (W,R, V ) ω-saturirana σ1(Φ)-struktura. Pret-
postavimo da je a ∈ W te ∆ skup modalnih formula koji je kona£no ispunjiv
na skupu sljedbenika od a. Promotrimo σ1(Φ)[{a}]-strukturu M{a}. De�ni-
ramo ∆′ = {Rcax} ∪ STx(∆) gdje je STx(∆) skup standardnih translacija
svih formula iz ∆.

Budu¢i da je svaki kona£an podskup od ∆′ istinit na nekom sljedbeniku od
a, prema lemi 2.5 je ∆′ konzistentan s teorijom od M{a}, pa iz ω-saturiranosti
slijedi da je ∆′ istinit na nekom svijetu b ∈ W . Iz M{a} |= Rcax[b] imamo
da je b sljedbenik od a. Budu¢i da za sve φ ∈ ∆ vrijedi M{a} |= STx(φ)[b],
propozicija 1.22 nam kaºe da je M, b  ∆. Stoga je ∆ ispunjiv na skupu
sljedbenika od a.



Poglavlje 3

Dokaz Goldblatt-Thomasona

Gotovo smo spremni za iskaz teorema koji karakterizira modalno de�na-
bilne elementarne klase okvira. Jo² nam je potrebna jedna kratka de�nicija.

De�nicija 3.1. Kaºemo da klasa okvira K re�ektira ultra�ltar-pro²irenja

ako ue F ∈ K povla£i F ∈ K .

Teorem 3.2 (Goldblatt-Thomason). Neka je K elementarna klasa okvira.

Klasa K je modalno de�nabilna skupom formula ako i samo ako je zatvorena

na disjunktne unije, generirane podokvire i slike pri ograni£enim mor�zmima

te re�ektira ultra�ltar-pro²irenja.

Dokaz. Dovoljnost je dokazana u teoremu 1.45. Nuºnost dokazujemo tako
da pogledamo klasu svih modalnih formula koje su valjane u K i pokaºemo
da ona de�nira K . To ¢emo u£initi tako da pokaºemo da je ultra�ltar-
pro²irenje okvira F na kojem je gorenavedena klasa valjana zapravo slika pri
ograni£enom mor�zmu neke ultrapotencije pogodno odabranog okvira iz K .
Sada dajemo detaljan dokaz.

Neka je K elementarna klasa okvira zatvorena na £etiri navedene kon-
strukcije (prema korolaru 1.6 slijedi i da je zatvorena na ultraprodukte) te
neka je ΛK logika od K , tj. ΛK = {φ : F  φ za sve F ∈ K }. Dokaºimo
da ΛK de�nira K . Neka je F = (W,R) okvir takav da vrijedi F  ΛK . �e-
limo dokazati da je F ∈ K . Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti
da je F generiran to£kom jer ako je F  ΛK , onda je prema teoremu 1.45
ΛK valjana i na svakom to£kom generiranom podokviru od F. Ako uspijemo
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dokazati da je svaki to£kom generirani podokvir od F u K , onda iz svojstava
zatvorenosti od K i propozicije 1.47 slijedi da je F ∈ K . Stoga u nastavku
pretpostavljamo da je F generiran svijetom w.

Neka je Φ skup propozicionalnih varijabli koji sadrºi propozicionalnu vari-
jablu pA za svaki A ⊆ W . Pogledajmo model M = (F, V ) gdje je V (pA) = A.
Neka je ∆ ⊆ Form(Φ) skup svih formula istinitih na korijenu w modela M,
tj. ∆ = {φ ∈ Form(Φ) : w  φ}. Tvrdimo sljede¢e:

∆ je ispunjiv u K .

Kako bismo to dokazali, prvo dokaºimo da je ∆ kona£no ispunjiv u K . Neka
je δ kona£an podskup od ∆. Lako je vidjeti da je δ ispunjiv u K : da nije
tako, ¬

∧
δ bila bi valjana na svakom okviru iz K , pa bi time pripadala ΛK

i vrijedilo bi F  ¬
∧
δ, ²to je u kontradikciji s w 

∧
δ. Me�utim, ako je

svaki kona£ni δ ⊆ ∆ ispunjiv na nekom okviru iz K , onda prema korolaru
1.11 dobivamo da je ∆ ispunjiv na ultraproduktu nekih okvira iz K , a s
obzirom da je K zatvorena na ultraprodukte, zaista je ∆ ispunjiv u K .

Drugim rije£ima, postoji model N = (X,S, U) i svijet b ∈ X takav da je
okvir G = (X,S) u K i N, b  ∆. Budu¢i da je K zatvorena na generirane
podokvire i ta konstrukcija £uva istinitost na modelu, moºemo uzeti da je G

generiran to£kom b. Ostaje jo² povezati G s po£etnim okvirom F na sljede¢i
na£in:

ue F je slika pri ograni£enom mor�zmu neke ultrapotencije od G.

Neka je α = ω ∪ cardσ1(Φ). Iz teorema 2.18 dobivamo α+-dobar pre-
brojivo nepotpun ultra�ltar U nad α. No, tada iz teorema 2.19 slijedi da je
ultrapotencija N′ = (X ′, S ′, U ′) =

∏
U N σ1(Φ)-strukture N α+-saturirana,

a time i ω-saturirana. Prema propoziciji 2.20, N′ je m-saturiran model.
Postavlja se pitanje kako de�nirati ograni£en mor�zam. Prirodan bi izbor

bio pridruºiti svijetu s ∈ X ′ familiju

f(s) = {A ⊆ W : N′, s  pA}.

Dokaºimo jednu tvrdnju korisnu za nastavak dokaza:

za sve formule φ ∈ Form(Φ) je M  φ ako i samo ako je N′  φ.



47

Pogledajmo sljede¢i lanac ekvivalencija:

M  φ ⇐⇒ M, w  2nφ, za svaki n < ω

⇐⇒ 2nφ ∈ ∆, za svaki n < ω

⇐⇒ N, b  2nφ, za svaki n < ω

⇐⇒ N  φ
�o±⇐⇒ N′  φ

(3.1)

Provjerimo da je za sve s ∈ X ′ familija f(s) zaista ultra�ltar nad W .

1. Po de�niciji valuacije V , vrijedi M  pW , odnosno prema (3.1) vrijedi
N′  pW . Posebno je s  pW , pa imamo W ∈ f(s).

2. Ako su A,B ∈ f(s), onda je s  pA i s  pB. O£ito je formula
pA ∧ pB ↔ pA∩B istinita na M (prema de�niciji valuacije V ), pa iz
(3.1) slijedi N′  pA ∧ pB ↔ pA∩B. Stoga je s  pA∩B. Dakle, po
de�niciji od f je A ∩B ∈ f(s).

3. Neka je Y ∈ f(s) te Y ⊆ Z ⊆ W . Tada je s  pY , pa je po de�niciji
valuacije s ∈ Y , a zbog Y ⊆ Z vrijedi s ∈ Z. Slijedi da je s  pZ ,
odnosno Z ∈ f(s).

4. O£ito vrijedi ∅ /∈ f(s).

5. Neka je Y ∈ f(s). Tada je s  pY , odnosno s ∈ Y , pa iz s /∈ W \ Y
slijedi s 1 pW\Y . Stoga vrijedi W \ Y /∈ f(s).

Kako bismo dobili da je f ograni£eni mor�zam, dokaºimo da za sve ul-
tra�ltre u nad W i sve svjetove s ∈ X ′ vrijedi:

u = f(s) ako i samo ako ue M, u ≡ N′, s.

Naime, budu¢i da imamo m-saturiranost od N′, a s obzirom da iz propozi-
cije 1.43 dobivamo m-saturiranost od ue M, klasa {ue M,N′} je Hennessy-
Milnerova prema propoziciji 1.40. Stoga nam gornja ekvivalencija govori da
su s i f(s) bisimulirani za svaki s ∈ X ′�prisjetimo li se de�nicija, uo£it ¢emo
da je to upravo ono ²to nam treba.
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Za prvi smjer, dovoljno je dokazati da za svaku formulu φ ∈ Form(Φ) i
svaki svijet s ∈ X ′ vrijedi: f(s)  φ povla£i s  φ. Pretpostavimo da vrijedi
ue M, f(s)  φ. Iz propozicije 1.42 tada slijedi V (φ) ∈ f(s). Prema de�niciji
od f je s  pV (φ). Iz de�nicije od V slijedi M  φ ↔ pV (φ), pa prema (3.1)
imamo N′  φ↔ pV (φ), a tada je s  φ.

Obratno, ako su iste formule istinite na s i u, onda za svaki A ⊆ W

vrijedi: s  pA ako i samo ako u  pA. No, to je isto ²to i: A ∈ f(s) ako i
samo ako A = V (pA) ∈ u. To upravo zna£i u = f(s).

Kona£no, pokaºimo da je f surjekcija. Neka je u ultra�ltar nad W .
Tvrdimo da je svaki kona£an podskup od Σ = {pA : A ∈ u} ispunjiv u
N′. Neka je σ = {pA1 , . . . , pAn} ⊆fin. Σ. Skup σ je ispunjiv u M jer je
pA1 ∧ . . .∧pAn istinita na nekom svijetu u M ako i samo ako je pA1∩...∩An isti-
nita na nekom svijetu u M, a to jest jer je ultra�ltar u pravi �ltar. Nadalje,
budu¢i da w generira M, odatle je w  3n

∧
σ za neki n < ω. Prema

de�niciji od N i b slijedi b  3n
∧
σ, pa iz toga dobivamo da je σ ispunjiv

u N. Budu¢i da je N′ ultrapotencija od N, σ je ispunjiv u N′. No, N′ je
m-saturiran, pa s obzirom da je Σ kona£no ispunjiv u N′, Σ je ispunjiv na
nekom svijetu s′ u N′, iz £ega slijedi f(s′) = u.

Time smo dokazali da je ue F slika pri ograni£enom mor�zmu neke ul-
trapotencije od G. Budu¢i da je G ∈ K , ultrapotencija od G je u K

zbog zatvorenosti od K na ultraprodukte, ue F ∈ K jer je K zatvorena za
slike pri ograni£enim mor�zmima, a iz £injenice da K re�ektira ultra�ltar-
pro²irenja slijedi F ∈ K .

3.1 �Oslabljivanje� pretpostavki

Nakon ²to smo dokazali nuºnost pretpostavke o zatvorenosti na opisane
£etiri konstrukcije, name¢e se pitanje mogu¢nosti brisanja po jednog uvjeta
iz iskaza Goldblatt-Thomasonovog teorema bez utjecaja na istinitost samog
teorema. Pokazat ¢emo da je u svakom od £etiri slu£aja odgovor negativan.
Na£in za dokazivanje takvog negativnog rezultata je lako pogoditi: ako dana
klasa okvira K nije zatvorena na neku konstrukciju koja £uva valjanost
modalnih formula na okvirima, ne moºe biti modalno de�nabilna.

Naime, kad bi K bila modalno de�nabilna, postojao bi skup Γ modalnih
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formula takav da je K  Γ. Budu¢i da K nije zatvorena na spomenutu
konstrukciju, postoji podskup klase K od kojeg pomo¢u te konstrukcije do-
bivamo novi okvir F /∈ K . No, budu¢i da dana konstrukcija £uva valjanost,
imamo i F  Γ, odnosno F ∈ K . Time smo dobili kontradikciju iz pret-
postavke da je K modalno de�nabilna.

Naravno, ograni£it ¢emo diskusiju na £etiri osnovne konstrukcije okvira
jer je to ono ²to nas zanima. Klju£an alat ¢e stoga predstavljati teorem 1.45.
Njegovu upotrebu ne¢emo posebno nagla²avati u svakom od £etiri slu£aja.

Za po£etak maknimo pretpostavku da klasa okvira u teoremu mora biti
zatvorena na disjunktne unije (dodavanje negacije nekom uvjetu i njegovo
brisanje iz iskaza nisu iste stvari!). Pogledajmo sljede¢i primjer:

K = {F : F = (W,W 2)}.

Radi se o klasi svih okvira £ija su svaka dva svijeta u relaciji. Prethodna
re£enica jasno najavljuje koja je to {R,=}-formula koja de�nira klasu K :
∀x∀yRxy. S druge pak strane, K o£ito nije zatvorena na disjunktne unije
(sve ostale pretpostavke su zadovoljene), pa prema prethodnoj diskusiji K

nije modalno de�nabilna. Zaklju£ujemo da ne moºemo iz iskaza Goldblatt-
Thomasonovog teorema obrisati pretpostavku o zatvorenosti na disjunktne
unije i sa£uvati njegovu istinitost.

Poku²ajmo sad ukloniti uvjet za generirane podokvire. Pogledajmo klasu:

K = {F : F = (W,R), postoji w ∈ W takav da nije wRw}.

O£ito {R,=}-formula ∃x¬Rxx de�nira K , no K nije zatvorena na generi-
rane podokvire. Naime, uzmemo li okvir ({x, y}, {(x, x)}) ∈ K , vidimo da
njegov generirani podokvir ({x}, {(x, x)}) nije iz K . Nije te²ko pokazati
da preostala tri uvjeta jo² uvijek vrijede. Ipak, prema dokazanom K nije
modalno de�nabilna.

Ne¢emo biti ni²ta uspje²niji u brisanju zatvorenosti na ograni£ene mor-
�zme: {R,=}-formula ∀x¬Rxx de�nira klasu svih ire�eksivnih okvira, ali
za sliku F′ = ({w′}, {(w′, w′)}) okvira F = ({w, v}, {(w, v), (v, w)}) ∈ K

pri ograni£enom mor�zmu f : F → F′ de�niranom sa f = λu.w′ vrijedi
F′ /∈ K . Kao i kod disjunktnih unija i generiranih podokvira, napomenimo
da su preostale tri pretpostavke ostale istinite.
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Kona£no, ne moºemo pro¢i ni bez pretpostavke o re�ektiranju ultra�ltar-
pro²irenja. Tu ¢emo iskoristiti primjer sa stranice 24: ultra�ltar-pro²irenje od
(ω,<). Razmotrimo klasu K de�niranu {R,=}-formulom ∀x∃y(Rxy∧Ryy).
Iako je ue(ω,<) ∈ K , vrijedi (ω,<) /∈ K . Prema tome, K nije modalno
de�nabilna iako su svi preostali uvjeti zatvorenosti zadovoljeni.

3.2 Jaka verzija Goldblatt-Thomasonovog

teorema

Budu¢i da na vrlo jednostavan na£in opisan u [1] moºemo poprili£no
poop¢iti Goldblatt-Thomasonov teorem, u£init ¢emo to £im poja£amo ko-
rolar 1.11.

Lema 3.3. Neka je K klasa okvira te ∆ skup modalnih formula koji je

kona£no ispunjiv u K . Tada je ∆ ispunjiv na nekoj ultrapotenciji disjunktne

unije nekih okvira u K .

Dokaz. Prema korolaru 1.11 postoje familija okvira {Fi : i ∈ I} ⊆ K i
ultra�ltar U nad I takvi da je ∆ ispunjiv na

∏
U Fi.

Ozna£imo F1 = (W1, R1) =
∏

U Fi i F2 = (W2, R2) =
∏

U

(⊎
i Fi

)
.

Dokaºimo da postoji okvir F takav da vrijedi:

F1
∼= F � F2.

De�niramo1 preslikavanje Ψ : F1 → F2 sa

Ψ(fU) =
(
λi.(i, f(i))

)
U
.

O£ito je Ψ dobro de�nirana injekcija. Pokazujemo da je Ψ jaki homomor-
�zam okvira. Neka su fU , gU ∈ W1 takve da je fUR1gU . To je ekvivalentno
tvrdnji {i ∈ I : f(i)Rig(i)} ∈ U , odnosno {i ∈ I : (i, f(i))R′i(i, g(i))} ∈ U .
Posljednje je pak ekvivalentno tvrdnji Ψ(fU)R2Ψ(gU). Time smo dokazali
da je Ψ izomor�zam okvira F1 i nekog okvira F. Prema korolaru 1.31, ∆ je
ispunjiv na F.

1Ovdje koristimo indekse iz de�nicije disjunktne unije familije okvira zbog preciznosti

i jasno¢e izlaganja.
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O£ito je F = (W,R) podokvir od F2. �elimo pokazati da je F generirani
podokvir od F2. Pretpostavimo da je Ψ(fU) ∈ W za fU ∈ W1 i da postoji
gU ∈ W2 takav da je Ψ(fU)R2gU . Ozna£imo

⊎
i Fi = (W ′, R′). Iz de�nicije

od R2 slijedi {i ∈ I : (i, f(i))R′g(i)} ∈ U . Iz fU ∈ W1 slijedi {i ∈ I : f(i) ∈
Wi} ∈ U , odnosno {i ∈ I : (i, f(i)) ∈ W ′

i} ∈ U .
Budu¢i da je svaki F′i generirani podokvir od

⊎
i Fi, dobivamo {i ∈ I :

g(i) ∈ W ′
i} ⊇ {i ∈ I : (i, f(i))R′g(i)} ∩ {i ∈ I : (i, f(i)) ∈ W ′

i} ∈ U . Stoga je
A = {i ∈ I : g(i) ∈ W ′

i} ∈ U . Za svaki i ∈ A ozna£imo g(i) = (i, h(i)), a za
i ∈ I \A sa h(i) ozna£imo proizvoljan element of Wi. Tada je gU = Ψ(hU) ∈
W , pa smo dokazali da je F � F2. Iz propozicije 1.27 slijedi da je ∆ ispunjiv
na F2.

Teorem 3.4 (Jaka verzija Goldblatt-Thomasonovog teorema).
Neka je K klasa okvira zatvorena na ultrapotencije. K je modalno de�na-

bilna skupom formula ako i samo ako je zatvorena na disjunktne unije, gene-

rirane podokvire i slike pri ograni£enim mor�zmima te re�ektira ultra�ltar-

pro²irenja.

Dokaz. Dokaz dovoljnosti je potpuno isti kao u Goldblatt-Thomasonovom
teoremu. Dokaz nuºnosti tako�er prepisujemo, ali paºljivije: moramo po-
praviti argumentaciju gdje god se koristi zatvorenost na ultraprodukte jer tu
pretpostavku ovdje nemamo.

Kao prvo, treba pokazati da je, uz oznake iz dokaza teorema 3.2, skup
∆ ispunjiv u K . Iz leme 3.3 te zatvorenosti klase K na disjunktne unije i
ultrapotencije slijedi da postoji F ∈ K takav da je ∆ ispunjiv na F. Stoga
je ∆ ispunjiv u K .

Jo² je potrebna sasvim trivijalna preinaka: pred kraj dokaza teorema 3.2
spominjemo da je ultrapotencija G u klasi K zbog zatvorenosti na ultrapro-
dukte. Naravno, dovoljna je zatvorenost od K na ultrapotencije.
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Zaklju£ak

Ovdje zavr²ava na² uvod u de�nabilnost kroz semanti£ku pri£u o pozna-
tom Goldblatt-Thomasonovom teoremu. Drugi pristup bi bio sintakti£ki i
vodio bi na Sahlqvistov teorem korespondencije. Tako�er, valja napomenuti
da smo gledali samo osnovni modalni jezik u Kripkeovoj semantici. Uz nju
se prou£avaju mnoge druge semantike: najistaknutije od njih su semantika
op¢ih okvira, algebarska, topolo²ka i okolinska semantika. One su razvijene
kako bi se popravila �nepotpunost� Kripkeove semantike. Naime, valjanost
na okvirima je pojam drugog reda, pa je te²ko re¢i ²to bi tu bio dokazni
postupak.

Unato£ tome, razlog za na²e prou£avanje Kripkeove semantike jest to ²to
je najvizualnija i najbliºa logi£arima te daje najzabavniji dokaz Goldblatt-
Thomasonovog teorema. Valja spomenuti da je prvi dokaz dao Goldblatt
1974. godine u zajedni£kom £lanku [3] s Thomasonom i to u Kripkeovoj
semantici uz slabije pretpostavke (umjesto zatvorenosti na ultrapotencije on
uzima zatvorenost na modalnu ekvivalenciju). Thomason je dodao op¢enitiji
rezultat u kojem konstrukcije nisu toliko zanimljive, ali se odnosi na sve klase
okvira.

U pro²lom se poglavlju, naºalost, nismo uspjeli rije²iti nijednog od na²a
£etiri uvjeta, £ak ni onoga o re�ektiranju ultra�ltar-pro²irenja koji nas nekako
najvi²e smeta. Prema [11], mogli bismo ispustiti taj uvjet ako smo voljni
pristati na to da nam teorem vrijedi samo za klase kona£nih tranzitivnih
okvira. S pozitivne strane, uspjeli smo dokazati £ak i jaku verziju Goldblatt-
Thomasonovog teorema. Ipak, mogu¢e je detaljno opisati koji tip modal-
nih formula de�nira klasu u toj verziji teorema. Za to bismo trebali izmi-
jeniti jednu pretpostavku: zatvorenost klase na ultrapotencije zamijenimo
zatvoreno²¢u na ultra�ltar-pro²irenja (ne re�ektiranje!). Tada iz [4] otkri-
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vamo da se radi o takozvanim d-perzistentnim formulama. One su jedan
od predmeta prou£avanja u vidu semantike op¢ih okvira. Upravo ta seman-
tika predstavlja idu¢i logi£an korak u bavljenju de�nabilno²¢u. Napomenimo
da nismo davali detalje ovog vi²e algebarskog pristupa jer bismo morali is-
po£etka izgraditi notaciju, de�nicije i rezultate za novu semantiku kao ²to
smo to u£inili za Kripkeovu semantiku.

Opi²imo ipak ukratko o £emu se radi. Op¢i okviri su vrlo sli£ni uobi£a-
jenim Kripkeovim okvirima koje smo prou£avali u ovom radu, ali sadrºe
dodatnu informaciju o tome koje su valuacije dopustive. De�niraju se K -

perzistentne formule kao one valjane na zadanoj klasi K op¢ih okvira bez
obzira gledamo li na svaki pojedini okvir kao op¢i ili obi£ni, odnosno gledamo
li samo dopustive valuacije ili sve valuacije. Ako je jo² svaki op¢i okvir u toj
klasi deskriptivan (v. de�niciju u [4]), onda govorimo o d-perzistentnim for-
mulama.

Za kraj spomenimo otegotnu okolnost za potencijalnu prakti£nost i pri-
mjenu takve verzije Goldblatt-Thomasona: moºe biti vrlo te²ko odlu£iti jesu
li za konkretnu klasu okvira zadovoljeni uvjeti teorema, £ak i u slu£aju kad se
radi o elementarnoj klasi. To je razo£aravaju¢a posljedica sljede¢e £injenice:
o£uvanje istinitosti formula prvog reda za ultra�ltar-pro²irenja je Π1

1-teºak
problem, a time skup re£enica prvog reda o£uvan za re�ektiranje ultra�ltar-
pro²irenja nije rekurzivno prebrojiv (v. dokaz u [7]).
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