. Nadite sve prirodne brojeve koji se mogu prikazati u obliku

Izluéno natjecanje za IMC 2003
Prvi DAN, 30. 5. 2003.

. Na ploc¢i su napisani brojevi 2, 3, 51 7. Ivica moze uzastopno provoditi sljede¢u

operaciju: U jednom koraku smije odabrati (ne nuzno razli¢ite) brojeve s ploce = i y
te na plocu dopisati broj xy + x 4+ y. Moze li Ivica tim postupkom na ploc¢i dobiti
broj 20037

. Neka su A, B € M,,(C) regularne matrice takve da je A + B takoder regularna i da

vrijedi
(A+B)'=A4"14+B"

Dokazite da je
(det A)® = (det B).

. Neka su F,G:[0,1] — [0, 1] neprekidne funkcije, a F' neka je jos i rastuéa. Dokazite

nejednakost:

/01 F(G(x))dxg/olF(x) dx+/01 G(z) da.

. Za koje sve prirodne brojeve n postoji neprekidna funkcija f:R — R koja u svaki

element kodomene preslikava tocno n elemenata domene, tj. za svaki a € R skup
f7*({a}) ima totno n elemenata?

(x+y+2)?
TYz

za neke

prirodne brojeve z, y, z.

. Pravokutnik je “razrezan” na manje pravokutnike medu kojima svaki ima bar jednu

stranicu cjelobrojne duljine. Dokazite da je tada cjelobrojna i barem jedna od duljina
stranica polaznog pravokutnika.

Marjan Praljak & Vjekoslav Kovaé
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Izluéno natjecanje za IMC 2003
DrucGrt DAN, 31. 5. 2003.

. Nekasuxy,...,2n, Y1, .., Y, kompleksni brojevi. Definiramo n x n matricu A = [a; 4]
tako da na (i, j)-tom mjestu ima element a; ; = (x; +y;)" " za svake i, 5 € {1,...,n}.
Dokazite

det A = <ﬁ (n;1)> A T =) —w))

k=0 (4,5)
1<i<j<n

Za ay,...,a, > 0 dokazite nejednakost:

3

(kD) 1
Z—(al...ak)kg a.
i k=1

Neka su A, B € M,,(C) za koje vrijedi A> = A = A*, B> = B = B*. Pokazite da su
sve svojstvene vrijednosti od AB realne i pripadaju segmentu [0, 1].
Neka je f neprekidna strogo rastuca funkcija takva da je f(0) = 0, f(1) = 1. Dokazite
nejednakost:
9 9
k (kN 99
il 12 ) <27
() 5 () <
k=1 k=1

Neka su a i b razliciti realni brojevi. Pretpostavimo da neprekidna funkcija f: R — R
zadovoljava:

(1) za svaki z € R vrijedi f(x +a)+ f(x+b) = %f(Qx),

(2) lim /(@)

r—r+o0 :Ez

=0.

Dokazite da f mora biti periodicka funkcija.

. Nadite najmanji prirodni broj n sa sljede¢im svojstvom: Ako su aq,...,a, pri-

rodni brojevi ¢iji se svi prosti djelitelji nalaze u skupu {2, 3,5}, tada postoje indeksi
i < j < k takvi da je a;a;a; jednak kubu nekog prirodnog broja.

Marjan Praljak & Vjekoslav Kovaé



