IZBORNO NATJECANJE ZA IMC - ZADACI
24. svibnja 2013.

Zadatak 1. Konvergira li niz (0052 (7‘(\/712 + n))
suprotnom dokazite da ne konvergira.

>0? Ako konvergira, nadite mu limes, u
nz

Zadatak 2. Neka je n prirodan brojia;; =1, a1; = 7, a1 =4 te a;,j; = a;—1,-1 +1J, za sve
i,j€{2,3...,n}. Neka je f: Z"™ — Z" funkcija zadana s

n n n
f(.??l, To, ..., .Cl]n) = ZCLL]’ZL’J’, ZCLQ,]’ZL’J’, cey Zamxj .
j=1 j=1 j=1
Dokazite da je f bijekcija.

Zadatak 3. Odredite sve funkcije f : R — R koje su 2013 puta derivabilne i koje zadovoljavaju
jednakost

= s(ga)- T ()

ICN9og13 i€l 0#JCNog13 jeJ
|I] neparan |J| paran
za sve realne brojeve x1, To, ..., Toi3.
(Napomena. Nygi3 je oznaka za skup {1, 2, ..., 2013}, a |I| je oznaka za kardinalitet skupa I.)

Zadatak 4. Visina prirodnog broja a se definira kao broj %1), gdje je s(a) suma svih prirodnih
djelitelja broja a. Pokazite da, za svaki par prirodnih brojeva (N, k), postoji prirodan broj b,
takav da je visina svakog od brojeva b, b+ 1, ..., b+ k veéa od N.

Zadatak 5. Neka je GG konacno generirana grupa takva da za svaki g € G,g # eg postoji
kona¢na grupa K i homomorfizam ¢: G — K takav da je ¢(g) # ex. Neka je w: G — G
surjektivni homomorfizam. Dokazite da je w injekcija.

(Napomena. eg i e redom oznacavaju neutralne elemente u grupama G i K.)

Zadatak 6. Neka je G konacna Abelova grupa. Ako [0, 1) gledamo kao na grupu uz zbrajanje
mod 1, neka je G grupa svih homomorfizama G — [0, 1) uz standardno zbrajanje funkcija. Za
proizvoljan skup S C G neka je

B(S)={z € G:p(x)€[0,1/2) zasve p € S}.

Ako je grupa G konacna, dokazite da za svaki A C G takav da je 0 € A, postoji S C G takav
da je |S| < 1+4log, |Al i AN B(S) = {0}.
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