IZBORNO NATJECANJE ZA IMC - RJESENJA
06. 06. 2014.

Zadatak 1. Neka su A i B realne kvadratne matrice istog reda takve da je A simetri¢na i da
je A3B = BA?. Dokazite da je tada AB = BA.

Rjesenje. Kako je A realna simetri¢cna matrica, ona je ortogonalno sli¢na nekoj dijagonalnoj
matrici, tj. pripadni linearni operator se moze dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi.
Preciznije, A = S7'DS za neku realnu dijagonalnu matricu D i neku ortogonalnu matricu S.
Neka su dijagonalni elementi od D redom \j, Ao, ..., \, tako da su dijagonalni elementi od D3
onda X}, A3, ... A%, Kako se radi o realnim brojevima, za svake i, j vrijedi A} = A? ako i samo
ako je \; = \;. Zato postoji (interpolacijski) polinom

n—1
f(l') = Zakwkv Ao, A1y ..., an-1 €R7
k=0

takav da je f(A}) = \; zai=1,2,...,n. Kao posljedicu imamo f(D?) = D te

FAT) = F(S1D%S) = 5 au(SDPS)"
k=0
= S‘l<§ak(D3)k>S =S'f(D)S =S"'DS = A.
k=0

Po uvjetu zadatka je A3B = BA? pa (trivijalnom) indukcijom dobivamo i
(A%)*B = B(A%)*

za svaki prirodni broj k. Kao linearna kombinacija tih jednakosti odmah slijedi f(A®)B
Bf(A3), §to je (po konstrukciji od f) upravo AB = BA.

N

Zadatak 2. Neka je f: R — R dva puta derivabilna funkcija takva da je f(0) =0, f(1) =1
i f/(0) = f'(1) = 0. Dokazite da postoji z € [0, 1] takav da je |f" (z)| > 4.

1
Rjesenje. Ukoliko postoji x € [0, 2} takav da je f" (x) > 4 gotovi smo, stoga pretpostavimo

da je f"(z) <4, za sve x €

0, 2}. Prema teoremu srednje vrijednosti znamo da za svaki

1
x € <0, 2} postoji ¢, € (0, z) takav da je

1
Zaklju¢ujemo da je f'(z) < 4x, za svaki x € <0, 2} Funkcija f’ je neprekidna pa time i
1
integrabilna na segmentu {O, 2]. Vrijedi:
1

f(;) :/2f’(t) dt<4/2tdt:;.
0 0

1



Definirajmo funkciju g : R — R kao
gx)=1—f(1 —=xz), zasvaki x € R.

Vidimo da je g(0) =0, g(1) =11 ¢ (0) = ¢ (1) =0, tj. funkcija g zadovoljava iste uvjete kao

1 1
funkcija f. Dakle, ako je ¢” (z) < 4, za svaki x € {0, 2], onda je g (2) <3 No, to onda znaci

1 1 1 1 1
dajel—f (2> < 2 odnosno f <2> > 2’ sto je kontradikcija. Dakle, postoji x € [O, 2} takav

da je ¢" () > 4. To onda znadi da je —f” (1 — ) > 4, odnosno da postoji = € [2, 1] takav da
je f" (z) < —4. Ovime je dokaz priveden kraju. v

Zadatak 3. Neka je R komutativan prsten s jedinicom i neka je
SLe(R) ={(%%)]a,b,c,d € Ryad — bc =1} .
Dokazite da je za svaki prirodan broj N preslikavanje

(&)= (Zhed N amodn )

surjektivno.

RjeSenje. Neka je v € SLo(Z/NZ) i neka je (25) € My(Z) bilo koja matrica ¢ija je redukcija
mod N jednaka v. O¢ito je GCD(c,d, N) =1 pa prema kineskom teoremu o ostacima postoji
t € Z takav da su ¢ = cid = d+ tN relativno prosti. Sad jos treba pokazati da postoje
k,l € Z takvi da vrijedi

(a4 kN)d — (b+IN)d = 1.
Buduéi da su ¢ i d' relativno prosti postoje u,v € Z za koje je ud' — v = —1. Neka je
ad —bcd =1+ rN za neki r € Z. Tada mozemo odabrati: k =ru il = rv. v

Zadatak 4. Neka je ¢: N — Q bijekcija. Za svaki r € R neka je

1

T, = —.
n!

qn <7
Dokazite da je skup {7,.: r € R} linearno nezavisan nad Q.
Rjesenje. Neka sury > --- >y, te ay,...,a; € Q, takvi da je
aly, + -+ a1, =0.

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je a; # 0. Uoc¢imo da nakon eventualnog
mnozenja sa zajednickim nazivnikom, mozemo pretpostaviti da su aq,...,ar € Z. Odaberimo
n dovoljno velik, odnosno, preciznije, takav da je n > |ay|, ry > g > ry it

> nl
Lyt
(ol 4+ la) 3 7

o0 1

ITakav n postoji zbog nejednakosti Yol Tl = 7(71-«{1)! Zfrj:n—i—l m!/(:z+1)! < (nf_l)!.




Uocimo da je zbog n!(aT;, + - - - + a;T;,) = 0 i odabira broja n, suma necjelobrojnih dijelova
izraza nl(a1T,, + - - - + a1, ) jednaka 0. Zbog toga je

n—1 |
a==> > ain—"EO(modn),
m=1gm<r; m:
pa zbog n > |aq] slijedi a; = 0, sto je kontradikcija. v

Zadatak 5. Pretpostavimo da je pravokutnik P sa stranicama duljina a i b podijeljen na
kvadrate K1, ..., K, stranica paralelnih stranicama pravokutnika P. Ako je s; duljina stranice
kvadrata K;, dokazite da je s;/a,s;/b € Q, za svakii =1,...,n.

RjeSenje. Bez smanjenja opdéenitosti moZemo pretpostaviti da su (0,0) i (a,b) nasuprotni
vrhovi pravokutnika P. Nekasu X = {0 =21 <2y < -+ < ap, =a}iY ={0=1y <y2 <
-+« < Ymy = b} redom skupovi z- i y-koordinata vrhova kvadrata Ki,..., K,. Promatrajmo
R kao (beskonacno-dimenzionalni) vektorski prostor nad Q, te neka je f: R — R proizvoljno
linearno preslikavanje. Tada je (da jednakosti vrijede najlakse se uvjeriti tako da se nacrta
skica particije pravokutnika P i skupova X i Y)

FOS0 = 3 fra =) X S =

mx—1my—1

Z ﬁZ f(Zat1 — fa)f(yﬂﬂ )

1

Z f(Zar1 — o) [(Ypr1 — Ys)

(a,8): [Ta,za+1]X[ys,ys+1]C K

Z f(Zay1 — 7o) Z f(Yps1—yp)
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Odaberimo sada neku bazu vektorskog prostora R koja sadrzi vektor a, te definirajmo linearnu
funkciju za koju je f(a) = 0, te koja fiksira sve elemente baze razli¢ite od a. 1z gornje jednakosti
sada dobivamo

0= if(5i>27

odnosno f(s;) = 0 za svaki i« = 1,...,m. Slijedi da je s; € Kerf = Qa, a to smo i trebali
dokazati. Da je s;/b € Q dokazuje se potpuno analogno. v

Zadatak 6. Za koje parove prirodnih brojeva m in je polinom X™—Y™ ireducibilan u C[.X, Y]?

Prvo rjesenje. Ako m i n nisu relativno prosti, tada postoji prirodan broj d takav da je
m=m'din=nduzm <min < n. Kako je polinom X" — Y™ djeljiv sa X™ —Y",
zaklju¢ujemo da u tom sluc¢aju dani polinom nije ireducibilan.



Pretpostavimo sada da su m i n relativno prosti, te dokazimo da je u tom slucaju dani
polinom ireducibilan. Buduéi da je prsten C[X, Y| izomorfan prstenu C[Y'|[X] (uz o¢iti izomor-
fizam), element je ireducibilan u jednom ako i samo ako je ireducibilan promatran kao element
drugog prstena. Nadalje, posto? je K = C(Y) = Frac(C[Y]), zbog Gaussove leme zakljucujemo
da je nuzno i dovoljno pokazati ireducibilnost u prstenu K[X]. Uo¢imo da je zbog Eisensteino-
vog kriterija i ¢injenice da je Y prost u C[Y], promatrani polinom ireducibilan u slucaju n = 1.
Pretpostavimo da za neki n > 2 to nije slucaj. U tom slu¢aju mora postojati njegova nultocka
w i odgovarajuce prosirenje L/K stupnja manjeg od m. Kako su m i n relativno prosti, postoje
a,b € Z takvi da je am + bn = 1. Uo¢imo da je tada w’Y® € L nultocka polinoma X™ — Y.
Kako smo pokazali da je ovaj polinom ireducibilan u K[X], slijedi da je stupanj ove nultocke
nad K jednak m. Bududi da je w’Y® € L, slijedi da je i stupanj proirenja L/K barem m, $to
je kontradikcija. NG

Drugo rjesenje. Slucaj kada m i n nisu relativno prosti analiziramo kao u prethodnom
rjeSenju. Pretpostavimo sada da su m i n relativno prosti.

Graduirajmo® prsten C[X,Y] na nacin da elementu X damo teZinu n, a elementu Y te-
zinu m. S obzirom na ovakvu graduiranost, polinom X™ — Y™ je homogen (ima tezinu mn).
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji netrivijalna faktorizacija danog polinoma*

)(m—Y”:()(‘1_|_..._|_YP)()(I’_|_..._Y7“)7

pri cemu su a,b <mip,r <n.

Medutim, zbog homogenosti polinoma s lijeve strane i faktori s desne strane moraju biti
homogeni®, odakle zaklju¢ujemo da je an = pm, pa zbog ¢injenice da su relativno prosti slijedi
da je n | p, a onda posebno p > n, sto je kontradikcija. v

2C(Y) je oznaka za transcedentalno prosirenje polja C, na koje mozemo gledati kao na formalne racionalne
funkcije u varijabli Y sa kompleksnim koeficijentima.

37a prsten R kazemo da je graduirani ako je R =2 @210 A,, (s obzirom na zbrajanje u R), te za © € A,
y € A, vrijedi xzy € Apyr. Za x € A, kaZemo da je homogeni element tezine p.

4Trotocke se odnose na preostale (pa tako i moguée) mjesovite ¢lanove.

5U suprotnom bi odabirom homogenih dijelova najveée teZine iz svakog faktora te mnoZenjem istih dobili
homogeni ¢lan vecée tezine od onog kojeg bi dobili istim postupkom, ali odabirom najmanjih tezina po faktorima.
Dakle, polinom s lijeve strane ne bi bio homogen.



