IZBORNO NATJECANJE ZA IMC - RJESENJA
05. 07. 2018.

Zadatak 1. Neka je n prirodan broj i A realna n x n matrica u kojoj je suma elemenata u
svakom retku jednaka 2. Odredi sumu svih elemenata matrice A2018,

Rjesenje. Neka je e vektor duljine n ¢iji je svaki element jednak 1. Primijetimo da je Ae = 2e,
stoga je A?'8e = 229%e. [z ovog vidimo da je suma elemenata u svakom retku matrice A2018
jednaka 2298, Konac¢no, suma svih elemenata matrice A%2°*® jednaka je n - 2298, v

Zadatak 2. Neka je (a,)%; niz pozitivnih brojeva takav da niz
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i to prema istom limesu.

Rjesenje. Oznacimo
L := A}im by.
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pri ¢emu mozemo staviti npr. by = 0. Sada je
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Racionalizacijom pokazemo da vrijedi
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Ako to na prste ¢itamo kao Sy =~ ﬁ, slutnja nam je da je zadatak dovoljno svesti na doka-
zivanje sljedece dvije tvrdnje:




gdje je v, = f Tvrdnja (a) direktna je posljedica Cesaro-Stolzovog teorema:
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Za tvrdnju (b), iz dokazane tvrdnje za limes niza (8,/n)22,, znamo da za proizvoljan € > 0
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postoji Ny takav da za sve N > Ny vrijedi
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Sumu iz limesa u tvrdnji (b) rastavimo na sumu prvih Ny pribrojnika i ostatak, te iskoristimo
i to da je niz (b,)22; omeden nekim M > 0 (jer je konvergentan):
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gdje smo za prvu sumu iskoristili da ne ovisi o NV, a u drugoj ponovno primijenili Cesaro-Stolza:
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Kako je € > 0 bio proizvoljan, dokazali smo da je limes iz (b) jednak nuli, te je time zadatak
gotov. v

Zadatak 3. Trnoruzica na ploc¢u napise N prirodnih brojeva. Nakon toga zla vjestica baci
kletvu na ploc¢u kojom izbrise neki broj, a zatim i sve brojeve koji su relativno prosti s prvim
izbrisanim brojem. Trnoruzicin cilj je da nakon kletve na plo¢i ostane barem K brojeva i da
su svi preostali brojevi na plo¢i u parovima relativno prosti. U ovisnosti o prirodnom broju K
odredi najmanji prirodni broj N takav da Trnoruzica moze na pocetku napisati N prirodnih
brojeva s kojima ¢e ostvariti svoj cilj neovisno o vjesti¢inoj kletvi.

Rjesenje. Zadatak pretvaramo u zadatak iz teorije grafova. Svaki od N vrhova oznacavat
¢e jedan od N Trnoruzi¢inih brojeva. Dva vrha grafa spojit ¢emo neusmjerenim bridom ako
odgovarajuci brojevi koji odgovaraju tim vrhovima nisu relativno prosti. Drugacija formulacija
zadatka sada glasi ovako: treba konstruirati graf s N vrhova takav da brisanjem bilo kojeg vrha
grafa i svih vrhova koji nisu njemu susjedni, ostane barem K vrhova od kojih nikoja dva nisu
medusobno povezana bridom.

(Nije bas jasna ekvivalencija zadataka, ali ono sto ¢emo napraviti je sljedece: nac¢i ¢emo najma-
nji N7 u ovisnosti o K za problem iz teorije grafova. Znamo da je on manji ili jednak najmanjem
N5 u problemu iz teorije brojeva, no mi éemo dokazati i da je jednak.)

Primijetimo dvije trivijalne tvrdnje: svaki vrh treba imati barem K susjednih vrhova (brisa-

njem tog vrha treba nam ostati barem K vrhova, a ostaju samo oni koji su mu susjedni); ne

2



smije postojati trokut u grafu (ako su vrhovi A, B, C' svi medusobno spojeni bridom, tada bri-
sanjem vrha A ostaju vrhovi B i C koji su medusobno spojeni bridom).

Zadatak iz teorije grafova sada nije tesko rijesSiti: uzmimo bilo koji vrh Xy. On mora imati
barem K susjeda, dakle postoje jos barem vrhovi Xji,..., Xk koji su susjedi za Xy. Vrh X;
takoder mora imati jos barem K susjeda. X, je jedan od njih, ali niti jedan drugi X; to ne
smije biti jer bismo imali neki trokut. Dakle, zbog toga moramo imati jos barem K — 1 vrhova
Yy, ..., Yk 1 unasem grafu. Sad smo dosli do N > 2K vrhova. Dokazimo da je to i dovoljno.
Za primjer takvog grafa uzmimo potpuni bipartitni graf s 2 - K vrhova, tj. graf s vrhovima
Ay, ..., Ak, B, ..., Bk takvi da su izmedu svih vrhova A;, B; uspostavljen brid, no izmedu vr-
hova A;, A; niti B;, B; nema brida. Lagano je provjeriti da taj graf zadovoljava uvjete zadatka:
brisanjem bilo kojeg vrha A;, ostaju svi vrhovi By, ..., Bk, obratno za brisanje nekog vrha B;.
Vratimo se sada na problem iz teorije brojeva. Dokazat ¢emo da za bilo koji K postoji N = 2K
prirodnih brojeva sa svojstvom opisanim u tekstu zadatka. Dokaz iz teorije grafova govori nam
da N ne moze biti manji od 2K. Konsturiramo na sljedeé¢i nacin: svakom bridu grafa prida-
jemo jedinstveni prosti broj. Kako je bridova u grafu konacno, a prostih brojeva beskonacno
mnogo, ovo je jasno moguce. Vrh pridruzen broju bit ¢e jednak umnosku svih bridova koji
ulaze(=izlaze) iz njega. Sada N brojeva koji su pridani vrhovima grafa ¢ini izbor za Trnoru-
zicu, i zadatak je gotov. v

Zadatak 4. U ovisnosti o prirodnom broju n odredi sve parametre A € R za koje sljedeci
sustav ima rjesenje u realnim brojevima:

ag = ap = \; ap = 2\ — , ke{l,...,n}.
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Rjesenje. Raspisujuci prvih nekoliko ¢lanova izrazenih preko A (u daljem tekstu z), uocavamo
pravilnost koju nije tesko dokazati indukcijom. Naime:

_ Pra(2)

ay = Pu(z) gdje je Py rekurzivno zadan niz polinoma: Pyyq(x) = 20Py(x) — Pp_1(z).
K\

Ako za pocetne uvjete stavimo Py(z) = 1, P(z) = x, dobivamo Cebisevljeve polinome prve
vrste. Jedina preostala jednadzba za provijeriti je a, = aq, Sto je ekvivalentno s:

Poi1(z) = 2P, (z).

Pronadimo prvo sva rjesenja jednadzbe = € [—1, 1]. Izrazimo li jednadzbu preko trigonometrij-
skih formula (Py(z) = cos(k arccos ), uz ¢ = arccos x), dobivamo:

1
cos(n + 1)y = cos pcosnp = 5 (cos(n+ 1)@ + cos(n — 1)p)

<= cos(n+ 1)p =cos(n —1)p <= sinnpsinp = 0.
Odavde vidimo da su sva rjesenja dana s

k km
p=— < A=zx=cos—, k=0,...,n.
n n
Da bismo vidjeli da su to uistinu i sva rjesenja, mozemo iskoristiti neki argument brojanja

nulto¢aka polinoma P, 1(z) — 2P, (), ili moZzemo iskoristiti formulu za Cebigevljeve polinome
zax ¢ [—1,1]: P, (é(t+%)):%(tn+t%) P



Zadatak 5. Potpuni homogeni simetri¢ni polinom stupnja d u varijablama z,zo,...,x,
definiran je formulom

ha(z1, e, ..., Ty) = Z Tiy Ty -+ - Ty

Tako je npr. ho(xy, 12) = 2?2 + 1179 + 23. DokaZite da za svaki parni prirodni broj d i za svake
realne brojeve xq,Zs, ..., x, vrijedi hy(x1, 2, ..., z,) > 0.

Rjesenje. Neka su 71, Z,,..., Z, nezavisne slucajne varijable s eksponencijalnom distibuci-
jom parametra 1. To znadi da svaka Z; ima funkciju gustoce f(x) =e* zax >0, f(z) =0 za
x < 0. Najprije tvrdimo da za svaki m € Ny vrijedi

EZ™ =ml.

(Pritom interpretiramo 0° kao 1.) To pokazujemo matematickom indukcijom po m. Kao bazu
indukcije mozemo uzeti m = 0, kada je tvrdnja oc¢igledna: EZ? = E1 = 0. Korak indukcije
slijedi parcijalnom integracijom:
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Nadalje tvrdimo da vrijedi
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pa zadatak ocigledno slijedi iz ¢injenice da je d-ta potencija realnog broja nenegativna. Naime,
koristeéi multinomni teorem, Cinjenicu E(XY) = (EX)(EY') za nezavisne sluc¢ajne varijable X
i Y te netom dokazanu formulu EZ™ = m!, mozemo pisati:
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Time je dokazana zeljena jednakost. v



