Izborno natjecanje za Vojtéch Jarnik
16.02.2007.
1. kategorija

. Neka je n € N. Pokazi da n dijeli cijeli broj najblizi broju

(n—l—l)!.

. Neka je A kvadratna matrica reda n i neka je njena determinanta jed-
naka 1. Oznac¢imo s B matricu dobivenu dodavanjem 1 svakom ele-
mentu od A. Dokazi da je determinanta od B jednaka 1 + s gdje je s
suma svih elemenata matrice A=

. Neka je f realni polinom stupnja n ¢iji koeficijenti (a;);—o,. » zadovo-
ljavaju svojstvo
Qp = Ap—L k:O,...,n

i medu svim koeficijentima je parno mnogo njih razli¢ito od nule. Po-
kazi kako f ima barem jedan korijen apsolutne vrijednosti 1.

. Neka je zadano n > 2 djece, poredanih u krug, koja skupljaju slicice.
Na pocetku svakom djetetu udijelimo jednu od n razlicitih sli¢ica. Sva-
kog dana jedan od skupljaca odluéci povecati svoju kolekciju. On to ¢ini
tako da pogleda sve slicice djeteta lijevo od sebe i kupi jednaku kolek-
ciju (ako se neka od sli¢ica veé nalazi u njegovom posjedu svejedno ¢ée
biti pridodana). Za koje vrijednosti n je mogucée da dva djeteta nakon
konacno mnogo dana posjeduju jednake kolekcije?
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. Neka je p polinom stupnja n s realnim korijenima a; < as < ... < a,.
Neka je b € R takav da je 2b < a; + ay. Dokazite da vrijedi

2" p(b)] = () (b — as)]-

. Neka je A realna 3x3 invertibilna matrica u kojoj su sume redaka,
stupaca i obaju dijagonala jednake. Dokazite da isto svojstvo vrijedi i
za matricu A™L.

. Dokazite da suma znamenaka broja 5" u decimalnom prikazu ide u
beskonac¢nost za n — oo.

. U svakoj od n vreca nalazi se proizvoljan broj nové¢i¢a. Svaka vreca
sadrzi ili iskljuc¢ivo prave ili samo lazne novcice. Pretpostavimo da svi
pravi nov¢iéi imaju masu W koja je poznata. Masa w laznih novéica
unaprijed nije poznata. Na raspolaganju je digitalna vaga. Potrebno je
odrediti najmanji broj potrebnih vaganja kojima se moze odrediti koje
vreCe sadrze lazne novcic¢e kao i vrijednost w.



